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1 Groupes

Exercice 1. Soit X,, un polygone régulier & n sommets. On note G(X,,) (resp. GT(X,,)) le groupe des isométries
(resp. isométries positives) de X,.

a) Montrer que GT(X,,) est un sous-groupe distingué d’indice deux dans G(X,,).

b) Montrer que GT(X,,) est isomorphe a Z/nZ.

c¢) Décrire G(X,,) comme produit semi-direct de Z/nZ par Z/27Z.

Exercice 2. Soit p un nombre premier et G un groupe de cardinal p™. On note Z(G) := {z € G|Vy € G,zy =
yx}. En considérant 1'action de G sur lui-méme par conjugaison, montrer que Z(G) # {1}.

Exercice 3. On dit qu'un groupe G est nilpotent s’il existe une suite de sous-groupes distingués de G :
{I}=GycGyC---CGr =G

tel que pour tout i, G;+1/G; soit dans le centre de G/G;.
a) montrer que tout sous-groupe et tout quotient d’un groupe nilpotent est nilpotent.
b) Montrer qu’un p-groupe est nilpotent.
¢) Soit Uy, (k) 'ensemble des matrices (& coefficient dans un corps k) n x n triangulaires supérieures n’ayant
que des 1 sur la diagonale. Montrer que U, (k) est un sous-groupe nilpotent de GL,, (k).
Exercice 4. Soit G un groupe fini d’ordre n ayant pour tout nombre premier p un unique p-Sylow, noté G.
a) Soient p, ¢ deux nombres premiers distincts. Soient g € G, et h € G,. Montrer que ghg™'h™ € G,NG, =
{1}.

b) En déduire un isomorphisme [[,, G, = G.

|n
Exercice 5. Soit G un groupe simple (i.e. sans sous-groupe distingué différent de {1} et ) de cardinal 60.
Pour p = 2,3, 5, on note n, le nombre de p-Sylow de G.

a) Montrer que ns = 6. En déduire le nombre d’éléments d’ordre 5 dans G.

o
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Montrer que n3 = 10. En déduire le nombre d’éléments d’ordre 3 dans G.

o
~

Montrer que G ne contient pas d’élément d’ordre 6 ou 10.
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Montrer que si H; et Hy sont deux 2-Sylow de G, alors HiNHs = {1} (on pourra considérer le commutateur
d’un élément non trivial de U'intersection de Hy N Ha).

e) Montrer que ng = 5.
f) Montrer que G est isomorphe a 2s.

2 Groupes abéliens

Exercice 6. (2.1.10) Soient X et Y deux groupes abéliens. On définit sur
Hggn(X ,Y') = {Morphismes de groupes abéliens X — Y’}
une addition par

Vee X, (f+9)(x)=f(z)+g()
Montrer que I'on définit ainsi une structure de groupe abélien sur Hom 45(X,Y).

Exercice 7. (2.2.6) Montrer qu'un groupe abélien A non trivial est simple si et seulement si il est cyclique
d’ordre premier.

Exercice 8. (2.2.8) Soit A un groupe abélien et n > 1 un entier naturel. Montrer que si B est un quotient de
A qui vérifie B[n] = B, alors B est un quotient de A/nA.

Exercice 9. (2.2.9) Soit A un groupe abélien fini. Si B C A est un sous-groupe dont l'ordre est premier a
celui de A/B, alors A est isomorphe & B & A/B.



Exercice 10. (2.2.10) Soit A un groupe abélien fini. Montrer que

a) L’ensemble I = {m € Z; mA = 0} est un sous-groupe non nul de Z. On appelle son générateur positif
I'exposant de A.

b) L’exposant de A divise l'ordre de A.
¢) L’exposant de A est le produit des exposants des composantes p-primaires A(p) de A.
d) Il existe un élément a € A dont 'ordre est égal a I'exposant de A.
Exercice 11. (2.2.11) Dualité dans les groupes abéliens finis et théoréme de structure. Soit A est

un groupe abélien fini. On appelle caractére de A un homomorphisme de A dans le groupe C* des nombres
complexes non nuls. Notons n le cardinal de A et d son exposant.

a) Montrer que les caractéres de G forment un groupe G dont I'élément neutre est le caractére trivial 1 qui prend
la valeur constante 1.

b) Montrer que exposant de A divise d (celui de A).

¢) Montrer que, si A est cyclique d’ordre n, A est cyclique d’ordre n.
d) Montrer que, si A est une somme directe B @ C, on a A~BaC.
¢) Pour tout oo € Hom(A, B), on définit @ : B — A par

Vx € B =Hom(B,C*), a(x)=xoa¢c Hom(A,C*) = A.

Montrer que & € Hom(B, A).
f) Montrer que si « est surjectif, & est injectif.
g)* Montrer que si « est injectif, @ est surjectif.
h) D’apres Pexercice précédent, il existe un élément a de A dont l'ordre est d. Notons B le groupe engendré par

a et a linclusion de B dans A. Montrer qu’il existe un élément y € A tel que x(a) soit d’ordre d. Montrer que
l'ona A~ B®Kery.

i) Montrer que tout groupe abélien fini est somme directe de groupes cycliques.

j) Pour a € A, on note a” 'application définie sur A par a"(x) = x(a). Montrer que a — a" est un isomorphisme
(de bidualité, ou canonique) de A sur A.
Exercice 12. (2.2.13) Structure de (Z/nZ)*. Soient p un nombre premier et n > 1 un entier.

a) Montrer que si p™ > 2, alors on a
Va,y € Z, (x+p"y)?P = 2P +p" Pty (mod p"t?).
b) Que se passe-t-il si p" =27
¢) Montrer que si p® > 2, m >0, x =1 (mod p") et z # 1 (mod p"*1), alors le groupe
Ker((Z/p""™Z)" — (Z/p"Z)")
est cyclique d’ordre p™. Il est engendré par la classe de z.

d) Montrer que si p > 2, alors le groupe (Z/p™Z)* est cyclique (voir 2.2.9).
e) Montrer que si n > 2, alors 'application

)27 ®L)2" 27 — (2)2"7)*, (a,b) — (—1)?5° (mod 2")

est un isomorphisme de groupes.

f) Montrer que groupe (Z/mZ)* est cyclique si et seulement si m = 1, 2, 4, ou m est le la forme p™ ou 2p™, ou
p > 2 est un nombre premier et n > 1.

Exercice 13. (2.3.6) Décrire (a isomorphisme pres) tous les groupes abéliens Y d’ordre 8 et tous les groupes
abéliens X d’ordre 16. Pour chaque X, dire quels Y sont (isomorphes & un) sous-groupe de X.

Exercice 14. (2.3.7) Soit X un groupe abélien d’ordre 216. Montrer qu'il existe deux entiers a, b € [1, 2, 3] tels
que | X[2]| = 2% et | X[3]| = 3°. Décrire la structure de X en termes de a et b. Que se passe-t-il si on remplace
216 par 4327



Exercice 15. (2.3.8) Soit X un groupe abélien d’ordre n, et d un diviseur de n. Montrer que X a moins
un sous-groupe X% d’ordre d et un quotient Xy d’ordre d. Montrer que X est cyclique si et seulement si X¢
(respectivement X ;) est unique pour tout d divisant n.

Exercice 16. (2.3.9) Décrire tous les groupes abéliens X qui admettent un sous-groupe Y tel que Y ~ Z /47
et X/Y ~ Z/27. Méme question pour Y ~Z/6Z et X/Y ~ 7 /127Z.

Exercice 17. (2.3.10) Soit (d;)1<i<m €t (€;)i1<i<n deux familles d’entiers naturels tels que 1 < di|da]|. .. |dn

m n

et 1 < eylea|...|e,. On pose X = HZ/diZ et Y = HZ/eiZ. Indiquer sous quelles conditions X admet un
i=1 i=1

sous-groupe (respectivement un quotient) isomorphe & Y.

Exercice 18. Soit A un groupe abélien fini. On pose s = _, =.

a) Montrer que 2s = 0.

b) Soit di|ds|...|d, les diviseurs élémentaires de A. Montrer que si d,_; est impair et d, pair, s est 'unique
élément d’ordre 2 de A. Montrer que dans tous les autres cas s = 0.
Un élément = d’un groupe G est caractéristique si son orbite sous 'action de Aut(G) est réduite & un point.

¢) Montrer que s est caractéristique.

d) Soit » > 1 un entier. Quels sont les éléments caractéristiques de Z/nZ?

e) Montrer que (Z/nZ)? n’a pas d’autre élément caractéristique que 0.

f) Montrer que (Z/nZ) x (Z/2nZ) a exactement un élément caractéristique non nul.

g) Plus généralement, & quelles conditions sur dy, ..., d, le groupe A admet-il un autre élément caractéristique
que 07 Montrer que cet élément ¢ est alors unique.
Exercice 19.

a) Montrer que le groupe Aut(Z/nZ) des automorphismes de Z/nZ est naturellement isomorphe & (Z/nZ)*. En
déduire qu’il est commutatif.

b) Expliciter Aut(Z/2Z x Z/27Z). Remarquer qu’il n’est pas commutatif.

¢) Montrer que si d est un diviseur commun de m et n, 'application f
n
(@,y) = (z+ —,9)

est un automorphisme de Z/nZ x Z/mZ.

d) Montrer que si A est un groupe abélien fini, Aut(A) est abélien si et seulement si A est cyclique.

3 Anneaux et idéaux

Si I, J sont deux idéaux de A, on note (I : J) :={a € A,aJ C I} (c’est un idéal de A).

Exercice 20. Soient A un anneau et I, J et L des idéaux de A. Montrer les assertions suivantes :
a) I-JcCINndJ,

(I-JH)+{I-L)y=I1-(J+1L),

INnJ)+(InNnL)ycIn(J+ L),

si A est principal, alors (INJ)+ (INL)=IN(J+ L),

si J est contenu dans I, alors J+ (INL)=1IN(J+ L),

supposons que A = k[X,Y] avec k un corps et posons I = (X), J = (Y) et L = (X +Y). Calculer
(INJ)+(INL)et IN(J+ L), puis les comparer.
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Exercice 21. Soient I et J deux idéaux d’un anneau A. On suppose que I+ J = A (deux tels idéaux sont dits
comaximaux).

a) Montrer que IJ =1NJ.
b) Montrer que A — A/I x A/J est surjectif de noyau I N J.

c) Généraliser au cas de n idéaux comaximaux deux & deux.



Exercice 22. Soient I et J deux idéaux d’un anneau A. On suppose que I +J = A (deux tels idéaux sont dits
comaximaux), montrer que I"™ + J" = A.

Exercice 23. a) Soit [ et J deux idéaux comaximaux de A (c’est-a-dire I+.J = A). Montrer que (I : J) = 1.

b)

Soit L un idéal tel que I - L C J; montrer que L C J.

Soit p et q deux idéaux premiers dont aucun n’est contenu dans lautre. Montrer que (p : q) = p et
(q : p) = g. Donner un exemple de deux idéaux premiers dans k[X, Y], ol k est un corps, dont aucun n’est
contenu dans I'autre et qui ne sont pas comaximaux.

Soit @ un élément non diviseur de 0 d’un anneau A. Montrer que si (a) est premier, la relation (a) =1-J
pour deux idéaux I et J, entraine I = A ou J = A.

Indice : Commencer par montrer que I = (a) ou J = (a).

Exercice 24. Montrer a ’aide d’un contre-exemple, que si I et J sont des idéaux tels que INJ =1-J, et J
ne sont pas nécessairement comaximaux.

Exercice 25. Montrer qu'un anneau integre A possédant un nombre fini d’idéaux est un corps.
Indice : prendre x € A et considérer les idéaux (z™).

Exercice 26. Soit A = Ay x --- x A, un produit d’anneaux et soit I un idéal de A.

a)
b)

c)

Montrer que I est égal a un produit d’idéaux I; X --- X I,,.
Déterminer les idéaux premiers et maximaux de A.

Supposons que les A; soient des corps, montrer que ’anneau A n’a qu’un nombre fini d’idéaux.

Exercice 27. Soit A anneau des fonctions continues & valeur réelles sur un espace topologique compact K.

a)
b)

Soit I un idéal strict de A. Montrer qu’il existe € K tel que pour tout f € I, on ait f(z) =0.

Déterminer les idéaux maximaux de A.

Exercice 28. Montrer qu’il n’y a pas de morphisme d’anneaux :

a)
b)
c)
d)

de C dans R,
de R dans Q,
de Q dans Z,
de Z/nZ dans Z, pour tout n > 0.

Exercice 29. Montrer qu’il existe un morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ si et seulement si m divise
n. Montrer que dans ce cas il existe un unique morphisme d’anneau.

Exercice 30. Soit A un anneau, montrer que l’ensemble R des éléments réguliers de A (c’est-a-dire non diviseurs
de 0 dans A) est une partie multiplicative, c’est-a-dire : 1 € R et si r et s sont des éléments de R alors rs € R.

Exercice 31. Dans un anneau fini, tous les éléments réguliers sont inversibles.

Exercice 32. Soit A un anneau (commutatif unitaire) et P = >""" 1 a, X" € A[X].

a)
b)

c)

d)

¢)

Montrer que P est nilpotent si et seulement si pour tout ¢ € N, a; est nilpotent.

Soit  un élément nilpotent de A. Montrer que 1 + x est inversible.

Montrer que P est inversible dans A[X] si et seulement si ag est inversible et pour tout ¢ > 1, a; est
nilpotent.

Indice : si Q = Y i~ b; X" est un inverse de P, on pourra commencer par montrer que que pour tout

7=

r> 07 a:LJrlan—r = 0.
Montrer qu’'un élément x de A appartient a tous les idéaux maximaux de A si et seulement si pour tout
a € A, 1 — ax est inversible.

Montrer que P est dans l'intersection de tous les idéaux maximaux si et seulement si P est nilpotent
(c’est-a-dire, dans A[X], le radical de Jacobson est égal au nilradical).

Exercice 33. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.
(1) Montrer que 'image réciproque d’un idéal premier est encore un idéal premier.
(1) Est-ce encore vrai pour les idéaux maximaux ? Et si f est surjectif ?

Exercice 34. Soit A un anneau et I un idéal et soit 7 : A — A/I. Montrer que :
(1) les idéaux de A/I sont en bijection avec les idéaux de A contenant I,
(11) cette bijection induit une bijection sur les idéaux premiers et les idéaux maximaux.



Exercice 35. Déterminer tous les idéaux premiers de :

(1) Clx],

(1) RIX]/(X? + X + 1),

(m) R[X]/(X3 —6X%+11X —6),
Ew) RIX]/(X* = 1).

v) Déterminer tous les morphismes de R-algebre de ces anneaux dans R et C.

Exercice 36. Soit p un idéal premier d’un anneau A, et soient (I;)1<;<n des idéaux de A. Supposons que

n

po ][

=1
montrer que contient I'un des idéaux I;.
7

Exercice 37. Soient (p;)1<i<n des idéaux premiers d'un anneau A, et soit I un idéal de A tel que
IC U?:ﬂ%‘-
Montrer que I est contenu dans 'un des p;.

Exercice 38. Soit A un anneau et nil(A) I’ensemble des éléments nilpotents de A.

(1) Montrer que nil(A) est un idéal.

(11) Montrer que si p est un idéal premier, alors nil(A) C p.

(1) Soit s & nil(A) et S = {1,s,---,s",---}. Montrer que ’ensemble des idéaux de A disjoints de S contient
un élément maximal p (utiliser le lemme de Zorn). Montrer que p est premier. En déduire que

nil(A) = N »

p idéal premier

Exercice 39. Montrer que dans un anneau principal A, les idéaux premiers sont maximaux.

Exercice 40. Mont r ClX.Y] est principal
xerci . Montrer que 'anneau ———~ .
q ¥ — x2) ot princip
X, Y
Exercice 41. Soit A = (f([Y,—E) ; on pose = I'image de X dans A.

a) Montrer que x est inversible et que tout élément a non nul de A peut s’écrire de fagon unique sous la
forme a = 2™ P(z) o m € Z et P est un polynome de terme constant non nul. On note e(a) = deg(P).

b) Soient a,b € A montrer qu’il existe ¢, € A tels que a = bg+r et : r =0 ou e(r) < e(b).
¢) En déduire que A est principal.

Exercice 42. Soit k un corps et A = k[X,Y]/(X?, XY,Y?).

(1) Déterminer les éléments inversibles de A.

(1) Déterminer tous les idéaux principaux de A.
(1) Déterminer tous les idéaux de A.

Exercice 43. Soit A un anneau intégre et p un idéal premier principal non nul. Soit I un idéal principal de A
contenant p. Montrer que [ =p ou [ = A.

Exercice 44. Montrer qu'il n’existe pas d’homomorphisme d’anneaux de Z[v/2] dans Z[/3].

Exercice 45. Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal I de A on note f,(I) I'idéal de
B engendré par f(I) et on lappelle extension de I dans B. Pour tout idéal J de B on appelle contraction de J
l'idéal f=1(.J). Soit I un idéal de A et J un idéal de B. Montrer que :

a) ICfH(fD)) et D fu(f7H(T)),
b) f_l(‘]) = f_l [f*(f_l(‘]))] et f*(l) = f* [f_l(f*(l))]

¢) Soit C I'ensemble des idéaux de A qui sont des contractions d’idéaux de B et £ I'ensemble des idéaux de
B qui sont des extensions d’idéaux de A. Montrer que :

d) C={I:IT=f"f(D))}etE={T:T=f(f7HI))},
e) f« définit une bijection de C sur &£ ; quel est son inverse ?
Soient I; et I deux idéaux de A et J; et Jo deux idéaux de B. Montrer que :



) filli + I2) = fi(I) + fo(I2) et [ (J1+J2)Df (J1)+f (o),
g) fo(linla) C fu(l) N fu(l2) et f7H (N Je) = f7H () N fH(J2),
h) fo(li-Io) = fu(l1) - fe(I2) et f=H(Jy - Ja) D f~ ( 1) f7 1( 2),

i) folli: 1) C (fullh) : fu(B2)) et fH(J1 s J2) C (M) = fH(J2)),
D) W) VD) et fTHVIT) = ).

Exercice 46. Considérons I'homomorphisme d’anneau ¢ : k[U, V] — k[X] défini par o(U) = X3 et p(V) =
—X?2 et tel que p(a) = a pour tout a € k?

a) Quel est le noyau de ¢ ?
b) Quelle est I'image de ¢ ?
¢) Montrer que A est inteégre et que son corps des fractions est isomorphe a k(X).

Exercice 47. Montrer que 'algébre quotient R[X]/(X?+X +1) est isomorphe & C et que 'algébre R[X /(X (X +
1)) est isomorphe a R2.

Exercice 48. Soit k un corps de caractéristique p > 0 et A une k-algébre. Montrer que le morphisme

F:A— A

T xP

appelé morphisme de Frobenius est un morphisme d’anneaux.

Exercice 49. Soit k£ un corps et A une k-algeébre de dimension finie comme k-espace vectoriel.

a) Montrer qu’une algebre intégre de dimension finie sur un corps est un corps [Montrer que 'application de
multiplication par a non nul est injective puis surjective].

b) Soit p € Spec(A) = {p / p est un idéal premier}.
Montrer que A/p est de dimension finie sur k.
¢) Montrer que p est un idéal maximal.
Soient p; € Spec(A),i =1, - ,n des idéaux distincts.
d) Montrer que la fleche

i=1

est surjective. En déduire I'inégalité n < dimy(A).
On suppose dorénavant A réduite (c’est-a-dire nil(A) = 0).
e) Montrer que la fleche

A= P An

pESpec(A)
est un isomorphisme d’anneaux.
f) Considérons I'algebre A = R[X]/((X? + a)X (X + 1)) avec a € R.
A quelle condition sur a € R, 'algebre A est elle réduite 7

g) Dans le cas ou A est réduite, expliciter I'isomorphisme précédent.

Exercice 50. Un anneau est dit local s’il contient un unique idéal maximal.
a) Montrer qu'un anneau A est local si et seulement si A\ A* est un idéal.
b) A quelle condition sur n Panneau Z/nZ est il local ?

c¢) Soient A un anneau local, I, J deux idéaux de A et a € A un élément non diviseur de 0 tels que I.J = (a).
Montrer qu'’il existe x € I et y € J tels que a = zy. En déduire que I = (z) et J = (y).



4 Modules

Exercice 51. Soit M un A-module, montrer que la somme directe MY est isomorphe au module des polynémes
MI[X].

Exercice 52. Soit A et B deux anneaux et f: A — B un homomorphisme d’anneaux.

(1) Montrer que la loi a.b = f(a).b (ot @ € A et b € B) munit B d’une structure de A-module. B muni de sa
structure d’anneau et de cette structure de A-module est appelé une A-algebre.

(11) Montrer que si A est un corps k alors f est injectif (c’est-a-dire : une k-algébre contient un corps isomorphe
ak).

(1) Montrer que tout B-module N est muni naturellement d’une structure de A-module. Quel est I’annulateur
Ann(N) = (04 : N) de ce module?

Exercice 53. Soit M un A-module, on définit MY = homy4 (M, A). On dit que M est réflexif si le morphisme
naturel 6 : M — MYV défini par m +— 6(m) = (¢ — p(m)) avec p € MY =homy (M, A) est un isomorphisme.
Soit f € Enda M, on définit sa transposée 'f € Enda M"Y par tf(p) = ¢ o f pour tout ¢ € MY = hom4 (M, A).

a) Montrer que ’ensemble des polynémes P de A[X] tels que P(f) = 0 est un idéal que I’on notera I(f).
b) Montrer que I(f) C I(Yf).

c) Montrer que {(!f)of0 =00 f.

d) Montrer que si M est réflexif, on a I(f) = I('f).

Exercice 54. Soit M un A-module

(1) On suppose que M est monogene, montrer qu’il existe un idéal I de A tel que M ~ A/I.

(11) On suppose que M # (0) est simple (c’est-a-dire que ses seuls sous-modules sont (0) et M). Montrer que
M est monogene, engendré par tout élément non nul de M. Montrer que M est isomorphe & A/m ot m est un
idéal maximal de A.

(m) Quels sont les Z-modules simples ?

Exercice 55. Soit A un anneau intégre et M un A-module. On dit que z € M est de torsion si il existe
a € A — {0} tel que az = 0. On note T'(M) I'ensemble des éléments de torsion de M. Si T(M) = 0 on dit que
M est sans torsion.

a) Montrer que ’ensemble des éléments de torsion de M est un sous-module de M.
b) Montrer que M /T (M) est sans torsion.
c) Montrer que si f: M — N est un morphisme de A-modules alors f(T(M)) C T(N).

Exercice 56. Soit M un A-moduleet m € M un élément dont Pannulateur Ann(m) est réduit a (0). Montrer
que Am est facteur direct de M si et seulement si il existe f € MY = hom4(M, A) tel que f(m) = 1. Montrer
qu’alors on a M = Am @ ker f.

Exercice 57. Soient M, ..., M, des A-modules et I; = Ann(M;), - , I, = Anun(M,) leurs annulateurs. On
suppose que les I, sont deux a deux comaximaux (c’est-a-dire que l'on a I, + Iz = A pour a # f3).

On pose : M = @,y Mo, I = oey Loy No = Dpro Mp et Jo = gz, I5- Si J est un idéal de A on notera
(0: J) le sous-A-module de M égal & {m € M, Jm = O} Montrer les formules suivantes :
(1) Montrer que pour tout «, I, et J, sont comaximaux.

(1) Ju = (0: N,),

(111) =(0:Jy) =1y M.
( M

W) Mo = (0:1o) = Jo - M =N, Np.



