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TD n°3b.

Produit tensoriel

Exercice 1. Soit A un anneau commutatif et M un A-module. On suppose que pour tout idéal I de A, le
morphisme I ® M — M envoyant i ® m sur im est injectif.

Soit j : N1 — Ny un morphisme injectif. Si NV est un sous-module de Ny contenant j(N;), on note jy : Ny = N
la corestriction de 7 a N.

a)

b)

)
Q)

Montrer que l’ensemble des sous-modules N de Ny contenant j(N7) tels que jy®Idy : Ny M - N M
soit injectif admet un élément maximal pour l'inclusion (on utilisera le lemme de Zorn). Fixons un tel
élément maximal, que 1’on note dorénavant V.

Soit x € Ny et N' = N + (z) C Na. Notons ¢ : N — N’ linclusion, p : N & A — N’ défini par
p(n,a) =n+ax et ma : N @& A — A la projection sur la deuxiéme composante. Montrer que la restriction
de 7y & ker(p) est injective. On note I = my(ker(p)). En déduire une suite exacte

0T3S NoAL N —o0.

Montrer, en tensorisant la suite exacte précédente par M, que ¢ ® Idp; est injective.

En déduire que N = Ny et que M est un A-module plat.

Montrer qu'un Z-module sans torsion est plat.

Exercice 2 (Algebres tensorielle, symétrique et extérieure). Soit A un anneau commutatif et M un A-module.

a)

On note T(M) = @,,cy M®", ot M® = A, M®' = M et par récurrence M®" ! = M®" @ M. On note
tp 2 M — T(M) Papplication induite par I'inclusion de M®! = M dans T'(M).

Montrer qu’il existe une unique application A-bilinéaire m : T(M) x T(M) — T(M) qui envoie (z1 ®
QT YI R RYn) EMETX MO sur 11 @ QX QY1 @+ - Q@ Yy € MO et que T(M) est une
A-algebre (non commutative) pour cette multiplication.

Montrer que (T'(M), tas) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute A-algeébre (non commutative)
B et toutr application A-linéaire ¢ : M — B, il existe un unique morphisme de A-algébres ¢ : T(M) — B
tel que ¢ = ¢ o 1.

On note I l'idéal bilatere de T'(M) engendré par (ear(2)enr(y) — tar(y)enr (2))(,y)em- On note S(M) =
T(M)/I,w:T(M)— S(M) la projection canonique. et iy = woips. Montrer que S(M) est une A-algebre
commutative.

Montrer que (S(M),ip) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute A-algébre commutative B et
toute application A-linéaire ¢ : M — B, il existe un unique morphisme de A-algebres ¢ : S (M) — B tel
que ¢ = poiy.

Montrer que si M est un A-module libre de base (e;)ier, il existe un unique morphisme de A-algebre
Al(X:)ier] = S(M) envoyant X; sur ip(e;), et que ce morphisme est un isomorphisme.

On note J 'idéal bilatere de T'(M) engendré par (tar(z)?)pens, AM = T(M)/J, wn : T(M) — AM la
projection canonique, jy; = w0ty et AYM limage de M@ C T(M) par 75. Montrer que AM = @ A%M.
Montrer que si (e1,--- ,e,) est une famille génératrice finie, alors pour d > n, A¥M = 0.

Montrer que pour toute forme d-linéaire alternée ¢ : M% — N, il existe une unique application A-linéaire
Mg ATM — N telle que AXé(tpr(w1) -+~ tar(zq)) = (w1, -+, 24) pour tout (z1,--- ,x4) € M2

Montrer que si (e, - ,e,) est une base de M, det(M) := A™M est un A-module libre de dimension 1,
de base (x1z9 - -xy).



