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1 Reésultant

Exercice 1. Soit K un corps. Soit A = a,a™ + -+ + ag et B = bya™ + - -+ + by deux polynémes de K[X]. On

consideére Papplication linéaire ® de K,,_1[X] x K, _1[X] dans K, 1,m-1[X], définie par ®(P,Q) = PA+ @B.
a) Montrer que ® est injective si et seulement si pged(A, B) = 1.

b) Montrer que
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c¢) Calculer Res(z” — a, 25 — b).

Exercice 2. Soit A =a, [[\_;(X — ;) et B=0b,, [[21(X — 3).
a) i) Montrer que Res(a, B) = a™, Res(A,b) = b", Res(B, A) = (—1)"" Res(4, B).
ii) Montrer que Res((X — o)A, B) = B(a) Res(A, B).
iii) En déduire que Res(4, B) = aj, [[;%, B(ew) = apbi? T, [Ty (i = B))--
b) En déduire que Disc(A) = Res(4, A") =[], A'(a;) = a2 2 [Ticj(cs — aj)?.

Exercice 3. Soit A = a,, [[121(X — ;) et B=0b, [[\1(X — 3).

a) Quelles sont les racines de r(z) = Res((A(x — y), B(y)) ?

b) Construire des polynomes dont les racines sont les o, les B(a).

c¢) Construire des polynémes dont les racines sont les a; — 3, les ;55 et les oy /B; (si B(0) # 0).
Exercice 4. Soient K un corps de caractéristique 0 et a, 8 deux éléments algébriques sur K. Soit a1 = a, ...,y
et f1 =0,...,bn les racines des polynémes minimaux A et B de a et 3.

a) Montrer qu'il existe n € Z tel que les a; + nf; soient tous distincts.

=)

Trouver un polynoéme annulateur C, sans facteur carré, de v = a + np.
Soit L = K (7). Que vaut pged(A(y —nX), B(X)) dans L[ X]?
En déduire que K(«, 8) = K(v).

En déduire que toute extension finie de corps de caractéristique 0 admet un élément primitif.
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2 Séparabilité

Exercice 5. Soient X et Y deux indéterminées et p un nombre premier. On pose
K =TF,(X?,Y?) et L=TF,(X,Y).

(1) Montrer que L est une extension finie de K de degré p.
(11) Montrer qu’il n’existe pas d’élément 6 € L tel que L = K(6).

Exercice 6. Soient K un corps , F = X® —3X — 1 € K[X] et a une racine de F' dans une cloture algébrique
de K. Montrer que K (a) est une extension séparable de K.



Exercice 7. Soient K un corps de caractéristique un nombre premier p et f un polynoéme irréductible sur K.
Montrer que f n’est pas séparable si et seulement si il existe g dans K[X] tel que f(X) = g(XP).

Exercice 8. Soient K un corps de caractéristique un nombre premier p et L une extension finie de K de degré
non divisible par p. Montrer que L est séparable sur K.

Exercice 9. Soient K =F,(X) et P =t” — X. Montrer que P n’est pas séparable.

3 Extensions galoisiennes

Exercice 10. Soit n € N*. Soit ®, = [[}¢(z/nz)- (X — e?mk/n) ¢ CIX].
a) Montrer que X" —1 =[], ®a. En déduire que ®,, € Z[X].
b) Soit ¢ une racine primitive n°de 1 et p un nombre premier premier & n. Soit f et g les polynémes minimaux
unitaire sur Q de ¢ et ¢’ = ¢P. On suppose f # g.
i) Montrer que fg|®,, et f|g(XP).

ii) Montrer que I'image de ®,, dans F,,[X] a un facteur irréductible ayant multiplicité au moins deux, et
en déduire une contradiction.

¢) En déduire que ®,, est un polyndme irréductible.

d) Montrer que Q(ezm/ ™) est une extension galoisienne de Q et décrire son groupe de Galois.

e) Soit K une extension finie de Q. Montrer que K ne contient qu’un nombre fini de racines de 1.
Exercice 11. Soit a un entier sans facteur carré, différent de 0,1 et —1. Soit p un nombre premier. Soit K un
corps de décomposition de X? — a sur Q. Calculer [K : Q.

Soit G = Gal(K/Q). Montrer que G a un sous-groupe distingué H isomorphe a Z/pZ tel que G/ H soit isomorphe
a (Z/pZ)".

Exercice 12. Soit K = Q(v/2,v/3,v/5). Montrer que K est une extension galoisienne de Q et décrire son groupe
de Galois.

Exercice 13. Soient f un polynome irréductible de Q[X] et K le corps de décomposition de f dans C. On
suppose que le groupe de Galois de K sur Q est abélien. Montrer que pour toute racine a de f, on a K = Q(«).



