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Exercice 1. Soit K un corps et 2 une extension de k. Soit L et Ly deux sous-corps de 2 contenant K de
dimensions finies sur K. On note L; Ly le sous-corps de () engendré par Ly et Lo.

a) Montrer que [L1Ls : K] <[Ly : K][Ls : K], et qu’en cas d’égalité, K = L1 N Lo.

b) On suppose dorénavant Ly /K galoisienne. Montrer que Ly Lo/Ls est galoisienne et construire un isomor-
phisme Gal(Lng/Lg) — Gal(Ll/Ll N Lz)

¢) Montrer que [L1Ly: K| =[Ly : K][Ly : K]/[L1 N Ls : K].

d) On suppose dorénavant que Lo/K est également galoisienne. Montrer que LjLo et Ly N Ly sont des
extensions galoisiennes de K.

e) Construire un morphisme injectif ¢ : Gal(L1L2/K) — Gal(L1/K) x Gal(Ly/K)

f) Montrer que I'image de ¢ est {(g1,92) € Gal(L1/K) x Gal(Ly/K),71(g1) = m2(92)}, ou m; : Gal(L;/K) —
Gal(L; N Ly/K) est la surjection canonique.

g) Soit Q*" I’ensemble des nombres algébriques z contenus dans une extension galoisienne L de Q telle
Gal(L/Q) soit commutatif. Montrer que Q" est un corps. Est-ce une extension finie de Q ?

Exercice 2. Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de degré n. Soit E un corps de décomposition de P sur Q,
G le groupe de Galois de E/Q. Ecrivons P = [, (X — a;). Soit A :=Z[ay,- -+ ,ay] C E la sous-Z-algebre de
E engendrée par (a;);. Soient p un nombre premier et P la réduction de P modulo p. Soit N le cardinal de G.
a) Montrer que A est un Z-module libre de rang N.
b) Montrer que si g € G, g(A) = A et en déduire une action de G sur A.

c¢) Soit m un idéal maximal de A contenant pA (justifier Uexistence d’un tel m). Montrer que L := A/m est
une extension finie de F,. On note 7/A — L la projection canonique.

d) Montrer que L est un corps de décomposition de P sur Fp.

e) On suppose dorénavant que pged(P, Pl) = 1. Montrer que pged(P,P’) = 1. On note Q := {«a;} et
Q:={m(;)}. B
On a deux injections naturelles i : G — Sq et j : Gal(L/F,) — &g et mq :  — 2 induit un isomorphisme
T : &5 — Gq qui envoie o sur 7' 00 o mq. L'objectif de I'exercice est de montrer que 7*5(Gal(L/F,)) C
i(G).

f) Montrer que si (¢;); est une famille de morphismes d’anneaux de A vers L deux & deux distincts, alors (¢;);

est une famille libre du L-espace vectoriel Homz_nod (A4, L). En déduire qu’il y a au plus N morphismes
d’anneaux de A vers L. Indice :siy € Aet )  a;¢; =0, alors Y. a;(¢:(y) — $1(y))¢: = 0.

Montrer que tout morphisme d’anneaux A — L est de la forme 7 o o pour un unique o € G.
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Montrer que si s € Gal(L/F,), alors s o w est un morphisme d’anneaux A — L.
En déduire un morphisme injectif Gal(L/F,) — Gal(E/Q).
Conclure.

Exercice 3. Soit P = X* —2 € Q[X] et L le corps de décomposition de P. Décrire le groupe de Galois G de
P et toutes les extensions intermédiaires K telles que Q C K C L.

Exercice 4. Soit L/K une extension de corps de degré 2. Montrer que c’est une extension normale.
Exercice 5. Soient P = X* +aX? +b € Q[X] un polynome irréductible, L le corps de décomposition de P et
G = Gal(L/Q). On note ta, £ les racines de P.
a) Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe du groupe diédral D4 d’ordre 8.
Montrer que G ~ Z/4Z si et seulement si (a/8 — /a) € Q.
Montrer que G ~ (Z/27)? si et seulement si a8 € Q ou o? — 32 € Q.
Montrer que sinon G est isomorphe a Dy.
Déterminer le groupe de Galois de X4 — 4X2 — 1.
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Exercice 6. Soit P = (X2 +3)(X? —3X + 1) € Q[X] et G le groupe de Galois de P.

a) Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe de Z/2Z x &3

b) Calculer le cardinal de G.

c) Le groupe est-il commutatif ? cyclique ?
Exercice 7. Si p est un nombre premier et n est un entier premier a p, on note (%) = 1 si n est un carré dans
Fx et (2
Soient ¢,p deux nombres premiers impairs distincts. Soient ¢ une racine primitive ¢°de 1 dans une clotiire

algébrique F, de F,, et
T = Z (2) ¢* e IET;

z€F,

= —1 sinon. Si n est un multiple de p, on note (%) =0

a) Montrer que >, 5 (%) =0.
b) Soit z € F),. Montrer que

(y,2)€FZ Jy+z=x y€EF)

—1

c¢) En déduire que 7% = (_1)“7(].
d) Montrer que 7P = (%) r

e) En déduire deux expressions pour 771 et montrer que (g) (%) = (=1)p=Dla=1)/4,

Exercice 8. Soit p un nombre premier impair et ( € C une racine primitive p°de 1. Soit

x :
T = — ) ¢*.
> ()
z€lF,
a) Montrer que 72 = (—1)%11).
b) En déduire que toute extension de degré 2 de Q est contenue dans une extension cyclotomique Q({p) ot
(o est une racine de 1.

Exercice 9. Soit f le polynéme X* +8X + 12 € Q[X].

(1) Montrer que f est irréductible sur Q.

(11) Montrer que Gal(f) est isomorphe a 2.

(1) Soit L le corps de décomposition de f dans C. Montrer qu’il n’existe pas d’extension quadratique de Q
contenue dans L.

Exercice 10. Soit f le polynome X4+ X + 1 € Q[X].

(1) Montrer que f est irréductible sur Q.

(1) Montrer que Gal(f) est isomorphe & G4.

(m) Soit « une racine de f dans C. Montrer qu’il n’existe pas d’extension quadratique de Q contenue dans

Q(a).

Exercice 11. Soient p un nombre premier et f un polyndme irréductible de Q[X] de degré p. Soit K le corps
de décomposition de f dans C. On suppose que f posseéde exactement deux zéros non réels. Montrer que le
groupe de Galois de K sur Q est isomorphe a &,,.

Application. Montrer que le groupe de Galois du polynéme f = X° —4X3 — 2 € Q[X] est isomorphe & &s.

Exercice 12. Soit P € K[X] un polyndme unitaire & racine simples dans toute extension de K et L son
corps de décomposition. Soit 2 = {ay, -, a,} U'ensemble des racines de P dans L. On note d = disc(P) =
[Ticj(ei— ;)2 € K et Vd= [I;<;j(@i — a;). On identifie G = Gal(L/K) avec un sous-groupe de &,. On note
H=Gn%A,.

a) Soit g € G. Montrer que g(v/d) = €(g)v/d, ott € : G — {#1} est le morphisme signature.

b) Montrer que G C 2, si et seulement si d est un carré dans K.

c)

Montrer que K[vd] = LY.



d) Soit P = X3+ pX + q € Q[X] sans racines dans Z. Montrer que, si —(4p® + 27¢?) est un carré dans Q, le
groupe de Galois de P est Z/37Z et, sinon, G3.

Exercice 13. Soit P € K[X] un polynéme irréductible et «, deux racines distinctes dans un corps de
décomposition de P.
On suppose K de caractéristique nulle, montrer que o — 5 ¢ Q.

Exercice 14. Pour chacun des polynémes suivants, calculer 'action du groupe de Galois sur les racines, faire
la liste des sous-corps d’un corps de décomposition et pour chacun d’eux donner un élément primitif du corps
et dire s’il est normal.

a) P=X*—17 b)dy=X-X04X*- X241, c¢)X6+3,
d) (X2 -2)(X2-3), e) X3 -1, f) (X?-2X —1)(X?-2X —7)(X?-2X +2),
g) Pog=X0 4+ X3+1, h) X3+ X +1.

Exercice 15. Calculer les groupes de Galois de sur Q de :
a) X*+2X2+ X +3;
b) X4 +4+3X3%-3X —2;
c) X6+4+22X5-9X*+12X3 —37X2 - 29X — 15.
Indice : on réduira modulo 2, 3 et 5.
Exercice 16. Montrer que pour tout n > 1, il existe un polyndme unitaire P € Z[X] dont le groupe de Galois
sur Q soit G,,.
Exercice 17. Soient a,b € Z. Soit v/b une racine carrée de b dans C et o une racine carrée de a 4+ v/b dans C.
a) Montrer que si a? — b est un carré dans Z, I'extension Q(«)/Q est galoisienne de degré au plus 4.
b) Supposons (a,b) = (7,16). Montrer que lextension Q(«)/Q est galoisienne.

¢) Si (a,b) = (4,3) montrer que lextension Q(«)/Q n’est pas galoisienne.
On pose F = X* —2aX? +a? — b € Z[X].

d) Calculer le discriminant de F.
On suppose que F est irréductible sur Q.

e) Montrer que si a? — b est un carré dans Z, 'extension Q(a)/Q est galoisienne de groupe de Galois isomorphe

a 02 X 02.

f) Montrer que si a? — b appartient a bZ?, I’extension Q(«)/Q est galoisienne de groupe de Galois isomorphe a
Cy.
Exercice 18. Soit P (T) =T° — 7T + 7 € Q[X]

a)Montrer que le polynéme P; a trois racines réelles z1, xo et x3 vérifiant 21 > xo > 0 > x3. Calculer le degré
de Pextension M = Q(z1) de Q.

b) Montrer que l'extension M/Q est galoisienne, et décrire son groupe de Galois.
c¢) On note +y;, +yo et y3 les racines de Po(T) = T® — 7T% + 7, numérotées de fagon que x; = y2, et L le
corps Q(y1,Y2,y3)-

a) Montrer que y3 n’appartient pas & Q(y1,y2).

b) Montrer que yo n’appartient pas & Q(y;).

c¢) Calculer le degré de M sur L.

d) L’extension L/Q est-elle galoisienne ? Abélienne ?

d) On note G le groupe Aut(L). Montrer que, pour i € {1, 2,3}, il existe deux éléments 7; et 7/ de G tels que,
pour j # i, on ait
Ti(y) = —vi, 7)==y, Ti(y) =y, W) =~y

Montrer qu’il existe un élément 7 de G tel que
Vi e {1a2a3}v T(yi) = —Yi-

Donner la liste des sous-corps N de L contenant M et tels que [L : N] = 2.



e) Montrer qu’il existe un élément o de G tel que

o(y1) =y2, o(y2) =ys, o(ys) =y,
et calculer
T10T3, 7'10'27'1, TéO’Té.
f) Montrer que v/—7 appartient & L et déterminer le groupe Aut(L/Q(+v/—7)).

g) On pose 6 = y; + y2 + y3. Calculer le degré de 6 sur Q (on pourra étudier les images de 6 sous laction de
G). Quelle est la structure du groupe Aut(L/Q(0)) ? Est-il distingué dans G ?

h) Indiquer combien de sous-corps de Q(#) contiennent /—7.

Exercice 19. Soit K un corps de caractéristique p > 0 et L une extension finie de K. On note K, I’ensemble
k

des éléments de L séparables sur K et K. ’ensemble des = € L tels qu'il existe k € N tel que 2P € K.

Montrer que K et K, sont des corps et K; N K, = K.

Soit x € L. Montrer que = € K si et seulement si K (aP) = K(z).

a

=3

Montrer que pour tout = € L, il existe k € N tel que 2" € K.

Soit x € K, et P € K[X] le polynéme minimal de x. Montrer que P est irréductible dans K, [X].
Montrer que [L: K,] > [K, : K].

On suppose 'extension L/K normale et soit G = Aut(L/K).
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i) Montrer que K /K est une extension galoisienne.
ii) Montrer que L/K, est galoisienne de groupe de Galois G.
iii) Construire un isomorphisme G — Gal(K;/K).
Exercice 20. Soient K un corps et P,Q € K[X]| deux polynémes non constants. On note n le degré de P et

m le degré de Q. Soit L un corps de décomposition de P o @Q = P(Q(X)). On suppose de plus que L/K est une
extension séparable.

a) Montrer que L/K est une extension galoisienne.

b) On note K le sous-corps de L engendré par K et les racines de P contenues dans L. Montrer que Ky/K
est une extension galoisienne.

¢) Montrer que Po @ =[], R; ot Ry,---, R, € Ko[X] sont des polynémes de degré m.
d) En déduire que [L : K] divise n!(m!)™.

Exercice 21. Soit K C L une extension galoisienne de corps tel que G := Gal(L/K) soit cyclique de cardinal

n. On suppose de plus que K contient une racine { exactement niéme de 1. On veut montrer qu’il existe a € K
tel que L ~ K[X]/(X™ — a).
Soit o un générateur de G et N : L — K 'application qui & x associe Hg g(x).
a) Soit x € L tel que N(x) = 1. Montrer que ¢, = id+ 0 + -+ [zo(z)--- 0" 2(x)]o" ! : L — L n’est pas
nulle.
b) Soit y € Im ¢, — {0}. Montrer que z = y/o(y).
c) Soit b € L tel que b/o(b) = . Montrer que L = K[b] et que b" € K.
d) Conclure.
Exercice 22. a) Soit K C L une extension de corps et P € K[X]. Construire un isomorphisme L @
K[X]/(P) ~ LIX]/(P).
b) Soit Q une extension de K avec €2 algébriquement clos. Soit P € K[X] un polyndme irréductible.
i) Montrer que P est séparable sur K si et seulement si Q[X]/(P) est réduit.

ii) Montrer que P est radiciel (i.e. de la forme X —aoup= CarK) si et seulement si Q[X]/(P) est
local.

¢) Soit L une extension finie de K.
i) Montrer que L/K est séparable si et seulement si 2 @ L est réduit.

ii) Montrer que L/K est radicielle si et seulement si Q ®x L est local.



