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n

Exercice 1. Soit A un anneau (commutatif unitaire) et P =3 ja;X* € A[X].

a)
b)

c)

Montrer que P est nilpotent si et seulement si pour tout i € N, a; est nilpotent.
Soit x un élément nilpotent de A. Montrer que 1 + x est inversible.

Montrer que P est inversible dans A[X] si et seulement si aq est inversible et pour tout ¢ > 1, a; est
nilpotent.

Indice : si Q = Y i~ b; X" est un inverse de P, on pourra commencer par montrer que que pour tout
r>0,a by, = 0.

Montrer qu’un élément = de A appartient a tous les idéaux maximaux de A si et seulement si pour tout
a € A, 1 — ax est inversible.

Montrer que P est dans 'intersection de tous les idéaux maximaux si et seulement si P est nilpotent
(c’est-a-dire, dans A[X], le radical de Jacobson est égal au nilradical).

Solution. a) Si a; est nilpotent dans A pour tout i, il est aussi dans A[X] et donc P, qui appartient a

l'idéal de A[X] engendré par les a; l'est aussi (puisque les éléments nilpotents forment un idéal).
Réciproquement, on raisonne par récurrence sur le degré de P (c’est évident si P est un polynéme constant).
Si Pk = 0, alors le coefficient en X™* dans P*, qui est aﬁ, doit étre nul. Donc a,, est nilpotent. Donc
Q@ = P —a, X" est aussi nilpotent et deg @ < deg P. Donc les coefficients de @) sont nilpotents, or ce sont
les coefficients de P (& I'exception de a,). D’ou le résultat.

Si 2™ =0, on pose ' = Z?;Ol(—x)i et on vérifie que 2'(1 + z) = 1.

Si ag est inversible et a; nilpotent pour i > 1, alors P = ag(1+ag' >, a; X?). D’aprés a), ag ' S5 | a; X?
est nilpotent, donc (1 + ag* S a; X" est inversible d’aprés b), et donc P est inversible comme produit
d’inversibles.

Réciproquement, soit @ = Y 1" b;X © un inverse de P. Alors 1 = agbgy, donc ag et by est inversible.
Montrons par récurrence sur r que al by, . = 0.

Pour r = 0, il suffit de regarder le coefficient de X™*" dans PQ = 1.

Pour » > 1 alors le coefficient de X™*"~" dans PQ = 1 est 0 = apby,_, + Z;;é b —p. En multipliant
par a’, et puisque 0 = akb,, _r|axb,,_ra’, pour k < r—1, il ne reste plus que 0 = a’*1b,,_,., comme voulu.
En prenant, r» = m, on obtient a”™*1by = 0, et donc a,, est nilpotent puisque by est inversible.

Donc P — a,X™ est aussi inversible (par la question b)), et de degré strictement inférieur & P. Par
récurrence sur le degré de P, on en déduit que a; =0 pour 1 <7 <n — 1.

Supposons que x appartienne a tous les idéaux maximaux de A. Si 1 — az n’est pas inversible, (1 — ax) est
un idéal propre, donc contenu dans un idéal maximal m. Alors 1 = (1 — ax) + axz € m comme combinaison
linéaire d’éléments de m. D’ou une contradiction.

Si 1 — ax est inversible pour tout a. Soit m un idéal maximal de A ne contenant pas z. Alors 'image &
de = dans A/m est non nul donc inversible, d’inverse z’. Alors 1 — z2’ € m ne peut pas étre inversible
contrairement a I’hypothese.

Si P est dans tout idéal premier, a fortiori il est dans tout idéal maximal.

Réciproquement, si P est dans tout idéal maximal, alors d’apres d), 14+ X P est inversible. On déduit donc
de ¢), que les coefficients de P sont nilpotents, donc P est nilpotent d’aprés a). Il appartient donc & tout
idéal premier.

Exercice 2. Soit n > 2 un entier. Le but de ce probléeme est de montrer que

Sp=X"-X-1

est irréductible sur Q.
— Montrer que S,, a n racines distinctes dans C.



Pour tout polynéme P € C[X] de degré m tel que P(0) # 0, on note z1,..., 2y, les racines de P dans C

comptées avec multiplicité et on pose

an-§(-2)

Exprimer ¢(P) en fonction des coefficients de P. En déduire la valeur de ¢(S,,).

— Soit z une racine de S,,. Montrer que 'on a

21 Z*l >i71.
z |2|2

On pourra écrire z = re*? et exprimer cos# en fonction de 7.

— Montrer que si z1, ..., 2, sont m réels positifs tels que H:;l r;=1,0ona

m
g Ty > m.
i=1

— Soit P un diviseur non constant de S,, dans Z[X]. Montrer que |P(0)] =1 et ¢(P) > 1.

Conclure.

Solution. a) Une racine double z serait racine de S,, et de sa dérivée S, = nX"~! — 1. On aurait donc

2"t =1/n, et donc 0 = Sy, () = z/n—x—1, dolt 2 = ™=, ce qui est en contradiction avec 2"~ = 1/n
(comme on peut le remarquer en regardant la norme ou la valuation p-adique pour un p divisant n). S,
a donc bien n racines distinctes dans C (puisque C est algébriquement clos).

Ecrivons P = S yanX"™ = am [[=,(X — 2). En développant et en identifiant le coefficient en X™~1,
on trouve
Am—1 = —Qm Z Zj-
i

De méme ag = am, [[;(—2;) et

i = an I = 30 —an [[(=) = a0 3 -
i j#i i g J i 7
Donc ¢(P) = —7‘12‘;1 + o

En particulier ¢(S,) = 1.

Ecrivons z = re®., Alors z — 1

z

=re'® — e~ /r. Comme cos(#) = cos(—6), on obtient

R(z — %) = (r —1/r)cos(6).

L’énoncé est donc équivalent & montrer que
1
(1= —=)(1+2rcos(0)) > 0.
T

Comme S,, est a coefficients réels, Z est aussi racine de S,,. Donc
P =" = (1+2)1+2) =1+2+2+ 22 =1+ 2rcos(d) + r?

. On est donc ramené a prouvé que
1

(1- T—Q)(TQ” —7?) > 0.
Orsir<1,(1—-%)<0et (r* —r?) <0, dou I'inégalité voulue.
Sir>1,(1-2%)>0et (r* —r%) >0, dou I'inégalité voulue.
Si r = 1, 'expression de cos() nous donne cos(f) = —% et donc z = j ou j est une racine 3° de 1, de
polynéme minimal X2 + X + 1 sur Q. En posant k le reste de la division euclidienne de n par 3, on en
déduit que z est racine de X* — X — 1, qui n’est pas multiple de X2 4+ X + 1, d’olt une contradiction.

Par convexité de I’exponentielle exp(% S yi) < L > exp(y;). En appliquant cette inégalité & y; =

—_ m
m

log z; et puisque ), logz; = 0 par hypothése, on obtient 1 << % > it x; comme voulu.



e) Supposons S, = PQ avec P,Q € Z[X]. Quitte & multiplier P par —1, on peut supposer P unitaire. Alors
—1=25,(0) = P(0)Q(0), donc P(0) est inversible dans Z et donc P(0) = 1 ou —1.
Comme P est unitaire et P(0) est inversible, ¢(P) € Z.
Notons (xj)le la famille des racines de P (ce sont aussi des racines de S,,. On a

20(P) = 2R(¢(P)) =2 Rl(z; — —) (l? -1
PR

On a [[,_,|z;| = [P(0)] = 1 et donc J];
Zj(%z >m.

On obtient alors ®(P) > 0, et donc ®(P) > 1 puisque ¢(P) € Z.

f) Si S, est réductible dans Q[X], il l'est aussi dans Z[X]. Soient donc P et @ comme dans la question
précédente.

On a alors ¢(S,) = ¢(P) + ¢(Q) > 2, ce qui contredit la question 2.

j ‘w = 1. D’apres la question précédente, on en déduit que

Exercice 3. Soit A un anneau noethérien et G un groupe fini opérant sur A par automorphismes d’anneaux.
On note A® = {a € A:Vg € G,ga = a}. Vérifier que A® est un sous-anneau de A.
On suppose que le cardinal de G est inversible dans A et on défini p: A — A par

pla) = card Z 94

Montrer que pour tout g € G,ona gop=pog=p.

Q

o T
S N N N N

Montrer que p est AC-linéaire et que pop = p.
Montrer que 'image de p est AC.
Soit I un idéal de A“ et I A I'idéal de A engendré par I. Montre que p(IA) = I.

Montrer que A est noethérien.

[oN

Solution. (1) On calcule

1 1 1
gopa) =g (card(G’) };Gha> = m };(gh)a = m Z gha = p(a).

gheG

De méme on a

Poul@) = iy ) = gy L= gy 3 (hada =)

heG h hgeG

(11) On calcule

1
= = d =p.
pep card Z geor= card card(G) Zp card(G) card(G) p =p

geqG

Si A € A% est invariant par le groupe G, alors on a

p(0) = s 3 000) = g 30 Mae) = A 3 g = dn(a)

geG geG geG

Le projecteur p est donc bien A€ linéaire.
(1) Soit A € A%, on a alors

1
PN card Z 9(A card(G) gzeé)\ B )\card(G) card(G) = A.

ce qui prouve que A% est contenu dans I'image de p. Par ailleurs, si € Im p, alors on a = p(y) et pour tout
ge G, ona
g9(x) =g(p(y)) =goply) =ply) ==
donc z € AC.
(1v) Comme I C A% et que p est I'identité sur A, on a p(I) =1I1. Orona I C IA donc I C p(IA).



Soit maintenant « € I'A, on peut alors écrire x = ), a;x; avec a; € A et x; € I. Mais alors comme p est AC
linéaire, on a
plx) = wip(a;)
i

et 7; € I et p(a;) € A%, on a donc p(z) € I car I est un idéal de A%.

(v) Premiére méthode : soit (I,), une suite croissante d’idéaux de A et montrons que (I,,) est stationnaire.
La suite (I,,A), est une suite croissante d’idéaux de A donc est stationnaire par noethérianité de A. Donc la
suite (p(I,A)), est stationnaire, or comme p(I, A) = I,,, on obtient le résultat voulu.

Deuxi¢me méthode : soit I un idéal de A® et montrons qu’il est de type fini. On a vu que I = p(IA) ot I A est
un idéal de A. Comme A est noethérien, ce dernier idéal est de type fini : IA = (aq,--- , a,). Mais alors comme
I engendre T A, les a; s’écrivent :
a; =y wijbi;
J

ou la somme est finie avec b; ; € I et z; ; € A. On voit donc que les b; ; = p(b; ;) engendrent IA comme idéal
de A. Montrons qu’ils engendrent I comme idéal de A%.

En effet, si € I, alors on sait que « € p(IA) donc = = p(y) avec y € IA. Mais alors on peut écrire
y = Z” Yi,;bi5 avec y; j € A. On a alors comme b; j € I C A% et que p est A%-linéaire :

w=py) = > p(yisbig) = D p(is)bi;-
i i

Comme les p(y;,;) sont dans AC | ceci prouve que les b; ; engendrent I comme idéal de AC.



