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1 Arithmétique
Exercice 1. Soit n un entier supérieur ou égal à 1. Montrer que :
a) un élément Cl(m) ∈ Z/nZ est une unité ssi m et n sont premiers entre eux,
b) l’anneau Z/nZ est intègre si et seulement si n est premier,
c) l’anneau Z/nZ n’a pas d’élément nilpotent non nul ssi n n’a pas de facteur carré.
d) Déterminer l’idéal

√
nZ (rappelons que

√
I = {a /∃k ∈ N / ak ∈ I}).

Solution. a) Soit m ∈ Z, dire que Cl(m) est inversible dans Z/nZ signifie qu’il existe m′ ∈ Z tel que
Cl(m)Cl(m′) = Cl(1) dans Z/nZ. Il existe donc n′ ∈ Z tel que mm′ = 1 + nn′ ce qui signifie que m et n
sont premiers entre eux.
Réciproquement si m et n sont premiers entre eux, il existe m′ et n′ dans Z tels que l’on ait mm′+nn′ = 1
ce qui donne dans Z/nZ la relation Cl(m)Cl(m′) = 1 donc Cl(m) est inversible.

b) Si n est premier, montrons que Z/nZ est intègre. Soient a et b tels que Cl(a)Cl(b) = 0 dans Z/nZ, alors
il existe n′ ∈ Z tel que ab = nn′. Ainsi n divise le produit ab et comme n est premier, soit n divise a
(c’est-à-dire Cl(a) = 0), soit n divise b (c’est-à-dire Cl(b) = 0).
Réciproquement, supposons que n n’est pas premier, alors on peut écrire n = n1n2 avec n1 et n2 des
entiers tels que 1 < n1 < n et 1 < n2 < n. Alors on a Cl(n1) 6= 0 et Cl(n2) 6= 0 dans Z/nZ alors que
Cl(n1)Cl(n2) = Cl(n1n2) = Cl(n) = 0. Dans ce cas Z/nZ n’est pas intègre.

c) Écrivons la décomposition de n en facteurs premiers :

n =
r∏
i=1

pαi
i .

Supposons que pour tout i, on ait αi = 1 (c’est-à-dire n n’a pas de facteur carré). Soit alors m ∈ Z tel
que Cl(m) est nilpotent dans Z/nZ, il existe alors k ≥ 1 tel que Cl(m)k = 0. Il existe donc n′ ∈ Z tel
que mk = nn′. Pour tout i, on a alors pi divise mk et comme pi est premier, alors pi divise m. Ainsi
n =

∏r
i=1 pi divise m et Cl(m) = 0.

Réciproquement, supposons que l’un des αi est différent de 1 (disons α1 > 1). Considérons alors

m = pα1−1
1

r∏
i=2

pαi
i .

On a Cl(m) 6= 0 et

m2 = p2α1−2
1

r∏
i=2

p2αi
i .

Mais 2αi ≥ αi et 2a1− 2 ≥ α1 (car a1 ≥ 2), donc n divise m2, ainsi Cl(m)2 = 0 donc m est nilpotent non
nul dans Z/nZ.

d) Encore une fois on écrit la décomposition de n en facteurs premiers :

n =
r∏
i=1

pαi
i .

Si m ∈
√
nZ, alors il existe k ∈ N tel que mk ∈ nZ c’est-à-dire n divise mk. Mais alors pour tout facteur

premier pi de n, on a pi divise mk et donc pi divise m. Ainsi l’entier

n′ =
r∏
i=1

pi
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divise m. On a donc montré que
√
nZ ⊂ n′Z.

Réciproquement, soit m ∈ n′Z, on a donc m = an′ avec a ∈ Z. Soit alors k = maxi∈[1,r](αi), on calcule
mk et on a

mk = a

r∏
i=1

pki .

Comme pour tout i, on a k ≥ αi, alors n divise mk et donc m ∈ nZ ou encore m ∈
√
nZ. On a donc√

nZ = n′Z.

Exercice 2. Soit n un entier impair et x un entier premier avec n, on se propose de déterminer à quelle
condition x est un carré dans Z/nZ.
a) Dans cette question on suppose que n = p un nombre premier. Montrer que x est un carré non nul dans

Z/nZ si et seulement si on a
x

p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Combien y’a-t-il de carrés dans Z/pZ ?
En déduire que −1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p ≡ 1 (mod 4).

b) On décompose maintenant n en facteurs premiers : n =
r∏
i=1

pαi
i . Montrer que x est est un carré dans Z/nZ

si et seulement si pour tout i ∈ [1, r], x est un carré dans Z/pαi
i Z.

c) Montrer que x est un carré dans Z/pαi
i Zsi et seulement x est un carré dans Z/pαi−1

i Z.
d) En déduire que x est un carré dans Z/nZ si et seulement si c’est un carré dans Z/piZ pour tout pi facteur

premier de n.

Solution. a) Considérons le morphisme

(Z/pZ)× → (Z/pZ)×

z 7→ z2

dont l’image est l’ensemble des carrés non nuls et le noyau est {±1}. On en déduit que le nombre de carrés
non nuls est p−1

2 . Considérons maintenant le morphisme de groupes multiplicatifs :

(Z/pZ)× → (Z/pZ)×

z 7→ z
p−1

2 .

Comme pour tout élément x non nul de Z/pZ on a xp−1 = 1, on voit que l’ensemble des carrés est contenu
dans le noyau. Cependant le noyau est formé des racines de l’équation

X
p−1

2 − 1 = 0.

Il y en a au plus p−1
2 . Le noyau est donc formé uniquement des carrés et on a le résultat.

On a vu que le nombre de carrés non nuls est p−1
2 . Comme 0 est u carré il y a donc p+1

2 carrés.
b) Le lemme chinois nous permet de dire qu’il y a un isomorphisme d’anneaux

Z/nZ→
r∏
i=1
Z/pαi

i Z

Cl(x) 7→ (Cl1(x), · · · , Clr(x))

où Cl(x) est la classe de x dans Z/nZ et Cli(x) est la classe de x dans Z/pαi
i Z. Ainsi, si Cl(x) = Cl(y)2

est un carré alors (Cl1(x), · · · , Clr(x)) = (Cl1(y), · · · , Clr(y))2 est un carré c’est-à-dire pour tout i,
Cli(x) = Cli(y)2 est un carré. Réciproquement si pour tout i, on a Cli(x) = Cli(yi)2 est un carré, alors
il existe y tel que Cl(y) 7→ (Cl1(y1), · · · , Clr(yr)) et donc Cl(y)2 = Cl(x) qui est donc un carré.

c) On écrit pi = p. Si x est un carré dans Z/pkZ, alors x ≡ y2 (mod pk) donc x ≡ y2 (mod pk−1) et x est un
carré dans Z/pk−1Z. Réciproquement, si x ≡ y2 (mod pk−1), il existe alors a ∈ Z tel que x = y2 + apk−1.
Comme x est premier avec n, il est premier avec p. C’est aussi le cas de y donc y est inversible dans Z/pkZ.
On cherche z sous la forme z = y + bpk−1 tel que x ≡ z2 (mod pk). On a alors

z2 ≡ y2 + 2bypk−1 + b2p2k−2 (mod p).

2



Comme k > 1, on a 2k − 2 ≥ k, on a b2p2k−2 ≡ 0 (mod p) et comme y et 2 (car n est impair donc les pi
sont disctincts de 2) sont inversibles dans Z/pkZ, on peut poser

b ≡ a

2y (mod p).

On a alors
z2 ≡ y2 + apk−1 ≡ x (mod p).

d) On voit par récurrence que x est un carré dans Z/pαiZ si et seulement si c’est un carré dans Z/piZ. Ainsi
avec le b), on voit que x est un carré dans Z/nZ si et seulement si x est un carré dans Z/piZ pour tout
facteur premier pi de n. Grâce au (ı), on a que x est un carré dans Z/nZ si et seulement si pour tout
facteur premier pi de n, on a

x
pi−1

2 ≡ 1 (mod pi).

Exercice 3. Soit A = Z[i] = {a+ ib}a,b∈Z.
a) Montrer que si α, β 6= 0 ∈ A, il existe r, q ∈ A tels que α = qβ + r avec |r| < |β| (donc A est un anneau

euclidien).
b) Montrer que si α divise ββ′ dans A et α est irréductible, alors α divise β ou β′.
c) Montrer qu’un nombre premier p impair est somme de deux carrés si et seulement si p ≡ 1 (mod 4).
d) Montrer qu’un entier n > 0 est somme de deux carrés si et seulement si vp(n) est pair pour tout p ≡ 3

(mod 4).

Exercice 4. a) Montrer que l’équation diophantienne (c’est-à-dire qu’on cherche des solutions qui sont des
nombres entiers) x2 + y2 = 3z2 n’a pas de solution non triviale (c’est-à-dire différente de (0, 0, 0)). On
pourra raisonner par l’absurde en considérant une solution non triviale telle que x, y et z sont premiers
entre eux et réduire modulo 3.

b) Même question pour les équations x2 + y2 = 7z2 et x2 + y2 = 11z2.
c) Montrer que les équations x2 + y2 = 5z2 et x2 + y2 = 13z2 ont des solutions non triviales.
d) Essayer de généraliser à certaines équations x2 + y2 = pz2 pour certains nombre premiers p (on pourra

étudier à quelle condition −1 est un carré dans Fp).

Solution. Les cas a) et b) découlerons de l’étude du cas d).
c) On a la solution (2, 1, 1) à la première équation et la solution (3, 2, 1).
d) Plus généralement, si il existe deux entiers x et y tels que p = x2 + y2 ce qui est équivalent (cf. cours) à
ce que p ≡ −1 (mod 4) ou encore à ce que −1 soit un carré dans Fp, alors on a (x, y, 1) est une solution non
triviale de l’équation.
Réciproquement, supposons que p 6≡ −1 (mod 4). Considérons une solution (x, y, z) non triviale de l’équation,
quitte à diviser x, y et z, on peut supposer que x, y et z sont premiers entre eux (dans leur ensemble). Réduisons
modulo p, on a alors x2 + y2 ≡ 0 (mod p). Si x ≡ 0 (mod p), alors y ≡ 0 (mod p). Sinon, la classe de x est
inversible dans Fp et on a y

x ≡ −1 (mod p) ce qui est impossible car −1 n’est pas un carré dans Fp. On doit
donc avoir p qui divise x et y ce qui impose que p2 divise pz2 et donc p divise z. C’est absurde puisque x, y et
z sont premiers entre eux.

Exercice 5. Montrer que dans un corps fini K (disons Z/pZ avec p premier), tout élément est somme de
eux carrés (on pourra compter le nombre de carrés et comparer si a ∈ K est un élément fixé les ensembles
{x2 / x ∈ K} et {a− y2 / y ∈ K}).

Solution. C’est une application du principe des tiroirs. Fixons un élément a dans K quelconque. On sait cf.
exercice 2 qu’il y a q+1

2 carrés dans K avec q = Card(K). Ainsi les deux ensembles de l’énoncé ont chacun q+1
2

éléments. S’il étaient disjoints, on aurait q + 1 éléments dans K ce qui est impossible. Ils ont donc un élément
commun z qui s’écrit z = x2 mais aussi z = a − y2 pour un certain x et un certain y dans K. On a donc
a = x2 + y2.

Exercice 6. Soit d ∈ Z sans facteur carré.
a) Soit K l’ensemble K = Q(

√
d) = {a+ b

√
d / (a, b) ∈ Q}. Montrer que K est un sous-corps de C.

b) On note A l’ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Z, c’est-à-dire qui sont racines d’un polynôme
unitaire de Z[X]. Montrer que A est un sous-anneau de K.

c) Montrer que pour tout couple (a, b) ∈ Z2, l’élément a+ b
√
d de K est dans A.
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d) Montrer que l’application σ : K → K définie par σ(a + b
√
d) = a − b

√
d est un automorphisme de corps

tels que σ(x) = x si et seulement si x ∈ Q. Montrer que si x ∈ A, alors σ(x) ∈ A et que x et σ(x) vérifient
la même relation intégrale sur Z.

e) Montrer que T (x) = x+ σ(x) (trace de x) et N(x) = xσ(x) (norme de x) sont dans Q.
En déduire que si x ∈ A, alors T (x) et N(x) sont dans Z puis expliciter une relation intégrale de x sur Z
à l’aide de la trace et de la norme de x.

f) Déduire de ce qui précède que l’élément x = a + b
√
d de K est dans A si et seulement si 2a ∈ Z et

a2 − db2 ∈ Z.
g) On suppose maintenant les conditions 2a ∈ Z et a2 − db2 ∈ Z vérifiée. Montrer qu’alors 2b ∈ Z. On peut

donc poser a = u
2 et b = v

2 avec u et v dans Z. Les conditions précédentes se résument en u2 − db2 ∈ 4Z.
h) Montrer que v et u ont la même parité et que s’ils sont impairs, alors d ≡ 1 (mod 4).
i) Conclure que si d ≡ 1 (mod 4), alors A = Z[ 1+

√
d

2 ] et A = Z[
√
d] sinon.

Solution. a) Il est clair que somme et produit d’éléments de K sont encore dans K. Par ailleurs, l’inverse
de l’élément a + b

√
d non nul est a−b

√
d

a2−db2 qui existe toujours car le dénominateur ne peut s’annuler. En
effet, si b est nul alors a aussi ce qui contredit le fait que a+ b

√
d est non nul. Si b est non nul, on aurait

d = a2

b2 serait un carré ce qui est impossible.
b) On sait que si x et y sont dans A, alors x+ y, x− y et xy sont encore dans K (car c’est un corps) et sont

encore des entiers algébriques (cf. le cours). Ils sont donc encore dans A.
c) Comme les éléments de Z sont des entiers algébriques et que l’ensembles des entiers algébriques est un

anneau, il suffit de montrer que
√
d est un entier algébrique ce qui est clair puisqu’il est racine du polynôme

X2 − d.
d) Il faut montrer que σ préserve l’addition et la multiplication. Prenons x = a + b

√
d et y = a′ + b′

√
d.

On a alors x + y = (a + a′) + (b + b′)
√
d et xy = (aa′ + dbb′) + (ab′ + a′b)

√
d. On calcule σ(x + y) =

(a+ a′)− (b+ b′)
√
d = σ(x) + σ(y) et σ(xy) = (aa′ + dbb′)− (ab′ + a′b)

√
d = σ(x)σ(y).

Supposons maintenant que σ(x) = x c’est-à-dire que l’on a a + b
√
d = a − b

√
d et donc 2b

√
d = 0 ce qui

impose b = 0 et x ∈ Q. Réciproquement il est clair que si x ∈ Q, alors σ(x) = x.
Supposons que x soit dans A. Il est donc racine d’un polynôme unitaire à coefficients entiers P = Xn +
a1X

n−1 + · · ·+ an (pour tout i, on a ai ∈ Z) c’est-à-dire qu’on a xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0. On applique

σ à cette égalité et on obtient σ(x)n+σ(a1)σ(x)n−1 + · · ·+σ(an) = 0 mais comme les ai sont dans Z ⊂ Q,
on a σ(ai) = ai donc σ(x)n + a1σ(x)n−1 + · · ·+ an = 0 et x et σ(x) vérifient la même relation.

e) Si x = a + b
√
d alors T (x) = 2a ∈ Q et N(x) = a2 − db2 ∈ Q. Si x est dans A, alors σ(x) l’est aussi (cf.

question précédente) et T (x) et N(x) sont aussi dans A car c’est un anneau. Mais alors T (x) et N(x) sont
dans Q et entiers sur Z. D’après l’exercice ??, ils doivent être dans Z. Par ailleurs, il est bien clair que
l’on a la relation

(X − x)(X − σ(x)) = X2 − T (x)X +N(x)
qui est un polynôme à coefficients entiers dont les racines sont exactement x et σ(x).

f) On vient de voir que si x est dans A, alors T (x) et N(x) sont dans Z c’est-à-dire 2a ∈ Z et a2 − db2 ∈ Z.
Réciproquement si T (x) et N(x) sont dans Z, le polynôme ci-dessus donne une relation intégrale pour x
et x ∈ A.

g) On a a2 − db2 ∈ Z donc en multipliant par 4, on a (2a)2 − d(2b)2 ∈ Z ce qui impose puisque 2a ∈ Z que
d(2b)2 ∈ Z. Supposons que 2b n’est pas entier, il s’écrit r

s avec r et s premiers entre eux et s > 0. Soit p
un facteur premier de s, alors on a d(2b)2 = N ∈ Z donc dr2 = s2 et en paticulier p2 divise d car r et s
sont premiers entre eux. C’est impossible car d est sans facteur carré. On a donc 2b ∈ Z.
On peut donc poser a = u

2 et b = v
2 avec u et v dans Z. Les conditions précédentes se résument en

u2 − db2 ∈ 4Z.
h) Supposons que u est pair, alors u2 ≡ 0 (mod 4) donc dv2 ≡ 0 (mod 4) et comme d n’a pas de facteur

carré, on a d ≡ ±1 (mod 4) ou d ≡ 2 (mod 4). Ceci impose que v2 ≡ 2 (mod 4) donc 2 divise v2 et donc
v est pair.
Supposons maintenant u impair, on a alors nécessairement u2 ≡ 1 (mod 4) donc dv2 ≡ 1 (mod 4) et v ne
peut être pair (sinon v2 ≡ 0 (mod 4)). Mais alors si v est impairs, on a v2 ≡ 1 (mod 4) ce qui impose dans
ce cas d ≡ 1 (mod 4).

i) Réciproquement si u et v sont pair ou s’ils sont tous les deux impairs et que d ≡ 1 (mod 4), on a toujours
u2 − dv2 ∈ 4Z. Ainsi l’élément

x = a+ b
√
d = u

2 + v

2
√
d
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est dans A si et seulement si u et v sont tous les deux pair ou s’ils sont tous les deux impairs et que
d ≡ 1 (mod 4).
Premier cas, si d 6≡ 1 (mod 4), alors les éléments de A sont de la forme a+ b

√
d avec a et b dans Z donc

c’est exactement Z[
√
d].

Sinon, c’est-à-dire si d ≡ 1 (mod 4), alors les éléments de A sont de la forme a + b
√
d = u

2 + v
2
√
d

avec u et u dans Z. On a donc A = 1
2Z +

√
d

2 Z. Il reste à montrer que A = Z[ 1+
√
d

2 ]. Il est clair que
1+
√
d

2 ∈ 1
2Z+

√
d

2 Z = A donc on a l’inclusion Z[ 1+
√
d

2 ] ⊂ A.
Réciproquement, commençons par remarquer que 1 et

√
d = 2 1+

√
d

2 − 1 sont dans Z[ 1+
√
d

2 ] donc Z[
√
d] ⊂

Z[ 1+
√
d

2 ]. Soit maintenant x = u
2 + v

2
√
d ∈ A. Si u et v sont pairs, alors x ∈ Z[

√
d] ⊂ Z[ 1+

√
d

2 ]. Sinon u et
v sont impairs et x+ 1+

√
d

2 ∈ Z[
√
d] ⊂ Z[ 1+

√
d

2 ] et on a encore x ∈ Z[ 1+
√
d

2 ].

2 Anneaux et idéaux
Exercice 7. Soient A un anneau et I, J et L des idéaux de A. Montrer les assertions suivantes :
a) I · J ⊂ I ∩ J ,
b) (I · J) + (I · L) = I · (J + L),
c) (I ∩ J) + (I ∩ L) ⊂ I ∩ (J + L),
d) si A est principal, alors (I ∩ J) + (I ∩ L) = I ∩ (J + L),
e) si J est contenu dans I, alors J + (I ∩ L) = I ∩ (J + L),
f) supposons que A = k[X,Y ] avec k un corps et posons I = (X), J = (Y ) et L = (X + Y ). Calculer

(I ∩ J) + (I ∩ L) et I ∩ (J + L), puis les comparer.

Solution. a) Soit x ∈ I · J , alors x =
∑
aibi avec ai ∈ I et bi ∈ J . Comme I et J sont des idéaux, on a

aibi ∈ I et aibi ∈ J donc x ∈ I ∩ J .
b) On a I · J ⊂ I · (J + L) et I · L ⊂ I · (J + L) donc (I · J) + (I · L) ⊂ I · (J + L). Réciproquement, soit

x ∈ I · (J + L). On a x =
∑
ai(bi + ci) avec ai ∈ I, bi ∈ J et ci ∈ L. Mais alors x = (

∑
aibi) + (

∑
aici),

on voit que
∑
aibi ∈ I · J et

∑
aici ∈ I · L. Ainsi x ∈ (I · J) + (I · L).

c) Soit x = y + z avec y ∈ I ∩ J et z ∈ I ∩ L, alors y + z ∈ I et y + z ∈ J + L donc x ∈ I · (J + L).
d) Il s’agit de montrer la réciproque de (ııı) en supposant A principal. Si x et y sont des éléments de A, on

notera x ∧ y le p.g.c.d de x et y et x ∨ y le p.p.c.m de x et y. Soient a, b et c dans A tels que I = (a),
J = (b) et L = (c), on a

I ∩ (J + L) = (a ∨ (b ∧ c)) = ((a ∨ b) ∧ (a ∨ c)) = ((a ∨ b)) + ((a ∨ c)) = I ∩ J + I ∩ L.

e) Par (ııı) on sait que J + (I ∩L) ⊂ I ∩ (J +L). Soit x ∈ I ∩ (J +L), on a x ∈ I et x = y+ z avec y ∈ J et
z ∈ L. Comme J ⊂ I, on a y ∈ I, donc z = x− y ∈ I. Ainsi y ∈ J et z ∈ I ∩ L, donc x ∈ J + (I ∩ L).

f) On a I ∩ J = (XY ) et I ∩ L = (X(X + Y )). Ainsi

I ∩ J + I ∩ L = (XY ) + (X(X + Y )) = (XY,X2).

Par ailleurs, on a J + L = (Y ) + (X + Y ) = (X,Y ), donc

I ∩ (J + L) = (X) ∩ (X,Y ) = (X).

Ainsi on a bien l’inclusion I ∩ J + I ∩ L ⊂ I ∩ (J + L) mais pas égalité.

Exercice 8. Soient I et J deux idéaux d’un anneau A. On suppose que I + J = A (deux tels idéaux sont dits
comaximaux).
a) Montrer que IJ = I ∩ J .
b) Montrer que A→ A/I ×A/J est surjectif de noyau I ∩ J .
c) Généraliser au cas de n idéaux comaximaux deux à deux.

Exercice 9. Soient I et J deux idéaux d’un anneau A. On suppose que I + J = A (deux tels idéaux sont dits
comaximaux), montrer que In + Jn = A.
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Solution. Comme I + J = A, il existe x ∈ I et y ∈ J tels que x + y = 1. En élevant à la puissance 2n, on a
alors

1 =
2n∑
k=0

(
2n
k

)
xky2n−k.

Cependant, si k ∈ [0, n], alors k ≤ n donc xk ∈ In et si k > n, alors 2n − k ≤ n donc y2n−k ∈ Jn. Ainsi
1 ∈ In + Jn donc In + Jn = A.

Exercice 10. (ı) Soit I et J deux idéaux comaximaux de A (c’est-à-dire I + J = A). Montrer que (I : J) = I.
Soit L un idéal tel que I · ”L ⊂ J ; montrer que L ⊂ J . "
(ıı) Soit p et q deux idéaux premiers dont aucun n’est contenu dans l’autre. Montrer que (p : q) = p et (q : p) = q.
Donner un exemple de deux idéaux premiers dans k[X,Y ], où k est un corps, dont aucun n’est contenu dans
l’autre et qui ne sont pas comaximaux.
(ııı) Soit a un élément non diviseur de 0 d’un anneau A. Montrer que si (a) est premier, la relation (a) = I · J
pour deux idéaux I et J , entraine I = A où J = A.
Indice : Commencer par montrer que I = (a) ou J = (a).
Solution. (ı) Soit x ∈ I et soit y ∈ J , on a xy ∈ I donc I ⊂ (I : J). Réciproquement, soit z ∈ (I : J). On sait
que I et J sont comaximaux donc I + J = A et en particulier, il existe x ∈ I et y ∈ J tels que 1 = x+ y. Mais
alors comme z ∈ (I : J), on a zy ∈ I. On a donc z = zx + zy avec zy ∈ I et zx ∈ I car x ∈ I. Ainsi z ∈ I et
(I : J) ⊂ I, d’où l’égalité.
Soit L tel que I ·L ⊂ J . Soit z ∈ L, on réutilise les x ∈ I et y ∈ J tels que x+ y = 1. On a alors z = xz + yz or
xz ∈ I · L ⊂ J et yz ∈ J car y ∈ J . Ainsi z ∈ J .
(ıı) Comme précedement, on a p ⊂ (p : q). Soit x ∈ (p : q), et soit y ∈ q tel que y 6∈ p (ce qui est possible par
hypothèse). On a alors xy ∈ p et comme p est premier, x ∈ p ou y ∈ p. Comme y 6∈ p c’est que x ∈ p donc
(p : q) ⊂ p, d’où l’égalité. De manière symétrique on a l’égalité q = (q : p).
Le premier exemple de l’exercice précédent convient : p = (X) et q = (Y ). Alors p et q sont premiers, p · q =
(XY ) = p ∩ q et p + q = (X,Y )  A.
(ııı) Si (a) = I · J , alors on peut écrire a =

∑
xiyi avec xi ∈ I et yi ∈ J . Ainsi a ∈ I et a ∈ J . Supposons

que I 6⊂ (a) et J 6⊂ (a), soit alors x ∈ I avec x 6∈ (a) et y ∈ J avec y 6∈ (a). On a alors xy ∈ I · J = (a) ce
qui est absurde car (a) est premier. Ainsi I = (a) ou J = (a). Disons par exemple que I = (a) (l’autre cas est
symétrique).
Dans l’écriture a =

∑
xiyi on a alors xi ∈ I = (a) donc xi = ax′i. On a donc a =

∑
ax′iyi et comme A est

intègre 1 =
∑
x′iyi ∈ J , donc J = A.

Exercice 11. Montrer à l’aide d’un contre-exemple, que si I et J sont des idéaux tels que I ∩ J = I · J , I et J
ne sont pas nécessairement comaximaux.
Solution. Voici plusieurs contre exemples :
Soient k un corps et A = k[X,Y ]. On pose I = (X) et J = (Y ). Si P ∈ I ∩ J , alors X et Y divisent P . Comme
X et Y sont irréductibles, on a XY divise P et I ∩ J = (XY ) = I · J . Cependant I + J = (X,Y )  A.
Soient k un corps et A = k[X,X 1

2 , X
1
3 , · · · , X 1

n , · · · ] l’anneau des polynômes en des puissances fractionnaires
de X. Tout élément de A s’écrit de manière unique comme somme finie∑

r∈Q+

arX
r.

L’ensemble des ""polynômes"" tels que a0 = 0 est un idéal I de A et on a I2 = I. En effet, tout élément

P =
∑
r∈Q∗

+

arX
r ∈ I

peut s’écrire sous la forme
P = Xα

∑
r∈Q∗

+

arX
r−α

où α est un rationnel strictement positif et strictement plus petit que tous les r ∈ Q∗+ tels que ar 6= 0 (il n’y en
a qu’un nombre fini).
On a donc I · I = I = I ∩ I et pourtant I + I = I  A.
Soit C l’anneau des fonctions continues sur R et I l’idéal des fonctions qui s’annulent en 0. Si f ∈ I, on peut
écrire

f(x) =
√
|f(x)| ·

√
|f(x)| signe(f(x))

avec
√
|f(x)| ∈ I et

√
|f(x)| signe(f(x)) ∈ I. Ainsi I · I = I = I ∩ I et pourtant I + I = I  A.
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Exercice 12. Montrer qu’un anneau intègre A possédant un nombre fini d’idéaux est un corps.
Indice : prendre x ∈ A et considérer les idéaux (xn).

Solution. Soit x ∈ A un élément non nul. Il faut montrer que x est inversible. Considérons la suite d’idéaux
(x) ⊃ (x2) ⊃ · · · ⊃ (xn) · · · , il y en a une infinité et comme A n’a qu’un nombre fini d’idéaux, deux d’entre eux
(au moins) sont égaux, disons (xn) = (xm) avec m > n ≥ 1. Il existe donc a ∈ A tel que xn = axm. On a donc
xn(1− axm−n) = 0. Comme A est intègre et x 6= 0, on a 1− axm−n = 0. Mais alors on a x · axm−n−1 = 1 donc
x est inversible (remarquons que m− n− 1 ≥ 0).

Exercice 13. Soit A = A1 × · · · ×An un produit d’anneaux et soit I un idéal de A.
(ı) Montrer que I est égal à un produit d’idéaux I1 × · · · × In.
(ıı) Déterminer les idéaux premiers et maximaux de A.
(ııı) Supposons que les Ai soient des corps, montrer que l’anneau A n’a qu’un nombre fini d’idéaux.

Solution. (ı) Commençons par le cas n = 2, nous montrerons le cas général par récurrence. Soit I un idéal de
A et notons I1 et I2 les images de I par les projections de A1 ×A2 → A1 (resp. A1 ×A2 → A1).
Montrons que I1 est un idéal de A1. Soient x1 et y1 dans I1 et a1 ∈ A1, il existe x2 et y2 dans A2 tels que
x = (x1, x2) ∈ I et y = (y1, y2) ∈ I. On a alors x+ y ∈ I donc (x1 + y1, x2 + y2) ∈ I et donc x1 + y1 ∈ I1. Par
ailleurs, on a pour tout a2 ∈ A2, (a1, a2) · (x1, x2) ∈ I donc (a1x1, a2x2) ∈ I et donc a1x1 ∈ I1. Par conséquent,
I1 est un idéal et de même I2 aussi.
Montrons maintenant que I = I1 × I2. Soit x = (x1, x2) ∈ I, alors x1 ∈ I1 et x2 ∈ I2 donc I ⊂ I1 × I2.
Réciproquement, soit (x1, x2) ∈ I1 × I2, il existe alors x′1 ∈ A1 et x′2 ∈ A2 tels que (x1, x

′
2) ∈ I et (x′1, x2) ∈ I.

Mais alors on a
(x1, x2) = (1, 0) · (x1, x

′
2) + (0, 1)(x′1, x2) ∈ I.

Lorsque n ≥ 2, on procède par récurrence sur n : les idéaux de A1 × · · · × An sont de la forme I1 × J où J est
un idéal de A2 × · · · ×An. Par récurrence, on a J = I2 × · · · × In.
(ıı) Soit I = I1× · · · × In un idéal de A, il est premier si et seulement si A/I = A1/I1× · · · ×An/In est intègre.
Ce produit est intègre si et seulement s’il n’a qu’un terme (disons Ai/Ii) et que ce terme est intègre (c’est-à-dire
Ii premier). Les idéaux premiers de A sont donc de la forme A1 × · · · × Ii × · · ·An avec Ii idéal premier de Ai.
De même I = I1 × · · · × In est maximal si et seulement si A/I = A1/I1 × · · · ×An/In est un corps. Il doit donc
être premier et le quotient Ai/Ii doit être un corps donc Ii est maximal. Les idéaux maximaux sont de la forme
A1 × · · · × Ii × · · ·An avec Ii idéal maximal de Ai.
(ııı) Si Ai est un corps, ses seuls idéaux sont (0) et Ai. Un idéal de A étant de la forme I = I1 × · · · × In, pour
chaque indice i, on a deux possibilités : Ii = (0) ou Ii = Ai. On a donc 2n idéaux dans A. Il y en a n premiers
qui sont aussi maximaux.

Exercice 14. Soit A l’anneau des fonctions continues à valeur réelles sur un espace topologique compact K.
a) Soit I un idéal strict de A. Montrer qu’il existe x ∈ K tel que pour tout f ∈ I, on ait f(x) = 0.
b) Déterminer les idéaux maximaux de A.

Solution. a) Supposons que pour tout x ∈ K, il existe f ∈ I telle que f(x) 6= 0. On a alors⋂
f∈I

f−1(0) = ∅.

Les complémentaires notés Uf des fermés f−1(0) sont ouverts et vérifient :⋃
f∈I

Uf = K.

Comme K est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini de ce recouvrement, il existe donc des
éléments f1, · · · , fn de I tels que

n⋃
i=1

Ufi
= K.

Posons alors

f(x) =
n∑
i=1

f2
i (x).

Pour tout x ∈ K, il existe i tel que x ∈ Ufi
et donc fi(x) 6= 0, ainsi pour tout x ∈ K, on a f(x) > 0. Mais

alors f est inversible donc I = A, c’est absurde.
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b) Soit x ∈ K, et considérons Ix = {f ∈ A / f(x) = 0}. Montrons que Ix est maximal. On a le morphisme
ϕx : A → R défini par ϕ(f) = f(x). Ce morphisme est surjectif et son noyau est exactement Ix. Ainsi
A/Ix = R qui est un corps donc Ix est maximal.
Réciproquement, soit I un idéal maximal. On a vu qu’il existe x ∈ K tel que pour tout f ∈ I, on a
f(x) = 0. Ainsi I ⊂ Ix. Mais comme I est maximal, on a nécessairement I = Ix.
Les idéaux maximaux sont donc les Ix pour x ∈ K. Enfin, remarquons que si x 6= y, alors Ix 6= Iy.
En effet, il existe toujours f ∈ A telle que f(x) = 0 6= f(y) (c’est le lemme de Tietze-Urysohn). Donc
K ' Specmax(A). De plus la topologie de K correspond à la topologie de Zariski de Specmax(A).

Exercice 15. Montrer qu’il n’y a pas de morphisme d’anneaux :
a) de C dans R,
b) de R dans Q,
c) de Q dans Z,
d) de Z/nZ dans Z, pour tout n > 0.

Solution. a) Soit ϕ un morphisme d’anneaux de C dans R, on a

ϕ(i)2 = ϕ(i2) = ϕ(−1) = −ϕ(1) = −1.

Ainsi ϕ(i) ∈ R et ϕ(i)2 = −1. C’est impossible.
b) Soit ϕ un morphisme d’anneaux de R dans Q, on a

ϕ(
√

2)2 = ϕ(
√

2
2
) = ϕ(2) = ϕ(1 + 1) = ϕ(1) + ϕ(1) = 1 + 1 = 2.

Ainsi ϕ(
√

2) ∈ Q et ϕ(
√

2)2 = 2. C’est impossible car
√

2 et −
√

2 ne sont pas rationnels.
c) Soit ϕ un morphisme d’anneaux de Q dans Z, on a

2 · ϕ(1
2) = (1 + 1)ϕ(1

2) = (ϕ(1) + ϕ(1))ϕ(1
2) = ϕ(1 + 1)ϕ(1

2) = ϕ(2)ϕ(1
2) = ϕ(2 · 1

2) = ϕ(1) = 1.

Ainsi ϕ( 1
2 ) ∈ Z et 2ϕ( 1

2 ) = 1. C’est impossible.
d) Soit ϕ un morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z et notons x la classe dans Z/nZ de x ∈ Z. On a

0 = ϕ(0) = ϕ(n) = ϕ(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n fois

) = ϕ(1) + · · ·+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
n fois

= n · ϕ(1) = n.

On trouve que 0 = n > 0 dans Z, c’est absurde.

Exercice 16. Montrer qu’il existe un morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ si et seulement si m divise
n. Montrer que dans ce cas il existe un unique morphisme d’anneau.

Solution. Soit ϕ un morphisme d’anneau de Z/nZ dans Z/mZ. Nous noterons x̂ et x respectivement les classes
de x ∈ Z dans Z/nZ et respectivement dans Z/mZ. Alors on a

0 = ϕ(0) = ϕ(n̂) = ϕ(1̂ + · · ·+ 1̂︸ ︷︷ ︸
n fois

) = ϕ(1̂) + · · ·+ ϕ(1̂)︸ ︷︷ ︸
n fois

= n · ϕ(1̂) = n · 1 = n.

Ainsi pour que ϕ existe, il faut que n = 0 ∈ Z/mZ c’est-à-dire m divise n.
Définir un morphisme de Z/nZ dans Z/mZ est équivalent à définir un morphisme ϕ de Z dans Z/mZ tel que
ϕ(n) = 0. Cependant on a nécessairement ϕ(1) = 1 donc ϕ(n) = 0⇔ n = 0 ce qui est équivalent au fait que m
divise n. Par ailleurs le morphisme est unique car ϕ(x) = x pour tout x ∈ Z.

Exercice 17. Soit A un anneau, montrer que l’ensemble R des éléments réguliers de A (c’est-à-dire non diviseurs
de 0 dans A) est une partie multiplicative, c’est-à-dire : 1 ∈ R et si r et s sont des éléments de R alors rs ∈ R.

Solution. Supposons qu’il existe x ∈ A tel que 1 · x = 0, alors x = 0 donc 1 ∈ R.
Soient maintenant r et s deux éléments non diviseurs de 0. Supposons qu’il existe x ∈ A tel que x · rs = 0. On
a alors xr · s = 0 donc comme s n’est pas diviseur de 0, on a xr = 0 et comme r n’est pas diviseur de 0, on a
x = 0. Ainsi rs ∈ R.

Exercice 18. Dans un anneau fini, tous les éléments réguliers sont inversibles.
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Solution. Soit a ∈ A un élément régulier (c’est-à-dire non diviseur de 0). On considère alors le morphisme
d’anneau : µa : A→ A défini par µa(x) = ax. Comme a est régulier cette application est injective. Mais comme
A est fini, l’application est aussi surjective et donc il existe b ∈ A tel que µa(b) = 1 c’est-à-dire ab = 1 donc a
est inversible.

Exercice 19. Soit A un anneau, B = A[X] l’anneau des polynômes à coefficients dans A et f =
∑n
i=0 aiX

i un
élément de B. Prouver les assertions suivantes :
a) f est nilpotent si et seulement si a0, . . . , an sont nilpotents.
b) f est une unité de B si et seulement si a0 est une unité de A et a1, . . . , an sont nilpotents.

Indice : si f−1 = g =
∑m
j=0 bjX

j montrer par récurrence sur i que ai+1
n bm−i = 0.

c) f est diviseur de zéro si et seulement si ∃a ∈ A tel que a 6= 0 et af = 0.
Indice : montrer que si f · g = 0 avec deg(g) minimal alors ai.g = 0 ∀i.

Solution. a) Si f est nilpotent, alors il existe k ∈ N tel que fk = 0. Mais alors le terme dominant de fk est
akn donc akn = 0 et an nilpotent. Alors f − anXn est nilpotent et par récurrence sur le degré, tous les ai
sont nilpotents.
Réciproquement, si tous les ai sont nilpotents, alors pour tout i, on a aiXi est nilpotent donc f est somme
de nilpotents donc est nilpotent.

b) Si a0 est une unité de A et a1, . . . , an sont nilpotents, alors f = u−n où u est une unité et n est nilpotent.
Alors f est inversible. En effet, il existe k ∈ N tel que nk = 0, alors on a

(u− n)(uk−1 + uk−2n+ · · ·+ unk−2 + nk−1) = uk − nk = uk.

Ainsi on a (u− n)(uk−1 + uk−2n+ · · ·+ unk−2 + nk−1)(u−1)k = 1 donc u− n est inversible.
Réciproquement, si f est une unité, alors écrivons f−1 = g =

∑m
j=0 bjX

j . On a

1 = fg =
n∑
i=0

m∑
j=0

aibjX
i+j =

m+n∑
k=0

∑
i+j=k

aibjX
k.

Ainsi ∑
i+j=k

aibj = 0 pour k 6= 0 et a0b0 = 1,

ce qui prouve déjà que a0 est inversible.
Si n = 0, on a fini. Sinon, montrons par récurrence sur k que ak+1

n bm−k = 0 pour k ≤ m. Comme n > 0,
on a m+ n > 0 et anbm = 0 ce qui prouve le cas k = 0.
Supposons que al+1

n bm−l = 0 pour l < k, on a m + n − k ≥ n > 0 donc
∑
i+j=m+n−k aibj = 0 et en

multipliant par akn on a

0 =
∑

i+j=m+n−k
aia

k
nbj = ak+1

n bm−k +
∑
i<n

aia
n−1−i
n ak+i−n+1

n bm+n−k−i︸ ︷︷ ︸
nul par hyp. de récurrence

= ak+1
n bm−k.

Pour k = m, on a amn b0 = 0 mais a0b0 = 1 donc on en déduit amn = 0 et an est nilpotent.
On a donc f −anXn encore inversible (car on l’a vu inversible + nilpotent = inversible) et par récurrence
on en déduit que tous les ai avec i > 0 sont nilpotents.

c) Si il existe 0 6= a ∈ A tel que af = 0 alors f est évidement diviseur de 0.
Réciproquement, si f est diviseur de 0, alors il existe 0 6= g ∈ A[X] tel que fg = 0. Prenons un tel g de
degré minimal, on écrit g =

∑m
j=0 bjX

j , si m = 0 c’est fini. Sinon, commençons par montrer que pour
tout k, on a akg = 0.
L’assertion est vraie pour k > n. Supposons qu’elle est vraie pour tout l > k. Alors,

0 = fg = (a0 + · · ·+ anX
n)g = (a0 + · · · akXk)g

et le coefficient dominant est akbm donc akbm = 0. Mais alors akg =
∑m−1
j=0 akbjX

j est de degré inférieur
à m− 1 et f · (akg) = 0. Par minimalité du degré de g ceci impose que akg = 0.
Mais alors tous les produits akbl sont nuls. En particulier blf = 0 pour tout l et comme g 6= 0 l’un au
moins de bl est non nul ce qui prouve le résultat.
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Exercice 20. Soit k un corps et A l’anneau quotient de k[X,Y ] par l’idéal engendré par X2 + 5Y 2. L’anneau
A est-il :
a) intègre ?
b) réduit ?
c) factoriel ?

Donner éventuellement des conditions sur k.

Solution. a) L’anneau A est intègre si et seulement si l’idéal (X2 + 5Y 2) est premier. C’est le cas si et
seulement si X2 +5Y 2 est irréductible. Ce polynômes est irréductible si et seulement si l’équation x2 = −5
n’a pas de solution dans k (c’est par exemple le cas sur R mais pas sur C).

b) Remarquons tout d’abord que si A est intègre, alors il est réduit. Ainsi on peut se placer dans le cas A
non intègre c’est-à-dire dans le cas où k contient

√
−5 et −

√
−5.

L’anneau A est réduit s’il n’existe pas d’élément P ∈ k[X,Y ] tel que Cl(P ) ∈ A est nilpotent (c’est-à-dire
il exite n ≥ 2 tel que Cl(P )n = 0). Si c’était le cas alors on aurait X2 + 5Y 2 divise Pn. Ceci signifie donc
que (X +

√
−5Y )(X −

√
−5Y ) divise Pn donc comme X +

√
−5Y et X −

√
−5Y sont irréductibles, ils

divisent P .
Si X +

√
−5Y et X −

√
−5Y sont distincts, alors les deux divisent P donc leur produit divise P donc

X2 + 5Y 2 divise P et Cl(P ) = 0. Dans ce cas A est réduit.
Il reste le cas où X +

√
−5Y = X −

√
−5Y , c’est-à-dire

√
−5 = −

√
−5 ou encore 2

√
−5 = 0. Comme k

est un corps, ceci n’arrive que si 2 = 0 ou
√
−5 = 0 donc 5 = 0. Ainsi si le corps k est de caractéristique

2 ou 5 (dans les deux cas
√
−5 existe), on a X +

√
−5Y = X −

√
−5Y et Cl(X +

√
−5Y ) 6= 0 alors que

Cl(X +
√
−5Y )2 = Cl(X2 + 5Y 2) = 0. Dans ce cas A n’est pas réduit.

c) Un anneau factoriel étant intègre, on peut supposer que −5 n’est pas un carré dans k.
Il nous suffit montrer qu’il existe un élément irréductible u tel que A/(u) n’est pas intègre. Prenons u = y
(la classe de Y dans A). On a alors A/(y) = k[X,Y ]/(X2 + 5Y 2, Y ) = k[X]/(X2) qui n’est pas intègre. Il
reste donc à montrer que y est irréductible.
Soient donc P1 et P2 dans k[X,Y ] tels que leurs classes p1 et p2 vérifient y = p1p2. Il faut montrer que
l’un des pi est inversible. La division euclidienne par X2 + 5Y 2 permet de supposer que P1 et P2 sont de
la forme Pi = Ai(X) + Y Bi(X) avec Ai et Bi des polynômes en X. On a alors

P1(x, y)P2(x, y)− y = A1(x)A2(x) + (A1(x)B2(x) +A2(x)B1(x))y +B1(x)B2(x)y2 − y

= (A1(x)A2(x)− 1
5B1(x)B2(x)x2) + (A1(x)B2(x) +A2(x)B1(x)− 1)y.

Ce terme doit être nul donc en relevant dans k[X,Y ] il est encore nul car le degré en Y est au plus 1 et
qu’il doit être multiple de X2 + 5Y 2.
On a donc les équations

5A1A2 = B1B2X
2, et A1B2 +A2B1 = 1.

On peut supposer qu’aucun de ces polynômes n’est nul : si par exemple A1 est nul, alors l’un des Bi l’est
aussi. Ce n’est pas B1 d’après la seconde equation donc B2 = 0. Mais alors on a A2B1 = 1 et P2 = A2 est
inversible.
Le polynômes X divise l’un des Ai. Si il divisait les deux alors il diviserait 1 ce qui est impossible. On
peut donc supposer par exemple que X divise A2 et pas A1. On a alors A2 = X2A′2 et les équations :

5A1A
′
2 = B1B2, et A1B2 +X2A′2B1 = 1.

Soit P un polynômes irréductible divisant A1, alors P divise l’un des Bi. Ce n’est pas B1 car sinon P
diviserait 1 donc P divise B2. De même si P divise B2 il divise nécessairement A1. Les polynômes A1 et
B2 sont donc proportionnels. Il en va de même de A′2 et B1. Il existe donc a et b dans k tels que B1 = aA′2
et B2 = bA1.
Les équiations précédentes deviennent

5 = ab, et bA2
1 + 1

a
X2B2

1 = 1,

ce qui donne 5A2
1 +X2B2

1 = a. Mais alors on a la relation

5(A1(x) +B1(x)y)(A1(x)−B1(x)y) = 5A1(x)2 − 5y2B1(x)2 = 5A2
1 +X2B2

1 = a

qui prouve que p1 est inversible.
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Exercice 21. Soit f : A→ B un morphisme d’anneaux.
(ı) Montrer que l’image réciproque d’un idéal premier est encore un idéal premier.
(ıı) Est-ce encore vrai pour les idéaux maximaux ? Et si f est surjectif ?

Solution. Remarque préliminaire :
Soit p un idéal de B, alors comme 0 ∈ p, alors f−1(p) ⊃ ker f . Ainsi le morphisme induit

f : A/f−1(p)→ B/p

est injectif : si x ∈ ker f , alors f(x) ∈ p donc x ∈ f−1(p) donc x = 0. Ainsi f est toujours injectif.
(ı) Si p est premier, alors B/p est intègre, mais comme f : A/f−1(p) → B/p est injectif, A/f−1(p) est aussi
intègre donc f−1(p) est premier.
(ıı) Si f n’est pas surjectif, c’est faux. Par exemple considérons l’inclusion Z → Q et prenons p = (0) ⊂ Q qui
est un idéal maximal de Q. Alors f−1(p) = (0) qui est un idéal premier de Z (car Z/(0) est intègre) mais pas
maximal (car Z/(0) n’est pas un corps).
Si par contre f est surjectif, alors f est surjectif. Or on a vu qu’il est injectif donc il est bijectif. Si p est maximal,
alors B/p est un corps et donc A/f−1(p) aussi (car f est bijective) et f−1(p) est maximal.

Exercice 22. Soit A un anneau et I un idéal et soit π : A→ A/I. Montrer que :
(ı) les idéaux de A/I sont en bijection avec les idéaux de A contenant I,
(ıı) cette bijection induit une bijection sur les idéaux premiers et les idéaux maximaux.

Solution. (ı) Soit C = {J ⊂ A, idéal / I ⊂ J} et E = {L ⊂ A/I / J est un idéal}. Considérons les applications
suivantes f : C → E , f(J) = π(J) (π(J) est bien un idéal de A/I car il est stable par addition et si π(a) ∈ A/I
et π(j) ∈ π(J), alors π(a)π(j) = π(aj) ∈ π(J)) et g : E → C, g(L) = π−1(L) (π−1(L) contient bien I car 0 ∈ L
et π−1(0) = I).
Nous montrons que f et g sont des bijections réciproques. On a f(g(L)) = π(π−1(L)) ⊂ L. Soit maintenant
x ∈ L, comme π est surjective, on peut écrire x = π(a), mais alors a ∈ π−1(L) et donc x ∈ π(π−1(L)). On a
bien f ◦ g = IdE .
Par ailleurs, g(f(J)) = π−1(π(J)) = J + I = J car I ⊂ J . On a bien g ◦ fIdC .
(ıı) Supposons maintenant que J ∈ C est premier, c’est-à-dire A/J est intègre. Son image dans E est π(J) = J/I
et on a (A/I)/(J/I) ' A/J est intègre donc π(J) est premier.
Réciproquement, si L ∈ E est premier, c’est-à-dire (A/I)/L est intègre. Son image dans C est J = π−1(L) et on
a A/L = (A/I)/(J/I) ' A/J est intègre donc J est premier.
De même en remplaçant premier par maximal et anneau intègre par corps, on a le résultat pour les idéaux
maximaux.

Exercice 23. Déterminer tous les idéaux premiers de :
(ı) C[X],
(ıı) R[X]/(X2 +X + 1),
(ııı) R[X]/(X3 − 6X2 + 11X − 6),
(ıv) R[X]/(X4 − 1).
(v) Déterminer tous les morphismes de R-algèbre de ces anneaux dans R et C.

Solution. Rappelons les résultats suivants :
• si k est un corps, les idéaux premiers de k[X] sont les (P ) avec P irréductible. En effet, soit (P ) un idéal
premier (rappelons que k[X] est euclidien donc principal ainsi tout idéal est de la forme (P )), si P = P1P2,
alors P 1P 2 = 0 dans k[X]/(P ). Ceci impose comme (P ) est premier que P1 = 0 ou P2 = 0 et donc P1 ou P2
est multiple de P , l’autre polynôme est donc constant. Ainsi P est irréductible.
Réciproquement, si P est irréductible et que P1 et P2 sont deux éléments de k[X] tels que P 1P 2 = 0 dans
k[X]/(P ), alors P divise le produit P1P2 et comme P est irréductible, il divise l’un ou l’autre c’est-à-dire P1 = 0
ou P2 = 0 donc (P ) est premier.
• Si A est un anneau et I un idéal et soit π : A → A/I. Les idéaux premiers de A/I sont en bijection (définie
par J 7→ π(J) et de bijection réciproque J 7→ π−1(J)) avec les idéaux premiers de A contenant I (cf. exercice
précédent).

Nous pouvons maintenant résoudre l’exercice.
(ı) Les idéaux premiers de C[X] sont les (P ) avec P irréductible. Or sur C qui est algébriquement clos, les
polynômes irréductibles sont les X − a avec a ∈ C. Les idéaux premiers de C[X] sont donc les (X − a) avec
a ∈ C.
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(ıı) Les idéaux premiers de R[X]/(X2+X+1) sont en bijection avec les idéaux premiers de R[X] qui contiennent
(X2 +X+ 1). Les idéaux premiers de R[X] sont les (P ) avec P irréductible. Si de plus on a (X2 +X+ 1) ⊂ (P )
alors P divise X2 + X + 1. Comme X2 + X + 1 est irréductible, ceci impose que P = a(X2 + X + 1) avec
0 6= a ∈ R. Ainsi il y a un unique idéal premier contenant (X2 +X + 1) c’est (X2 +X + 1) lui-même. L’anneau
R[X]/(X2 +X + 1) a donc un unique idéal premier : (0).
(ııı) Les idéaux premiers de R[X]/(X3− 6X2 + 11X − 6) sont en bijection avec les idéaux premiers de R[X] qui
contiennent (X3− 6X2 + 11X − 6). Les idéaux premiers de R[X] sont les (P ) avec P irréductible. Si de plus on
a (X3 − 6X2 + 11X − 6) ⊂ (P ) alors P divise le polynôme X3 − 6X2 + 11X − 6. On écrit la décomposition de
X3 − 6X2 + 11X − 6 dans R[X] :

X3 − 6X2 + 11X − 6 = (X − 1)(X2 − 5X + 6) = (X − 1)(X − 2)(X − 3).

Les polynômes irréductibles qui divisentX3−6X2+11X−6 sont doncX−1,X−2 etX−3. Il y a donc trois idéaux
premiers dans R[X]/(X3−6X2 +11X−6) qui sont (X−1)/(X3−6X2 +11X−6), (X−2)/(X3−6X2 +11X−6)
et (X − 3)/(X3 − 6X2 + 11X − 6).
(ıv) Les idéaux premiers de R[X]/(X4 − 1) sont en bijection avec les idéaux premiers de R[X] qui contiennent
(X4). Les idéaux premiers de R[X] sont les (P ) avec P irréductible. Si de plus on a (X4 − 1) ⊂ (P ) alors P
divise le polynôme X4 − 1. On écrit la décomposition de X4 − 1 dans R[X] :

X4 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + 1).

Les polynômes irréductibles qui divisent X4 − 1 sont donc X − 1, X + 1 et X2 + 1. Il y a donc trois idéaux
premiers dans R[X]/(X4 − 1) qui sont (X − 1)/(X4 − 1), (X + 1)/(X4 − 1) et (X2 + 1)/(X4 − 1).
(v) Cas (ı) : soit ϕ : C[X]→ C un morphisme de R-algèbres, on a

ϕ(i)2 = ϕ(i2) = ϕ(−1) = −ϕ(1) = −1,

donc ϕ(i) = ±i. Soit α ∈ C l’image de X et soit P ∈ C[X] avec P =
∑
anX

n + i
∑
bnX

n où an et bn sont dans
R, on a :

ϕ(P ) =
∑

anα
n + ϕ(i)

∑
bnα

n.

Ainsi si ϕ(i) = i, alors ϕ(P ) = P (α) et si ϕ(i) = −i, alors ϕ(P ) = P (α). Aucun de ces morphismes n’a son
image contenue dans R.
Cas (ıı) : les morphismes ϕ de R-algèbre de R[X]/(X2 + X + 1) dans C sont les morphismes ϕ de R-algèbre
de R[X] dans C qui envoient X2 +X + 1 sur 0. Le raisonnement précédent montre que ϕ(P ) = P (α) pour un
certain α = ϕ(X) (ici il n’y a pas le problème avec i). Par ailleurs, il faut que 0 = ϕ(X2 +X + 1) = α2 +α+ 1.
On a donc α = j ou α = j2. Il y a donc deux morphismes dans C donnés par ϕ(P ) = P (j) et ϕ(P ) = P (j2).
Aucun de ces morphismes n’a son image contenue dans R.
Cas (ııı) : le même raisonnement montre que les morphismes de R-algèbre dans C sont donnés par ϕ(P ) = P (1),
ϕ(P ) = P (2) ou ϕ(P ) = P (3). Tous ces morphismes sont à valeurs dans R.
Cas (ıv) : cette fois-ci les morphismes de R-algèbre dans C sont donnés par ϕ(P ) = P (1), ϕ(P ) = P (−1),
ϕ(P ) = P (i) ou ϕ(P ) = P (−i). Les deux premiers sont à valeurs dans R et pas les deux derniers.

Exercice 24. Soit p un idéal premier d’un anneau A, et soient (Ii)1≤i≤n des idéaux de A. Supposons que

p ⊃
n∏
i=1

Ii,

montrer que p contient l’un des idéaux Ii.

Solution. Supposons que p ne contienne aucun des idéaux Ii, alors pour chaque i, il existe xi ∈ Ii tel que
xi 6∈ p. Comme p est premier, le produit de ces xi n’est pas dans p. Cependant on a

n∏
i=1

xi ∈
n∏
i=1

Ii ⊂ p

ce qui est une contradiction.

Exercice 25. Soient (pi)1≤i≤n des idéaux premiers d’un anneau A, et soit I un idéal de A tel que

I ⊂ ∪ni=1pi.

Montrer que I est contenu dans l’un des pi.
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Solution. Quitte à remplacer les pi par un sous-ensemble, on peut supposer qu’aucun des pi n’est contenu dans
un pj (sinon on garde le plus grand, le plus petit ne sert à rien).
Remarquons que comme pj 6⊂ p1 pour j ≥ 2, on peut trouver bj ∈ pj tel que bj 6∈ p1 et on a a1 = b2 · · · bn ∈
p2 · · · pn mais a1 6∈ p1. De même on peut trouver des aj 6∈ pj tels que aj appartienne à tous les autres pi.
Supposons que I n’est contenu dans aucun pi, alors pour tout i, il existe xi ∈ I tel que xi 6∈ pi.
Considérons l’élément x =

∑
aixi. Comme xi ∈ I pour tout i, on a x ∈ I.

Par ailleurs, comme a1 6∈ p1, x1 6∈ p1 et que p1 est premier on a a1x1 6∈ p1. Mais on a a2x2 + · · · anxn ∈ p1 car
tous les ai ∈ p1 pour i ≥ 2, ainsi x 6∈ p1. De même, x 6∈ pi pour tout i, donc

x 6∈ ∪ni=1pi

ce qui est absurde.

Exercice 26. Soit A un anneau et nil(A) l’ensemble des éléments nilpotents de A.
(ı) Montrer que nil(A) est un idéal.
(ıı) Montrer que si p est un idéal premier, alors nil(A) ⊂ p.
(ııı) Soit s 6∈ nil(A) et S = {1, s, · · · , sn, · · · }. Montrer que l’ensemble des idéaux de A disjoints de S contient
un élément maximal p (utiliser le lemme de Zorn). Montrer que p est premier. En déduire que

nil(A) =
⋂

p idéal premier
p.

Solution. Soient a ∈ A et x ∈ nil(A), alors il existe n ∈ N tel que xn = 0, mais alors (ax)n = anxn = 0 donc
ax ∈ nil(A).
Soient x et y des éléments de nil(A), alors il existe n ∈ N tel que xn = 0 et m ∈ N tel que ym = 0. On calcule
alors

(x+ y)n+m =
n+m∑
k=0

(
n+m

k

)
xkyn+m−k.

Si k ∈ [0, n], alors n+m− k ≥ m donc yn+m−k = 0 et si k ∈ [n, n+m], alors xk = 0. Ainsi (x+ y)n+m = 0 et
x+ y ∈ nil(A).
(ıı) Soit p un idéal premier et x ∈ nil(A), il existe alors n ∈ N tel que xn = 0 ∈ p. Mais comme p est premier,
ceci impose que x ∈ p.
(ııı) Montrons que l’ensemble des idéaux de A disjoints de S vérifie les hypothèses du lemme de Zorn c’est-à-dire
est inductif pour l’inclusion : pour toute suite croissante (In)n∈N d’idéaux disjoints de S, alors la réunion I de
ces idéaux est encore un idéal disjoint de S.
Il est clair que I est encore un idéal, en effet, si x et y sont dans I, alors il existe n et m tels que x ∈ In et
y ∈ Im et on a x+ y ∈ Imax(n,m) ⊂ I. De même si a ∈ A, alors ax ∈ In ⊂ I.
Il reste à voir que I ne rencontre pas S. Mais si I rencontrait S, alors il existerait k ∈ N tel que sk ∈ I ce qui
signifie qu’alors il existerait un n ∈ N tel que sk ∈ In, c’est-à-dire que In rencontrerait S, c’est absurde.
Ainsi par le lemme de Zorn, il existe un idéal maximal parmi les idéaux de A disjoints de S. Soit p un tel idéal,
montrons qu’il est premier. Soient donc x et y dans A tels que xy ∈ p. Il faut montrer que x ∈ p ou y ∈ p. Si on
a x 6∈ p et y 6∈ p, alors les idéaux p + (x) et p + (y) rencontrent S. Il existent donc n et m des entiers tels que

sn = p1 + a1x et sm = p2 + a2y

avec pi ∈ p et ai ∈ A. Alors on calcule le produit, on a

sn+m = p1p2 + p1a2y + p2a1x+ a1a2xy ∈ p.

Ce qui est absurde car p ne rencontre pas S. L’idéal p est donc premier.
Montrons la dernière égalité. On a vu au (ıı) que pour tout idéal premier, on a nil(A) ⊂ p donc

nil(A) ⊂
⋂

p premier
p.

Réciproquement, soit s 6∈ nil(A), d’après ce qu’on vient de montrer, il existe un idéal premier p tel que p ne
rencontre pas S, en particulier s 6∈ p ce qui montre que s 6∈

⋂
p premier

p.

Exercice 27. Montrer que dans un anneau principal A, les idéaux premiers sont maximaux.
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Solution. Soit p un idéal premier et soit m un idéal le contenant. Comme l’anneau est principal, on peut écrire
p = (p) et m = (m). Le fait que p ⊂ m se traduit par : p = am avec a ∈ A. Mais alors comme p est premier,
on a a ∈ p ou m ∈ p. Si m ∈ p, alors p = m et on a fini. Sinon, alors a ∈ p donc il existe u ∈ A tel que a = up
donc p = upm et comme A est intègre (car principal) on a 1 = um donc m est inversible et m = A. L’idéal p
est donc maximal.

Exercice 28. Montrer que l’anneau C[X,Y ]
(Y −X2) est principal.

Solution. On montre que C[X,Y ]/(Y − X2) est isomorphe à C[X]. En effet, introduisons le morhisme d’an-
neaux : ϕ : C[X,Y ] → C[X] défini par ϕ(P ) = P (X,X2). Il est clair que ϕ est surjectif. On a ϕ(Y − X2) =
X2 − X2 = 0 donc Y − X2 ∈ kerϕ. Par ailleurs, si P ∈ kerϕ on peut effectuer la division euclidienne de
P par Y − X2 car le coefficient dominant de Y − X2 dans C[X][Y ] est égal à 1 donc inversible. On a ainsi
P (X,Y ) = (Y − X2)Q(X,Y ) + R(X,Y ) où R(X,Y ) est un polynôme de C[X][Y ] de degré en Y strictement
inférieur à celui de Y −X2, c’est-à-dire de degré nul. Donc R(X,Y ) est un polynôme en X uniquement. On a
donc

0 = ϕ(P ) = ϕ(Y −X2)ϕ(Q) + ϕ(R) = ϕ(R).
Mais ϕ(R) = R(X,X2) = R(X) donc R = 0 et P ∈ (Y −X2). On a donc kerϕ = (Y −X2) ce qui nous donne
un isomorphisme

ϕ : C[X,Y ]/(Y −X2)→ C[X].
Comme C[X] est principal, C[X,Y ]/(Y −X2) l’est aussi.

Exercice 29. "Soit A = C[X,Y ]
(XY − 1) ; on pose " x = Cl(X).

a) Montrer que x est inversible et que tout élément a non nul de A peut s’écrire de façon unique sous la
forme a = xmP (x) où m ∈ Z et P est un polynôme de terme constant non nul. On note e(a) = deg(P ).

b) Soient a, b ∈ A montrer qu’il existe q, r ∈ A tels que a = bq + r et : r = 0 ou e(r) < e(b).
c) En déduire que A est principal.

Solution. a) Si y = Cl(Y ), on a xy = 1 donc x est inversible d’inverse y (en particulier y = x−1. Soit a ∈ A,
on peut écrire

a =
∑
i,j

αi,jx
iyj =

∑
i,j

αi,jx
ix−j =

∑
i,j

αi,jx
i−j =

∑
k

βkx
k,

où βk =
∑
j αj+k,j . Soit m le plus petit entier tel que βm 6= 0 (il existe car il n’y a qu’un nombre fini de

αi,j non nuls) et soit P (X) =
∑
k≥0 βk+mX

k. On a bien a = xmP (x) et P (0) = βm 6= 0. Il reste à voir
que cette écriture est unique. Si on a deux telles écriture xmP (x) = a = xnQ(x) avec disons m ≤ n, alors
on a xm(P (x)− xn−mQ(x)) = 0 et comme x est inversible on a P (x)− xn−mQ(x) = 0. Ceci signifie que
XY − 1 divise P (X) −Xn−mQ(X) et comme ce dernier polynôme est de degré 0 en Y ceci impose que
P (X) −Xn−mQ(X) = 0. On a donc P (X) = Xn−mQ(X) et P (0) 6= 0. Ceci impose que n = m et on a
alors P = Q.

b) Si a = 0, on choisit q = r = 0. Sinon, écrivons a = xmA(x) et b = xnB(x) où A et B sont des polynômes
tels que A(0) 6= 0 et B(0) 6= 0. Effectuons la division euclidienne de A par B : il existe Q et R deux
polynômes tels que R = 0 ou degR < degB tels que A = BQ+R. Mais alors on a

a = xmA(x) = xmB(x)Q(x) + xmR(x) = xnB(x)xn−mQ(x) + xmR(x).

On pose alors q = xn−mQ(x) et r = xmR(x) et on a a = bq + r. Si R = 0, on a r = 0 ce qui convient.
Si R(0) 6= 0, alors e(r) = degR < degB = e(b). Si enfin R(0) = 0, alors il existe k > 0 tel que
R(X) = XkU(X) avec U(0) 6= 0. On a alors r = xm+kU(x) et

e(r) = degU = degR− k < degR < degB = e(b).

c) Soit I un idéal, si I = (0), alors I est principal, sinon soit b ∈ I tel que e(b) soit minimal. Soit maintenant
a ∈ I, on a a = bq + r avec r = 0 ou e(r) < e(b). Comme a et b sont dans I, on a r ∈ I. Comme e(b) est
minimal, on a nécessairement r = 0 donc a = bq ∈ (b) donc I = (b).

Exercice 30. Soit k un corps et A = k[X,Y ]/(X2, XY, Y 2).
(ı) Déterminer les éléments inversibles de A.
(ıı) Déterminer tous les idéaux principaux de A.
(ııı) Déterminer tous les idéaux de A.
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Solution. (ı) Soient x et y les images de X et Y dans A. On a x2 = xy = y2, ainsi tou élément de A s’écrit
sous la forme a+ bx+ cy avec a, b et c dans k. Cet élément est inversible si et seulement s’il existe a′, b′ et c′
dans k tels que

(a+ bx+ cy)(a′ + b′x+ c′y) = 1

c’est-à-dire
aa′ + (ab′ + a′b)x+ (ac′ + a′c)y = 1.

Ceci impose que l’on ait aa′ = 1, ab′ + a′b = 0 et ac′ + a′c = 0. Ce système a une solution si et seulement si
a 6= 0, la solution est alors a′ = 1

a , b
′ = − b

a2 et c′ = − c
a2 . Ainsi a+ bx+ cy est inversible si et seulement si a 6= 0.

(ıı) Soit I un idéal principal de A. Si I = A, alors I est engendré par un élément inversible quelconque. Supposons
I 6= A, alors I est engendré par un élément non inversible donc de la forme bx + cy. Il reste à déterminer à
quelle condition deux éléments bx + cy et b′x + c′y définissent le même idéal c’est-à-dire à quelle condition ils
diffèrent par multiplication par un inversible.
On cherche donc α+ βx+ γy tel que α 6= 0 et (α+ βx+ γy)(bx+ cy) = b′x+ c′y. Ceci nous donne αb = b′ et
αc = c′, c’est-à-dire les couple (b, c) et (b′, c′) sont proportionnels. Ainsi, on voit que si b 6= 0, on peut supposer
b = 1 et on a c ∈ k quelconque. Si par contre b = 0 et c 6= 0, on peut supposer c = 1 et on a le couple (0, 1),
enfin il y a le couple (0, 0). Les idéaux principaux de A sont donc A, (x+ cy), (y) et (0).
(ııı) Soit I un idéal non principal de A. Alors I est engendré par deux éléments qui sont de la forme ax+ by et
cx+dy (ils ne peuvent être inversibles sinon I = A est principal) et non proportionnels. Ainsi les vecteurs (a, b)
et (c, d) engendrent tout k2 c’est-à-dire que ax+ by et cx+ dy engendrent tous les termes de la forme αx+ βy.
L’idéal I contient donc l’idéal (x, y). Or A/(x, y) ' k donc (x, y) est maximal. Comme I 6= A, on a I = (x, y)
qui est le seul idéal non principal de A.

Exercice 31. Soit A un anneau intègre et p un idéal premier principal non nul. Soit I un idéal principal de A
contenant p. Montrer que I = p ou I = A.

Solution. On écrit p = (a) avec a 6= 0 et I = (b). Comme I ⊃ p, alors b divise a, c’est-à-dire a = ub. Comme p
est premier ceci impose que b ∈ (a) ou u ∈ (a). Dans le premier cas on a I = p. Dans le second cas u = ax donc
a = axb et comme a 6= 0 et A intègre on a 1 = xb donc b est inversible et I = A. Cet exercice est une autre
forme du premier exercice du paragraphe.

Exercice 32. Montrer qu’il n’existe pas d’homomorphisme d’anneaux de Z[
√

2] dans Z[
√

3].

Solution. Tout élément de Z[
√

2] s’écrit de manière unique sous la forme a+ b
√

2 avec a et b dans Z (l’unicité
résulte du fait que

√
2 6∈ Q).

De même tout élément de Z[
√

3] s’écrit de manière unique sous la forme a + b
√

3 avec a et b dans Z (l’unicité
résulte du fait que

√
3 6∈ Q).

Soit maintenant ϕ : Z[
√

2]→ Z[
√

3] un morphisme d’anneaux, alors ϕ′
√

2) = a+ b
√

3 avec a et b dans Z. Mais
alors on a

ϕ(2) = ϕ(
√

2
2
) = ϕ(

√
2)2 = (a+ b

√
3)2 = a2 + 3b2 + 2ab

√
3.

Par ailleurs, on a ϕ(2) = ϕ(1 + 1) = ϕ(1) + ϕ(1) = 1 + 1 = 2. Ainsi on doit avoir l’égalité

a2 + 3b2 + 2ab
√

3 = 2.

Ceci impose a2 + 3b2 = 2 et 2ab = 0. On a donc a = 0 ou b = 0. Si a = 0, alors 3b2 = 2 ce qui est impossible
(on a pas b = 0 et si b ≥ 1, alors 3b2 > 2). Si b = 0, alors a2 = 2 qui n’a pas de solution dans Z car

√
2 6∈ Q.

Exercice 33. Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux. Pour tout idéal I de A on note f∗(I) l’idéal de
B engendré par f(I) et on l’appelle extension de I dans B. Pour tout idéal J de B on appelle contraction de J
l’idéal f−1(J). Soit I un idéal de A et J un idéal de B. Montrer que :
a) I ⊂ f−1(f∗(I)

)
et J ⊃ f∗

(
f−1(J)

)
,

b) f−1(J) = f−1[f∗(f−1(J)
)]

et f∗(I) = f∗
[
f−1(f∗(I)

)]
.

c) Soit C l’ensemble des idéaux de A qui sont des contractions d’idéaux de B et E l’ensemble des idéaux de
B qui sont des extensions d’idéaux de A. Montrer que :

d) C =
{
I : I = f−1(f∗(I)

)}
et E =

{
J : J = f∗

(
f−1(J)

)}
,

e) f∗ définit une bijection de C sur E ; quel est son inverse ?
Soient I1 et I2 deux idéaux de A et J1 et J2 deux idéaux de B. Montrer que :

f) f∗(I1 + I2) = f∗(I1) + f∗(I2) et f−1(J1 + J2) ⊃ f−1(J1) + f−1(J2),
g) f∗(I1 ∩ I2) ⊂ f∗(I1) ∩ f∗(I2) et f−1(J1 ∩ J2) = f−1(J1) ∩ f−1(J2),
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h) f∗(I1 · I2) = f∗(I1) · f∗(I2) et f−1(J1 · J2) ⊃ f−1(J1) · f−1(J2),
i) f∗(I1 : I2) ⊂ (f∗(I1) : f∗(I2)) et f−1(J1 : J2) ⊂ (f−1(J1) : f−1(J2)),
j) f∗

(√
I
)
⊂
√
f∗(I) et f−1(√J) =

√
f−1(J).

Solution. a) Soit x ∈ I, alors f(x) ∈ f(I) ⊂ f∗(I) et donc x ∈ f−1(f∗(I)). Soit maintenant y ∈ f∗(f−1(J)),
alors on peut écrire y =

∑
biyi avec bi ∈ B et yi ∈ f(f−1(J)) ⊂ J . Mais alors y ∈ J .

b) Si on applique (ı) à f−1(J), on a f−1(J) ⊂ f−1(f∗(f−1(J))). Mais par (ı), on a aussi f∗(f−1(J)) ⊂ J
donc f−1(f∗(f−1(J))) ⊂ f−1(J).
De même, on applique (ı) à f∗(I), on a f∗(f−1(f∗(I))) ⊂ f∗(I). Mais par (ı), on a aussi I ⊂ f−1(f∗(I))
donc f∗(I) ⊂ f∗(f−1(f∗I)).

c) Si I ∈ C, alors I = f−1(J), ainsi par (ıı) on a bien I = f−1(f∗I). Réciproquement si I = f−1(f∗I), alors
I est la contraction de f∗I idéal de B.
Si J ∈ E , alors J = f∗I et par (ıı) on a bien J = f∗(f−1(J)). Réciproquement, si on a J = f∗(f−1(J)),
alors J est l’extension de f−1(J) idéal de A.

d) Considérons les applications f∗ : C → E et f−1 : E → C définies par I 7→ f∗I et J 7→ f−1(J). On a
alors par (ııı) : si I ∈ C, alors f−1(f∗I) = I et si J ∈ E , alors f∗(f−1(J)) = J . Ainsi f−1 est la bijection
réciproque de f∗.

e) Soit y ∈ f∗(I1 + I2), alors y =
∑
i biyi avec bi ∈ B et yi ∈ f(I1 + I2). Ainsi, on a yi = f(xi,1 + xi,2) avec

xi,1 ∈ I1 et xi,2 ∈ I2. Mais alors on a y =
∑
bif(xi,1) +

∑
bif(xi,2) et donc y ∈ f∗(I1) + f∗(I2).

Réciproquement, si y ∈ f∗(I1) + f∗(I2), alors y =
∑
bif(xi,1) +

∑
bif(xi,2) avec xi,1 ∈ I1 et xi,2 ∈ I2.

Mais alors on a y =
∑
bif(xi,1 + xi,2) ∈ f∗(I1 + I2).

Soit x ∈ f−1(J1) + f−1(J2), alors x = x1 + x2 avec f(x1) ∈ J1 et f(x2) ∈ J2. On a donc f(x) =
f(x1) + f(x2) ∈ J1 + J2 et donc x ∈ f−1(J1 + J2).

f) Soit y ∈ f∗(I1∩I2), alors y =
∑
biyi avec bi ∈ B et yi ∈ f(I1∩I2). On a donc yi ∈ f(I1) et donc y ∈ f∗(I1)

et de même yi ∈ f(I2) et donc y ∈ f∗(I2).
Soit x ∈ f−1(J1 ∩ J2), alors f(x) ∈ J1 ∩ J2. On a donc f(x) ∈ J1 c’est-à-dire x ∈ f−1(J1) et de même
f(x) ∈ J2 c’est-à-dire x ∈ f−1(J2).
Réciproquement soit x ∈ f−1(J1)∩ f−1(J2), alors on a f(x) ∈ J1 et f(x) ∈ J2. On a donc f(x) ∈ J1 ∩ J2,
ainsi x ∈ f−1(J1 ∩ J2).

g) Soit y ∈ f∗(I1 · I2), alors y =
∑
biyi avec bi ∈ B et yi ∈ f(I1 · I2) donc yi = f(

∑
ai,jci,j) avec ai,j ∈

I1 et ci,j ∈ I2. On a donc y =
∑
i

∑
j bif(ai,j)f(ci,j). Mais bif(ai,j) ∈ f∗I1 et f(ci,j) ∈ f∗I2 donc∑

j bif(ai,j)f(ci,j) ∈ f∗I1 · f∗I2 et donc y =
∑
i

∑
j bif(ai,j)f(ci,j) ∈ f∗I1 · f∗I2.

Soit x ∈ f−1(J1) · f−1(J2), alors x =
∑
aibi avec ai ∈ f−1(J1) et ci ∈ f−1(J2). On a donc f(x) =∑

f(ai)f(ci) ∈ J1 · J2.
h) Soit y ∈ f∗(I1 : I2), alors y =

∑
i bif(xi) avec bi ∈ B et xi ∈ (I1 : I2) et soit z ∈ f∗I2, on a z =

∑
j cjf(zj)

avec cj ∈ B et zj ∈ I2, on calcule alors yz =
∑
i

∑
j bicjf(xizj) mais comme xi ∈ (I1 : I2) et zj ∈ I2, on

a xizj ∈ I1 et donc yz ∈ f∗I1. On a donc y ∈ (f∗I1 : f∗I2).
Soit x ∈ f−1(J1 : J2), alors f(x) ∈ (J1 : J2). Soit maintenant z ∈ f−1(J2) c’est-à-dire f(z) ∈ J2, on
calcule f(yz) = f(y)f(z) ∈ J1 donc yz ∈ f−1(J1) et ainsi y ∈ (f−1(J1) : f−1(J2)).

i) Soit y ∈ f∗(
√
I), alors y =

∑
bif(xi) avec xi ∈

√
I c’est-à-dire qu’il existe ni ∈ N tel que xni

i ∈ I.

Exercice 34. Considérons l’homomorphisme d’anneau ϕ : k[U, V ] −→ k[X] défini par ϕ(U) = X3 et ϕ(V ) =
−X2 et tel que ϕ(a) = a pour tout a ∈ k ?
a) Quel est le noyau de ϕ ?
b) Quelle est l’image de ϕ ?
c) Montrer que A est intègre et que son corps des fractions est isomorphe à k(X).

Solution. a) Remarquons que ϕ(U2 + V 3) = (X3)2 + (X2)3 = X6 − X6 = 0 donc on a U2 + V 3 ∈ kerϕ.
Soit P ∈ kerϕ, on effectue la division euclidienne de P par U2 + V 3 ce qui est possible car le coefficient
dominant en U de U2 + V 3 est 1 donc inversible. On a donc P (U, V ) = (U2 + V 3)Q(U, V ) + R(U, V )
avec R de degré 1 en U donc R(U, V ) = A(V )U + B(V ) où A et B sont des polynômes en une variable.
On a 0 = ϕ(P ) = ϕ(R) donc A(−X2) + X3B(−X2) = 0 ce qui impose 2 degA = 2 degB + 3. Ce n’est
possible que si degA = degB = −∞ et donc A = B = 0. On a donc R = 0 et P ∈ (U2 + V 3). On a
kerϕ = (U2 + V 3).
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b) Soit k ≥ 2, montrons que Xk ∈ Imϕ. Si k = 2p est par, on a

ϕ((−1)pV p) = (−1)p(−X2)p = X2p.

Si k = 2p+ 3 est impair avec p ≥ 0, on a

ϕ((−1)pUV p) = (−1)pX3(−X2)p = X2p+3.

Ainsi par combinaison lináire, tout polynôme P (X) = a0 +
∑n
k=2 akX

k est dans Imϕ. Par ailleurs si
Q(U, V ) ∈ k[U, V ], on écrit Q(U, V ) =

∑
i≥0,j≥0 αi,jU

iV j , on a alors

ϕ(Q) =
∑

i≥0,j≥0
αi,j(−1)jX3i+2j .

On ne peut avoir 3i+ 2j = 1 avec i ≥ 0 et j ≥ 0 donc

Imϕ =
{
P (X) = a0 +

n∑
k=2

akX
k / ai ∈ k

}
.

C’est un sous-anneau de k[X] et est donc intègre.
c) Soit K le corps des fractions de A. Il est contenu dans k(X) le corps des fractions de k[X]. Comme k(X)

est le plus petit corps contenant k[X], il suffit de montrer que k[X] ⊂ K et donc que X ∈ K. Cependant

X = X3

X2 = −ϕ(U)
ϕ(V ) ∈ K.

Exercice 35. Montrer que l’algèbre quotient R[X]/(X2+X+1) est isomorphe à C et que l’algèbre R[X]/(X(X+
1)) est isomorphe à R2.

Solution. Considérons le morphisme de R-algèbre f : R[X] → C défini par f(1) = 1 et f(X) = j (R[X]
est une R-algèbre libre engendrée par 1 et X). Comme C est engendré comme R espace vectoriel (et donc
comme R-algèbre) par 1 et j, le morphisme f est surjectif. Il reste à déterminer son noyau. On a ker f = {P ∈
R[X] / P (j) = 0}. Remarquons que 1 + j + j2 = 0 donc (1 + X + X2) ⊂ ker f . Soit P ∈ ker f , on effectue la
division euclidienne de P par 1 +X +X2. On a P = (1 +X +X2)Q+R où R est un polynôme de degré 1. On
écrit R(X) = aX + b avec a et b des réels. Comme P (j) = 0, on a R(j) = 0. On a donc aj+ b = a

2 + b+ a
2 i = 0.

Ceci impose que a = b = 0 donc R = 0. Ainsi si ker f ⊂ (1 + X + X2) et donc ker f = (1 + X + X2) d’où
l’isomorphisme recherché.
Considérons le morphisme de R-algèbre f : R[X] → R2 défini par f(1) = (1, 1) et f(X) = (−1, 0) (R[X]
est une R-algèbre libre engendrée par 1 et X). Comme R est engendré comme R espace vectoriel (et donc
comme R-algèbre) par (1, 1) et (−1, 0), le morphisme f est surjectif. Il reste à déterminer son noyau. On a
ker f = {P =

∑
i aiX

i ∈ R[X] /
∑
i ai(−1, 0)i = 0} (par convention (a, b)0 = (1, 1). On commence par

remarquer que X(X + 1) ∈ ker f . En effet, on a f(X(X + 1)) = (−1, 0)((−1, 0) + (1, 1)) = (−1, 0)(0, 1) = (0, 0).
Soit maintenant P ∈ ker f , on effectue la division euclidienne de P par X(X + 1). On a P = X(X + 1)Q + R
où R est un polynôme de degré 1. On écrit R(X) = aX + b avec a et b des réels. Comme P ((−1, 0)) = 0, on a
R((−1, 0)) = 0. On a donc a(−1, 0) + b(1, 1) = (b− a, b) = (0, 0). Ceci impose que a = b = 0 donc R = 0. Ainsi
si ker f ⊂ (X(X + 1)) et donc ker f = (X(X + 1)) d’où l’isomorphisme recherché.

Exercice 36. Soit k un corps de caractéristique p > 0 et A une k-algèbre. Montrer que le morphisme

F : A→ A

x 7→ xp

appelé morphisme de Frobenius est un morphisme d’anneaux.

Solution. Il s’agit de montrer que pour tout x ∈ A et y ∈ A, on a

F (x+ y) = F (x) + F (y) et F (xy) = F (x)F (y).

La seconde est évidente car (xy)p = xpyp. Pour la première, on doit montrer que

(x+ y)p =
p∑
k=0

(
p

k

)
xkyp−k = xp + yp.

17



Comme la caractéristique est p > 0, il suffit de montrer que
(
p
k

)
est divisible par p si 0 < k < p. On écrit

p! = k!(p− k)!
(
p

k

)
,

de sorte que p divise le terme de droite. Cependant comme k < p et p− k < p et que p est premier, p ne divise
pas k!(p− k)!. Il divise donc

(
p
k

)
.

Exercice 37. Soit k un corps et A une k-algèbre de dimension finie comme k-espace vectoriel.
a) Montrer qu’une algèbre intègre de dimension finie sur un corps est un corps [Montrer que l’application de

multiplication par a non nul est injective puis surjective].
b) Soit p ∈ Spec(A) = {p / p est un idéal premier}.

Montrer que A/p est de dimension finie sur k.
c) Montrer que p est un idéal maximal.

Soient pi ∈ Spec(A), i = 1, · · · , n des idéaux distincts.
d) Montrer que la flèche

A→
n⊕
i=1

A/pi

est surjective. En déduire l’inégalité n ≤ dimk(A).
On suppose dorénavant A réduite (c’est-à-dire nil(A) = 0).

e) Montrer que la flèche
A→

⊕
p∈Spec(A)

A/p

est un isomorphisme d’anneaux.
f) Considérons l’algèbre A = R[X]/((X2 + a)X(X + 1)) avec a ∈ R.

À quelle condition sur a ∈ R, l’algèbre A est elle réduite ?
g) Dans le cas où A est réduite, expliciter l’isomorphisme précédent.

Solution. a) Soit a ∈ A un élément non nul. Il faut montrer que a est inversible. Considérons alors l’appli-
cation A-linéaire (et donc k-linéaire) :

µa : A→ A

x 7→ ax.

Son noyau est formé des x ∈ A tels que ax = 0 mais comme A est intègre et a 6= 0, on a x = 0. Ainsi
µa est injective et comme A est un k-espace vectoriel de dimension finie, elle est aussi surjective. Il existe
donc b ∈ A tel que µa(b) = 1A c’est-à-dire ab = 1A et donc a est inversible d’inverse b.

b) Soit p ∈ Spec(A) = {p / p est un idéal premier}.
On a une application A-linéaire (et donc k-linéaire) surjective A→ A/p. Ainsi comme A est de dimension
finie sur k, c’est aussi le cas de A/p.

c) La k-algèbre A/p est de dimension finie et intègre (car p est un idéal premier). On peut donc appliquer le
1. pour dire que A/p est un corps. Ainsi p est maximal.
Soient pi ∈ Spec(A), i = 1, · · · , n des idéaux distincts.

d) On a vu au (ıı).b que les pi sont maximaux, ainsi si pi 6= pj , alors pi+pj est un idéal contenant strictement
pi et par maximalité, on a pi + pj = A. On peut donc appliquer le lemme chinois aux pi. Et on a

A/(p1 · · · pn) '
n⊕
i=1

A/pi.

Ainsi l’application

A→
n⊕
i=1

A/pi

s’identifie à
A→ A/(p1 · · · pn)

qui est évidement surjective.
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Comme les pi sont premiers, on a A/pi 6= 0 donc dimk(A/pi) ≥ 1. On voit alors que

dimk(A) ≥ dimk

(
n⊕
i=1

A/pi

)
≥ n.

e) D’après ce qui précède, on a nécessairement card(Spec(A)) ≤ dimk(A), c’est-à-dire qu’on a un nombre fini
d’idéaux premiers. On peut donc reprendre le raisonnement précedent avec tous les idéaux premiers et on
a

A/(
∏

p∈Spec(A)

p) '
⊕

p∈Spec(A)

A/p.

Cependant, on a évidement que ∏
p∈Spec(A)

p ⊂
⋂

p∈Spec(A)

p = Nil(A)

et ce dernier idéal est nul car A est réduite. Ainsi, on a l’isomorphisme

A '
⊕

p∈Spec(A)

A/p.

f) Considérons l’algèbre A = R[X]/((X2 + a)X(X + 1)) avec a ∈ R.
On a ici un anneau factoriel R[X], ainsi le quotient A = R[X]/((X2+a)X(X+1)) est réduit si et seulement
si l’élément (X2 + a)X(X + 1) n’a pas de facteur carré. Il y a alors quatre cas à distinguer :
1. Si a > 0, alors X2 + a est irréductible sur R, il n’y a pas de facteur carré et A est réduite.
2. Si a = 0, alors il y a un facteur carré (et même cube) : X3 et A n’est pas réduite.
3. Si a = −1, alors X2 + a = (X − 1)(X + 1) et (X + 1)2 est un facteur carré, A n’est pas réduite.
4. Si a < 0 et a 6= −1, alors X2 +a = (X+

√
−a)(X−

√
−a) et il n’y a pas de facteur carré, A est réduite.

g) Notons P la classe d’un polynôme P ∈ R[X] dans A. L’isomorphisme précedent est alors donné dans le
cas 4. par

A ' R[X]/(X − a)⊕ R[X]/(X + a)⊕ R[X]/(X)⊕ R[X]/(X + 1) ' R4

P 7→ (P (a), P (−a), P (0), P (1)).

Dans le cas 1. il est donné par

A ' R[X]/(X2 + a)⊕ R[X]/(X)⊕ R[X]/(X + 1) ' C⊕ R2

P 7→ (αX + β, P (0), P (1)) 7→ (P (
√
−a), P (0), P (1))

avec
√
−a = i

√
a, α = P (

√
−a)− P (−

√
−a)

2
√
−a

et β = P (
√
−a) + P (−

√
−a)

2 .

Dans le cas 4, le morphisme se factorise par R[X]/(X2 + a) ⊕ R[X]/(X) ⊕ R[X]/(X + 1) et la seconde
formule est encore valable ce qui donne une formule valable dans tous les cas.

3 Anneaux locaux et localisation
Exercice 38. Un anneau est dit local s’il contient un unique idéal maximal.
a) Montrer qu’un anneau A est local si et seulement si A\A∗ est un idéal.
b) À quelle condition sur n l’anneau Z/nZ est il local ?
c) Soient A un anneau local, I, J deux idéaux de A et a ∈ A un élément non diviseur de 0 tels que IJ = (a).

Montrer qu’il existe x ∈ I et y ∈ J tels que a = xy. En déduire que I = (x) et J = (y).

Solution. a) Si A est un anneau local d’idéal maximal m, alors m ⊂ A\A∗. Si x ∈ A\A∗, alors (x) est un
idéal propre, et donc contenu dans un idéal maximal, nécessairement m. Donc A\A∗ est bien un idéal.
Réciproquement, si A\A∗ est un idéal, comme tout idéal propre est inclus dans A\A∗, A\A∗ est l’unique
idéal maximal de A.
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b) Les idéaux maximaux de Z/nZ correspondent aux nombre premiers divisant n. Donc Z/nZ est local si et
seulement si n est une puissance d’un nombre premier.

c) Par hypothèse, pour tout (x, y) ∈ IJ , il existe fx,y ∈ A tel que xy = fx,ya. Si fx,y est inversible, on
obtient le résultat voulu en remplaçant x par f˘1

x,yx. On peut donc supposer par l’absurde que fx,y ∈ m
pour tout (x, y). Mais alors IJ ⊂ m(a). Or m(a) 6= (a), car sinon, on aurait a = am avec m ∈ m, et donc
a(1−m) = 0 et donc a = 0 puisque 1−m est inversible. Et donc IJ 6= (a).
Si x′ ∈ I, x′y ∈ IJ = (a) donc x′y = af = xyf avec f ∈ A. Donc y(x′ − xf) = 0. Or y n’est pas diviseur
de 0 car sinon a le serait aussi. Donc x′ = xf ∈ (x). Donc I = (x). De même pour J .

Exercice 39. Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A (c’est-à-dire 1 ∈ S et si r, s ∈ S alors
rs ∈ S.
a) Montrer que S−1A = A× S/ ∼, où (a, r) ∼ (b, s) si et seulement si il existe t ∈ S tel que t(as− br) = 0,

est un anneau pour l’addition (a, r) + (b, s) = (as+ br, rs) et la multiplication (a, r) · (b, s) = (ab, rs). On
note a/s la classe de (a, s).

b) Montrer que f : A→ S−1A, défini par f(a) = a/1 est un morphisme d’anneau et que les éléments de f(S)
sont inversibles. Montrer que S−1A et f sont caractérisés (à isomorphisme près) par la propriété universelle
suivante : pour tout morphisme d’anneau ϕ : A→ B tel que les éléments de ϕ(S) sont inversibles, il existe
un unique morphisme d’anneau ϕ̄ : S−1A→ B tel que ϕ = ϕ̄f .

c) Montrer que si S ne contient pas de diviseur de 0, alors A→ S−1A est injective.
d) Montrer que si A est intègre et S = A\{0}, S−1A est un corps (appelé corps des fractions de A).
e) Montrer que S−1A est nul si et seulement si 0 ∈ S. Montrer en particulier que A[ 1

f ] (c’est-à-dire S−1A,
avec S = {fn, n ∈ N}) est non nul si et seulement si f n’est pas nilpotent.

f) Soit p un idéal premier de A ne rencontrant pas S, montrer que S−1p est l’idéal de S−1A engendré par
π(p) et qu’il est premier. Montrer que p = π−1(S−1p).

g) Montrer que les idéaux premiers de S−1A s’identifient aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S.
h) Montrer que tout idéal I de S−1A est de la forme S−1J pour J un idéal de A.
i) Supposons 0 /∈ S. Montrer que si A est :

i) intègre,
ii) principal,
iii) factoriel,
iv) réduit,
alors S−1A l’est aussi.

Exercice 40. Soit A un anneau non nul et p un idéal premier.
a) Montrer que S = A− p est une partie multiplicative.
b) Montrer que Ap := S−1A est un anneau local.

Solution. a) Si rs ∈ p,r ou s ∈ p. La contraposée donne la multiplicativité de A− p.
b) Soit (a, r) ∈ Ap est inversible si et seulement si a /∈ p (l’inverse est alors (r, a)). Il suffit donc de vérifier

que pAp = {(a, r), a ∈ p} est un idéal, ce qui est immédiat.

Exercice 41. Soit A un anneau. Montrer que A→
⊕

m∈Specmax(A)Am est injective.

Solution. Soit f 6= 0 ∈ A. Alors Ann(f) est un idéal propre de A, puisqu’il ne contient pas 1. Donc Ann(f) est
contenu dans un idéal maximal m. Comme rf 6= 0 pour tout r dans A−m, l’image de f dans Am est non nulle.

Exercice 42. a) Soit n un entier, calculer les localisés (Z/nZ)p où p = pZ est un idéal premier.
b) En déduire que l’application

Z/nZ→
⊕
p

(Z/nZ)p

est un isomorphisme de groupes.

Solution. a) Ecrivons n = pam avec m premier à p. Si x ∈ paZ alors m̄x̄ = 0 et m̄ /∈ p, donc l’image de x
dans (Z/nZ)p est nulle : le morphisme Z/nZ→ (Z/nZ)p se factorise à travers Z/paZ. Récirpoquement, si x
est tel que m̄x̄ = 0 pour un m̄ premier à p, alors x est divisible par pr. Cela prouve que Z/paZ→ (Z/nZ)p
est injectif. Si r̄/s̄ ∈ (Z/nZ)p, comme s est premier à pa, il existe u, v ∈ Z tels que us + vpa = 1.
Alors m(sur − r) = rn ≡ 0 donc, comme m /∈ p, r̄/bars = (ur)/1, ce qui prouve la surjectivité de
Z/paZ→ (Z/nZ)p.
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4 Modules
Exercice 43. SoitM un A-module, montrer que la somme directeMN est isomorphe au module des polynômes
M [X].

Solution. Considérons le morphisme de A-modules

f : MN →M [X]

(mi)i∈N 7→
+∞∑
i=0

miX
i.

La somme de droite est finie car le terme(mi)i∈N est dans une somme directe donc seul un nombre fini de termes
est non nul. On montre que f est un isomorphisme. En effet, si f((mi)i∈N) = 0, alors pour tout i ∈ N, on a
mi = 0, donc f est injective. Par ailleurs si P =

∑N
i=0 niX

i avec ni ∈M , alors posons mi = ni pour 1 ≤ i ≤ N
et mi = 0 pour i > N , on a f((mi)i∈N) = P et f est surjective.

Exercice 44. Soit A et B deux anneaux et f : A −→ B un homomorphisme d’anneaux.
(ı) Montrer que la loi a.b = f(a).b (où a ∈ A et b ∈ B) munit B d’une structure de A-module. B muni de sa
structure d’anneau et de cette structure de A-module est appelé une A-algèbre.
(ıı) Montrer que si A est un corps k alors f est injectif (c’est-à-dire : une k-algèbre contient un corps isomorphe
à k).
(ııı) Montrer que tout B-module N est muni naturellement d’une structure de A-module. Quel est l’annulateur
Ann(N) = (0A : N) de ce module ?

Solution. (ı) On a les égalités

1 · b = f(1)b = b

(a+ a′) · b = f(a+ a′)b = (f(a) + f(a′))b = f(a)b+ f(a′)b = a · b+ a′ · b

(aa′) · b = f(aa′)b = (f(a)f(a′))b = f(a)(a′ · b) = a · (a′ · b)

qui prouvent que cette loi muni B d’une structure de A-module.
(ıı) Le noyau de f est un idéal de A. Comme A est un corps, les seuls idéaux de A sont (0) ou A. Mais comme
f(1A) = 1B 6= 0, on a 1A 6∈ ker f et donc ker f = (0).
(ııı) Soit N un B-module, la loi a ·n = f(a)n munit N d’une structure de A-module(on garde la même addition).
Soit maintenant x ∈ (0A : N) = AnnA(N). On a

x ∈ AnnA(N)⇔ ∀n ∈ N, x · n = 0

x ∈ AnnA(N)⇔ ∀n ∈ N, f(x)n = 0

x ∈ AnnA(N)⇔ f(x) ∈ AnnB(N)

x ∈ AnnA(N)⇔ x ∈ f−1(AnnB(N)).

L’annulateur de N vu comme A-moduleest l’image réciproque par f de l’annulateur de N vu comme B-module :
AnnA(N) = f−1(AnnB(N)).

Exercice 45. Soit M un A-module, on définit M∨ = homA(M,A). On dit que M est réflexif si le morphisme
naturel θ : M →M∨∨ défini par m 7→ θ(m) = (ϕ 7→ ϕ(m)) avec ϕ ∈M∨ = homA(M,A) est un isomorphisme.
Soit f ∈ EndAM , on définit sa transposée tf ∈ EndAM∨ par tf(ϕ) = ϕ ◦ f pour tout ϕ ∈M∨ = homA(M,A).
a) Montrer que l’ensemble des polynômes P de A[X] tels que P (f) = 0 est un idéal que l’on notera I(f).
b) Montrer que I(f) ⊂ I( tf).
c) Montrer que t( tf) ◦ θ = θ ◦ f .
d) Montrer que si M est réflexif, on a I(f) = I( tf).
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Solution. (ı) Considérons le morphisme de A-modules ψ : A[X] → EndAM défini par ψ(P ) = P (f). On a
I(f) = kerψ donc c’est un idéal.
(ıı) Soit P ∈ I(f) On a alors P (f) = 0. On calcule alors P ( tf)(ϕ) pour ϕ ∈M∨. On a P ( tf)(ϕ) = ϕ ◦P (f) = 0
car P ∈ I(f). On a donc P ( tf) = 0 donc P ∈ I( tf). On a bien I(f) ⊂ I( tf).
(ııı) On a (

t( tf) ◦ θ
)
(m) = t( tf)(θ(m)) = θ(m) ◦ tf

et pour ϕ ∈M∨, on a ((
t( tf) ◦ θ

)
(m)

)
(ϕ) = (θ(m) ◦ tf)(ϕ) = (θ(m))(ϕ ◦ f) = ϕ(f(m)).

Par ailleurs, on a
(θ ◦ f)(m) = θ(f(m))

et pour ϕ ∈M∨, on a (
(θ ◦ f)(m)

)
(ϕ) =

(
θ(f(m))

)
(ϕ) = ϕ(f(m)),

ce qui prouve l’égalité t( tf) ◦ θ = θ ◦ f .
(ıv) Si M est réflexif on a donc t( tf) = θ ◦f ◦θ−1. Soit P ∈ I( tf). On a alors P ∈ I( t( tf)), ainsi P (θ ◦f ◦θ−1) =
P ( t( tf)) = 0 c’est-à-dire θ ◦ P (f) ◦ θ−1 = 0. Comme θ est inversible, ceci impose que P (f) = 0 donc P ∈ I(f).

Exercice 46. Soit M un A-module.
(ı) On suppose que M est monogène, montrer qu’il existe un idéal I de A tel que M ' A/I.
(ıı) On suppose que M 6= (0) est simple (c’est-à-dire que ses seuls sous-modules sont (0) et M). Montrer que
M est monogène, engendré par tout élément non nul de M . Montrer que M est isomorphe à A/m où m est un
idéal maximal de A.
(ııı) Quels sont les Z-modules simples ?

Solution. (ı) Soit m un générateur de M et considérons le morphisme de A-modules f : A → M, a 7→ am. Il
est surjectif (car m engendre M) et son noyau est un idéal I de A. Le morphisme f : A/I → M est donc un
isomorphisme.
(ıı) Soit m ∈ M un élément non nul et soit N le sous-module de M engendré par m. Comme 0 6= m ∈ N , le
sous-module N est non nul, c’est donc M tout entier. L’élément m engendre donc M .
D’après la question précédente, on sait qu’il existe un idéal m tel que M ' A/m. Il reste à vérifier que cet idéal
est maximal. Soit donc I un idéal contenant strictement m, alors on a la suite exacte

0→ I/m→M ' A/m→ A/I → 0.

Le module I/m est donc un sous-module strict de M , il doit être nul c’est-à-dire I = m donc m est maximal.
(ııı) D’après la question précédente, les modules simples de Z sont de la forme Z/m où m est un idéal maximal.
Il reste à déterminer les idéaux maximaux de Z. Comme Z est principal, on a m = (n) avec n ∈ Z. L’idéal, (n)
est maximal si et seulement si Z/(n) est un corps, c’est le cas si et seulement si n est premier. Les Z modules
simples sont les Z/(p) avec p un nombre premier.

Exercice 47. Soit A un anneau intègre et M un A-module. On dit que x ∈M est de torsion si (0 : x) 6= 0. On
note T (M) l’ensemble des éléments de torsion de M . Si T (M) = 0 on dit que M est sans torsion.
a) Montrer que l’ensemble des éléments de torsion de M est un sous-module de M .
b) Montrer que M/T (M) est sans torsion.
c) Montrer que si f : M → N est un morphisme de A-modules alors f(T (M)) ⊂ T (N).

Solution. (ı) Il faut montrer que T (M) est non vide et stable par addition et multiplication par un scalaire.
Il est clair que 0 ∈ T (M) car (0 : 0) = Ann(0) = M .
Soit maintenant m et m′ dans TM), a et a′ dans A et x et x′ dans M − {0} tels que xm = 0 et x′m′ = 0.
Alors on a (xx′)(ax+ a′m′) = ax′(xm) + ax(x′m′) = 0 et xx′ 6= 0 car A est intègre. Ainsi T (M) est stable par
addition et multiplication par un scalaire.
T (M) est donc un sous-module de M .
(ıı) Soient Cl(m) ∈M/T (M) et a ∈ A−{0} tels que a ·Cl(m) = 0. Ceci signifie que am ∈ T (M). Il existe donc
x ∈ A− {0} tel que x(am) = 0 et donc (xa)m = 0. Comme a ∈ A− {0} et x ∈ A− {0} on a xa ∈ A− {0} (A
intègre) et donc m ∈ T (M). On a donc Cl(m) = 0 ce qui signifie que le seul élément de torsion de M/T (M) est
0, le module M/T (M) est donc sans torsion.
(ııı) Soitm ∈ T (M) et x ∈ A−{0} tels que xm = 0. On considère alors f(m) et on a af(m) = f(am) = f(0) = 0.
L’élément f(m) est donc de torsion d’où l’inclusion f(T (M)) ⊂ T (N).
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Exercice 48. Soit M un A-moduleet m ∈ M un élément dont l’annulateur Ann(m) est réduit à (0). Montrer
que Am est facteur direct de M si et seulement si il existe f ∈ M∨ = homA(M,A) tel que f(m) = 1. Montrer
qu’alors on a M = Am⊕ ker f .

Solution. Soit N un facteur direct de Am de sorte queM = Am⊕N . Comme Ann(m) = (0), l’homomorphisme
A → Am, a 7→ am est un isomorphisme. On peut alors définir une forme linéaire f sur M par f(am, n) = a.
On a bien f(m) = 1.
Réciproquement, s’il existe un tel f , le noyau de f est un sous-module N de M . De plus, si am ∈ Am ∩ N ,
alors f(am) = a = 0 donc Am ∩ N = 0. Enfin, si m′ ∈ M , on écrit m′ = f(m′)m + (m′ − f(m′)m). On a
f(m′)m ∈ Am et f(m′ − f(m′)m) = 0 donc m′ − f(m′)m ∈ N ce qui prouve que Am⊕N = M .

Exercice 49. Soient M1, . . . ,Mr des A-modules et I1 = Ann(M1), · · · , Ir = Ann(Mr) leurs annulateurs. On
suppose que les Iα sont deux à deux comaximaux (c’est-à-dire que l’on a Iα + Iβ = A pour α 6= β).
On pose : M =

⊕r
α=1Mα, I =

⋂r
α=1 Iα, Nα =

⊕
β 6=αMβ et Jα =

⋂
β 6=α Iβ . Si J est un idéal de A on notera

(0 : J) le sous-A-module de M égal à {m ∈M,J.m = 0}. Montrer les formules suivantes :
(ı) Montrer que pour tout α, Iα et Jα sont comaximaux.
(ıı) Jα = (0 : Nα),
(ııı) Nα = (0 : Jα) = Iα ·M .
(ıv) Mα = (0 : Iα) = Jα ·M =

⋂
β 6=αNβ .

Solution. (ı) Fixons α, si β 6= α, les idéaux Iα et Iβ sont comaximaux. On peut donc écrire 1 = xβ + yβ avec
xb ∈ Iα et yβ ∈ Iβ . On a alors

1 =
∏
β 6=α

(xβ + yβ).

On voit alors que 1 est somme d’éléments de Iα (touts les termes multiples d’un xβ) et de
∏
β 6=α yβ ∈

∏
β 6=α Iβ ⊂

Jα.
(ıı) Un élément a ∈ A est dans (0 : Nα) si pour tout n ∈ Nα on a an = 0 c’est-à-dire pour tout β 6= α et pour
tout m ∈Mβ , on a am = 0. Ainsi (0 : Nα) est l’intersection des Ann(Mβ) pour β 6= α et donc Jα = (0 : Nα).
(ııı) Un élément

∑
mβ ∈ M avec mβ ∈ Mβ est dans (0 : Jα) si et seulement si Jα · (

∑
mβ) = 0 c’est-à-dire

pour tout β, on a Jα ·mβ = 0. Si α 6= β, l’inclusion Jα ⊂ Iβ montre que tout mβ ∈ Mβ convient. Pour β = α,
l’égalité Iα + Jα = A implique Iαmα + 0 = Amα et comme Iα annule Mα ceci impose Amα = 0 donc mα = 0.
Ainsi (0 : Jα) = ⊕β 6=αMβ = Nα.
Pour β 6= α, on a A = Iα + Iβ donc Mβ = (Iα + Iβ)Mβ = IαMβ et pour β = α, on a IαMα = 0. Ainsi

IαM =
⊕
β

IαMβ =
⊕
β 6=α

Mβ = Nα.

(ıv) Un élément
∑
mβ ∈M avec mβ ∈Mβ est dans (0 : Iα) si et seulement si Iα · (

∑
mβ) = 0 c’est-à-dire pour

tout β, on a Iα ·mβ = 0. Si α = β, on a Iα = Ann(Mα) donc tout mα ∈ Mα convient. Pour β 6= α, l’égalité
Iα + Iβ = A implique 0 + Iβmβ = Amβ et comme Iβ annule Mβ ceci impose Amβ = 0 donc mβ = 0. Ainsi
(0 : Iα) = Mα.
On a JαM = ⊕βJαMβ = JαMα car Jα ⊂ Iβ pour β 6= α. On a par ailleurs Jα + Iα = A donc Mα =
JαMα + IαMα = JαMα. On a donc JαM = Mα =

⋂
β 6=αNβ .
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