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Exercice 1. Soit K un corps et 2 une extension de k. Soit L et Ly deux sous-corps de 2 contenant K de
dimensions finies sur K. On note L; Ly le sous-corps de () engendré par Ly et Lo.

a) Montrer que [L1Ls : K] <[Ly : K][Ls : K], et qu’en cas d’égalité, K = L1 N Lo.

b) On suppose dorénavant Ly /K galoisienne. Montrer que Ly Lo/Ls est galoisienne et construire un isomor-
phisme Gal(Lng/Lg) — Gal(Ll/Ll N Lz)

¢) Montrer que [L1Ly: K| =[Ly : K][Ly : K]/[L1 N Ls : K].

d) On suppose dorénavant que Lo/K est également galoisienne. Montrer que LjLo et Ly N Ly sont des
extensions galoisiennes de K.

e) Construire un morphisme injectif ¢ : Gal(L1L2/K) — Gal(L1/K) x Gal(Ly/K)

f) Montrer que I'image de ¢ est {(g1,92) € Gal(L1/K) x Gal(Ly/K),71(g1) = m2(92)}, ou m; : Gal(L;/K) —
Gal(L; N Ly/K) est la surjection canonique.

g) Soit Q*" I’ensemble des nombres algébriques z contenus dans une extension galoisienne L de Q telle
Gal(L/Q) soit commutatif. Montrer que Q" est un corps. Est-ce une extension finie de Q ?

Solution. a) Soit (e;)ic[1,n) une base de Ly sur K. Alors L := Lie; + --- + Lye, est une sous-k-algebre de
Q contenant Ly et Lo, de dimension finie, donc ¢’est un corps, donc L = Ly Ls. Donc [L1Ls : L] < n =
[Ls : K], ce qui prouve le résultat voulu par multiplicativité.
En cas dégalité, on a [L1Ly : K| = [L; : K][Ls : K]. Or en appliquant le résultat précédent en remplacant
K par LiNLyona [L1Ly : L1NLs) < [Ly : L1 N Ls][La : Ly N Ly] done en multipliant par [L; N Ly : K], on
obtient [L1 Ly : K| < [L; : K][|2 : K]/[L1N Ly : K], d’oti, en combinant avec ’hypothése, [L1NLy : K] < 1.

b) Si Ly est le corps de décomposition de P sur K avec P séparable, alors LiLy est aussi le corps de

décomposition de P sur Lo et P est toujours séparable, donc Li Lay/Lo est bien galoisienne.
On considére le morphisme ¢ : Gal(LiLs/Ls) — Gal(Li/Ly N Ly) qui & o associe sa restriction & L.
¢ est injective car si ¢(o) = Id, la restriction de o & L; et a Lo sont l'identité, donc o est 'identité
sur Ly Ly. Pour la surjectivité, soit H I'image de ¢ et z € L. Pour tout o € Gal(L1La/Ls), o(x) = =
donc z € (Lng)Gal(LlLQ/LQ) = Ly. Comme x € Ly, x € Ly N Ly, donc L = Ly N La, ca qui prouve la
surjectivité.

¢) L’isomorphisme précédent nous dit [Ly1Lg : La] = [L1 : L1 N Lo, et en multipliant par [Ls : K| des deux
cOtés, on obtient I’égalité voulue.

d) Si L; est le corps de décomposition de P; sur K, avec P; séparable, L L est le corps de décomposition de
PP, sur K qui est aussi séparable, donc Ly Lo/ K est galoisienne. Si o € Gal(Ly Lo/ K), alors o(L;) C L;
car L; est galoisienne, donc o(Ly N Ly) C Ly N Lo, ce qui montre que Ly N Lo/ K est galoisienne.

e) On pose ¢(0) = 0|, 0|1, Le morphisme est injectif car si o est I'identité sur L; et Lo, il est I'identité
sur L1L2.

f) On a clairement 3¢ C E := {(g1,92) € Gal(L1/K) x Gal(Ly/K), 71 (g1) = m2(g2)}. Pour prouver I’égalité,
il suffit de calculer le cardinal de E et de comparer avec la formule de la question c. Si on considere le
morphisme surjectif Gal(L;/K) x Gal(Ly/K) — Gal(L1 N Le/K) x Gal(L; N Ly /K) alors E est 'image
réciproque de la diagonal A, qui est un sous-groupe d’indice [L; N Lo : K] dans Gal(L1NLy/K) x Gal(L1 N
Ly/K). Donc E est aussi un sous-groupe d’indice [Ly N Lo : K] de Gal(L1/K) x Gal(Ly/K), ce qui nous
donne le cardinal voulu.

g) Sizy € Ly et x5 € Ly avec Ly, Lo abéliennes sur Q, alors x1 + w2, z122 € L1 Ly qui est aussi une extension
abélienne de Q d’apreés e. Donc QP est une extension de Q. Ce n’est pas une extension finie car elle
contient toutes les racine de 1.

Exercice 2. Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de degré n. Soit E un corps de décomposition de P sur Q,
G le groupe de Galois de E/Q. Ecrivons P = [, (X — a;). Soit A :=Z[ay, -, ay,] C E la sous-Z-algebre de
E engendrée par («;);. Soient p un nombre premier et P la réduction de P modulo p. Soit N le cardinal de G.

a) Montrer que A est un Z-module libre de rang N.
b) Montrer que si g € G, g(A) = A et en déduire une action de G sur A.



¢) Soit m un idéal maximal de A contenant pA (justifier Uexistence d’un tel m). Montrer que L := A/m est
une extension finie de F,,. On note 7/A — L la projection canonique.

d) Montrer que L est un corps de décomposition de P sur F,,.

e) On suppose dorénavant que pged(P, F/) = 1. Montrer que pged(P,P’) = 1. On note Q := {«a;} et
Q= {r(a;)}. B
On a deux injections naturelles i : G — Gq et j : Gal(L/F)) — &g et mq :  — Q induit un isomorphisme
T : &5 — Gq qui envoie o sur 7, 00 omq. L'objectif de I'exercice est de montrer que 7*5(Gal(L/F,)) C
i(Q).

f) Montrer que si (¢;); est une famille de morphismes d’anneaux de A vers L deux & deux distincts, alors (¢;);

est une famille libre du L-espace vectoriel Homy yoa (A, L). En déduire qu’il y a au plus N morphismes
d’anneaux de A vers L. Indice : siy € Aet ), a;¢; =0, alors ). a;(¢:(y) — ¢1(y))p: = 0.

g) Montrer que tout morphisme d’anneaux A — L est de la forme 7 o o pour un unique o € G.
h) Montrer que si s € Gal(L/F,), alors s o w est un morphisme d’anneaux A — L.

i) En déduire un morphisme injectif Gal(L/F,) — Gal(E/Q).

j) Conclure.

Solution. a) A est engendré par les mondmes a]fl ---akfn avec k; <n — 1, donc A est un Z-module de type

fini. Il est sans torsion puisque A C E et E est sans torsion en tant que Q-espace vectoriel. Donc A est

un Z-module libre et soit eq,--- , e une Z-base de A. Alors eq,--- , e est aussi une Q-base de F, donc
k=N.

b) Soit @ = {a1, -+ ,a,}. On a ¢g(Q) C Q, donc g(R(a1, - ,an) = R(g(ar), - ,9(an)) € Asi R €
Z[X1,--+,X,], donc g(A) C A. En apliquant ce résultat & g—!, on obtient I'inclusion inverse.

c) Comme A ~ Z" en tant que groupe, pA # A donc pA est contenu dans un idéal maximal de A. Comme
p € m, p est nul dans A/m, qui est donc bien de caractéristique p. On a une surjection A/pA ~ (Z/pZ)N —
A/m donc A/m est bien fini.

d) Ona P =][,(X —m()) et L =Fplas, - ,ay], donc L est un corps de décomposition de P.

e) L’hypothese équivaut a #Q = n. Or mq : Q — Q est surjective, donc Q) > n ce qui montre que les racines
de P sont simples.

f) Supposons par I'absurde que les ¢; sont liés et soit ) . A\j¢; = 0 une formule de liaison tel que {i, A; # 0} soit
minimal. Quitte & réordonner les ¢;, on peut supposer A; # 0. Alors pour tout z,y € A, Y. Ai¢;i(z)di(y) =
0et Y, Aigi(z)p1(y) = 0. Donc Y, Ai(¢i(y) — ¢1(y))di = 0 d’ott une formule de liaison avec strictement
moins de termes. L’hypothése de minimalité, donne donc ¢;(y) — ¢1(y) = 0 pour tout i tel que A; # 0.
Comme y était quelconque, on en déduit, ¢; = ¢1. Les ¢; étant supposés distincts, on obtient ¢; = 0, ce
qui est impossible.

g) Comme A est un Z-module libre de rang N, Homgz nod(A, L) est un L-espace vectoriel de dimension N,
d’ot I'inégalité voulue.

h) Sio € G, wo est un morphisme d’anneaux en tant que composé de morphismes d’anneaux. Comme sigma
est entierement déterminé par sa restriction a €2 et que 7 est bijective, on obtient 'unicité de o. Comme
G = N, on obtient donc N morphismes d’anneaux A — L distincts de la forme 7o. L’inégalité de la
question précédente nous dit qu’on les a tous.

i) C’est un morphisme d’anneaux en tant que composée de morphismes d’anneaux.

j) Le morphisme associe a s € Gal(L/F,) 'unique o € G tel que 7o o = s o . En se restreignant a 2 et Q,
on a donc i(c) = 7" j(s)mq, comme voulu dans la question e.

Exercice 3. Soit P = X* — 2 € Q[X] et L le corps de décomposition de P. Décrire le groupe de Galois G de
P et toutes les extensions intermédiaires K telles que Q C K C L.

Solution. Le polynéme P est irréductible d’apres le critere d’Eisenstein. L’ensemble des racines de P dans C
est Q := {(V/2,( € pa}. Donc Q(v/2) est un corps de rupture et [Q(+v/2) : Q] = 4 et le corps de décomposition
est L:=Q(Q) = Q(v/2,4). Comme i ¢ Q(+v/2) mais est racine de X2 4 1 qui est de degré 2, [L: Q(v/2)] =2 et
donc, par multiplicativité, [L : Q] = 8.

lére méthode : On a une suite d’extensions galoisiennes sur Q, Q C Q(i) C L, avec Gal(Q(4)/Q) = Z/2Z. Si
o € N :=Gal(L/Q(i)) < G, il existe f(o) € g tel que o(v/2) = f(o)v/2. Comme L = Q(i)(v/2), f est injective
et donc surjective, puisque Gal(L/Q(i)) et p4 on le méme cardinal, 4. De plus f est un morphisme de groupe :

00'(V2) = a(f(o')V2) = f(o")o(V2) = (o) f(o') V2.



On en déduit donc que Gal(L/Q(4)) est isomorphe & p4 ~ Z /47 (en choisissant par exemple i comme générateur

de pg).
On obtient donc une suite exacte :
1—Z/47 — G — Z/2Z — 1.

De plus L’élément non trivial de Gal(Q(7)/Q) est la restriction de la conjugaison complexe a Q(7), que I'on peut
prolonger a L en la restriction ¢ de la conjugaison complexe. Comme ¢ € G est d’ordre 2, ¢ définit une section
du morphisme G — Z/2Z, ce qui montre que G est un produit semi-direct Z/4Z x Z/27Z. 1l suffit maintenant
de décrire I'action de ¢ sur N =~ Z/47 par conjugaison. Or cf(i)c™'(v/2) = cf(i)(¥/2) = ¢(iv/2) = —iv/2, donc
cf(i)e=t = f(—i). Ce produit semi-direct est le groupe diédral Dj.

2¢me méthode : on peut aussi décrire G comme sous-groupe de &, en identifiant {v/2,iv/2, —v/2, —iv/2} &
{1,2,3,4}. Le groupe N est alors le groupe engendré par le 4-cycle (1 2 3 4) et la conjugaison complexe ¢ est
la transposition (24). En regardant 2 comme un carré dans C, on remarque que (1234) et (24) définissent des
isométries du carré, et donc G est le groupe D, des isométries du carré.

Les extensions intermédiaires de L/Q correspondent aux sous-groupes H de Dy. Les sous-groupes non tri-
viaux du groupe diédral sont les suivant : d’ordre 2, il y a le groupe engendré par la rotation (1 3)(2 4)
d’angle 7 (alors L¥ = Q(i,v/2)), les deux groupes engendrés par les symétries (1 3) (alors LH = Q(iv/2)),
(2 4) (alors L = Q(v/2)), (1 2)(3 4) (alors L = Q((1 +14)v/2)) et (14)(23) (alors L7 = Q((1 — i)v/2));
d’ordre 4 il y a N (LY = Q(4)) , et les deux sous groupes {id, (1 3)(2 4), (1 3),(2 4)} (alors L7 = Q(v/2)) et
{id, (1 3)(2 4), (1 2)(3 4), (14)(23)} (alors L7 = Q(iv/2)).

QGi, V2) = Qi+ ¥2)
T
QY2 T QYD) QGEVED) QL+ QL -)V2)
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Exercice 4. Soit p un nombre premier.

a) Montrer qu'un groupe de cardinal p? est commutatif.

b) Montrer quun groupe de cardinal p™ est résoluble.
Indice : Commencer par montrer que le centre du groupe n’est pas réduit a I’élément neutre.
Solution. Si G est un p-groupe non trivial, considérons 'action de G sur lui-méme par conjugaison. Les
cardinaux des orbites divisent le cardinal de GG, donc sont soit 1 soit divisible par p et la somme des cardinaux
des orbites est le cardinal de G qui est divisible par p. Le nombre d’orbites de cardinal 1 est donc divisible par

p. Or les orbites de cardinal 1 correspondent exactement aux éléments du centre, donc le cardinal du centre
Z(G) de G est divisible par p, donc est > 1.

a) Siz ¢ Z(G), le commutant de = contient Z(G) et x donc c¢’est un sous-groupe de G contenant strictement
Z(G). Comme l'indice de Z(G) divise p, on en déduit que le commutant de = est G, ce qui contredit
Ihypothese © ¢ Z(G). Donc G est commutatif.

b) Z(G) est un sous-groupe distingué de G, il est commutatif donc résoluble. G/Z(G) est un p-groupe d’ordre
< a celui de G, donc par réccurence G/Z(G) est résoluble. G est alors résoluble en tant qu’extension d’un
groupe résoluble par un groupe résoluble.

Exercice 5. Soit L/K une extension de corps de degré 2. Montrer que c’est une extension normale.

Solution. Soit # € L — K. Alors L = K[xz]. Soit P = X2 + aX + b le polynéme minimal de x sur K, I'autre
racine y de P est —a — x € L. Donc L = K|z, y] est un corps de décomposition de P donc est normale sur K.

Exercice 6. Soient P = X%+ aX? +b € Q[X] un polynome irréductible, L le corps de décomposition de P et
G = Gal(L/Q). On note +a, 0 les racines de P.
a) Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe du groupe diédral D4 d’ordre 8.
Montrer que G ~ Z/47 si et seulement si (a/8 — 3/a) € Q.
Montrer que G ~ (Z/27)? si et seulement si a8 € Q ou o — 2 € Q.
Montrer que sinon G est isomorphe a Dy.
Déterminer le groupe de Galois de X4 — 4X? — 1.

=)

o
_ O

o



Solution. a) Si o € G, on doit avoir o(—a) = —o(a) et o(—F) = —o(B). Si on dispose les racines aux

b)

d)
e)

sommets d’un carré de fagon a ce que o et —a soient deux sommets opposés, alors les permutations des
racines vérifiant les deux propriétés ci-dessus sont exactement les isométries du carré. Donc G C Dy.

On rappelle que D4 a trois sous-groupes d’ordre 4 dont un seul, celui engendré par la rotation r =
(a B —a —f3), est monogene (cf. exercice 3) .

On ar(a/B — f/a) =a/B — B/a, donc a/f — B/a € L. Done si G = (r), alors a/B — f/a € LY = Q.
Réciproquement, si s ¢ (r), alors s(a/8 — 8/a) = —(a/B — B/a). Donc si a/f — 5/a € Q, on en déduit
que G C (r), et donc G = (r) puisque 4|4G puisque P est irréductible.

On a deux sous-groupes de G isomorphes & (Z/2Z)?%, & savoir Hy := {id,(1 3)(2 4),(1 3),(2 4)} et
Hy = {id, (1 3)(2 4),(1 2)(3 4),(14)(23)}

On ac(aB) =af sioc € Hyet = —afi si 0 ¢ Hy. Donc si G = Hy, a8 € L€ = Q et réciproquement si
af € Q, G C Hy et donc G = Hy par le méme argument de cardinalité qu’a la question précédente.
Onac(@®—-p*)=a?-Bsicc Het=—(a®>-p%*)sio¢ H.DoncsiG=H,a?—-p2cL=Q
et réciproquement si a? — 2 € Q, G C H; et donc G = H; par le méme argument de cardinalité qu’a la
question précédente (en fait, le cas G = H; est impossible car H; n’agit pas transitivement sur les racines,
et ceci contredit irréductibilité de P).

Comme 4G par irréductibilité de P, si §G # 4, alors G = Dy.

Onaa=+v2++V5et =125 Onendéduit o532 =25¢Q, af =+v—1¢ Qet (a®>—B?)/af =
V=5 ¢ Q. Donc G = Dy.

Exercice 7. Soit P = (X2 +3)(X? —3X + 1) € Q[X] et G le groupe de Galois de P.

)
b)

)

Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe de Z/2Z x &3
Calculer le cardinal de G.

Le groupe est-il commutatif ? cyclique ?

Solution. a) Soit P, = X2 +3 et P, = X3 —3X + 1. Les polynomes P; et P, sont irréductibles car ils n’ont

pas de racines dans Q (comme ils sont unitaires & coefficients entiers, toute racine rationnelle serait entiére
divisant le coefficient constant). On a un morphisme injectif G — Gal(P;) x Gal(P,) avec Gal(Py) = Z/27Z
et Gal(P,) est un sous-groupe transitif de &3, donc &3 ou Us.

Pour déterminer si Gal(Py) est 23 ou &3, il suffit de calculer le discriminant.
disc(Py) = —(4- (—=3)3 +27-1%) =27 (4 — 1) = 81 = 92.

Comme le discriminant est un carré, Gal(P) = 23 ~ Z/37Z.

Donc G est un sous-groupe de Z/2/Z x Z/3Z ~ Z/6Z de cardinal divisible par 2 et 3 (par irréductibilité
de Py et Py), c’est done Z/6Z, qui est commutatif et cyclique.

Exercice 8. Si p est un nombre premier et n est un entier premier a p, on note (%) = 1 si n est un carré dans

]sz et(

%) = —1 sinon. Si n est un multiple de p, on note (%) =0

Soient ¢,p deux nombres premiers impairs distincts. Soient ¢ une racine primitive g°de 1 dans une clottire
algébrique ), de I, et

5o

z€F,

Montrer que Zzqu (z) =0.

Soit = € [F,. Montrer que

R R G Dol G o S

En déduire que 72 = (—1)"7 q.

Montrer que 77 = (%) T

En déduire deux expressions pour 777! et montrer que (%) (%) = (—1)(P—1)(q—1)/4.



Exercice 9. Soit p un nombre premier impair et ( € C une racine primitive pede 1. Soit

T = x) ¢”.
=0

a) Montrer que 72 = (—1)“7 p.

b) En déduire que toute extension de degré 2 de Q est contenue dans une extension cyclotomique Q({y) ot
(p est une racine de 1.

Exercice 10. Soit f le polynome X* + 8X + 12 € Q[X].

(1) Montrer que f est irréductible sur Q.

(1) Montrer que Gal(f) est isomorphe & 2.

(m) Soit L le corps de décomposition de f dans C. Montrer qu’il n’existe pas d’extension quadratique de Q
contenue dans L.

Solution. (1) Montrons que ce polynome ne se factorise pas en produit de facteurs de degrés 2
XP 48X +12=(X?+aX +b)(X? +cX +d).

On aurait alors a + ¢ = 0, ac+b+d = 0, ad + bc = 8 et bd = 12. Soit ¢ = —a et a® = (b + d). Mais

(b,d) = £(1,12),£(2,6), +(3,4) soit finalement a? = +13,+8, +7 ce qui n’est pas possible.

(11) Le discriminant de f est 2'2.3%. Souvenons nous que ce discriminant vaut (& un carré prés) (—1)"(»=1/2Res(P, P') =
Res(P, P’). On a

100pgqg 00 100 p ¢ 0 0

01 00pgq0 010 0 »p q 0

00100pg 001 0 0 p gq *g’pigq_i 8
Res(P,P')=|4 0 0 p0 00|=|000 —3p—4¢ 0 0 0 0p_3q_4

0400p00 000 0 —3p —4q 0 Lo Op pq

00400po0 000 0 0 —3p—dq

00040 0p 000 4 0 0 p

On a donc A = p - (=3p)3 — 4 - (—4q)® = —27p* + 256¢>. Dans le cas particulier ot p = 8, ¢ = 12, on obtient
A =28.33.2633.212 = 21234 qui est un carré dans Q, donc Gal(f) est contenu dans 24 (exercice précédent).
(La formule générale du calcul du discriminant de X™ 4+ pX + ¢ est dans le polycopié de votre cours, p. 218).
Je ne résiste pas au cas général :

10 - - p q O 0 1 0 p q 0 0

0 1 -« p q O 0 1 P q 0 0

10 P q 1 p q

Aeln 0 - - p 0 o_|0o 0 --- .- (1-n)p —ng 0

0 n p 0 0 0 0 (1 —=n)p —ng 0

0o . . (1-n)p —ng
donc
(1 —n)p —ngq 0 -0 .n 0
0 (I-n)p —ng --- 0
A=l =Rl =T (CD) (g T = (1 =) T g

n 0 e e 0 p

Si nous montrons que 3 divise 'ordre du groupe de Galois nous avons terminé. En effet, nous savons par ailleurs,
f étant irréductible de degré 4, que 'ordre de Gal(f) est divisible par 4. Par suite, 12 divise 'ordre de Gal(f),
d’ou Gal(f) = 4.

Il reste a montrer 'assertion que 3 divise 'ordre du groupe de Galois.

1**méthode : il suffit de trouver un nombre premier p tel que la réduction de P modulo p ait un facteur
irréductible de degré 3 et d’appliquer 'exercice 2. Comme 2 et 3 divisent le discriminant de P, essayons p = 5.



Alors P = X* + 3X + 2 admet —1 comme racine, P = (X +1)(X® — X? + X 4+ 2) et X® — X? + X + 2 est
irréductible car n’a pas de racines. Donc le corps de décomposition de P est Fio5 et son groupe de Galois est
7,/37Z. L’exercice 2 nous dit donc que Z/3Z s’injecte dans le groupe de Galois de P, ce qui permet de conclure.

2°méthode : Nous allons montrer un résultat intermédiaire qui permet de montrer comment l'ordre du groupe
de Galois G d’un polynoéme de degré 4 peut étre divisible par 3. (c’est aussi dans votre cours, p. 221)

Soit donc P un polynéme irréductible unitaire de degré 4 de Z[X] et soit x1, 3, x5 et x4 ses racines dans
un corps de décomposition L de P (elles sont distinctes car en caractéristique nulle tous les polynomes sont
séparables). On écrit P(x) = X* + a3 X3 + a2 X2 + a1 X + ag et on note o; le polyndome symétrique élémentaire
de degré i en les racines x;. Ainsi, on a

01 =21+ T2+ 23+ 24 = —as, 02 = X1T2 + X173 + X1T4 + X223 + T2T4 + T324 = ag,

03 = T1X2X3 + L1X2X4 + T1T3L4 + ToX3T4 = —aq et 04 = T1XT2X3T4 = Q-

Posons maintenant o = x1x2+ 324, 8 = x1T3+Tox4 €t v = T1x4+ 2223 qui sont des éléments de L. Remarquons
que les éléments A; = a+ B+, Ay = af + avy + By et A3 = afy sont des polynémes symétriques en les
racines x; ils s’expriment donc en fonction des o; c’est-a-dire qu’il sont dans Z. Ainsi le polynéme

QX) = X* — A, X + ApX — Ay = (X — a)(X — B)(X —7)

est dans Z[X] et ses racines (a, S et v) sont dans L. Soit alors K = Q(a, §,7) c’est le corps décomposition du
polynéme Q(X). Il contient Q(a) et en particulier si @ est irréductible, ce dernier corps est de degré 3. On a
alors

[Q(e) : QL : Q)] = |[L : Q] =[G
donc 3 divise 'ordre de G.
Pour vérifier que le polynéme @ est irréductible, il faut bien stir pouvoir le calculer. C’est un peu fastidieux
mais il suffit d’exprimer les A; en fonction des o;. Calculons cela. On a

Ay =a+pB+v=09 =as.
On calcule ensuite
Ay = aB+ay+By=a2iroxs + - + 20327 = 0301 — 4oy
Enfin, on a
Az = afy= (23rem3zy + - + m1227373) + 4(232d03 + - - + 232327)

(22 + -+ 2oy + 4(03 — 2(23232304 + - - - + T1227327))
= (02 —209)04 + 4(02% — 20407).

Remarque : la méthode générale pour exprimer un polyndéme symétrique comme polynoéme en ses racines est
tres bien expliqué dans Jacobson et dans votre cours. Le discriminant de @ est le méme que celui de P.

Ainsi dans le cas d’un polynéme de la forme X* + pX + ¢ ce qui est le cas de notre polynome (X* + 8X + 12),
onao; =0,00=0, 03 =—pet oy, =¢q. On trouve alors

A1:O A2:74q A3:4p2

ce qui nous donne le polynéme
X3 —4gX — 4p*.

Dans notre cas on a le polynéme X3 — 48X — 256. Il faut montrer qu’il est irréductible. On va le réduire modulo
5 et montrer qu'il est alors irréductible ce qui entrainera qu’il est irréductible sur Z. La réduction modulo 5 de
ce polyndme est R(X) = X3 +2X — 1. Il suffit de montrer qu’il n’a pas de racine modulo 5, or on a R(0) = —1,
R(1) =2, R(2) =1, R(—1) = 1 et R(—2) = 2 donc le polyndme est irréductible.

(m) Supposons qu’il existe une extension quadratique K de Q contenue dans L. L’extension L/K est galoisienne
de degré 6, de sorte que le groupe de Galois de L sur K est un sous-groupe d’ordre 6 de Gal(L/Q). Puisque
Gal(L/Q) est isomorphe & 24, il suffit de prouver que 2(4 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6. Supposons qu’il
existe un tel sous-groupe H de 24. Alors ce groupe contient nécessairement des éléments d’ordre 3 sinon il ne
contiendrait que 4 éléments (produits de transpositions & support disjoint). Il contient un 3-cycl donc tous les
3 cycles (qui sont conjugués donc il contient Ay.

Exercice 11. Soit f le polynome X4+ X + 1 € Q[X].

(1) Montrer que f est irréductible sur Q.

(11) Montrer que Gal(f) est isomorphe & &y.

(m) Soit a une racine de f dans C. Montrer qu’il n’existe pas d’extension quadratique de Q contenue dans

Q(a).



Solution. (1) Ce polynome est irréductible modulo 2 car ses racines sont d’ordre 15 (en effet si o = 1+ a,
alors a® = 1+a? et a'® =14+ a* = a. Donc a!® = 1 sans que a® = 1 (sinon on aurait a* = a) ni a® =1 (sinon
a? = a+1 et a serait d’ordre 3)).

(11) Nous utilisons la méme technique qu’a lexercice précédent pour montrer que 12 divise l'ordre du groupe de
Galois. 1**méthode : réduisons modulo 3, P = (X — 1)(X® + X% + X — 1), avec X3+ X2 + X — 1 irréductible,
donc d’apres l'exercice 2, 'ordre du groupe de Galois de P est divisible par 3.

2°méthode : il faut maintenant montrer que le polynéme X3 — 4X — 4 est irréductible. Il suffit encore une fois
de considérer ses racines qui doivent étre entieres et diviser 4. C’est +1, £2 ou +4.

On déduit de ce qui précede que 12 divise 'ordre de Gal(f). Le discriminant de f est 229 qui n’est pas un carré
dans Q (c’est un nombre premier), donc Gal(f) n’est pas contenu dans 2A4. Puisque 24 est le seul sous-groupe
d’ordre 12 de &4, on a donc Gal(f) = &4.

(1) Supposons qu’il existe une telle extension quadratique K. Notons L le corps de décomposition de f dans
C et H le groupe de Galois de L sur K. L’ordre de H est 12. Par suite, on a H = 2. Puisque H contient le
goupe de Galois de L sur Q(«), qui est d’ordre 6, on en déduit que 4 contient un sous-groupe d’ordre 6. D’ou
une contradiction (cf. I'exercice précédent et le résultat.

Exercice 12. Soient p un nombre premier et f un polyndme irréductible de Q[X] de degré p. Soit K le corps
de décomposition de f dans C. On suppose que f posseéde exactement deux zéros non réels. Montrer que le
groupe de Galois de K sur Q est isomorphe a &,,.

Application. Montrer que le groupe de Galois du polyndéme f = X° — 4X3 — 2 € Q[X] est isomorphe & Gs.

Solution. Posons G = Gal(K/Q). On peut supposer que p est > 3, car I’énoncé est vrai si p = 2. Soit « une
racine de f. Puisque Q(«) est contenu dans K, et que le degré de Q(«) sur Q est p, Pordre de G est divisible
par p. Il en résulte que G a un élément d’ordre p (un groupe dont l'ordre est divisible par un nombre premier
p posséde un élément d’ordre p). Par ailleurs la conjugaison complexe induit un automorphisme de K, i.e. "un
élément de G ; en effet, f étant a" coefficients dans Q, si z est racine de f, son conjugué z l’est aussi. Puisque f a
exactement deux racines non réelles, la conjugaison complexe laisse fixe les p — 2 racines réelles de f et échange
les deux racines imaginaires. On en déduit que I'image de G dans &, contient une transposition. Puisqu’elle
contient un cycle d’ordre p, il en résulte que l'image de G dans &, est &, tout entier (). D’ou le résultat.
(%) Il s’agit de vérifier 'assertion suivante : Soient p un nombre premier et H un sous-groupe de &, contenant
une transposition et un cycle d’ordre p. Alors, on a H = &,,.
Démonstration : Il suffit de vérifier qu'un sous-groupe conjugué de H est &,. Soit (a,b) une transpostion de
H. 1l existe u € &, tel que u(a) =1 et u(b) = 2. On a I'égalité u(a,b)u™' = (u(a),u(b)) = (1,2). Quitte &
remplacer H par uHu™!, on peut ainsi supposer que (1,2) est dans H. Soit ¢ = (1,z2,- -+ , ;) un cycle d’ordre
p de H. En modifiant ¢ par une puissance convenable, on peut supposer que xz = 2. Par ailleurs, il existe v € G,
tel que 'on ait

v(l)=1, v(2)=2 et wv(x;)=1¢ pour > 3.

On a les égalités
v(1,2) ! = (1,2) et vev”t = (v(l),v(Q),~-~ ,v(xp)) =(1,2,---,p).
Par suite, quitte & remplacer de nouveau H par vHv ™! on peut supposer que
t=(1,2)e H et ¢=(1,2,---,p) € H.
Pour tout entier i tel que 1 <7< p—2,on a
(1,2)c " = (i+1,i+2) € H.

Pour tout un tel entier i, on a 1’égalité

(+1L,i+2)1,i+ 1)+ 1,i+2) = (1,i+ 2).

On en déduit que pour tout ¢ compris entre 2 et p la transposition (1,7) appartient a H. Pour tout i # j,
I’égalité

(l,i)(l,j)(l,i) = (ia.j)a
implique alors que les transpositions sont dans H. Puisque &, est engendré par les transpositions, on a donc
H = &,. D’ou le résultat.
Application. On vérifie que f a trois racines réelles et deux racines imaginaires : on a f’ = X2(5X?% —12), et en
notant &;, & les deux racines non nulles de f’ telles que &; < &3, on constate que f(£1) > 0 et f(&2) < 0. D’ou
I’assertion.



