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1 Cofinalité cohomologique

Soit
a: 0 —C
un foncteur de (petites) catégories, M une catégorie ayant les lim pertinentes, F' un

préfaisceau (donc contravariant en i) sur C' a valeurs dans M. On a un homomorphisme
canonique dans M

1) lim F— Jim o*(F)
¢ ¢ Foa

et on veut des conditions sur o pour que ce soit toujours un isomorphisme (). On est
ramené aussitot au cas ou M = (Ens). Disons qu'une catégorie I est faiblement filtrante
a gauche si I # P et siVi',i”" € ObI, i€ ObI et des fleches

p
N

Cela signifie aussi que Ob [ en tant qu’ensemble ordonné est filtrant a gauche.

Proposition. Pour que (1) soit toujours un isomorphisme (a ‘anodin pour lim ’), il

suffit que pour tout xog € ObC, la catégorie ©o\C' des couples (', u), avec ' € Ob(’,

u: a(x') —z, soit faiblement filtrante a gauche (3, 3).

Ceci n’implique pas la conclusion plus forte
F = a.a*F
~——
adj.
que le morphisme d’adjonction canonique soit un isomorphisme. Pour qu’il soit ainsi, il
suffit que V xy € C, le foncteur o/xq : C'/xg — C'/x induit par a soit ‘anodin pour les

lim ’, ce qui signifie aussi que pour toute fleche u : x1 — 2y dans C, la catégorie \C}
U

formée des triples (2/,£,n) avec ' € ObC" et £ : 1 — a(2’), n : a(2’) — o rendant
commutatif

[page 2]

le diagramme

1On dit alors que « est cofinal, cf. SGA 4,1 8.1, ou 3.3, p. 45.
2Cf. amélioration des remarques p. 5.
3Cf. 3.2, p. 43-44, pour conditions nécessaires et suffisantes de cofinalité.
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14’%

\ /

est faiblement filtrante a gauche.

Plus généralement, considérons

X =0—"+0=X
S
et posons nous la question quand I’homomorphisme fonctoriel, par rapport a un préfais-

ceau F' variable sur X,
ful F) — fi(a"(F))

est toujours un isomorphisme. (Le cas précédent est celui ou S = X, f = idx.) On trouve
qu’il suffit que V sq € Ob S, le foncteur

Oé/SO . X//SOHX/SO
soit ‘anodin pour les Jim ’, et pour ceci, il suffit que pour [tout] objet (z¢,uo) de X/so

(on
ug

f(xo) — s0)

la catégorie (g, up)\(X’/so) soit faiblement filtrante a gauche.
[page 3]
Cette catégorie s'interprete comme celle des triples (2/, &, u) avec
e ObC
w:g(@') = fla(z') — s

£ xg— ax))
[plutdt f'(2') au lieu de g(z' )] de fagon a rendre commutatif le diagramme
Je voudrais dégager des variantes de ces énoncés dans le cadre cohomologique, les foncteurs
lim étant remplacés par des RI' (de préfaisceaux abéliens p.ex. - mais on pense aussi aux
‘cas non commutatifs’, définis par des dérivateurs notamment.)
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Si I est une catégorie ordonnée finie, la condition [faiblement] filtrante a gauche équiv-
aut a 'existence d'un objet initial, ce qui implique que I est contractile. Dans les énoncés
précedents, il se pourrait que la bonne philosophie soit de remplacer partout ‘faiblement
filtrante a gauche’ par ‘contractile’. Si p.ex. C' est la catégorie finale, alors remplacer la
condition que C" soit filtrante a gauche, par I'acyclicité. C’est en tous cas en accord avec
'esprit de l'axiome Der; (cas ou J est la catégorie finale). En effet, dans le cas ou C = e,
la condition que « soit anodin pour les lim équivaut visiblement a dire que le foncteur
a* : M — Hom(C", M), associant a tout F' € M le préfaisceau constant de valeur F'

[page 4]

sur (', donne un morphisme d’adjonction

lim F = F— oo, (a"(F)) = lim o' F
e c’
qui est un isomorphisme. Et I'axiome Ders assure qu’il doit en étre ainsi si C” est contrac-

tile.

La condition filtrante dans la proposition est d’ailleurs une condition suffisante d’ano-
dinité, mais nullement nécessaire. Si p.ex. C' est la catégorie finale, alors la condition
d’anodinité pour C' — C' est simplement que C”’ soit connexe non vide, i.e. mo(C") = {0}.
(Condition qui visiblement néglige les 7; supérieurs.)

Soit un foncteur de petites catégories. La condition suggérée par la proposi-

tion, que les xo\ X'’ soient contractiles, signifie que « est une hot-équivalence co-stricte, i.e.
que o : X' — X° est une hot-équivalence ‘localement sur X°’, donc aussi globalement.
Si

[page 5]

lui-méme était une hot-équivalence stricte, au lieu de a°, alors on aurait par Ders, que
pour F' € D(X), F ~>a,a*F (D dérivateur a gauche), ce qui est bien plus fort que
I'p(X,F) 2~ Tp(X',a*F). La condition duale implique (si D [est un] dérivateur a
droite) aya*F = F. Mais est-il raisonnable de s’attendre qu’elle implique aussi la condi-
tion ‘du coté cohomologie, au lieu de ’homologie’,

P (X, F) = Tp(X',a*(F)) ?
Le premier cas, qui devrait emporter conviction, est celui du dérivateur DerAb, i.e. des

catégories dérivées des faisceaux abéliens :

Question. Soit o : X' — X une hot-équivalence co-stricte, F' un préfaisceau abélien sur
X. A-t-on alors H(X, F) = HY (X', a*(F)) pour touti € Z ?

Si X admet un objet initial (), alors §\ X’ ~ X’ donc X’ contractile, donc c¢’est OK pour
F' constant.

Remarque. Je m’apergois que dans la proposition 1, au lieu de la condition que les z\C"
soient faiblement filtrantes a gauche, il suffirait qu’elles soient non vides et connexes, i.e.
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0-connexes (*). Le fait que les 2\C” non vide implique que lim — lim soit injectif. Pour

C c’
la sujectivité, si & € lim (cas ensembliste), on définit & € lim par les (z) € F(z) a
laide de 4 c

[page 6]

e
en prenant u*(&(2')) (ou &(2') € (a*(F))(2") = F(a(a'))), le point essentiel est de montrer
que les u*(£(z’)) ne dépendent que de z, pas du choix de (z’,u) € \C’. Or pour (z/,u)
variable dans z\C’, 'application
¢ :0b(z\C") — F(x)
(@', u) = wr(§(2))

est telle que s’il existe une fleche

u/

(', u) — (', 1) ol u o — 7
(donc le diagramme
e
x a(u')
Ty

est commutatif), alors ¢(z’,u) = ¢(Z’,@). Donc ¢ est constant sur les composantes con-
nexes de x\C’, donc constant si \C" est 0-connexe, d’out {(x). On prouve alors aussitot
que pour x variable,

¢ L (€(x)seope = Jim F,  [plutdt € Jim F, ]
et que a*(&) = ¢, cqfd.
On peut dire que pour xy € Ob () fixé, si on regarde le préfaisceau constant sur zo\C’ de
valeur F'(z), soit ®,,, application
(@', u) —&"(u) : 2o\C" — F(x0)
peut étre regardée comme une section de ce préfaisceau sur z\C’, défini par ¢’ € lim o*F,
donc on a c’

lim o* F 25 T(2,\ O, @,,) (== F(x¢) si 29\C 0-connexe).

. v , .
Sion a|xyg— x;|dans C’, on en déduit

.171\0/ L .170\0/

(les 2\C" sont les fibres d'une catégorie fibrée C\C" sur C' ...) et on a F(x1) — F(xo),
d’on ’(I)xl — V*®,, | pour les faisceaux constants correspondants sur zo\C’ resp. z1\C’

4Cela signifie aussi que « est Wy-coasphérique. Pour un traitement ab ovo, cf. prop. 3.2, page 43.

Version 8 juillet 2001 4



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 7]

et on a commutativité dans

lim o*F | D(xo\C', F(x0)) ~ Hom(mo(xo\C"), F(z0))

Hom(mo(z1\C"), F(21)) 2= D(@1\C", F(21)) ——— T'(2:\C", F(20)) = Hom(mo(2:1\C"), F'(z0))
(F(z1) — F(z0))

o(z1\C") —2 s 70 (2\C")

commutatif.

Y A\

F(z) " F(z0)

On considere le préfaisceau d’ensembles
x> mo(z\C") sur C,

appelons-le m(C’/C'), on aura un morphisme canonique

lim CY*(F) — Hompréfaisceaux (WO(O//C)7 F)?

gaaie;
c’ d’ensembles sur C

sans doute toujours [un] isomorphisme.

Si on travaille dans la catégorie dérivée des préfaisceaux des k-modules (k£ un anneau), la
formule précédente suggere conjecturalement

RF(C/, Oé*F) ZP]I_:{HOHI (LOJ!(/{C/) s F)
om internes homologie

relative de
C’ sur C

[page 8]

L’augmentation canonique
LOé! (kc/) — /{JC

redonne, en prenant les RHom dans F,
RI'(C, F) — RHom(La(k¢r), F) <= RI(C', o F)
I’homomorphisme canonique de ‘contravariance’ de la cohomologie.

Si par contre on travaille avec le dérivateur non additif HOT, donc F' un ‘type d’homotopie
relatif’ sur C, on doit avoir

RI C' o*F)=RI'(C, Hom ( oy ( e F)).
nor(C', " F) (€, Hom (ar ( ec ), F))
Hom interne objet final
de la catégorie d(?s de HOT(C"),
types d’homotopie

type d’homotopie
relatifs sur C P P

relatif final
sur C'
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En fait, ces formules sont quasi-tautologiques, si on admet 'existence des foncteurs
comme adjoints a gauche des a*. Dans le cas abélien, disons,

[page 9]

I'isomorphie des H des deux membres est la formule d’adjonction
HOH’IC/(I{JC/, Oé*F> ~ HOII'IC(OZ[(]{?C/), F),

d’on1 I'isomorphie pour les H' des deux membres, par décalage. De méme dans le cas de
HOT, lI'isomorphie canonique des 7y des deux membres est la formule d’adjonction. Pour
avoir I'isomorphisme plus fin dans D(e), la catégorie fondamentale du dérivateur envisagé,
en termes de Hom internes, on doit admettre 'existence d’objets unité (les kx dans un
cas, les ex [plutdt ex] dans l'autre), compatibles avec images inverses, de telle fagon
[que] Homint(ex, E\D]*:_/) ~ F. On aura

X

D(C, o F) € fl(a*(F)) =~ fu(ona(F)),
et la question est donc de donner une interprétation de a,a*F' comme
a, o F ~ Homint(o(ecr), F) dans D(C).

Pour ceci, on va écrire
a*(F) ~ Homint(ecr, F),
et la formule doit résulter d'une ‘formule d’adjonction interne’

[page 10]

? a,(Hominter (G, o F)) ~ Hom inte (oG’ F).

(Formule d’adjonction ‘interne’, pour o et o*, valable en principe pour tout o : C' —» C
dans Diag, tout G’ dans D(C") et tout F' dans D(C).)

Comment prouver cette formule ? En prenant 'opération produit ® associé a I'opération
Hom int, on est ramené (en prenant les foncteurs contravariants associés) a une formule

G®alG = a(a'GeG).

On trouve par adjonction un homomorphisme canonique, il faut voir s’il est toujours [un]
isomorphisme.
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[page 11]

2 Les catégories localement filtrantes sont les caté-
gories localement totalement 0-connexes

Soit 7 un topos. On dit que 7 est irréductible si I’ensemble ordonné Ouv(7) des sous-
objets de er a la propriété suivante : a) Ouv(7) n’est pas réduit a un élément, i.e.
() — e7 n’est pas un isomorphisme (7 n’est pas identique a son sous-topos vide). b)
Si U’, U” sont deux objets ‘non vides’, i.e. non initiaux, de Ouv(7), leur intersection est
‘non vide’. Il revient au méme pour b) de dire que si 7', 7" sont deux sous-topos fermés
distinct de 7, alors leur supremum 7' U 7" est distinct de 7', ou encore que tout ouvert
de 7 est connexe. On dit que 7 est localement irréductible si a) T est localement connexe
(i.e. chaque faisceau sur 7 est somme de faisceaux 0-connexes), et si b) pour tout faisceau
0-connexe U sur 7, le topos induit 7 /U est irréductible (i.e. 'ensemble ordonné Ouv(U)
des sous-objets de U a la propriété b) ci-dessus ( a) signifie simplement que U % (r,
i.e. que U n’est pas objet initial dans 7" ; ou plus simplement) : tout sous-faisceau d’'un
faisceau connexe est connexe (°) (9).

Quand 7 est de la forme Top(T'), ot T est un espace topologique, alors 7 irréductible sig-
nifie que T est irréductible (car alors Ouv(7) ~ Ouv(7T)). Cela implique déja trivialement
que T est localement connexe (tout ouvert est somme disjoint d’ouverts connexes), donc
Top(7) est localement connexe. De plus, cela implique aussi que Top(7T') est localement
irréductible (7). (NB Les objets 0-connexes

[page 12]

de Top(T)", i.e. les faisceaux d’ensembles O-connexes sur 7', sont ceux dont la ‘fibre
générique’ a exactement un point ...) Aussi 7 = Top(T") est localement irréductible
si et seulement si T' [est] localement connexe, et les composantes connexes de T' sont
irréductibles, i.e. si et seulement si T' =[], T;, les T; irréductibles.

Si T est de la forme Top(X), X une catégorie, on sait que 7 est localement connexe (et
méme localement oo-connexe). On voit d’autre part que 7 est irréductible si et seule-
ment si Esp(X) (I'espace topologique associé, dont 1’ensemble sous-jacent est Ob X) est
irréductible (®); et on dit alors que X est irréductible (?). Comme les composantes con-
nexes de X et celles de Esp(X) ou Top(X) = 7 se correspondent, on voit donc que les
conditions suivantes sont équivalentes : a) le topos Top(X) est localement irréductible, b)

SNB Irréductible n’implique pas localement irréductible, pas plus que connexe n’implique pas locale-
ment connexe etc.

67 est localement irréductible si et seulement s’il a un ensemble des générateurs (U,), avec les U,
irréductibles (donc 0-connexes, donc 7 est localement connexe).

Texpliciter la démonstration.

8car les ouverts de Top(X), ceux de Esp(X) et ceux de X se correspondent.

P
9Cela signifie aussi que pour z, y dans X, 3 z avec 2z . i.e. Ord(X) est filtrant & gauche.
)
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Esp(X) est localement irréductible, c) les composantes connexes de X sont irréductibles,
d) les X/x [sont] irréductibles. On dit alors que X est localement irréductible (19).

Cela implique donc que pour tout X’ étale sur X, avec X’ 0-connexe, X’ est irréductible.

Dire conditions équivalentes.
a) Top(X) est localement irréductible.
b) Les X/x [sont] irréductibles.
c¢) Tout objet O-connexe de X" est irréductible.
)

d) Les composantes connexes de X sont faiblement cofiltrantes (i.e. faiblement filtrantes
a gauche).

e) Condition PS 1, de SGA 4,1 2.

Si X est [une] catégorie, X irréductible signifie aussi que X # () et V z,y € Ob X, [i1]
x

existe [un] s avec s < . (Cela signifie aussi que X est faiblement filtrante (') & gauche,
Y

ou faiblement cofiltrante.) X localement irreductible signifie que pour z, y appartenant a
x

une méme composante connexe, [11] existe [un] s avec s S
Y

[page 13]

iLe. X/[x]NX/[y] # 0 (ou [z] est considéré comme élément de I’ensemble ordonné Ob X).
Il revient encore au méme de dire que les catégories induites X /x sont irréductibles (2).

Exemple. Une catégorie ayant un objet initiale, ou seulement un ‘plus petit objet’, est
irréductible. Inversement, si I'ensemble ordonné Ord(X) associé a X (quotient de Ob(X)
par la relation d’équivalence associé a son préordre) est fini, p.ex. X fini, ou seulement
localement fini, p.ex. X localement fini (i.e. les catégories X/x finies), alors si X est
irréductible, Ob X a un plus petit élément, i.e. X a un plus petit objet. C’est vrai plus
généralement encore, si Ord(X) est artinien, i.e. toute suite décroissante dans Ord(X) est
stationnaire.

Mais la condition intéressante est la condition topossique de locale irréductibilité, qui
équivaut : I pseudo-filtrante a gauche, i.e. les composantes connexes de [ filtrantes, i.e.
les conditions PS 1, PS 2

X

x
PS 1 Tout diagramme s se complete en z T

s commutatif.

PS 2 Pour toute double fleche x — y, [11] existe un égalisateur z — x — y.

YFaux, on a (a <= d) = (b <= c¢) X irréductible n’implique pas que les X/x le soient, exemple
/

T~

X =01 (e # 8), on a X/1= o= 1, qui n’est pas irréductible, ni localement irréductible
B

puisqu’il est connexe. Pourtant il est étale sur X.

1] est mieux I'appeler pseudo-filtrante, et réservons faiblement filtrante & : localement faiblement
filtrante + connexe.

2faux, cf. annotation marginale plus haut.
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[page 14]
En résumé, on a la

Proposition 2.1. Soit X un objet de Cat. Conditions équivalentes :
a) Le topos associé Top(X) est localement irréductible, i.e. (étant localement connexe)
pour tout objet F' de X" et tout sous-objet F' de F, si F' est connexe, F' [’est.
d') Pour tout X' étale sur X, si X' est conneze, tout ouvert de X' est connexe.
d") Tout ouvert d’une catégorie localisée X/a (a € Ob X ) est connezxe (i.e. X/a est une
catégorie irréductible, i.e. le topos Top(X/a) l’est).
b) Pour tout objet a de X, Esp(X/a) est un espace topologique irréductible.
c) Les catégories X/a sont faiblement filtrantes a gauche (ou faiblement cofiltrantes),
i.e. pour deuz objets £, n d’une telle catégorie, [11] existe un objet et deux fleches
¢ <7I (i.e. Uensemble ordonné Ord(X/a) associé a X/a est filtrant a gauche)

v
d) Pour tout diagramme en traits pleins dans X, z = >5 ,
.y

en un carré commutatif comme indiqué. (Condition PS 1 des catégories localement
filtrantes.)

Ces conditions impliquent que toute composante connexe X, de X est irréductible, ou ce
qui revient au méme, que Esp(X,,) est irréductible,

on peut le compléter

[page 15]
mais ne sont pas impliquées par celle-ci.

a 0
Contrexemple, la catégorie O-connexe 0 — 1, avec o # 3. On a X/1 :0/ > 1, qui nest
B

pas irréductible, puisque ®\{1} ~ ¢ est un ouvert disconnexe [ = X/1, ¢ = e o].

J’aimerais une condition ‘topossique’ sur X, équivalente a X ‘pseudo-filtrante a gauche’,
i.e. les composantes connexes filtrantes, i.e. PS 1°PP (condition ¢’) ci-dessus) + PS 2°PP
(condition de la double fleche), et qui de plus implique que tout objet 0-connexe de X"
(i.e. tout objet X’ de Cat étale sur X et O-connexe) soit W,-asphérique. Et je songe a la
notion de ‘totale asphéricité’ de Pursuing Stacks.

Définition 2.2. (*3) Soit X une catégorie.
a) On dit que X est faiblement filtrante (**) si X # 0, et si pour a,b € Ob X, 3 c et des

a
fleches ¢ < p ie. X/[a]NX/[b] # 0. (NB X est faiblement filtrante (*°) & gauche
si et seulement si Ord(X) lest, i.e. est filtrante & gauche. ReNB X faiblement

filtrante = X 0-connexe.)

13Cf. tableau récapitulatif pages 97, 98 et surtout 99.

Mdire plutot pseudo-filtrante, réserver ‘faiblement filtrante’ & ‘localement faiblement filtrante’ (ou
irréductible) + connexe, condition PS 1.

5pseudo-filtrante.
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b) On dit que X est localement faiblement filtrante a gauche ou plus simplement préfil-

trante & gauche si les catégories X/x (x € Ob X)) sont faiblement filtrantes a gauche,
a

s x, dcdans X et des fleches de

i.e. si X satisfait la condition : V diagrammes s

¢ dans a, b rendant commutatif le carré

,r'a’ \1;
"Ab /

(19). (NB Cette condition implique que Ord(X) est localement faiblement filtrant,

/

c

(e
mais n’équivaut pas a cette derniere. Exemple, X = 0 % 1, X/1= 0”> 1 n’est pas

faiblement filtrante a gauche.)

[page 16]

NB Si X localement faiblement filtrante a gauche, tout X’ étale sur X itou.
NB (") X localement faiblement filtrante & gauche <= les composantes connexes
sont faiblement filtrantes a gauche, ou encore si X est 0-connexe, X localement
faiblement filtrante & gauche <= X est faiblement filtrante ('®) & gauche. On a en
effet <= tautologiquement (1°), et = en montrant que si PS 1 [est] satisfait, alors
PS(a,b) défini par X/[a]NX/[b] # 0 est une relation d’équivalence, impliquée par la
relation C(a,b) : {Hom(a,b) # () ou Hom(b,a) # 0}, donc la relation d’équivalence
(homotopie) engendrée par C(a,b) est plus fine que PS(a,b).

c) On dit que X est filtrante a gauche, ou cofiltrante, si elle est faiblement filtrante
(*°) & gauche (donc non vide), et satisfait (en plus de la condition PS 1) de a)) la
condition PS 2, suivante :

Pour toute double fleche a —2 b, [11] existe [une] fleche ¢ 2 a telle que uw = vw
(). “

Il revient au méme de dire que X satisfait les trois conditions a’) X est 0-connexe
(plus forte que X # @), b’) PS 1, i.e. X localement faiblement filtrante & gauche et
c’) PS 2 comme avant.

d) On dit que X est localement filtrante a gauche si les composantes connexes sont
filtrantes a gauche, i.e. si X satisfait les conditions PS 1 et PS 2 (‘pseudo-cofiltrante’
dans la terminologie de SGA 4). NB Si X est localement filtrante a gauche, il en est
de méme de tout X’ étale sur X, car c’est évident pour PS 1 qui concerne les X/x,
et pour PS 2 cela résulte du fait que X' — X est fidele. Donc si X est localement
cofiltrante, les X /a sont filtrantes, mais la réciproque est fausse.

16Condition PS 1g.

TFaux.

8pseudo-filtrante.
[e3

19faux, ainsi 0 —— 1 est 0-connexe et faiblement filtrante & gauche, mais non pas localement faiblement
B

o O

(e
N N N , .
filtrante & gauche car . 1 ne se complete pas en un carré commautatif.
B

20pseudo-filtrante.
2l e. trois conditions a) X # () b) PS 1’ habituelle ¢) PS 2 (double fleche).
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On a les notions duales : faiblement filtrante a droite (ou simplement faiblement filtrante),
et filtrante a droite ou simplement filtrante. (Notions duales de a), ¢) ci-dessus.) Pour la
notion duale de b), savoir que les z\ X soient faiblement filtrantes, on ne peut plus I'appeler
‘localement faiblement filtrante’, mais ce serait colocalement faiblement filtrante.

! @

Exemple. X = (Oi 1 %2?3) avec (ao = BB # (af' = Bd’).
[page 171

Seule la notion a) (faiblement filtrante (*?) & gauche) ne dépend que de Ord X - mais
bien str si X est préordonnée, toutes trois ne dépendent que de Ord X. Notons que dire
que c¢a ne dépend que de Ord X, ou que de EspsepX, revient au méme, puisque les deux
se déterminent mutuellement. La condition a) signifie que Esp X, ou aussi Top(X), est
irréductible. On dira que X est irréductible (au lieu de pseudo-filtrante). Les trois autres
notions ne peuvent s’exprimer en termes de Esp X ou de Ord X seul, mais elles s’expriment
en termes du Topos X. La condition b) (X localement faiblement filtrante) signifie que
Top(X) est localement irréductible, et on dira aussi que X est localement irréductible
(au lieu de localement faiblement filtrante). Ca signifie que pour tout X' étale sur X et
0-connexe, X' est faiblement filtrante a gauche, i.e. est irréductible.

Reste a exprimer la condition filtrante elle-méme en termes de Top X. Je rappelle a ce
propos :

Proposition 2.3. Les conditions suivantes sur un topos X sont équivalentes (quand S
(comme ‘site’) désigne une partie génératrice de Fais(X) = S”, formée d’objets 0-connexes
(*)-)

a) SiU, V sont deux objets 0-connexes de Ob X, U x V est 0-conneze.

b) SiU est un objet 0-connexe de X", alors U — e est Wy-asphérique’, i.e. pour tout
V', la projection V- x U —V induit 7o(U x V') =m0 (U).

¢) SiU,V [sont] dans X", alors
7T0(U X V) LWO(U) X 7T0(V).

d) Comme a), avec U, V dans S. (Mais on suppose les objets de S 0-connexes.)
(24).
[page 18]

De plus, ces conditions impliquent que X est connexe, donc O-connexe si X # (). Cela
implique de plus que X est W.-asphérique, cf. Pursuing Stacks §35 (Corollary p. 52) (%9).

C’est essentiellement Proposition 1 de Pursuing Stacks §65, cf. loc. cit. p. 170-171 ().
Cf. aussi Pursuing Stacks, §35, pages 50-55.

22pseudo-filtrant.

23donc X est localement O-connexe.

2411 faudrait expliciter la démonstation avec celle de 2.9 ci-dessous (p. 25).
25Faux, loc. cit. ne dit rien de tel.

26Mais je m’y borne aux topos de la forme Top(A), avec A dans Cat.

Version 8 juillet 2001 11



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

Définition 2.4. On dit que X est totalement 0-conneze s’il est localement connexe, non
vide et satisfait les conditions équivalentes de 2.3. (NB c’est un cas particulier de la notion
‘totalement W-asphérique’ de loc. cit. On a ainsi la notion de totalement n-connexe.)

Notons que pour un objet X de Cat, dire que Top(X) est totalement 0-connexe revient
a dire que X # 0, et que pour z,y € Ob X, x x y dans X" est O-connexe, i.e. X/x X y
est O-connexe (*7). C’est une condition tres forte. On dira aussi que X est totalement
0-connexe. Notons ici

Proposition 2.5. Soit X un topos. Si X est totalement 0-connexe, alors X est irré-
ductible. (En fait la conclusion vaut, tautologiquement, en supposant seulement que le
produit de deuzx objets 0-connexes de X est non vide, et il suffit méme de le supposer
pour des sous-objets de l'objet final ex.) En particulier, si X = Top(X), ou X est dans
Cat, alors X est faiblement filtrante a gauche.

Mais bien str, cela n'implique pas que & soit localement irréductible.
[page 19]

Par exemple la catégorie A, ou toute petite catégorie stable par produits binaires, est
totalement O-connexe, mais A n’est pas localement irréductible (les catégories induites
A/A", pour n > 0, ne sont visiblement pas irréductibles). (Mais rappelons que si X' =
Top(T), T un espace topologique, alors T" irréductible implique que X est aussi localement
irréductible. Donc T totalement 0O-connexe implique Top(7T) globalement et localement
irréductible, i.e. pour tout 7" étale sur 7', et 0-connexe, T” est irréductible.)

Théoréme 2.6. Soit X un topos localement connexe, S C X une petite partie génératrice
formée d’objets 0-connexes. Conditions équivalentes (sauf ¢, ¢, qui semblent (*®) plus
faibles, cf. démonstration).)

a) Tout topos induit X /U sur U 0-connexe dans X est totalement 0-connexze.

d') Tout produit fibré U xy V' d’objets 0-connezes dans X" est 0-conneze.

b) X est localement irréductible, et ses composantes connezes sont totalement 0-connexes.
c) Comme a), avec U dans S, i.e. les X /U (U € ObS) sont totalement 0-connezes.

d) Comme d' ), avec U, V, W dans S.

d) S est localement filtrante a gauche, i.e. S satisfait les deux conditions

a )

PS* 1 T ’ )
S out diagramme p oo T dans S s’insére dans ¢ = p commutatif.

PS* 2 Tout diagramme a —2 b s’insere dans un diagramme commutatif c — a — b.
(2).

2Cela signifie aussi que diagy : X —= X x X est co-cofinale, i.e. X° — X° x X° est cofinale, et
implique qu’il en est de méme de X — X ¥ pour tout ensemble fini E.
28
sont.

2INB On a équivalence de (a), a’), b), d),) qui impliquent c), ¢’), lesquels sont équivalents. Mais il
semble (39) que c), ¢) soient strictement plus faible. Cf. cependant les variantes e), ¢’) dans 2.12 (p. 28,

29).
3071 s’avere. C’est bien vrai, ¢) et ¢’) n’'impliquent pas les autres conditions, cf. annotation marginale
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[page 20]

Ces conditions impliquent que les objets O-connexes de X (en particulier les éléments de
S) sont oo-connexes.

Corollaire 2.7 (de I’équivalence b <= d). Soit X un objet de Cat. Pour que X soit
filtrant a gauche il faut et il suffit que Top(X) soit totalement 0-conneze et localement (et
donc aussi globalement) irréductible (ou encore que X soit totalement 0-conneze et que
pour tout x € Ob X, la catégorie localisée X /x soit irréductible (elle est méme totalement

0-connexe), ou encore que pour deuz objets a, b dans X, a x b € X" soit 0-connexe, et

a

; > x dans X, a x, b (dans X" ) soit 0-connexe) (31).

DEMONSTRATION de 2.6. On a le diagramme d’implications 4 tautologiques

pour

!/

a &——— a
par
ar 2.3.
b c(ﬁp:> )c’

PS 1.
Montrons quand méme les deux implications ¢’) = PS 1 et b = PS 1.

[page 21]
C’est contenu dans le

Corollaire 2.8. Soient X, S comme dans 2.6. Conditions équivalentes :

a) X est localement irréductible, i.e. les topos induits X /U, ou U est 0-connexe, sont
wrréductibles.

b) Tout produit fibré U xw V' d’objets 0-connexes U, V' est ‘non vide’.

V') Tout produit fibré U xw V', avec U, V' ‘non vide’, W 0-conneze, est non vide.
¢) Les X /x avec x € S sont irréductibles.

d) Comme b), avec U, V., W dans S.

e) S est localement faiblement filtrante a gauche, i.e. satisfait PS* 1.

Ici les implications 4 évidentes sont

p. 28 (cas de X = Bg).
31Exemple de X totalement O-connexe, mais non cofiltrant, i.e. non localement irréductible? La
catégorie A des simplexes type est totalement 0-connexe, mais n’est pas cofiltrante car A = e —F A'

o1
ne peut étre égalisé! Donc [la catégorie opposée] A° = I est telle que I — I¥ soit cofinal pour

tout ensemble fini £, mais I non filtrante.
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a
C.

Prouvons les implications de la ligne du bas. Considérons d). Si

>

b’ >

(@ TR e—

< > € < >

CL\

b "
S, dire que le produit fibré dans X est ‘non vide’ signifie, puisque S est un systeme de
générateurs et en particulier non vide, qu’il existe ¢ dans S et ¢ — a X, b, ou ce qui revient

vy @ v a

au méme, ¢ ., rendant commutatif le diagramme ¢
A b A b el

z [est] dans

x. Donc d) équivaut a

PS 1, i.e. a e) (X localement faiblement filtrant a gauche). Considérons la condition ¢) :
les X/a = (S/a)™ sont irréductibles. Cela signifie que pour deux sous-objets non vides
UV Cadans X", ona UNV # (), ou encore que pour deux cribles

[page 22]

U,V de S/x, si U, V non vides (ce qui signifie que les sous-objets de z dans X" qu’ils

définissent sont ‘non vides’, ou que les objets de S sont ‘non vides’ dans X"), alors

UNYV est non vide. On peut supposer que U, V est engendré chacun par une seule fleche
u v . . . ’ .

a— x, b—x. Le crible intersection est formé des objets ¢ — x de S/x tels que c — x

v a
se factorise par un ¢ © . donc dire que ce crible n’est pas vide, signifie que PS 1 est

satisfait pour les deux fleches données u, v. Donc ¢) équivaut a la condition PS 1[, i.e.
aj e.

Ainsi on a établi
b=b=a= (c<=d<+=e),

reste a prouver que ¢ = b’. Soit donc U\ N 4 un diagramme d’objets ‘non vides’,
w

avec W 0-connexe, il faut prouver que le produit fibré est non vide. Considérant a — U
et b—V avec a,b € S, on est ramené au cas ou U = a, V = b dans S. Prouvons que
si a Xy b est ‘vide’, alors W est disconnexe. Pour ceci, considérons la sous-catégorie C'
de S/W formée des x — W tels que a Xy z soit ‘non vide’. Désignant par w(a), w(x)
I'image de a,  dans W, cela signifie que w(a) Nw(zx) # 0.

[page 23]

Notons que tout quotient dans X d’un objet irréductible est irréductible, donc w(a),
w(x) sont des objets irréductibles. Cela montre que pour x dans C' et 2’ dans S/W, on a
2’ dans C, i.e. w(a) Nw(z") # ( si et seulement si w(z) Nw(z’) # 0. (Lemme direct : dans
un objet W d’un topos X, si on a [des] sous-objets Wi, Wy, W3 irréductibles, si I'un
des deux [plutdt trois] rencontre les deux autres, ceux-ci se rencontrent.) Cela montre
que C est un crible, puisque 2’ — z implique w(z") C w(z), donc w(z’) rencontre w(z),
donc aussi w(a). Mais alors le co-crible C' = (S/W)\C est également un crible, car si ¢
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est dans C’, i.e. [si] w(c) ne rencontre pas w(x), a fortiori pas tout ' au-dessus de z,
pour lequel on aura w(z’) C w(z). Ainsi, S/W est décomposé en somme de deux ouverts
C, C’, non vides puisque 'un contient a, 'autre b. Par suite, W est décomposé en somme
de deux sous-objets non vides, donc W est non 0O-connexe.

On a prouvé 2.8, donc aussi (revenant a 2.6) les implications vers PS 1 dans le diagramme
page 20. Il reste a prouver

b= PS2 ¢ = PS2
PS1+PS2(ie.d) = &

(32).
[page 24]

Nous nous plagons donc dans I'hypothese on PS 1 est satisfait (puisque b), ¢’) et d)

impliquent PS 1), donc ot on est sous les conditions équivalentes de 2.8 - X’ est localement

irréductible. Considérons alors la condition PS 2, et prouvons qu’elle est impliquée tant par
u

b), que par ¢’), et qu’elle implique a’). Elle signifie que pour une double fleche a — b dans

v
S, le conoyau [plutét noyau] dans S, ou, ce qui revient au méme, dans X" = S~ C S"
est ‘non vide’. On peut I’écrire sous la forme d’un produit fibré

a — . p b

ok

Ker(u,v) — b.
Ici par hypotheése a et b sont des objets 0-connexes de X" (ceux de S I'étant), c¢) est
vérifié ((X localement irréductible et) ses composantes connexes [sont] totalement 0-
connexes), alors b x b est 0-connexe comme produit de deux objets 0-connexes sur une
meéme composante connexe, laquelle est totalement 0-connexe. Comme X x X est locale-
ment irréductible, il s’ensuit que le produit fibré est non vide (2.8), donc b) = d).
Prouvons d) = a), i.e. si

[page 25]

S est localement cofiltrante, alors les topos induits X' /W, ou W est 0-connexe, sont
totalement O-connexes. Ce topos induit est décrit par le site S/W, i.e. S/W est un systeme
de générateurs. Or si S est localement filtrante, S/W (étale sur S) l'est aussi. Donc on
peut supposer W = e, et a prouver que si S est localement cofiltrante et X 0-connexe,
alors X est totalement O-connexe. Notons que X 0-connexe équivaut a S 0-connexe - il
faudrait quand méme 'expliciter :

Lemme 2.9. Soit X un topos, S C X une sous-catégorie pleine génératrice formée
d’objets O-connexes. Alors X est 0-connexe si et seulement si S l’est - plus généralement,
lensemble ordonné des sous-objets a la fois ouverts et fermés de S dans Cat (ou encore des

32NB finalement on ne prouve pas ¢/ = PS 2.
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sous-objets ouverts = cribles de S qui sont aussi fermés, i.e. des cocribles) est isomorphe
a celui des sommandes directs de X .

Je Tai utilisé tacitement dans la démonstration de 2.8, pour le topos induit X'/W. Je
n’explicite pas la démonstration.

Ainsi (revenant a la démonstration de d) = ¢) dans 2.6.) S étant O-connexe et localement
cofiltrante,

[page 26]

[elle] est en fait cofiltrante. Donc pour deux objets a, b de S, 3 ¢ avec ¢c—a, c— b
(condition PS 1’; plus forte que PS 1). Pour prouver que X’ est totalement 0-connexe, on
est réduit & prouver par 2.3 que les a x b dans X" sont 0-connexes. Par 2.9, il revient au
méme de prouver qu’ils sont 0-connexes dans S”. Donc on est ramené & prouver le

Lemme 2.10. Soit S une catégorie cofiltrante. Si a, b sont deux objets de S, a X b est un
objet 0-connexe de S™.

On voit de suite qu’il suffit de prouver (et en fait il revient au méme, compte tenu que
a X b est localement irréductible) que si on a deux fleches

r —— aXxXb

|

Y,
alors & X,y # 0, i.e. 3 2z dans S rendant commutatif

r —— axXb

]

2 — .

Or par PS 1’ il existe bien un z s’envoyant dans x et dans y, mais les deux fleches composées

zraXxb,
i.e. chacune des double fleches
(*) z " ra
(*) z—2b

peuvent n’étre pas égales. Mais par PS 2,
[page 27]

on peut trouver
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égalisant la double fleche (x), donc on peut supposer que celle-ci est déja triviale. Appli-
quant encore une fois PS 2, par un z” — 2/, on égalise de méme la double fleche ('), et
on gagne. On a donc prouvé, finalement,

a < > a’ b d(=PS1+ PS2)

|

C (:)C/7

mais pas l'implication inverse. En d’autres termes, si les topos induits X' /a, pour a dans
S, sont totalement 0-connexes, je n’ai pas prouvé qu’il en est de méme des X' /W, W un
objet 0-connexe quelconque de X, Ainsi, on en est au point suivant

Perplexité 2.11. Soit X dans Cat. Si X est localement filtrante a gauche, alors les
produits fibrés a X, b d’objets dans X sont des objets 0-connexes de X", et cette condition
a son tour implique PS 1, i.e. que X est localement irréductible. Mais en présence de cette
hypothése PS 1, ou X localement irréductible, la condition sur les produits fibrés a X, b
équivaut a la sutwante : pour tout diagramme [en] traits pleins

[page 28]

€ - d, avec x, a, b, ¢, d dans X,

on peut completer en un diagramme commutatif, avec e dans X. En d’autre termes, tout
diagramme commutatif a traits pleins ci-dessous se complete en y rajoutant un ‘objet
mitial’ e

(33).

Cette condition est donc impliquée par X localement cofiltrante, et elle est satisfaite aussi
par ce qui précede plus généralement si et seulement si (**) les X/x sont cofiltrantes (7).
Mais la réciproque est-elle vraie - cette condition de totale 0-connexité des X /x implique-
t-elle que X soit totalement 0-connexe? Mais je n’ai pas construit d’exemple ou les X/x

3311 suffit d’exiger pour e la commutativité des deux carrés (e c b d) et (e d a c).
345i et seulement si?
35Elle signifie que X satisfait PS 1, et la condition

PS’ 2 Tout diagramme commutatif

a_rb—zx
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sont cofiltrantes sans que X soit localement cofiltrante (ou ce qui revient au méme, de X
0-connexe avec les X/z cofiltrantes sans que X en soit cofiltrante)(*%) ; ni d’exemple ou
les X/x sont totalement 0-connexes, sans que les X/z soient cofiltrantes. Mais notons le

Corollaire 2.12 : Les conditions équivalentes a), d'), b), d) (a lexclusion de c), ¢ ), plus
faibles apparemment) du théoréme 2.6

[page 29]
équivalent encore a la suivante
e) Vx dans S, le topos induit X /x et le topos induit X /x X x est irréductible (37),

ot encore a la sutvante

d) Y xdans S, S"/x et S™Jxxx sont irréductibles, i.e. S/x et S/xXxx sont irréductibles
(38).

C’est la forme ‘topologique’ la plus faible en apparence que je peux trouver pour la

condition S localement cofiltrante, i.e. X (ou Top(S), au choix) localement totalement
0-connexe.

Définition 2.13. On dit qu'un topos X est localement totalement 0-conneze s’il satisfait
aux conditions équivalentes a, a’, b, d du théoréeme 2.6, i.e. si X est localement connexe
et si de plus tout topos induit 0-connexe est totalement O-connexe - le produit fibré de
deux objets 0-connexes sur un troisieme est O-connexe. Il revient au méme de dire que
toute (ou que une) sous-catégorie pleine génératrice S de X formée d’objets 0-connexes
est localement cofiltrante (en supposant toujours X localement connexe, ou ce qui revient
au meéme, l'existence d'un S formé d’objets 0-connexes).

On n’a pas terminé encore la démonstration de 2.6 - il reste a prouver que si X (supposé
localement totalement 0-connexe) est 0-connexe, il est oo-connexe - ou encore que les
composantes connexes de X, supposé localement totalement 0-connexe, sont co-connexes,
i.e. W-asphériques.

[page 30]

Corollaire 2.14. Notons quand méme que si X est de la forme Top(T), T un espace
topologique, alors X est localement totalement 0-connexe si et seulement si il est localement
wrréductible, 1.e. si et seulement si T est localement irréductible.

s’'insere dans un diagramme commutatif
y—a_yb— .

36Mais il y a un contre-ezemple évident, si X est un groupoide 0-connexe, les X/x sont ~ e, donc
cofiltrantes, mais X n’est cofiltrant (i.e. [mot(s) illisible(s)]) que si X est l-connexe. P.ex. si C est
un groupoide # 1, alors X = B est tel que les X/ sont cofiltrantes, mais X non cofiltrant.

3TNB X /z inutile.

diag
38G/x inutile, car x — z x x est une immersion ouverte non vide, donc si x x  est irréductible,

Pest aussi. Mais il revient au méme de dire que les S/ sont irréductibles (condition PS* 1, cf. 2.8, p. 21)
diag . L . . .
et que les  — x X  sont dominants (ce que implique en effet que x x x est irréductible). Ceci redonne

immédiatement la forme PS* 2 de la condition cofiltrante.
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On est ramené a prouver que cette derniére condition implique la condition d) de 2.6, et
on peut prendre pour S l'’ensemble ordonné des ouverts connexes non vides de S, cela
devient alors évident.

Ceci dit, il faut se rappeler que la théorie cohomologique des espaces topologiques irréduc-
tibles n’est nullement triviale - comme nous le montre FAC de SERRE ! D’autre part, c’est
SERRE qui m’avait fait observer que pour des coefficients constants, la cohomologie d’un
espace irréductible est triviale.

Dans le cas actuel, prouvons déja, si X est O-connexe et localement totalement O-connexe,
que tout revétement de l'objet final de X est trivial. Il suffit de voir que si U est 0-
connexe, U — e est un isomorphisme. Mais considérons U C U x U, on sait que c¢’est un
sommande direct, et comme U x U est connexe, ¢’est un isomorphisme. Donc U — ¢ [est
un] monomorphisme, donc sommande direct, et comme U # (), on a U — ¢ isomorphisme.

Reste a prouver que pour tout faisceau
[page 31]

abélien constant F' sur X, on a H (X, F) = 0 pour i > 0. On procede par récurrence sur
i, c’est déja fait pour ¢ = 1. Supposons que ce soit prouvé pour les j < i (i fixé) pour tout
topos totalement 0-connexe. Soit & € H'(X, F), soit U — e [un] épimorphisme tel que
¢|U = 0, et considérons la suite spectrale

B} = HY(C(U*, HI(F))) = H* (X, F).
On a par hypothese totalement 0-connexe
(%) mo(U?) ~ mo(U)7,

et les composantes connexes de U? sont totalement 0-asphériques,

p

donc par hypothese de récurrence
EY =0 si0<q<i,
donc on trouve une suite exacte

0— H(C(U*,F)) — H(X,F)— H°( H(U*,F) ) =Ker(H'(U, F)—z H'(U* F)).
1
co—semisri)mplicial
pour
variable
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Par hypothese sur U, I'image de £ dans le troisieme terme est nulle, donc £ appartient au
premier terme. Mais pour (x), le complexe C(U*, F') est le complexe trivial des puissances
de I = my(U), a coefficients dans M (si F' = My). Sa cohomologie

[page 32]

en degrés > 0 est nulle, donc £ = 0, g.e.d.

Proposition 2.15. (*%) Soit X un objet de Cat. Conditions équivalentes :
a) X est filtrant, i.e. X est 0-conneze et X° satisfait les conditions équivalentes du
théoréme 2.6 (X" est localement totalement 0-connexe).
b) L’objet final de X" est ind-représentable.
DEMONSTRATION. On sait qu’on a
(2.15.1) exr >~ lim z,

reX
limite inductive prise dans X”. En effet, cela signifie aussi que pour tout objet a dans X,

on a

lim  z(a) e (ensemble ponctuel)
zeX

Homx (a,z)

Mais considérons l'objet X' = a\ X — X coétale sur X, qui est donc Cat-cofibré sur X,
on sait que 'on a
mo(X') = lim mo(X3),
X

ou X, = Hom(a,x), donc on trouve e
lim Hom(a,z) = mp(a\X) =€
zeX

car a\X est 0-connexe.

La formule (2.15.1) montre que si
[page 33]

X est filtrant, ex~ est limite inductive filtrante de foncteurs représentables. On sait
d’ailleurs qu’on peut réindexer par une catégorie ordonnée filtrante (cf. SGA 4, I 8.1.6
(c’est di a P. DELIGNE!)).

On a prouvé a = b, prouvons b = a. Supposons donc

Exn = hill,xiu
iel
ou I est un (petit) ensemble ordonné filtrant, et / — X un foncteur. Prouvons PS 1’
a
(forme droite), i.e. pour a, b dans X, [i1] existe ) > x . En effet, comme lim Hom(a, z;) =

I
e, il s’ensuit que Hom(a, z;) # 0 pour i grand, de méme Hom(b, z;) # 0, donc il suffit de

a

b T Prouvons PS 24, i.e. que pour [une] double fleche a — b, [i1] existe

b— z qui égalise.

prendre

39C’est déja dans SGA 4,1 8.
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[page 34]

Soit &;, dans Hom(b, z;,), ses deux images dans Hom(a,z;,) ne sont pas nécessairement
égales, mais le deviennent dans la limite inductive, réduite a e, donc deviennent égales en
composant avec x;, — x; pour ¢ assez grand, donc le composé b — z;, — x;

a—b—z; — x;

égalise la double fleche.

Corollaire 2.16. Soit W un localiseur fondamental satisfaisant 'axiome des limites
Loc (8). Si X dans Cat est une catégorie filtrante ou cofiltrante, alors X est W -asphérique.

Plus généralement et agréablement :

Corollaire 2.17. Soit W comme dans 2.16. Alors toute catégorie filtrante est totalement
W-asphérique (1), i.e. pour toute fleche f : X —Y dans Cat, l'objet fi(ex) de ey (défini
aussi comme y+——7o(y\X), et intervenant dans la factorisation canonique de f en ip,
avec p étale et les cofibres [ 7] de p 0-connezes)

[page 35]
est W-asphérique. En fait, Y/ fi(exn) est méme une catégorie filtrante.

En effet, le foncteur f; commute aux limites inductives, donc fiexn est limite inductive
filtrante des fi(x;) = f(x;). Donc Y/ fi(exn) est limite inductive filtrante des Y/ f(z;).
Donc c¢’est méme une catégorie filtrante, a fortiori elle est W-asphérique.

Donc finalement, on trouve des exemples non triviaux de catégories totalement W -asphériques,
i.e. des exemples donc des catégories sans objet final.

Corollaire 2.18. (‘') Soit X dans Cat, F dans X”. Pour que F soit ind-représentable
il faut et il suffit que X/F soit filtrante.

En effet, par (2.15), X/F est filtrante si et seulement si I'objet final F' de X/F provient
d’un ind-objet de X/F, mais cela signifie aussi que F est la limite inductive dans X" d’un
ind-objet de X, i.e. que F' est ind-représentable.

[page 36]

Question. Si X dans Cat est totalement Wy, -asphérique, i.e. les fi(exr) sont Wy -
asphériques pour toute fleche f : X —Y dans Cat, ou encore pour toute telle fléche,
avec les y\Y 0-connezes (y € ObY ), Y est Wy, -asphérique - cela implique-t-il que X soit
filtrante ? Ca ne m’étonnerait pas - et méme en supposant seulement les fi(exn) 1-connexes
(12) (ils sont 0-connexes, dés que X l'est). Mais je ne veux pas m’attarder & présent sur
cette question.

La réponse a la question précédente est négative, comme on voit par la :

40¢cf. XII, §V pour cette notion, que j’ai beaucoup peiné & dégager et a comprendre !
41déja dans SGA 4,1 8.
42115 le sont toujours (cf. XII, p. 101), c’est 2-connexe qu'il faut lire ici!
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Proposition 2.19. (*3) Soit X dans Cat telle que diagy : X — X x X soit cofinal (**),
i.e. telle que X° soit totalement 0-conneze. Alors X est totalement Wy, -asphérique (donc
aussi totalement W -asphérique pour tout localiseur fondamental W tel que W 2 W, ).

Soit en effet un foncteur cofinal f : X — Y, il faut prouver que Y est W.-asphérique.
Or on sait que totalement 0-connexe implique W,.-asphérique (**) (cf. proposition 2.3,

. . ) d
p. 17-18), donc il suffit de voir que Y est totalement 0-connexe, i.e. Y Y x Y cofinal.
Or on a le diagramme commutatif

X xxX

Ixf

dy

Y Y %Y,

ou par hypothese f, donc aussi f X f, et dy sont cofinaux. Donc ¢ = (f X f)opy [plutdt
v = (f X f)odx] est cofinal, et comme ¢ = dy f et f est aussi cofinal, on conclut que dy
I'est, q.e.d.

Corollaire. A étant totalement 0-connexe, A° est totalement Wo.-asphérique, pourtant
elle n’est pas filtrante.

Question. X totalement W -asphérique =—> X° totalement 0-connexe ? Ou du moins
implique PS 1" ?

[page 36bis]
Contrexemple 2.20 a la proposition fausse 2.19.

Soit X un objet de Cat, rajoutons-lui la catégorie finale e comme fermé, i.e. considérons
un objet X’ de Cat dans lequel X soit un sous-objet ouvert, e le fermé complémentaire :

X\ x e

On sait (cf. XII) qu'une telle opération est déterminée, a isomorphisme pres, par la donnée
d'un objet
H e Ob X"

en posant
H(z) = Homy(z,e),

la catégorie X/e s’identifiant (a isomorphisme pres) a X/H. Elle est donc 0-connexe si
et seulement si 'objet H de X" est O-connexe. Cela signifie aussi que le morphisme ¢ est
cocofinal, i.e. que 1° : X°— X'° est cofinal. Supposons maintenant X W, c-asphérique
et totalement O-connexe, i.e. actuel Loc (6), cf. XVI. La proposition 2.19 affirme que,
sous ces conditions, X' (qui est lui aussi totalement 0-connexe) est méme W-asphérique.
Il s’ensuivrait donc que i € W,. Mais par XII, th. 4, cor. 4 (p. 149), il s’ensuivrait que

BFaux.
44cf. définition 3.3, p. 45.
B Pest faux.
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[page 36ter]

X/e est W-asphérique, i.e. H W,-asphérique. Ainsi, si X est totalement 0-asphérique,
tout objet 0-connexe de X” serait co-connexe. Mais ¢’est manifestement faux, p.ex. si on
prend pour X une catégorie-test pour W, p.ex. X = A.

Cela me fait soupgonner que la conjecture
X totalement W -asphérique = X filtrante

pourrait étre valable.
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[page 371

3 Retour sur la cofinalité

I est instructif de relier les questions de cofinalité (pour une fleche v : I’— I dans
Cat) au dérivateur HOTyy,, ou Wy C Fl1Cat est le plus grossier des localiseurs dans Cat
satisfaisant I’axiome de connexité Loc 5, i.e.

(3.1) Wy = {f € FlCat | mo(f) bijectif}.

On trouve alors, pour I dans Cat, une équivalence canonique, 2-fonctorielle en I,
(3.2) HOTyy, (I) =~ 1" ¥ Hom(I, (Ens)), [plutét Hom(I°, Ens)]

en d’autres termes, on a une équivalence

(3.3) HOTw, ~ D).

Quand HOTyy, est défini par localisation a partir de la catégorie Cat([) def Hom(/°, Cat),

la fleche (3.2) est celle déduite, par localisation, de la fleche

7t : Hom(I°,Cat) — Hom(/°, (Ens))

(3.4)

X +—— myolX,
ol
(3.5) 7o : Cat — (Ens)

est le foncteur ‘composantes connexes’. Si on décrit HOTyy, (1) comme localisée de Cat/1,
(3.2) est déduit de la fleche

Cat/I — I" =Hom(I° (Ens))

(3.6)

[page 38]

Ainsi, les foncteurs familiers, pour une fleche

w:l'— 1T
dans Cat
(3.7) Y
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s’interpretent comme les foncteurs de méme nom pour le dérivateur HOTyy,, ou plus di-
rectement, pour le dérivateur (qu’on pourrait faussement considérer comme canularesque)

D(Ens)-
Cela donne un sens a la cohorte des notions cohomologiques associées a un dérivateur,
ou plus particulierement, a un localiseur fondamental W sur Cat (donnant naissance au

dérivateur HOTyy). On les désignera par le nom de Wy-fourbi (au lieu de HOTyy,-fourbi,
ou D gns)-fourbi), notamment pour une fleche u : I’ — I de Cat telle la notion

Wo-équivalence <~ mo(u) bijectif.)

Wo-asphérique <= les I'/i pour i € Ob [ sont
0—connexes.)

Wo-coasphérique ( <= les i\I’ pour i € Ob [ sont
O—connexes.)

Wo-propre (19) ( <= les inclusions I] —I'/i (i € Ob[)
sont Wy-coasphériques, i.e. les fibres
des colocalisées i'\I' — i\ [

(¢ = u(7)) [plutdt (i = u(i))]
sont 0-connexes.)

[page 39]
Wo-lisse (47) ( <= les inclusions I} — i\ I
sont Wy-asphériques, i.e. les fibres
des fleches localisées I' /i' — 1 /i
(3.8) (1 =wu(i")) sont O—connexes.)
Wy-partait Wo-propre et Wo—lisse.)

<~
Wo-équivalence universelle () (<= m, bijectif et le reste par tout

changement de base. Ce sont aussi
les Wo-fibrations (ou Wy-fibrations
faibles a fibres Wy-asphériques,

1.e. O—Connexes.)

Wy-fibration ( <= u*:Cat/I — Cat/I’ transforme
Wo-équivalences en Wo—équivalences.>
Wo-fibration faible (19) ( <= le changement de base

u* : Cat/I — Cat/I’ transforme
homotopismes J; — .J5 en
Wo-équivalences - et il suffit de
I'exiger pour 'inclusion d'un objet
final (ou au choix initial) et pour

I'inclusion d’un point dans Al.)
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[Nous avons une] implication stricte (et comment)
Wo-équivalence universelle = Wj-fibration
[et une] implication stricte (et comment!) (°°)

Wo-fibration = Wj-fibration faible.

Signalons, comme exemple d’utilisation de ces notions, que pour un diagramme cartésien
dans Cat )
I ~—+——J

(3.9) u v

I 2,
la fleche de changement de base pour u,, v, pour les préfaisceaux est [un] isomorphisme
si u est Wy-propre, ou p Wy-lisse, et la fleche de changement de base pour w, v est [un]

isomorphisme si u est Wo-lisse ou p Wy propre (°!). Je signale & ce propos que ces énoncés,
qui a priori se formulent pour les préfaisceaux a valeurs dans (Ens), restent valables

[page 40]

pour des préfaisceaux a valeurs dans une catégorie M quelconque (sous réserve d’existence
des operations d’images directes cohomologiques ou homologiques envisagées). Cela se voit
p-ex. en notant que

(3.10) Wo-équivalence = D \-équivalence

pour toute U-catégorie M, d’olt résulte que toute (°?) ‘Wy-notion’ implique la D y-notion
correspondante, et permet donc d’appliquer a Dy les résultats le concernant. (Il y a bien
sur un argument direct, moins savant, consistant a se ramener au cas ou M est petite, et
a utiliser alors le plongement pleinement fidele M C— M" resp. M C ((M°)")°.)

Je rappelle pour mémoire une (troisieme?) caractérisation des fleches u : I' — I Wj-
propres (resp. Wy-lisses) : ce sont celles pour lesquelles le foncteur changement de base
u* : Cat/I — Cat/I" transforme fleches Wy-coasphériques (resp. Wy-asphériques) en
itou. Cela gagne en intérét, du fait que la notion de foncteur Wy-coasphérique (resp.
Wo-asphérique) s’interpréte comme celle de foncteur cofinal (resp. co-cofinal), cf. plus
bas.

46Exemple : les Cat-cofibrations.

47TExemple : les Cat-fibrations.

48Exemple : les fleches Wy-lisses ou Wy-propres, & fibres 0-connexes.

“YExemple : les fleches Wo-lisses telles que mo(I'/I) = (i mo(i\I')) = w(epn) soit localement
constant sur I, i.e. mo(I’/I) soit un revétement étale de I, ou si u°?” satisfait cette condition.

50Mais si les fibres sont 0-connexes, les deux notions de Wj-fibrations sont équivalentes et signifient
qu’on a une Wy-équivalence universelle ...

51Sauf erreur, ca donne deuz caractérisations des morphismes Wy-propres, ou des morphismes Wy-lisses.

52Pas tout a fait exacte pour toute ‘Wy-notion’, il faut excepter les deux notions de Wy-fibration forte,
et faible.
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[page 41]

La notion de Wy-fibration apparait comme extrémement forte - beaucoup plus forte a
certains égards que celle (disons) de W -fibration ou de W,-fibration. Elle équivaut a
ceci (comme on voit aussitot) : pour toute composante connexe I/ de I’, désignant par I,
la composante connexe correspondante de I, et pour tout J, 0-connexe et au dessus de
I, le produit fibré I! x; J, est encore O-connexe. (Ca ressemble aux histoires de totale
0-connexité d'un topos!) Mais cela signifie aussi que I/, — I, est une Wy-équivalence
universelle. Cela implique que ses fibres sont 0-connexes, et la réciproque est vraie si u :
I' — I est Wy-propre ou Wy-lisse. Ainsi, la condition essentielle pour une Wy-fibration est
celle que les fibres des fleches induites I/, — I, (o) [plutdt I, — I,] soient 0-connexes.
En fait, on a ceci

Proposition 3.1. Soit u : I’ — I une fléeche dans Cat.

a) Pour que ce soit une Wy-équivalence universelle, il faut et il suffit que pour toute
A' — ], ie. toute fleche a de I, la catégorie I' x; A" Lt I'la soit 0-connezxe, ou
encore que les fibres de I soient O-connexes, et que pour toute fleche non identique
a de I, I'la soit 0-connexe.

b) Pour que u : I' — I soit une Wy-fibration, il faut et il suffit que pour toute com-
posante connexe I, de
[page 42]
I', posant o = u(da!), la fleche induite I!, —» I, soit une Wy-équivalence universelle
(cf. critére a) pour cette notion).

c¢) Pour que ce soit une Wy-fibration faible, il faut que Vi € I, Uinclusion I} C~ i\I'
soit une Wy-équivalence, i.e. mo(1]) = mo(i\I") soit bijectif, et que i +—mo(i\I") soit
un préfaisceau localement constant sur I (i.e. mo(I'/I) soit un revétement étale de
I). Cette condition est aussi suffisante, siu est Wy-lisse. De plus (pour mémoire) u
est une Wy-fibration faible si et seulement si u°PP [’est.

La plus grande différence entre la notion de Wjy-fibration, et celle de Wy-fibration faible,
me parait que les morphismes Wy-parfaits (i.e. Wy-lisses et Wy-propres), et a fortiori les
W-parfaits pour un localiseur fondamental W C W, sont forcément des W-fibrations
faibles, mais (méme si W = W, le plus fin de tous les localiseurs fondamentaux) ne
sont pas des W-fibrations. L’exemple le plus frappant a cet égard est sans doute celui des
revétements étales, qui sont W, -parfaits (donc

[page 43]

des W -fibrations faibles et a fortiori des Wy-fibrations faibles), mais pas des Wy-fibrations ;
car dans le cas ou I’, I sont 0-connexes, il faudrait que les fibres soient 0-connexes (cf. b)
ci-dessus), i.e. que u soit un isomorphisme !

Une propriété sympathique des morphismes Wy-lisses (resp. Wy-propres), c’est que ce sont
des applications ouvertes (resp. fermées) pour les espaces topologiques sous-jacents, ce qui
signifie en effet que les fibres locales, i.e. des fleches localisées en haut I'/i" — I /i (resp.
colocales, i.e. les fleches colocalisées en bas #'\I’ —i\I), sont surjectives, i.e. a fibres
non-vides (ce qui est impliqué par la condition que celles-ci soient 0-connexes).
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Dans tout ¢a je n’ai encore guere parlé des fleches Wy-asphériques resp. co-asphériques,
qui pourtant sont ici une motivation principale pour introduire Wy !

Proposition 3.2. Conditions équivalentes sur la fleche u : I' — I dans Cat :

a) Pour toute U-catégorie M et tout foncteur F : I — M, la fleche canonique (sous
réserve que les petites limites inductives soient représentables dans M),

(3.2.1) liny u* (F) —~ lin F
r I
[page 44]

est [un] isomorphisme.

a’) Pour toute U-catégorie M o1 les petites limites projectives sont représentables et
tout FF € M(I) = Hom(I°, M), i.e. tout préfaisceau sur I a valeurs dans M, la
fleche canonique
(3.2.2) lim F'— lim u*(F)

I r
est [un] isomorphisme.

a”) (°®) Comme d', avec M = (Ens), i.e. F € ObI".
(54)'
b) La fleche u est Wy-coasphérique, i.e. pour tout i € I, i\I' est 0-conneze.

L’ équivalence de a, a’, a” est £ tautologique en termes des définitions (cf. SGA 4,1, 8...).
La forme a” s’écrit, posant D = HOTyy,, que V F' € D(I), on veut que

(3.2.3) Hy(I,F) — Hy(I',u*F) [plutdt Hp(I',u*F) ]
L (F) E oy (F) Cpy  (wF)

(pr: I —eet pp : I' — e les foncteurs canoniques) soit [un] isomorphisme. On sait que
cela équivaut a u D-coasphérique. La démonstration est un jeu amusant entre w,, u*, u, a
la fois. Il faut exprimer que le Hom d’un objet M de D(e) (= (Ens) en 'occurence) dans
la fleche (3.2.3) est bijective. Ici, il

53(C’est une condition sur les morphismes de topos, savoir que si F' [est] dans X", on a
HY(X,F) = H(X',u*F).

Il y a [une] notion similaire pour les H® (i < n), & dégager. Notion de morphismes Wy-coasphériques de
topos! C’est dans la nature d’une condition de 0-connexité relative, duale de la notion Wy-asphérique, qui
signifie simplement que pour U 0O-connexe dans U” [plutdt X1, f*(U) [plutét u*(U)] est O-connexe.
De méme, on a sans doute des notions (‘duales’ des précédentes) de W, -coasphéricité (bien comprise en
principe si X est localement n-asphérique) (La W,,-coasphéricité, étant celle évoquée plus haut.)

54NB On peut introduire

a’”’) Comme a), mais avec M = (Ens).

alV) Comme a), avec le foncteur canonique I’ — I'".
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[page 45]

est plus naturel de prendre M = e (ensemble ponctuel) et d’interpréter la fleche (3.2.3)
comme
(3.2.4) Hom(e;, F') — Hom(e, u* F)

et par adjonction de w, u* le deuxieme membre s’interprete comme Hom(u(ey ), F), et la
fleche est déduite de N
(325) weyp = u!u*(ej)g'»ef

en prenant le Hom dans F. Donc dire que (3.2.4) est [un] isomorphisme pour tout F'
signifie que (3.2.5) est [un] isomorphisme. Passant aux valeurs des deux membres en i,
on trouve mo(i\I') =1, i.e. que i\I’ est 0-connexe, q.e.d.

Définition 3.3.

a) Quand les conditions équivalentes de 3.2 sont satisfaites, donc quand les i\I" (i €
Ob I) sont 0-connexes, on dit que u : I’— I est un foncteur cofinal. On dit que
u est co-cofinal si u® : I'°— I° est cofinal, i.e. si les localisées I'/i de I' sur [
(i € ObI) sont 0-connexes.

b) Si I’ est une sous-catégorie de I, on dit que I’ est cofinale dans I si le foncteur
d’inclusion est cofinal, co-cofinale si ce foncteur est co-cofinal.

Corollaire 3.4. (*)

a) Pour que u soit cofinal, il faut que les catégories colocalisées i\I' soient non-vides,
.e. qu’on ait
[page 46]
F0) mo(f) [plutdt mo(u)l est bijectif.
F 1) Pour touti € Ob [, [il] ewiste [unl i € I’ et une fleche i — u(i') dans I.
(%),

b) SilI' est faiblement filtrante, pour que u soit cofinale, il suffit qu’elle satisfasse F 1,
ainsi que la condition :

B
F 2) Pour toute double fieche i —5 u(i') (aveci € Obl, i € Obl’), [il] existe une
o Y
fleche i — j' dans I', de telle fagon que u(a') égalise ((,7), i.e. u(a)f =
u(a’)y.

et ces conditions F 1, F 2 impliquent que les i\I' sont faiblement filtrantes, et I
aussi (°7).

5*NB Pour un énoncé complémentaire de cofinalité, cf. XVIII prop. 4.9.6.3 (p. 224-225, 228-242). 1l
faudrait un énoncé qui coiffe les deux.

56NB F 1 implique déja [1a] surjectivité de mp, donc sa bijectivité si I’ est O-connexe - dans ce cas F
0 résulte de F 1.

57Si I' est localement faiblement filtrante (= préfiltrante), alors pour la cofinalité de u, il suffit qu’on
ait F 0, F 1, F 2, et alors les ¢\I’ sont faiblement filtrantes, et I est préfiltrante tout comme I’.
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c) Si I est filtrante, alors u est cofinal si et seulement s’il satisfait les deux conditions
F1, F2, ou encore si et seulement si les i\I' sont filtrantes (et non seulement 0-
connezes). Et cela implique que I' est également filtrante (°%).

d) Si I est préfiltrante (= localement faiblement filtrante, i.e. PS 1), et u pleinement
fidele, pour que u soit cofinal, il faut et il suffit que u satisfasse la condition F 1 plus
haut. Et alors I' est également préfiltrante, et les i\I' sont faiblement filtrantes. Si
de plus I est filtrante, les i\I' et I' le sont également. (Comparer SGA 4, I 8.1.3.)

[page 47]
DEMONSTRATION. a) F 1 est évident, car 0-connexe = non vide. F 0 car Wj-coasphérique
= Wy-équivalence, i.e. mo(u) bijectif.

Pour prouver b), il suffit de prouver que F 1, F 2 (si I est faiblement filtrante) impliquent
que les i\ 1" sont faiblement filtrantes (a fortiori 0-connexes) et de plus que I 'est égale-
ment. On sait déja qu’ils sont non vides par F 1, reste a voir que si (', «), (j/,5) sont
dans i\ ', alors ils sont ‘majorés’ par un troisieme objet de 7\I’. Comme I’ est faiblement

v
filtrante, on trouve } /k/, d’ott u(r), u(s) dans I (cf. diagramme)
j s
i o L ,,,t,,,, I
j/
u(@) "0 (k) O ()

u(s)
P uld), t
appliquant F 2 a la double fleche u(r)a, u(s)5 : i u(k"), on trouve k' — I’ (en pointillés
sur [le] diagramme) telle que (u(t)u(r))a = (u(t)u(s))s, soit v, ce qui montre que I'objet
(I',v :i—u(l")) majore (', ) et (§', 3).
La démonstration que si I’ est faiblement filtrante et u satisfait F 1, alors I est faiblement
filtrante, est immédiate.

Prouvons c). 1l reste a prouver que si I’ est filtrante (non seulement faiblement filtrante),
alors si u [est] cofinal, alors F' 2 est vérifiée, et de plus les i\I’ et I sont filtrantes (pas
seulement faiblement filtrantes). Mais notons tout de suite que i\I’— I’ est coétale,
donc I’ filtrante, donc localement filtrante implique que i\ I’ est aussi localement filtrante ;
comme par hypothese les 7\ I’ sont O-connexes, ils sont donc filtrantes. La condition F 2
sort facilement a présent :

58Gi I’ est localement filtrante, u est cofinal si et seulement si elle satisfait F 0, F 1, F 2, i.e. si et
seulement si les 4\ I’ sont filtrantes, et alors I est localement filtrante.
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[page 48]

u(i') 4
o/

— ulf) O uk)

Su(s)
7).

Comme 7\ " est filtrante, donc faiblement filtrante (PS 1), on peut trouver ¢/ — j' telles
que °

u(r)o = u(s)p,

et comme [’ est filtrante, on peut trouver ¢ : j' —» k' qui égalise la double fleche (r, s) :

tr =ts(= 1),
alors
u(t)u(r) a = u(t)u(s) 4 ie. u(T)a = u(r)p,
u(tr) u(ts)

l.e. on a vérifié F 2.

Reste & prouver que [ est filtrante (si I’ 'est et [si] u : I’ — I est cofinal). On sait déja
que [ est faiblement filtrante par b), reste a vérifier la condition de la double fleche

=

B
(PS 2). Soit i' dans I' et j — u(i’), et considérons
. e ./
1y ule ),
VB )

par hypothese F 2 3 r : i/ — j' dans I’ telle que
[page 49]
u(r)(ya) = u(r)(y0), donc u(r)y égalise (o, ), q.e.d.

La vérification de d) par AQT [abréviation dont le sens échappe aux éditeurs].
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4 Foncteurs biasphériques

Soit encore

w:l' — 1
une fleche de Cat, soit M une catégorie, d’ou
(4.1) u*: M(I) — M(I');

nous cherchons des conditions sur u, M pour que ce foncteur soit pleinement fidele. Si
le foncteur adjoint & gauche u, (resp. adjoint a droite u,) existe, on sait qu’il revient au
méme de dire que le morphisme d’adjonction

(4.2) wu'F — F
resp.
(4.2 bis) U F«~—F

soit [un] isomorphisme pour tout F' dans M(I). Disons alors que u est M-connexe, ou
M-biasphérique, cette terminologie sous-entendant que c’est la une propriété qui se réfere
au dérivateur Dy = (S'+— M(9)) sur Cat défini par M. Notons que

Si u est M-connexe, alors il est aussi M (S)-connexe, pour tout S dans Cat,

(43) Luisque M(S)() = M(D)(S) “ Hom(S%, M(1).
[page 50]
et

(4.4) Si M’ T~ M est pleinement fidele, alors M-connexe implique M’-connexe,
enfin, inversement,

pour que u soit M-connexe, il faut et il suffit que pour toute petite

(4.5) sous-catégorie pleine M’ de M, u soit M’-connexe.

Comme toute petite M’ se plonge dans M = Ens(M’), il résulte de (4.3), (4.4), (4.5)
que
(4.6) Si u est Ens-connexe, il est M-connexe pour toute catégorie M,

car c’est le cas si M est petite par (4.3), donc pour tout M par (4.5).

Disons qu’un foncteur v dans Cat est M-cofinal ou M-coasphérique si ’homomorphisme
fonctoriel

(4.7) lim F— Jim u*(F)

(fleche dans Hom (M (1), M) si les 4111Ln de typies I, I' existent dans M, sinon fleche dans
Hom(M(I), M")) est un isomorphisme. En se ramenant au cas de petites catégories M,
chacune plongée dans M”, on voit par le critere (4.2 bis) que

(4.8) u est M-connexe si pour tout 7 € Ob I,

Version 8 juillet 2001 32



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 51]

le foncteur induit I'/i — I /i est M-cofinal. La réciproque n’est pas claire, car u est

M-connexe si et seulement si pour tout i € Ob[I et tout M-préfaisceau F; sur [/i

induit par un préfaisceau F' sur I, ’homomorphisme lim F; — lim (u/i)*(F/i) est [un]
1/i I'/i

isomorphisme. On ne peut donc affirmer d’emblée que cela implique itou pour tout F;

sur I/i, que si on sait que (u/i)* : M(I) — M(I/i) est essentiellement surjectif. Il en

est ainsi pour tout i quand I est ordonné, car alors I /i — I est pleinement fidele, donc

M(I/i) — M(I) [est] pleinement fidele, donc M(I) — M(I/i) [est] un foncteur de

localisation, en particulier essentiellement surjectif.

[page 52]

Mais quand M = (Ens), cette perplexité disparait. On trouve la

Proposition 4.1. Soit u : I' — I une fléeche dans Cat. Conditions équivalentes :

a) Pour toute catégorie M, ujy, : M(I)— M(I') est pleinement fidéle (i.e. u est
M-connezxe).

d') Pour toute catégorie M ou les limites inductives de type I, I' existent, la fleche
d’adjonction pour F dans M(I)

wu' = F

est [un] isomorphisme.
d") Dual de d' ), avec [1al fleche d’adjonction

uu” <= F.

b) b)) Comme a) d) d'), avec M = (Ens).
c) Comme V'), avec F représentable, i.e. de la forme j+——Hom;(j,1).
d) Pour tout I dans I, I'/i— I/i est cofinal.
d’') Pour tout i dans I, i\I' —i\I est cofinal.
d”) Pour toute fleche io— i1 dans I, la catégorie ig\I' /iy = I' x; io\I /iy est

——
catégorie biinduite

(i0, a)\(I/i1) =~ (io\I)/ (i1, )
0-conneze.

[page 53]

DEMONSTRATION. On sait déja, par les préliminaires, I’équivalence de a, a’, a”’, b, b/,
b”, soit A cette condition - nous dirons que u est Wy-connexe ou Wy-biasphérique, si ces
conditions équivalentes sont satisfaites. On a de plus 'autodualité

(4.8) u est Wo-connexe si et seulement si u® 'est,
car on a évidemment

(4.9) u est M-connexe si et seulement si u® est M°-connexe.
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Ceci montre I'équivalence de d, d’, qui se voit aussi par 'equivalence de chacune de ces
deux conditions avec d”, par le critere de cofinalité du paragraphe précedent. Soit D cette
condition sur w. On a par (4.8) D = A, donc

D= A =g,

il reste a prouver que ¢ = D, plus précisément ¢ = d” et ¢ = d” [’ 7]. Explicitons
le morphisme d’adjonction (pour ¢ dans )

uy u'i —1,

i.e. pour 5 dans [
(wu"i)(j) —1(j) = Hom(j, ).

—_————
mo(F\('/uw*(4)))
[page 54]
Or I'/u*(i) =~ I'/i, donc on a la fleche
(4.10) (wre* (1)) () == mo(G\(I" /1)) — Homy (j, ).

Or on voit aussitot que pour « : j —» ¢ dans Hom(j, ), la fibre de (4.10) en u s’identifie
a mo(7\I'/i ), de fagon plus précise, j\I'/i est la sous-catégorie ouverte et fermée de

J = 7\(I"/i) correspondant a la partie du mo(J) qui est au dessus de « dans (4.10). Cela
acheve la démonstration de 4.1.

NB Une autre facon de prouver que ¢ = A c’est de noter que les deux membres dans le
morphisme d’adjonction wyu*F — F dans I sont des foncteurs I — I"* qui commutent
aux lim quelconques. Donc pour vérifier que c’est [un] isomorphisme, il suffit de le
vérifier pour F' dans I, puisque I engendre [ par lim . Par contre, un argument de ce
type ne semble pas prouver que pour vérifier que 'on a un isomorphisme F' — u,u*F, il
suffise de le faire pour F représentable, i.e. de vérifier b” pour F' représentable.

Il resterait a voir si ¢/ = d” [’ 7].
[page 55]

Explicitons le morphisme d’adjonction

1 — w7
(pour i € Ob I) par ses valeurs sur j
(%) i) —I'/j,u").
~~
Hom(j,7)
Soit donc
u] : [//j — I,
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on a
P/, w@'/5) = Hom(er;, u(i))
HO)
i}_ij HOH](UjJG[//j,i),

et la fleche (%), fonctorielle en i, est déduite d'une fleche

(%) uji(ers;) — 7.
On voit tout de suite, comme ci-dessus, que (xx) est [un] isomorphisme si et seulement

si pour tout « : k — j, la catégorie k\I'/j est O-connexe, et si on I'exige pour tout j, k,
(0%

a, c’est la condition d”. Mais il n’est pas clair que pour qu’on ait (%) isomorphisme, il
suffise que le Hom des deux membres a valeurs dans tout ¢ dans I (et non tout F' dans I")
soit [un] isomorphisme. La difficulté provient du fait que u;,(er ;) n’est pas forcément
représentable, et qu'un F' quelconque dans I

[page 56]

n’est pas forcément lim de foncteurs représentables. Donc il est douteux que ¢’ [c’ 7]
suffise a entrainer que u est Wy-connexe.

Corollaire 4.2. Pour que u soit Wy-conneze, il suffit qu’il soit une Wy-équivalence uni-
verselle, i.e. (cf. 3.1) que les fibres soient 0-connexes, et que pour toute fléche non iden-
tique dans I, définissant A' — I, I' x; A" soit 0-conneze.

4.3. Cette condition de Wy-équivalence universelle est cependant strictement plus forte que
la Wy-connexité, comme on le voit sur I’exemple o u est une équivalence de catégories non
surjective sur les objets (p.ex. I'inclusion d’un sommet dans un groupoide 1-connexe ayant
plus d’'un objet). Plus généralement, tout foncteur de localisation est Wy-connexe, alors
que ses fibres ne sont pas forcément connexes, et a fortiori ce n’est pas une Wy-équivalence
universelle.

Cependant, si tout endomorphisme p d’un ¢ dans I, tel que p?> = p (projecteur) est
I'identité, et si
[page 57]
I' — I est ‘transportable’, p.ex. si dans [ tout isomorphisme est une identité, alors u
Wo-connexe implique que les fibres de u sont 0-connexes, comme on voit en exprimant d”
pour « fleche identique. Les conditions envisagées sur I sont satisfaites si I est ordonnée.
Mais méme si I’ et I sont toutes deux ordonnées, u peut étre Wy-connexe, sans étre une
Wy-équivalence universelle. Voici un exemple avec I = A? :
7 — 2
I' = |
0 —1

r-{ O%l%Q}.J
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Les catégories bilocalisées de I sont les trois sommets {0}, {1}, {2}, et les trois segments
0,1], [1,2] et [0,2] = I, les images inverses sont respectivement

l !/

g Y Y L4 ) E— ) l ) ] Y

elles sont toutes 0-connexes, i.e. Wy-asphériques, et méme contractiles donc W ,-asphériques
(donc u est méme W,,-connexe, i.e. W -biasphérique). Mais ce n’est pas une Wy-équivalence

universelle, car I'image inverse de I’ par A’ o A% 9(0)=0,0(1) =2,
[page 58]

est la catégorie disconnexe ¢ = {o o}.

. ;s u . .
J’avais espéré un moment que les foncteurs Wy-connexes I’ — I seraient ceux qui se fac-

. uo v , . , . .
torisent en I’ — I — I, avec ug une équivalence, et v une Wy-équivalence universelle.

Mais I'exemple précédent le met en défaut, avec u méme W, -connexe. En effet, I” serait
déduit d’un ensemble préordonné, et v se factoriserait par I’ensemble ordonné correspon-
dant, savoir I’, donc serait de la forme

u

IUHI/;’I,

N . . . o} . .
ot I” — I’ est un passage au quotient, et I'image inverse de A' —= I serait encore dis-
connexe (un 7 de cardinal 2). Donc c¢’est vraiment sans espoir.

Cependant

Corollaire 4.3. Supposons que u soit Wy-lisse, ou Wy-propre, ou une Wy-fibration faible.
Alors u est Wy-conneze si et seulement si c’est une Wy-équivalence universelle, i.e. si
et seulement si a) ses fibres sont 0-connezes et b) I' x; A" [est] 0-conneve pour tout
A' —~ I (correspondant ¢ une fleche non identique).

[page 59]

Dans les trois cas on sait que u est une Wy-équivalence universelle si et seulement si ses
fibres sont Wy-connexes. Or la Wy-lissité implique que Vi € Ob I, I'inclusion

I —i\I'

est une Wy-équivalence, d’autre part ¢\I' —i\I étant Wy-asphérique, donc une Wy-
équivalence par hypothese, i\I' est 0-connexe, donc I! aussi. Le cas u Wy-propre est
dual. Dans le cas [ou] u [est] une Wy-fibration faible, on sait encore que I} —i\I" est
une Wy-équivalence, et on conclut comme dans le cas lisse (ou, au choix, via I] — I /i).

Mais I'idée me vient que les foncteurs Wy-connexes pourraient étre exactement les fonc-
teurs de localisation ? Il revient au méme de dire qu'un foncteur u : I’ — I conservatif
(i.e. u(a) isomorphisme = « isomorphisme) qui est Wy-connexe, est une équivalence.
Mais c’est faux, comme on voit en prenant I = e, I’ un groupoide 0-connexe et non
1-connexe : I’ — e est Wy-connexe (et méme une Wy-équivalence universelle), mais ce
n’est pas une équivalence (et pas un foncteur de localisation).
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[page 60]
Je voudrais généraliser la notion de fleche Wy-biasphérique au cas d’un dérivateur D

quelconque.

Proposition 4.4. Soit D un dérivateur sur Diag, et u : I'— I une fleche dans Diag.
Supposons que u, et wy existent, et se calculent de facon standard, pour tout fleche u dans
Diag. (En fait, il suffit que ce soit le cas pour u et ses localisées u/i: I'/i—1/i, ou u et
ses colocalisées i\u : i\I' —i\I.) Considérons les conditions :
a) u* : D(I)— D(I") [est] pleinement fideéle.
d) ¥ F dans D(I), la fleche
wu'F— F

est un isomorphisme.
d") ¥ F dans D(I), la fleche

U F~—F
est un isomorphisme.
b) Vi dans I, la fleche i\I' —i\I est D-asphérique.
V) Vi dans I, la fleche I' /i — 1 /i est D-coasphérique.
V') ¥ «:ig—iy dans I, la catégorie io\g'/h est D-asphérique.

On a alors les implications

b=V <=1V = (e d < d').
(

On a a = b (i.e. toutes les conditions licites envisagées sont équivalentes)
[page 61]
dans chacun des cas suivants.
19 I est préordonné.
2° Vidans I, of : D(I) —D(I/i) est essentiellement surjectif.
3° Vi dans I, considérant o : 1/i— 1, le foncteur o,y : D(I/i) — D(I) est conser-
vatif.
42 D = HOTy, ~ Dpps.
DEMONSTRATION. L’équivalence de a, a’, a’ est claire, soit A. De méme 'equivalence de
b, b’, b”, soit B.

Prouvons
B=— A

en supposant p.ex. l'existence de u,. On admet tacitement, avec l'existence de wu, :
D(I') — D(I), le mode de calcul des fibres de u,(—). Donc A, via a”; équivaut a

150

Hy(I')i,w'F) ~~ Hp (1 )i, F) ~ F(i)
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pour tout F' dans D([]), tout ¢ dans I.

Soit
Oéiif/iHFa E:O[;k(F),

on doit donc exprimer que pour tout F; provenant d’'un F, on a
() Hy(1/i, F) = Hy(I' /i, (u/i)* (F)).
Or sous réserve d’existence de (u/7);, dire que () est [un] isomorphisme pour tout F; de
D(I/i), signifie que
w/i: I')i—1]i

[page 62]

est D-coasphérique, d’on b’ = a”. Il est clair que I'implication inverse est valable si o
est essentiellement surjectif, c’est le cas 2°. Or 2° est satisfait si I est préordonné, d’ou
le cas 1°. Le cas 4° a déja été traité (4.1). Il faut encore traiter le cas 3°, qui contient
d’ailleurs le cas 22, donc le cas 1° (et aussi le cas 4°, cf. plus bas).

Il faut exprimer 'isomorphie de la fleche (x) pour F; de la forme o (F'). Soit £ [un] objet
de A = D(e), il faut exprimer I'isomorphie de Hom(§, —) dans les deux membres de (%),
ie. de

Hom(I/i, ) —» Hom(€}, (u/i)*(Fy)
(**) adj.

~  Hom((u/i)i(&f /), £7),
[plutdt /] fleche qui se déduit de

(% %) (/D)8 (€ i) 25 €y

en prenant le Hom dans F;. La condition u/i coasphérique (i.e. b’) signifie que (x * *) est
un isomorphisme pour tout & dans A. Suffit-il pour ceci que son Hom dans un F; soit
bijectif, quand on restreint F; dans D(1/7) a étre dans l'image de D(I) par o ? Or cette
fleche (xx), pour F; = af F, s’explicite par la formule d’adjonction relative

[page 63]

au foncteur «;, comme
HOHl(Oé“(g[/Z‘), F) — HOIIl(Oéi’!(. . .), F)

Dire que c’est un isomorphisme pour tout F, signifie donc ezactement que la transformée
de la fleche (%) par ay est un isomorphisme. Pour en conclure que (x * ) elle-méme est
[un] isomorphisme, la condition naturelle & imposer est donc que a; : D(I/i) — D(I)
soit conservatif. C’est le cas 3°. Cela acheve la démonstration de 4.4.

4.5. Montrons que la condition 3° sur I n’est pas toujours satisfaite, dans le cas de D =
(HOTw, )PP =~ (Dpgys)°PP, bien que dans ce cas, il soit pourtant vrai que pour toute I’ sur
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I satisfaisant la condition a” (autoduale), la condition b’ (elle aussi autoduale) est aussi
satisfaite (par cas 4° ci-dessus). Je dis donc qu'il existe I et ¢ dans I, tels que

ﬁi,* : (i\I)A — 1"

ne soit pas conservatif. (NB Par contre a;, : (I/i)" — I" est toujours conservatif, ce qui
redonne le cas 4° comme cas particulier de 3°). Comme ; : i\l — I est Wy-propre (et
méme W,-propre!l), §; . ‘se calcule fibre par fibre’, donc on a

[page 64]
Gi-(G)) = [l Gla),
acHom(i,5)

la fibre en question en j étant discrete. Prenons

I=0—21, avec o # [3,
B
oy 1
alors O\ est ¥ = 0 , et U” est la catégorie des diagrammes d’ensembles G =
Pt
pa
Go . Le foncteur (. déduit de (3 : i\l —» I transforme ce diagramme en
2 1/ )\prl
G x Gy — Gy
Apry

[plutdt ppry]. Sion se borne aux diagrammes G pour lesquels Gy = (), 3, sur ceux-ci
donne

(D::G(J?

donc la restriction de 3, & cette sous-catégorie (équivalente a (A')") n’est pas fidele, ni
conservative, ne tenant compte que de la composante Gy, et non pas de G.

[page 63bis]

Definition 4.6. On dit que u : I' — I dans Diag est D-biasphérique si elle satisfait
les conditions équivalentes b, b', V" de 4.4, D-connexe si elle satisfait la condition a, ou
encore (sous réserve d’existence de uy resp. de uy) les conditions équivalentes d, d’.

Ainsi, D-biasphérique implique D-connexe, et la réciproque est vraie quand I satisfait
(par rapport a D) la condition 3° de 4.4 (donc aussi, si elle satisfait I'une des conditions
plus faibles 2°, 1°), ou la condition duale de celle-ci (vu que les notions D-biasphérique,
D-connexe sont autoduales). A cet égard, notons le

Corollaire 4.7. Supposons que A = D(e) satisfasse la condition suivante : le foncteur
A x A — A

& ., n — ¢&un

est conservatif (resp. fidéle). Alors pour toute fleche étale u : J— I dans Diag (et en
particulier pour I /i — I ), le foncteur uy : D(J) — D(I) est conservatif (resp. fidéle) (°?).
Si cette condition, ou la condition duale,

®9NB Cette condition est satisfaite si V &,7 € A on a Hom(&,n) # 0, (car on se rameéne & ceci : si uy,
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[page 64bis]

impliquant les produits £ xn (&, n dans A), est satisfaite, alors pour toute flechew : I' — I
dans Diag, u est D-connexe si et seulement si u est D-biasphérique.

DEMONSTRATION. L’hypotheése de conservativité, ou de fidélité se transporte aux sommes

indexées par un ensemble quelconque (sous réserve d’existence), comme on voit en écrivant

H SH=&, 1 H &,. Lassertion faite sur u, résulte alors du calcul de w, fibre par fibre (qui
A Ao

est valable vu que u est étale donc lisse), en tenant compte que les fibres sont discretes.

Je ne connais pas d’exemple d’'un couple (D, u) d'un dérivateur D et d’une fleche u dans
Diag, pour lesquels u soit D-connexe sans étre D-asphérique. On a donné des conditions
sur D, qui assurent équivalence des deux notions. Si D est de la forme D, et si M satisfait
la condition dite dans 4.7 ou sa duale, alors par 4.7 c’est OK. Donc un contrexemple avec
un D, devrait en tenir compte. Je ne vais pas m’obstiner pour tirer au clair ce qui en
est.

[page 65]

Corollaire 4.8. Une fleche u de Diag qui est une D-équivalence universelle est D-
biasphérique, et a fortiori D-connexe. Inversement, si u est soit D-lisse, soit D-propre,
soit une D-fibration faible, et si u est D-biasphérique, c’est une D-équivalence universelle.

La démonstration est celle du cas particulier 4.3. On a donc un diagramme d’implica-
tions :

Cat-équivalence  D-équivalence universelle (Wpiy)

implication stricte; équivalence
dans le cas ol u est soit D-propre,
soit D-lisse, soit une D-fibration faible.

v

biasphérique

o

équivalence
dans tous les
cas connus

N/

D-asphérique  D-connexe  D-coasphérique

/

D-équivalences (W)
(°9). Rappelons que pour u : I’ — I donné

a) u est D-asphérique si et seulement si V F' constant dans D(])

(%) F ade'»u*u*F est [un] isomorphisme.

us sont deux fleches dans Ens entre ensembles non vides, et si u; X ug est [un] isomorphisme, uy, us sont
[des] isomorphismes). Cela s’applique en particulier si A admet un objet neutre, p.ex. si A est additive.

6ONB Ces sept classes de morphismes dans Cat sont stables par composition sauf la notion de D-
connexité, toutes ces notions ne dépendent que de ’ensemble W = Wp des D-équivalences.
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b) u est D-coasphérique si et seulement si V F' constant dans D([I)
(%) 3y F est [un] isomorphisme.

¢) u est D-connexe si et seulement si pour tout F' dans D(I) (pas forcément constant,
ni localement constant), (%) est [un] isomorphisme, ou ce qui revient au méme,
pour tout F' (xx) est [un] isomorphisme.

[page 66]

Rappelons que la classe W,sn [des] fleches W-asphériques et celle, Lissy, des fleches
W-lisses, se déterminent mutuellement, ainsi

(f: X —Y) € Wipn <= V(YY) € Lissy,

X =XxyY —Xest e W.
(4.10) (f:Y' —Y) € Lissy <= Lefoncteur X+ X' =X xy Y’
de Cat/Y dans Cat/Y” transforme
fleches dans Waspn dans [plutdt en]
fleches dans Waspn.

Pour toute partie A de Fl(Cat) stable par isomorphismes, on peut associer une partie
L(A) de F1(Cat), par la relation

(u:Y'—Y)eL(4) <= u*:Cat/Y —Cat/Y’
(4.11) transforme fleches
€ A en fleches € A.

On voit que L(A) contient les isomorphismes, est stable par composition, et est stable
aussi par changement de base (comme c’est le cas de Lissy/ ). Inversement, & une partie L
de F1(Cat), stable par isomorphismes, on associe une partie Ay (L) par

(f: X—Y)eAy(L) < V(Y —Y)dans L,
(4.12) X =X xyY —Y'
est dans W.

Si L est stable par changement de base, alors Ay (L) est stable par composition. Il
contient les isomorphismes (car W les contient), est contenu dans W si L contient les
identités. Mais

[page 671

aucune raison qu’il soit stable par changement de base quelconque (et en fait, W,spn ne
'est pas).

(°1). On a, pour un A C W C F1(Cat) donné, stable par isomorphismes,

partie stable par composition,

(413) A g Aw(L(A)) (ﬁf Ah g W, contient [les] isomorphismes,

61Canulé [jusqu’a la fin du §4], cf. §6.
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et pour toute partie L de F1(Cat) qui est stable par changement de base, et par compo-
sition

partie de F1 Cat stable

par composition et par changement

(4.14) L CL(Aw(L) ¥ 1, de base, contenant les isomorphismes.
On a
A% = A% car Ay (L)' = Aw(L)
L = I’ car L(A) =L(A).
Exemples :
1°) L =FEt, Ay (L) = Waspn, L(Aw (L)) = L’ = Lissyy.
2°) L = Coét, Ay (L) = Wepas, L(Ayw (L)) = L = Propy.
3°) A=W, L(A) = Fiby, A" =W.
4°) L = F1Cat, Ay (L) = Wy, L = L.
[page 68 vide]
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[page 69]

5 Dualité formelle

Soient P, Q deux ensembles ordonnés. J'essaye de dégager une notion de ‘dualité’ (formelle)
reliant P et Q. Ce sera une relation entre P et O

(5.1) RCPxQ

ayant les propriétés suivantes
(D) Pour toute partie A de P, ’ensemble

AY Cif{qe Q| (p,q) € R pour tout p € A, ie. Ax {q} CR}

est une partie ouverte de Q ayant un plus grand élément 3(A) : A” = Q/3(A). Dualement,
pour toute partie B de Q, I’ensemble

B" ﬁf{pép | (p,q) € R pour tout ¢ € B, i.e. {p} x BC R}

est une partie ouverte de P ayant un plus grand élément «(B), i.e. B" = P/a(B).

Le plus souvent, P et Q seront stables par sup quelconques (donc aussi par inf quelcon-

ques). Dans ce cas, (D) équivaut, du coté des A” (pour A € B(P)) a ceci :

(Do) Pour tout p € P, R(p) = {q € Q | (p,q) € R} est une partie ouverte filtrante de
Q, ou ce qui revient au méme, une partie non vide (<= contenant le plus petit
élément (g de Q) stable par sup de deux éléments. De plus, R(p) est stable par sup
filtrants, ou ce qui revient au méme (étant lui-méme filtrant), il contient un plus
grand élément. Il revient
[page 70]
au méme de dire que R(p) est un ouvert de Q stable par sup quelconques (ce qui
implique qu’il contient (Jg). Dualement, pour tout ¢ € Q, "R(q) ={p € P | (p,q) €
R} est une partie ouverte de P, stable par sup quelconques, i.e. une partie ouverte
ayant un plus grand élément.

En d’autres termes, quand on postule la condition (D) pour A resp. B réduit a un élément,

alors elle reste vérifiée pour toute partie. Cela provient des formules

;A o= z'Az'U
5.9 U:A)” = N

et du fait que 'intersection de parties ouvertes de la forme P/a; dans P est de la forme
P/a, ou a = inf; o;, et de méme dans Q. Ainsi on trouve

(Ui Ai) = inf; B(A;)
a(U; Bj) = inf; a(B)).

(5.3)
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On posera, pour une partie A de P resp. B de Q

(5.4) A= (A", B’ = (B")"
de sorte qu’on aura

(5.5) AC A, BCB

On dira que A est R-clos si A = A? (ou encore si A est de la forme B pour B’ C Q, cf.
5.6), que

[page 71]

B est R-clos si B = B°. On aura pour tout A C P, BC Q

(AP = AY, ie. AY est R-clos,

(5.6)
(BM% = B", ie. B" est R-clos.

En particulier
(5.7) (A= A5, (B =B,

i.e. la R-cloture A% de A C P est R-clos, et de méme la R-cloture B* de B C Q.

En fait, je m’apercois que je suis en train de mélanger deux especes de faits différents. Les
relations (5.2), et (5.4) & (5.7), ne dépendent pas de la donné de relations d’ordre sur P,
Q, ni d’axiomes reliant celles-ci a la relation donnée R, mais seulement de cette relation,
laquelle n’a pas a étre soumise a aucune condition. Notons que

(5.8) 0~ =9, 0" =P,
tandis que
(5.9) g-g, =P

sont respectivement la plus petite partie R-close de P et de Q.

L’application
(5.10) Ar— A"

est une application croissante (et idempotente) de P(P) dans lui-méme, ayant donc la
propriété

[page 72]

A = (JAD-
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Pour tout A C P, A" est la plus petite partie R-close de P contenant A, et de méme pour
tout B C Q, B’ est la plus petite partie R-close de () contentant B. On a de plus (c’était
méme & dire avant de dire que A A" est croissante)

ACA = AP CAY

BCB = B"CB",

(5.11)

i.e. les applications

3 Ar— A"
B(Q) Bi— B"

(5.12) B(P)

sont décroissantes (ce qui implique que les deux composés aff = (A A%) et Ba =
(B B) sont croissantes). Leurs restrictions aux sous-ensembles Pr (P) et P (Q) des
parties R-closes de P resp. de Q, sont, par définition de celles-ci comme

Pr(P) = {ACP|A (L apA) = A}
Pr(Q) = {BCQ|B (¥ Ba(B)) = B},
inverse I'une de 'autre. On trouve ainsi

Proposition 5.1. Soient P, Q deuxr ensembles, R C P x Q wune relation. Alors les
applications «, B de (5.12) induisent des bijections inverses I’

[page 73]

une de l'autre, entre l’ensemble Clg(P) des parties R-closes de P, et l'ensemble Clsg(Q)
des parties "R-closes (nous dirons R-closes par abus de langage) de Q. Ces bijections sont
décroissantes, donc des antiisomorphismes pour les relations d’ordre naturelles (d’inclu-
sion,).

Corollaire 5.2. Soit (A;); une famille de parties R-closes de P. Alors N A; est une partie
R-close de P, et

(5.2.1) (NA)” = A

——
sup des

parties R-closes
A;.J de Q

Mais la relation R se ‘prolonge’ en une relation R entre

(5.13) P =B(P), Q="P(Q)
par la prescription
(5.14) & ={(A,B)ePxQ|BCA" ie. ACB", ie. Ax BCR}.

CPxQ

Les ensembles P, Q sont stables par sup quelconques (réunion de parties de P resp. Q),
et la relation R sur ces ensembles ordonnés satisfait a la condition (D)
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[page 74]

ci-dessus (p. 69), de fagon évidente : pour A fixé, les B tels que (A, B) € R sont ceux qui
sont contenus dans A, donc 'ensemble R(A) n’est autre que Q/A", et dualement “R(B)
n’est autre que P/B". Ainsi

(5.14) B(A) =AY,  a(B)=B".

Si j’ai songé a introduire I’axiome (Dy), pour un couple d’ensembles ordonnés quelconques,
c’est a cause des cas ou ceux-ci ne sont pas de la forme PB(P), P(Q), et (alors méme
qu’ils le seraient) ou la relation de base n’est pas déduite comme ci-dessus d’une relation
quelconque entre ensembles P, Q.

Je reviens donc a I'axiomatique du début, avec P, Q ordonnés, et R satisfaisant (D).
Dans tous les cas auxquels je peux songer, P et Q sont stables par sup quelconques, donc
(D) équivaut a (Dy). Notons que I'application

PH%(P% p}—>'P/p

est injective, et de méme pour @ — PB(Q). Ainsi, la connaisance de A+—— A" équivaut a
celle de

A — B(4)

/8 : 23(73) - Qa
et de méme celle de B+ B" équivaut a
[page 75]
celle de

a:P(Q)—P.
En fait, il suffit de se donner
(5.15) Bo: P — Q ap/phqatmns
oag: Q@ — P décroissantes

définies par

Go(p) = BHp})
ao(q) = a({q}),

puisqu’on en déduit 3, « par

B(A> = infpéAﬁO(]?)
a(B) = infepap(q).

(5.16)

La relation R se déduit de la donnée de 3y, ou au choix de «ay, par

(5.17) (p.q) €ER = q<fo(p) = p<alq).
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Cela implique donc que ag, Gy se déterminent mutuellement, par les formules

ap(q) = sup{peP|q<bolp)}

(5.18) tar”
Bo(p) = sup{g€ Q|p<ao(q)}.

{p}¥

Reste a se demander quelles sont les applications ag : P— Q, ou By : Q— P, qui
correspondent a une ‘relation dualisante’

[page 76]
R sur P x Q. Voici les conditions sur Gy : P — Q :
(&) Bo est décroissante,

ce qui implique que la relation

Re, =1(0,0) € P x Q] q<Bp)}
P

satisfait & la condition (Dg) du coté gauche, et il faut encore la vérifier du coté droit, i.e.
regarder, pour ¢ fixé, 'ensemble

{a}"={peP|qa<bolp)}

Comme [y est décroissant, on voit que p € {q}", et p’ <p = p’ € {q¢}", i.e. {q}" est
ouvert. On doit vérifier encore (supposant l'existence des sup quelconques dans P) que
cet ensemble est stable par sup quelconques - il en résultera qu’il est de la forme P/a(q).
Cela équivaut a la condition

@ By transforme sup quelconques dans P en inf dans Q.

Si on regarde 3y comme un foncteur contravariant P° — Q, cela signifie qu’il commute
aux limites projectives, ou encore qu’il a un adjoint a gauche Q@ — P, lequel commute
aux limites inductives, et correspond

[page 771
a I'application décroissante g : @ — P, transformant sup en inf.

Ici il est commode de considérer fj et b comme des opérations sur P resp. Q, par

(5.19) P = aof(p), ¢ = Bo(q)-

La relation entre ces endomorphismes, et 'opération de méme nom sur B(P), P(Q), est
donnée par

% = Plus grand élément de :
(5.20) b g {p}

Ah — SuppeApha
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et symétriquement du coté de Q.

On dit que p est R-clos, ou [y-clos, ou ap-clos, si p = p?, et de méme g € Q est dit R-clos
etc. si ¢ = ¢°. Les applications

(5.21)

g — ¢ Q9 — OQ

sont croissantes et idempotentes. On peut caractériser p? comme le plus petit élément clos
de P majorant p, et de méme pour ¢’. On trouve alors, par (5.19), que g et 3y induisent
des bijections inverses I'une de 'autre,

[page 78]

entre

(5.22)

I’ensemble des éléments clos de P, et 'ensemble des éléments clos de Q

P

ao

Mais en pratique, les applications ay, 3y ne sont pas obtenues directement, mais on dispose

de la

relation R, satisfaisant la condition (Dy), dont on déduit oy, By. Dans tous les cas

auxquels je pense ici, ou bien P, Q sont de la forme PB(Fy), P(Qo), et R se déduit d'une
relation Ry C Py x Q9 comme ci-dessus (de loin le plus fréquent, il me semble), ou bien P
et Q apparaissent comme sous-ensembles convenables d’ensembles B (Fy), B(Qo), munis
de lordre induit, et la relation R sur P x Q s’obtient d’une fagon plus complexe.

Exemples.

1)

Version

Relations d’orthogonalité entre parties de deux modules sur un anneau, muni d’un
accouplement de dualité. Dans le cas des [espaces] vectoriels de dimension finie
et d'une vraie dualité, les parties closes sont les sous-espaces vectoriels, dans le cas
infini, ce sont les sous-espaces vectoriels fermés pour la ‘topologie faible’ définie par
I’accouplement.

Relations d’orthogonalité entre parties de deux groupes topologiques commutatifs
localement compacts duales I'une de l'autre, au sens de Pontrjagin.

[page 791
Les parties closes sont les sous-groupes fermés.

Pour deux espaces vectoriels ‘en dualité’ sur un corps valué complet, tel R ou C, la
relation
|(z, 2"} < 1.

Dans le cas réel ou complexe, les parties closes sont les parties convexes cerclées | 7]
faiblement fermées.

Pour les espaces vectoriels réels, la relation de semi-polarité
(z,2') > —1.

Les parties closes sont les parties convexes faiblement fermées contenant 1’origine.
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5) Soit K un corps (pour simplifier), L une extension galoisienne de groupe G. Relation
entre L et G
v-xr=ux, ie.x e L.

Les parties closes de L sont les sous-extensions, les parties closes de G les sous-
groupes de G.

Il y a des analogues divers dans des cas inséparables (& coups de p-algebres de Lie par
exemple), et des énoncés de descente en tous genres.

[page 80]

Tous ces exemples sont de 1°™ espece, les ensembles ordonnés qui interviennent sont de
la forme P(Fy), P(Qo), et la relation entre eux est déduite d’une relation R, entre Py et
()o. Voici maintenant des exemples plus complexes.

6) Soit M une catégorie (‘grosse’, le plus souvent ... ). On prend
P = Q=P(FUM)).
La relation R C P x Q est la relation de Quillen, que j’écris, pour ®, ¥ € P
v C 9,

ou encore de fagon équivalente
NGRS

(¥ alaLLP [left lifting property] pour ¥, ® la RLP [right lifting property]

pour ). Donc les applications «g, y sont données par
ﬁo(q)) = (I)*, (Io(ql) = U,

L’idée ici ne viendrait a personne d’introduire P(P), P(Q) - c’est déja assez gros
comme ca! La notation pour ®? est ici ®, pour U’ c’est U. Les parties closes sont
celles que j’appelle Q-closes a gauche et a droite.

La relation R, que j’écris
O,

[page 81]

n’est pas déduite d’une relation entre fleches de M, i.e. d'une partie de F1(M) X
F1(M), mais est de nature plus complexe. Pour la décrire, il faut introduire I’ensem-
ble D des diagrammes carrés commutatifs (traits pleins) de la forme

A X
(*) i
B Y
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(qu’on peut interpréter comme F1(F1(M)), ensemble des fleches dans F1(M)). On a
une partie Dy de D, formée des diagrammes pour lesquels [i1] existe [un] f avec
deux triangles commutatifs (c’est donc I'image de Fl3(M) dans Hom(A'x A M),

————

Hom(A3 M)
transposée de A'x A' — A® donné par (0,0) 0, (0, 1) —1, (1,0) 2, (1,1) = 3),
et une application

Dy C D -2~ FI(M) x FI(M),

associant a (x) le couple (4, 7) [plutdt (i,p)] (source et but de (x), considéré comme
fleche dans F1(M) de i dans p). La relation R est alors déduite de ¢, Dy par la
condition

[page 82]

O~ = @ H(® x U) C Dy,

Mais a vrai dire, je m’apercois que c’est quand-méme déduit d’une relation entre

éléments de FI(M), et cette relation entre i : A— B et p: X — Y peut s’écrire

ainsi :

(%) pour toutes fleches A— X, B—Y rendant commutatif le diagramme (x),
la fleche ¢ pointillée dans (x) existe.

Cela me fait penser que si on a une relation R entre P(P) et P(Q), satisfaisant (Dy),
donc décrite par une application décroissante

PP) —P(Q)

transformant sup en inf, la donné d’une telle application équivaut a celle d’'une application
quelconque

P—PB(Q),

ou ce qui revient au méme, d’une relation R sur P x (). Donc cette structure doit étre
regardée comme ‘de premiere espece’. La situation change a partir du moment ou pour
décrire la relation R avec les propriétés voulues, on se trouve contraint de remplacer P(P),
PB(Q) par des sous-ensembles convenables - quand on ne regarde que certaines parties de
P, Q. Clest ce qu'on

[page 83]

va faire au § suivant. Le cas que je vais y traiter est le seul de son espece que j’ai rencontré
- un cas de ‘dualité formelle’ qui s’introduit de fagon naturelle, et qui ne soit ‘de 1°¢ espece’.
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6 Transporteurs, noyaux, stabiliseurs relatifs a W

Soit M une catégorie, munie d’une partie
(6.1) W C FI(M).

Je pense au cas d’un localiseur, mais n’introduirai d’hypothese sur W qu’au besoin. Pour
simplifier, je suppose M stable par produits fibrés.

Je pose
)P = PW)={AeP(FUM)) | ACW}
L stable par changement de
(6.2) base (par qui je sous-entends aussi,

Q = {LePFIM)) |

stable par isomorphie)
et par composition. }.

J’introduis une relation

RCPxQO
de la facon suivante. Pour A € P, L € Q, on pose

(A,L) € R <= Pour tout diagramme cartésien

X+— X
f I’
(6.3)
Y ~——5— Y’
avec f € A,pe L,ona f'eW
(i.e. A est stable par changement de base par p € L).
[page 84]

Quand j’ordonne P, Q C P(F1(M)) par la relation d’ordre induite par I'inclusion de par-
ties de F1(M), on trouve des sous-ensembles ordonnés de B(F1(M)), stables par réunions
quelconques, et aussi par intersections quelconques, avec la seul réserve que dans le cas
de P, la famille d’indices doit étre # () (puisqu’alors on trouve comme intersection F1(M)
tout entier, qui n’est pas en général contenu dans W).

On va vérifier la condition (D) de la page 69, pour R et les relations d’ordre. Il y a deux
vérifications a faire.

1°) [on est ‘2°’ 7] Donnons nous A € P, i.e. A C W, et considérons I'ensemble R(A)
des L € Q tels que 'on ait (A, L) € R. 1l est clair que c’est un ouvert (et de méme,
que *R(L) est un ouvert de Q pour tout L dans Q) - i.e. L € R(A), L' C L implique

62¢f. rectification p. 86.
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L' € R(A). Reste a trouver un plus grand élément de R(A). Notons que si L € R(A),
alors pour tout p € L, p: Y’ —Y, le changement de base

p*:Cat/Y —Cat/Y": X X xy Y’

doit transformer fleches f € A en fleches g € W, comme il résulte du fait que L est stable
par changement de base.

X, —4 X{
f g

Y Y
X, —2 X}

Yy —2— Y.

Donc L C Ly (A), olt on pose
[page 85]

Ly(A) ={(p: Y —Y) e FIM) | p*:Cat/Y — Cat/Y’ transforme
fleches de A en fleches de W.}

Y 22—V’

feA = fleW.
Il est clair d’autre part que cette partie de FI(M) est stable par changement de base,
donc Ly (A) € Q, et que (A,Ly(A)) € R. Donc Ly (A) est un plus grand élément de
R(A), donc on trouve

(6.5) R={(AL)ePx Q|LCLy(A)}

63NB le dire plutot en termes de diagrammes cartésiens, vu qu’on n’a pas fait d’hypotheése de stabilité
de W par isomorphismes.
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X0 x|
f cart. f!

q2 /
X2 < 2

cart.

le p1 Y'll

cart.

Y Y
Yy 2 Y.

Inversement, partons de L € Q, et montrons que l'ouvert "R(L) de P a un plus grand

élément. Pour ceci, posons

X9 X
66)  Aw(L)={(f: X —Y)eWCFI(M) | ¥ 7 o |f
E—

avecp € L,on a f' € W}.

(NB Quand L contient les identités, comme c’est le cas notamment s'il est de la forme
Ly (A) - alors il contient les isomorphismes, du moins si A les contient - alors Ay, (L) est
I'ensemble de f € F1(M) satisfaisant la condition énoncée apres |, sans avoir a spécifier
feW.)OnaAy (L) € P, et on vérifie que (Aw (L), L) € R (en utilisant la stabilité de
L par composition), enfin il est clair que (A, L) € R implique A C Ay (L) (en utilisant
A C W), donc Ay (L) est un plus grand élément de *R(L).

[page 86]

Notons que si W est stable par composition (ce que nous allons supposer désormais), il
en est de méme de Ay (L) (ce qui utilise encore le fait que L soit stable par changement
de base). De plus, si W contient les isomorphismes (ce que nous supposerons également),
Ay (L) les contient aussi. Quant a Ly (A), il contient les isomorphismes pourvu que A
soit stable par isomorphismes ; quand A est stable par composition et contient les isomor-
phismes, cette condition sera automatiquement satisfaite. Nous tenons a cette condition,
c’est pourquoi du coté de A, dans la définition de P, je vais introduire cette condition
supplémentaire que A soit stable par isomorphismes. Donc je pose, en corrigeant (6.2),

= {AePBFUM)) | Is(M)C ACTW, A stable par composition}

(6.7)
Q = {LeP(FI(M)) | Is(M)C L, L stable par changement de base}.
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On est bien str intéressé surtout aux éléments clos de P, Q, i.e. les parties A, L de FI(M),
contenant les isomorphismes, stables par composition (et L stable aussi par changement
de base, A C W) telles que l'on ait

(6.8) A=Ay (L), L=L(A)
[plutdt Ly (A)].
[page 87]

Je garderai les notations f, b du paragraphe précédent. Quels sont les deux couples ex-
tréemes ?

Partant de Ay = Is(M) (plus petit des éléments de P), on trouve Ly (Ag) = FI(M) (plus
grand élément de Q), et A3 = Ay (FI(M)) = Wiy, ensemble des floches qui sont dans
W et le restent par tout changement de base :

(69) AE) = Wuniv; ﬁO(AO) Cgf Lw(Ao) = FI(M), ou Ap = Is(M) plus petit élément de P.

Inversement, partons de Ly = Is(M), le plus petit élément de Q. On a Ay (Lg) = W (W
étant stable par composition et contenant les isomorphismes), et L} = Ly (W) = Fiby,
les W-fibrations :

(610) L% = Flbw, CY()(L[)) = VV, olt Lo = Is(M), plus petit élément de Q.

Donc les parties R-closes a gauche de FI(M) se promenent entre W, et W, les parties
R-closes a droite entre Fiby, et F1(M).

Proposition 6.1. Soient A € P, L € Q tels que A = ap(L), L = Bo(A) (i.e. A= Aw (L),
L =Lw(A)). Pour que L soit stable par composition, il faut et il suffit que A soit stable
par changement de base par les fleches f € L. (Plus généralement, si L € Q est un
élément quelconque de Q, et si on suppose de

[page 88]

plus que L est stable par composition, alors A = Ay (L) est stable par changement de
base par L.)

Terminologie : pour A € P, i.e. A une partie de FI(M) contenue dans W contenant les
isomorphismes et stable par composition, Ly (A) s’appelle le transporteur de A dans W. (11
y a une notion duale de cotransporteur.) C’est un élement de Q, donc une partie de F1(M)
contenant les isomorphismes et stable par changement de base. D’autre part, pour L dans
Q, les f € Aw (L) s’appellent fleches W -L-asphériques, ou les W-L-équivalences, ou les
W -équivalences L-universelles, et Ay (L) s’appelle le L-noyau de W. On pourrait le noter
plus simplement W (quand cette notation ne conflicte pas avec Wg C FI(M/S) pour
S € ObM). C’est une partie de W qui (comme W lui-méme) contient les isomorphismes
et est stable par composition.

Enfin, il y a lieu aussi d’introduire le stabiliseur Stab(A), ou transporteur de A dans A,
qui ne dépend pas de la donné de W, mais seulement de la partie A de F1(M), contenant
les isomorphismes et stable par composition. On pourrait aussi le noter Fiby, et appeler
ses ¢léments des A-fibrations (A jouant a présent le role de W). On a Stab(A) C Ly (A),
et il semblerait qu’en
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[page 89]

pratique, ce sont ces stabiliseurs, plus que les transporteurs Ly, (A), qui sont importants
(quand les deux ne coincident pas). C’est ainsi que dans Cat, si W est un localiseur
fondamental, les morphismes W-lisses (resp. W-propres) Lissy (Propy, ), qui sont les sta-
biliseurs des ensembles W5 (Weoas) des ensembles de morphismes W-asphériques (resp.
W-coasphériques), jouant un role essentiel, alors que je ne sais pas caractériser de fagon
sensible les fleches des transporteurs Ly (Was), L (Weoas), lesquels contiennent, en plus
des morphismes W-lisses (resp. W-propres) les W-fibrations Fiby . Je ne sais pas com-
ment caractériser une classe de morphismes qui apparait aussi hétéroclite! De méme, il
y a lieu d’introduire et de caractériser le stabiliseur de Wy, (ensemble des fleches W-
biasphériques), comme les morphismes ‘W-nets’ Nety,, par une description similaire a

celle des Lissy, Propy,, utilisant les bilocalisés \ X/, \Y/, au lieu des localisés X/z, Y/y

ou des colocalisés z\ X, y\Y. Il y a lieu enfin de déterminer le stabiliseur de I’ensemble Equ
des Cat-équivalences (ce qui ne dépend pas de la donné d’un W - mais on a Equ C P(W)
pour tout W fondamental).
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[page 90]

7 Morphismes cofiltrants et localement cofiltrants

Mais je ne veux pas m’attarder a présent sur ces développements, qui ne me paraissent
)

pas urgents, et voudrais revenir aux questions liées a la notion de catégories filtrantes ou

cofiltrantes.

Definition 7.1. Soit f : X —Y une fleche dans Cat. On dit que f est cofiltrante
(resp. localement cofiltrante, resp. faiblement cofiltrante (5*), resp. localement faiblement
cofiltrante ou encore précofiltrante) si pour tout y dans Y, la catégorie colocalisé y\ X est
cofiltrante (resp. ...). (Dualement, on dit que f est filtrante, resp. ..., si les catégories
X/y sont filtrantes, resp. ..., i.e. si f°: X°—Y? est cofiltrante resp. ....)

Remarque 7.2. Notions stables par changement de base coétale. Contient les isomor-
phismes et méme les Cat-équivalences. Les morphismes étales sont localement filtrants.

Proposition 7.3. Soit f : X — Y un morphisme cofiltrant (resp. localement cofiltrant,
resp. faiblement cofiltrant, resp. précofiltrant), et supposons que Y soit cofiltrant (resp.
localement cofiltrant, resp. faiblement cofiltrant, resp. précofiltrant). Alors X lui-méme
est cofiltrant (resp. ... ).

DEMONSTRATION. Il s’agit, dans les quatre cas envisagés, de vérifier pour X la condition
pPS,1" / PS,1 / PS,1' + PS,2 / PS,1 + PS,2. Mais

—_——

deux derniers cas

[page 91]

pour chacune des trois conditions PS,1, PS,1’, PS,2 séparément, on voit immédiatement
que si elle est vérifiée pour Y et pour les y\ X, elle I'est pour X, d’ou la proposition.

Corollaire 7.3. Les quatre notions envisagées dans (7.1) sont stables par composition.

DEMONSTRATION immédiate, en utilisant la remarque (7.2).

X 2A\X
Y 2\Y
Y Y

Z 2\Z.

64J’ai modifié la terminologie : maintenant faiblement cofiltrant = 0-connexe + localement faiblement
cofiltrant, stable par passage & X' sur X, X’ étale et oo-connexe. Revoir la terminologie dans le cas
faiblement cofiltrant, qui est une notion traitresse, faute d’étre stable par passage [a] un X’ étale sur X.

Version 8 juillet 2001 56



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. II, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

Remarque 7.4.

1) Notons que la notion de morphisme cofiltrant ou faiblement cofiltrant n’est pas
stable par changement de base quelconque, ni méme par une immersion ouverte.
Exemple : e — A, appliquant e en 1, est cofiltrant,

e

|

0 —— 1

mais sa fibre en 0 est vide, donc n’est ni cofiltrante, ni faiblement cofiltrante. Je
n’ai pas vu d’exemple montrant que la notion de fleche localement cofiltrante resp.
précofiltrante n’est pas stable par changement de base, et ne voudrais pas m’y
attarder, n’ayant pas besoin de connaitre la réponse.

2) Pour que X soit cofiltrante (resp. ...), il faut et il suffit que X — e le soit. Ainsi
la notion absolue est ramenée a une notion relative.

3) Si f: X —Y est cofiltrante, elle est
[page 92]
W-coasphérique (donc € W) pour tout W satisfaisant I’axiome Loc (8) des limites
inductives. En particulier, elle est Wy-asphérique, i.e. un foncteur cofiltrant (et méme
seulement faiblement cofiltrant) est cofinal.

La raison principale pour m’intéresser aux fleches cofiltrantes est contenue dans la

Proposition 7.4. Soit f : X — Y dans Cat localement cofiltrant (resp. localement faible-
ment cofiltrant). Alors :

a) Pour tout X' étale sur X, le composé ' : X' — X —Y est localement cofiltrant
(resp. ... ), et pour toute factorisation de f' en X' oYY avec Y —Y étale,
g est localement cofiltrant (resp. ... ).

b) Vx dans X, le morphisme sur les localisés

fle: X[e—Y/x — (y=[f(z))
est cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant).

c) Six,y comme dans b), et U est un ouvert de X/z, désignant par V' l'ouvert de Yy
engendré par l'image de f/x (i.e. Uouwvert formé des z dans Y/y tels que z\(X/x)
soit non wvide), la fleche induite q : U—V [est] cofiltrante (resp. faiblement
cofiltrante), a fortiori cofinale (et méme W -coasphérique, pour tout W satisfaisant
Uaziome des limites Loc (8)) (%9).

[page 93]
Donc pout tout cofaisceau G sur V', a valeurs dans une catégorie M avec lim , on
a [un] isomorphisme
liny g*(G) =~ liny G,
U 1%

6511 suffit ici qu'on soit dans 'hypothese respée (f faiblement localement cofiltrant) sauf pour le NB ici
[‘le NB ici’ est ‘(et méme ...Loc (8))°].
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et pour tout préfaisceau F sur V', a valeurs dans une catégorie M avec lim , on a
[un] isomorphisme
lim ¢*(F) <= lim F.
= -
U %

DEMONSTRATION. Je vais d’abord expliciter le
Lemme 7.5. Soit h : X' — X un morphisme étale dans Cat. Alors h est localement
cofiltrant. De facon plus précise, pour tout x dans X, on a

mo(z\X') =~ Ob X/

toute composante connexe de x\X' contient un élément et un seul de la catégorie discrete
X, Ca\X'. Siz’ est dans X (i.e. ' objet de X' tel que h(x') = x), c’est un objet initial
de la composante connexe qui le contient. (Donc cette composante est cofiltrante.)

Ceci prouve (et au dela) la premiere assertion de 7.4, compte tenu de 7.3 (stabilité par
composition), ou parce qu’une

[page 94]

catégorie étale (en l'occurrence y\X') au dessus d’une catégorie localement cofiltrante
(resp. localement faiblement cofiltrante) (en 'occurrence y\X) est itou.

y\XI - X/

ét. cart. ét.
Y Y
PN —— X
cart.
\ Y
y\Y Y.

Pour la deuxieéme assertion dans a), on peut maintenant supposer X’ = X. Il faut prouver

que pour tout 3’ dans Y, '\ X X %y y'\Y’ est localement cofiltrante (resp. localement
faiblement cofiltrante). Soit y dans Y 'image de ¢/, et considérons le diagramme de trois
carrés cartésiens ci-contre.

YA — )\ X —— X

ét.  cart. ét.  cart. ét.

Y Y

T e e

cart.

Y Y

y\Y Y

Le Lemme 7.5 implique que y'\Y’'—y\Y” est Iinclusion dans y\Y’ d’'une composante
connexe de y\Y’, c’est donc une immersion ouverte. Donc ¢\ X — y\ X est une immersion
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ouverte. Comme y\ X est localement cofiltrant (resp. localement faiblement cofiltrant) par
hypothese, il en est donc de méme de y\ X. Cela prouve d).

Appliquant a) a la situation X/z — Y /y dans b), on voit que les colocalisés z\ (X/x) de

X/x sur Y/y (z € Ob(Y/y)) sont localement cofiltrants (resp. faiblement). Mais comme
X/z a un objet final au dessus de 1'objet final de Y/y, il s’ensuit que z\(X/z) a un objet
final, donc est 0-conneze.

[page 95]

Donc ces catégories, étant localement cofiltrantes (resp. faiblement), sont en fait cofil-
trantes (resp. faiblement cofiltrantes).

Prouvons c¢). Notons que pour z dans V, 2\U s’identifie a l'image inverse, par
2\(X/z) — X/x, de I'ouvert U de X/z, c’est donc un ouvert de z\(X/z), non vide par
construction de V. Mais un ouvert non vide d'une catégorie cofiltrante (resp. faiblement
cofiltrante) est encore cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant). Cela signifie que g : U — V
est cofiltrant (resp. faiblement cofiltrant), a fortiori cofinal (et W-coasphérique, pour tout
W satisfaisant Loc (8)). Cela acheve la démonstration.

Remarque 7.5.

1) Le méme argument que dans c¢) montre que si f : X — Y est cofiltrant (resp.
faiblement cofiltrant), alors pour tout ouvert U dans X, si on désigne par V' I'ouvert
de Y engendré par f(U), i.e. 'ouvert formé des y dans Y tels que y\ X # 0, alors la
fleche induite g : U — V est cofiltrante (resp. faiblement cofiltrante), et a fortiori
g est cofinal (et plus généralement, si f est cofiltrant, g est W-coasphérique pour
tout W satisfaisant la condition Loc (8)).

[page 96]

2) Un cas particulier intéressant de 7.4 est celui ou on suppose que les y\ X (y € ObY')
sont sommes directes de catégories ayant chacune un objet initial. Alors on voit que
cette condition est stable par les opérations de 7.4 a) [?7], et par conséquent, les
colocalisés z\(X/xz) des morphismes localisés en haut X/z— Y /y sont des caté-
gories a objet initial. Ceci implique alors qu’il en est de méme des colocalisés z\U
(z € ObV) dans g : U— V. 1l s’ensuit que g est W-coasphérique pour tout lo-
caliseur fondamental W (sans avoir a se soucier de l'axiome des limites).

La condition envisagée sur f : X — Y est satisfaite notamment dans les deux cas
suivants (qui me paraissent de loin les plus importants) : a) f est étale et b) X est
discrete.
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[page 971

<~
<
i.e.
<
<
{

stricte (ex.
Bg)

Top X localement
irréductible
+ O-connexe

<= X pseudofiltrante
+ 0-conneze,
i.e. PS*1
+ 0O-connexe

stricte

(ex. 0 > 1)

e

Top X

localement totalement 0-connexe
et O-connexe

totalement 0-connexe

et localement irréductible

X cofiltrante,

X 0-connexe
+ PS*1 + PS*2

PS*1’ + PS*2

VzeObX, X/x et

X/x x x sont irréductible, -

X 0-connexe

X 0-connexe,

les X/a X b non vides

(et méme O-connexes),

les X/a Xzxz b 0-connexes

r PS*1 ne dépend
que des catégories
induites X/z,
donc stable par passage
aux X' —> X étales,
donc la condition
PS*1 + 0-connexe stable
par passage aux
revétements

L X’ — X 0-connezes.

Top X irréductible
(X drréductible)
PS*1’

ne dépend que [de] Ord X ou de Esp(X), 1

signifie que Ord X cofiltrant,
ou Esp(X) irréductible.

N’est, pas stable par passage a
X' — X étale O-connexe,
p.ex. par passage & un X/z,

p-ex. X = (0 —_— 1) est irréductible,

mais X/1 = ( \> ne lest
S

pas.

66px. @

6"Ex. Ba.
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stable par 7
passage
aXxX —X

étale sur X, si

/
X' 0-connexe, (ex. » o).
—_—

mais si les
—_—
X/x sont cofiltrantes ’

et X 0-connexe,
cela n’implique
pas X cofiltrante
Ex. Bg

Top X localement

totalement O-connexe

les composantes connexes de X
sont cofiltrantes

PS*1 + PS*2

(X localement cofiltrante)

stricte
<~
<

stricte
i (ex. A)

Stable par passage & X' —> X
étale, mais si les X' /x
y satisfont, pas forcément X’ !

Top X totalement 0-connexe

(on dit X totalement 0-connexe)

X2 — X9 x X° est cofinal

et X #£0 N

vV x,y € Ob X, x X y O-connexe de X" Top X

Le. X/x x y 0-connexe localement irréductible

et X £ 0

—
—

NB n’est pas stable par passage aux X/z (9), et si
les X/x sont totalement O-connexes et X # 0,

il ne s’ensuit pas que

X le soit (67).

stricte (ex. Bg, ou
0, 1)
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[page 98] Top X localement totalement 0-connexe

+ 0-connexe
(X cofiltrante)

!\

Top X localement irréductible Top X totalement 0-connexe Top X localement totalement

+ O-connexe X total 1 0- 0-connexe
(X pseudofiltrante et 0-conneze) ( ora eznen " conneze) (X localement cofiltrante)
PS*1 + O-connexe X7 —= X x X cofinal PS*1 + PS*2
Top X irréductible Top X localement irréductible
(X irréductible) (X pseudo-cofiltrante [ 7])
PS*1’ PS*1
. BG 11e

(°%). X cofiltrante
PS*1" + PS*2
= PS*1 + PS*2 + 0-connexe

[N .

X pseudo-cofiltrante et 0-connexe X totalement 0-connerxe
(PS*1 + 0-connexe) (X°— X° x X cofinal) X localement cofiltrante

\ PS*1 + PS*2

X irréductible X pseudo-cofiltrante
PS*1’ PS*1

=T

68NB Les cinq catégories typiques Bg (G # 1), A,0 = 1, = o, Bglle (G # 1) sont telles qu’elles
appartiennent a la classe envisagée C d’objets de Cat, mais a aucune des cing autres classes sauf celles
qui sont reliées & C par C = C” sur le diagramme d’implications (ou par une implication composée).
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e e n’est ni pseudo-cofiltrante, ni totalement 0-connexe.

Bg n’est ni localement cofiltrante, ni totalement 0-connexe.

A n’est pas pseudo-filtrante.

Bgue n’est pas localement cofiltante, car B ne I'est pas, ni appartient a une
des 4 classes d’objets connexes.

[tou pour c=eo o

[page 99]

X cofiltrante
(PS*1" + PS*2
<= PS*"1 + PS*2
+ 0-connexe)

X totalement 0-connexe
(X° — X° x X° cofinal) X pseudo-cofiltrante
O-connexe

@ (PS*1 + 0-connexe)
(manque PS*2)

PS*1
PS*1/ (les £\ X satisfont c—e o
(= 0-connexe) PS*1’)

X localement cofiltrante
(composantes connexes filtrantes)
(PS*1 + PS*2)

X irréductible G # {1} X pseudo-cofiltrante

(PS*1) ou encore localement irréductible
(composantes connexes

e e pseudo-filtrantes)
(PS*1)
et dualement on a
G # {1}
X filtrante

X¢ totalement 0-connexe X pseudo-filtrante

0-connexe

X coirréductible
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donc on a une terminologie directe sauf pour ‘X° totalement 0-connexe’ - je n’ose dire ‘X
totalement co-connexe’!!
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