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[page 1]

1 Fonctorialité de ChZ (a,b) en a, b dans MY ™!

On se donne une catégorie M avec [un] ensemble admissible de fleches ¥ C F1(M),
d’ot (en prenant p. ex. t = (t,), avec t, = (AL A_)*" et t,,1 — t, défini comme
~—— S~~~ ~~
T0 — T§n+2 — 7_0271,
p*id 2 xp, ot p : o — 1 la dégénérescence.) On a alors une théorie des Chy, (M, a, b),
que je note simplement Chy(a,b) en tant qu’'objet de Hot. Des accouplements

Chy(a,b) X Chy(b,¢) — Chy(a,c) dans Hot

avec (nous allons I'admettre) associativité dans Hot. Cela définit donc des accouplements
sur les mo(Cheo(a,b)) « mo(a,b), qui n’est autre que la composition des fleches dans

MY~ D’autre part, on a pour a,b € Ob M
HOH]M(CL7 b) - 7T0<Choo(aa b)) = 71'0((1, b)7

compatible avec les compositions. Mais on peut I'ignorer pour I'instant, et regarder Ob M,
ou simplement M, avec la seule structure

My x My, — Hot (a,b) > Chuyl(a,b)
Moy x My x My, — FlHot (a,b,¢) > (Chx(a,b) x Chyo(b,c) —> Chy(a,c))
fleche
dans Hot

avec condition [d’]associativité, et aussi une condition d’unités :
Chyo(a,a) est muni d'un 1, € m1oChy(a,a) = mo(a, a),
jouant le role d’'une ‘identité bilatere’, dans le sens suivant. Notons que les accouplements

Chy(a,b) x Chy(b,c) —> Chyl(a,c)
P x @ — R

[page 2]

définissent
P — Homy.(Q, R)

Q — Homy,(P,R),

d’oll en passant aux
mo(P) — Hompyw(Q, R)

Wo(Q) — HomHOt(P, R),
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en d’autres termes,

mo(a,b) — Hompe(Chy(b, ¢), Chy(a, )
mo(b,¢) — Hompe(Chy(a,b), Che(a,c)).

On en déduit en particulier pour a,b € M,

1) mo(a,a) — Hompe(Chyo(a,b), Chy(a,b))

*

) 2) mo(a,a) — Homype(Che(b, a), Chy(b, a)),

et un objet «, de my(a, a) est unité bilatere si ses deux images sont les homomorphismes
identiques dans Chy(a, b) resp. Chy(b,a). Passant aux 7y de ceux-ci, cela implique que
o, est unité bilatere pour la composition des my(z, y), relativement a b. Si on veut que ce
soit le cas pour tout b, cela signifie (prenant b = a) que «, est un objet unité bilatére pour
la structure de composition associative (donc de monoide) dans 7y (a, a), donc que my(a, a)
est un monoide unitaire, ayant «, pour objet unité. L’élément «, est donc déterminé de
fagon unique. Et on veut que «, existe

[page 3]

pour tout a € Mg, donc My, muni des my(a,b) et de leur composition, devient une
catégorie, soit Miy; et les fleches identiques de celle-ci doivent jouer le role d’unité bilatere
également pour les ‘Hom externes’ Chy(a, b), & valeurs dans Hot.

On peut dire que pour a = ag fixé, les Chy,(ag,b) (b variable) forment les valeurs d’un
foncteur covariant
Mp — Hot b+— Chy(ag, b),

en associant a
u
b—V, u € mo(b,b'),

la fleche
Chyo(a,b) — Chy (V)

[plutdt Chyo(ag, b) — Chyo(ag, b')] correspondante x; [?]. Que ce soit bien la une loi
fonctorielle doit résulter formellement de I’associativité des accouplements sur les Ch.
De méme, on a une loi fonctorielle, pour b fixé,

M7 — Hot, a+— Chy(a,b),

grace a l'associativité. En fait, ’associativité impliquera aussi qu’on a un bifoncteur

M%XMH — Hot
(a,b) — Chy(a,b),
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[page 4]
car si

a —a, b— 1,
on a le diagramme

comp. avec

Choo(a,b) —Y— Chuo(a,b)

comp. avec u l l comp. avec u

comp. avec

Choo(d’, b) Y Chyo(d', 1),

qui est commutatif grace a I'associativité pour

Chy(d’,a), Chy(a,b), Che(b,0).

Corollaire de cette dépendance bifonctorielle : Siu: a’' —a, v: b—b" sont dans M,
alors la fleche correspondante

Chy(a,b) — Chyo(d,b") dans Hot

est un isomorphisme.

Les mémes arguments devraient marcher si au lieu des Hom ext a valeurs dans Hot, on
les prenait dans Ind Hot, ou dans Cat hot, ou dans Ind Cat hot — je pense bien str aux
CHoo(a, b) (dans la théorie de la localisation) dans Ind Cat hot, qui peuvent étre regardés
comme provenant d’un bifoncteur (ot My = M)

Mpg x Mp — Ind Cat hot.

[page 5]

Voici I'axiomatisation définitive (7). On remplace Hot par une catégorie

H, catégorie avec produit * associatif, commutatif (?) (1), unitaire, et
toutes les compatibilités habituelles au besoin,

I’objet unité pour * sera noté 1, et on notera
déf
m(§) = Homy(1,€)
mo:H — Ens.

Sion a

PxQ —~ R,

1On ne doit pas avoir besoin de la commutativité.
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on en déduit

ol

71-O(P) — HOIHH(Q,R)

&

m0(Q) S, Homy (P, R)
ainsi :
Siaem(P),ie 1— P, alors axidg:Q— PxQ
et () = wuo(axidg)

u

et dualement A(B) = wo(idp*3).

u

Si on a trois objets Py, P;, P> dans H, des accouplements

u1

Pox P, — @
Pyx Py = Q1
PO*Ql —_— R

QoxP, — R

[page 6]

avec une relation d’associativité, disant que

Py Py x Py

Qo * P»

PO*Ql R

est commutatif, alors on en déduit deux relations de transitivité et une de commutation,
pour les opérations associées aux éléments de mo(Fp), mo(P1), mo(P,), qu'on n’explicitera
pas, sauf I'une :
Soit B € Py, v € Py,
d’ou par f : c(B): Py — Qo,
et par -y : cus(7): Qo — R,
et par B #,, 7 € mo(Q1) : cus(Blxu17): Py — R,

Version 12 mars 2002 4



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. IX, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[plutdt (€ mo(F1), v € mo(F2)], et bien on a

(B *uy 7) = c(y)e(B).

I1 faut encore définir 3 *,, v, via l'accouplement P; * P 22, ()1, on a en effet

Wo(Pl)Xﬂ'o(Pz) — 7TO(P1*P2>
8, 7) — B9,

et on compose avec
7T0(U2)1P1*P2 —

[plut6t 7T0(U2) . 7T0(P1 * PQ) —_— 7T0<Q1)].

[page 7]

On se donne un ensemble M, et

My x My Loy noté  (a,b) = Ch(a,b) ou Hom exty(a,b)
Mo x Mo x My 22 FIH (a,b,¢) +— (Ch(a,b) x Ch(b,c) — Ch(a,c))

avec deux axiomes

a) Associativité pour les compositions, pour (a,b, c,d) € M}

Ch(a, b) x Ch(b,c) x Ch(c,d) Ch(a, c) x Ch(e,d)

Ch(a, b) x Ch(b, d) - Ch(a, d).
b) Existence d’objets unité bilateres

1, € m(Ch(a,a)) pour tout a € My

Alors les my(Ch(a, b)) et leur composition définissent sur M, comme ensemble d’objets
une structure de catégorie Mo, ayant les 1, comme identités, et on trouve que

(a,b) +— Ch(a,b)
peut s’interpréter a partir d’'un bifoncteur canonique
Mg x Mon — H,

dont le composé avec
o
‘H — Ens

n’est autre que le bifoncteur (a,b) — Homy, ,(a,b),
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[page 8]

Hompy,,(a,b) ~ mo(Ch(a,b)).

Cette relation est la définition de Hom y,,, mais ici la relation est entendue comme une
bijection fonctorielle en a, b.

On trouve notamment que si
u:a —a, vib—U
sont des fleches inversibles dans My, alors
Ch(a,b) — Ch(d',b")

correspondant dans H est [un] isomorphisme.

On appliquera tout ceci surtout aux deux situations déduites d'une situation (M, X), avec

1°) H = Hot, Ch(a,b) = ChX(M;a,b)
2°) 'H = IndCathot, Ch(a,b) = CHZ(M;a,b) ().

Dans les deux cas, on a donc un foncteur sur (MX71)° x (MX1), & valeurs soit dans
Hot, soit dans Ind Cat hot. (NB Les deux structures de catégorie sur Mg déduites des
ces deux foncteurs sont canoniquement isomorphes.)

Hot (a,b) — Ch’.(a,b)

(M2 x (MDY

\ Ind Cat hot (a, b) — CHEO((I, b)

[page 9]

Comme les foncteurs canoniques

lim

Ind Cathot —"%¥+ Tnd Hot Ind Hoty —— Hoty,

L LA

Cat hot z Hot Hot),

Ind ¢

commutant aux produits finis, toute théorie de ‘Hom externes’ a valeurs dans une de
ces catégories, en définit une a valeurs dans chacune de celles dans laquelle elle s’envoie.

2 % dans Hot et Ind Cat hot est le produit cartésien sans plus.
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D’ailleurs, ces foncteurs ne sont pas tous pleinement fideles (c’est en tous cas faux pour
et Ind ¢, et j'ignore ce qui en est de 1 et Ind — les fleches verticales par contre sont
pleinement fideles (3).) Mais ils induisent des bijections pour les my. Donc la catégorie
M déduite d'une théorie de Hom externes a valeurs dans une de ces catégoires, et celle
déduite dans une autre ou elle s’envoie, est la méme a isomorphisme canonique pres. Pour
ce qui est de cette définition de My, rien n’est changé donc quand on regarde les CH,
comme des objets de Ind Hot, ou seulement de Ind Hot), ou méme seulement de Hot;, ou
quand on regarde les Ch,, comme des objets

[page 10]

dans Hot). Mais bien siir, la donnée des accouplements de composition perd chaque fois
en précision (sauf peut-étre en passant de Hot a Hot(, si ¢ est pleinement fidele ... ).
Quand on prend les images des CHZ (a,b) et ChZ (a,b) dans Hot (la derniere catégorie
du diagramme), on trouve des objets canoniquement isomorphes (fonctoriellement en a,
b dans My ~ MX1). Quand on les regarde comme étant respectivement dans Ind Hot
et dans Hot C~ Ind Hot, on trouve un homomorphisme fonctoriel

(%) CHZ (a,b) — ChZ (a,b) dans Ind Hot ou dans Ind Hot} au choix.

La lim de CHZ (a,b) dans Hot n’existe pas en général (sauf si I'ind-objet est essentielle-
ment constant), mais elle existe dans Hoty, et I'isomorphisme canonique

(5) lim CHZ (a,b) =+ ChZ (a, b) dans Hotg
Hot{)

est la fleche déduite de () dans Ind Hot.

[page 11]

Dans les deux cas CH et Ch (qu’on va désigner par le symbole commun Cy(a,b)), la
fonctorialité de cet objet Cy(a,b) (méme au sens le plus faible, comme objet de Hoty)
par rapport & a et b (méme au sens le plus faible, comme foncteur M° x M — Hot;
et pas méme (MX71)? x (MX~1) — Hot})) n’est pas évidente du tout sur la définition
directe en termes du systeme inductif explicite dans Cat

COO(CL, b) = (Cthn(a7b>>n€N,

car une fleche @’ —a ou b— V' dans M, et méme qu’elle serait dans X, ne définit
aucunement une fleche dans Cat

Cxla,b) — Cy(d,b)
ou Cy(a,b) — Cx(a,b).
Cette difficulté rappelle celle qu’avait a surmonter QUILLEN, dans Homotopical Algebra,

pour affronter la différence entre ‘left homotopies’ et ‘right homotopies’. Je me rappelle
comment

B0t & A Hm, A . R
et également, Ind Hoty; —> Hot| n’est pas pleinement fidele.
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[page 12]

on peut néanmoins définir de telles fleches, comme résultant d’une fleche (beaucoup plus
riche) de ‘composition’ de chemins entre a’ et a, et a et b, ou entre a et b, et b et ¥/, soit
en général donc 'accouplement

Cuxla,b) x Cuo(b,c) — Cy(a,c),

dont la définition directe n’est pas moins problématique, et ne peut en tous cas pas
se donner comme une fleche dans Cat lui-méme, ou dans Ind Cat. Interprétant p. ex.
Chyo(a, b) en termes de chemins infinis (des deux cotés) de a a b, en un sens évident (mais
‘essentiellement finis’ des deux cotés), on peut définir aussi

Ch.o(a,b), Ch,(a,b)

comme les sous-catégories pleines formées respectivement de chemins qui sont totalement
dégénérés en degrés > 0 (i.e. ag~—a; —az~—ag--- sont tous des identités), ce qui
revient aux chemins infinis seulement a gauche, i.e. s’arrétant a ag, et symétriquement
pour ChZ (a,b). Méme tabac pour les CH", CH.

[page 13]

Ceci dit, on a ceci (revenant a la notion C, ambivalente) :
a) les inclusions pleinement fideles
C.(a,b) v Cy(a,b) <> Ci(a,b)
sont des isomorphismes dans Ind Cat hot resp. dans Hot, et

b) On a bel et bien une composition des chemins

C_(a,b) x CL(b,c) — Cx(a,c).

L’associativité dans le cas du CH n’offre d’ailleurs pas de difficulté, a cause de la possibilité
de se ramener aux

Cim(a,b) x Cy(b,c) x Cy(c,d) —= Cn(a,d)

pour N grand, et prouver l'egalité comme fleches dans Cat hot — ce qui résultera du lemme
d’homotopie sur les intervalles dans Cat. Dans le cas du Ch,, par contre je n’ai pas trouvé
de démonstration. (Faute seulement d’avoir essayé sérieusement de m’y mettre? Je n’ai
pas trop envie, vu qu'il se pourrait que Hot — Hot soit pleinement fidele, auquel cas le
travail devient inutile .. .)
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[page 14]

2 Comparaison avec Quillen

Il se pose un certain nombre de questions sur ce foncteur (MX71)° x (MX~1) — Hot,
et sa relation aux constructions classiques, notamment & la théorie de QUILLEN. Je vais
maintenant noter

ChZ (a,b) = Hom extye(a,b) ou simplement

Hom ext(a, b).

1°). Soient f, g : a —x b dans M, alors (si M est une ‘model category’) QUILLLEN définit
un ensemble

7T1(a7b;fag) ou 7Tl(fag)

des classes d’homotopie de f a g, de telle fagon que Hom y(a, b) devient ’ensemble des
objets d'un groupoide, dont les fleches sont les éléments de 7 (f, g), pour une notion de
composition naturelle. Je suspecte que I'on a

ﬂ'l(fag) HOHIH ChZ (a,b)) (f7 )7

H—’
groupoide
fodamental

de Ch¥ (a,b)

quand f et g sont considérés comme des ‘chemins infinis’ (en insérant chaque f :a—b

dans
id f id

..al_2<7a_14> ao -— al 4,...)
~— ~—~ ~—~ ~—~
=a =a =b =b

[page 15]

Donc la définition des 7 (f, g) (si c’est bien ¢a) se prolonge de fagon naturelle aux chemins
infinis (essentiellement finis) arbitraires.

2°) Supposons que M admette un objet a la fois initial et final 05 (M ‘ponctuée’). Je dis
qu’alors toutes les catégories Ch” = (a,b) sont ponctuées de fagon naturelle : a savoir, par le
chemin infini de a a b défini (comme plus haut) a partlr de f = 0,4 : a— b, 'application
nulle de @ & b. On a envie alors de regarder les Ch” (a, b) comme définissant des éléments
dans le Hot, (‘Hot ponctué’). C’est plus fin que de dire qu’on se donne une classe neutre

e — Ch(a,b) dans Hot,

car le foncteur de Hot, dans Hot (ou dans e\Hot) n’est pas fidele. Le probleme, c’est de
définir les fleches
Ch(a,b) x Ch(b,¢) — Ch(a,c)

dans Hot,, et pas seulement dans Hot, et avec associativité (et les unités) dans Hot, égale-
ment. Si on applique la définition avec Ch™(a,b) et Ch™ (b, c), le composé des éléments

nuls a — b de Ch™ (a,b) et b+l b2 ¢ de Ch* (b, ¢)
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[page 16]

est 1'élément de Chy(a, ¢) que voici

a_9 a_1 Qo aq > (2

d @ 3 a o'b‘id b o ¢ T "

ce n'est pas I’élément nul de Chy,(a,c) ! Mais on a des fleches canoniques

+ R

N E—— dans Chy(a, c)

qui sont I'identité sur tous les sommets sauf celui d’indice 0. Il y a un sorite a développer,
comme quoi une paire

(f : K.—»L.,C)

d’un foncteur entre catégories ponctuées, et d'un chemin ¢ : f(eg,) — er,, définit dans

Hot une fleche canonique
hote(K,) — hote(Ls)

avec transitivité si on a

(f/ : Ly — M,,c: f/(eL.) —em),

[page 171
d’ott
f":f’Of:K.HM., et C”If"(eK.)HeM-)v

définit ainsi

F(flex)) == fler) —"— e,

¢ par définition

Cela nous donne donc bel et bien des accouplements dans Hot, (et aussi dans Cat hote?).
I1 est difficile de croire qu’ils pourraient ne pas étre associatifs! D’ailleurs Hot,, avec le
produit cartésien ordinaire (?), satisfait a I’axiomatique de tantot pour H, et Hot, — Hot
est compatible avec ce produit (°), et avec 7.

Si tout ceci marche, on aurait donc une théorie des Hom ext, a valeurs dans Hot,; et sans
doute aussi pour les CH,, comme objets de Ind Hot,, et non seulement de Ind Hot. Mais

4Non, il faut prendre le produit & 3 1s (£e X e, avec &, V 1, contracté en e).
5Non, mais on s’en tire quand méme . ..
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de toutes facons on ne peut en général laisser tomber Cat hot, qui reste importante — donc
il faudrait avoir des objets CHy,(a, b) dans Ind Cat hot,, pour avoir une cote bien taillée.
Les mo(C'(a, b)) seront & présent des ensembles ponctués, et ce sera par I'image de I’applica-

) 0 : ,
tion nulle a — b, i.e. le composé
a—0—>

[page 18]

qu’il faut composer avec ’elément déduit du chemin tronqué

a— 0 <~—D
~—

= ap
I1 faudrait montrer que 0 est aussi un objet neutre de M1, i.e. que
mo(a,0) = m(0,a) = {0} pour tout a € Ob M

et interpréter ’élément nul dans my(a, b) comme l'application nulle dans MY, De fagon
générale, il faut des conditions qui assurent (sans que M soit forcément ponctuée) que

M Lo mxu?

commute aux sommes finies, aux produits finis (donc v(ppr) = Pums-1, resp. y(em) =
ems-1) ().

Supposons enfin que M soit additive, et méme k-linéaire (k un anneau fixé), i.e. on a de
plus un homomorphisme d’anneaux

On doit supposer quelque compatibilité de ¥ a la structure additive, p. ex. que la somme
directe de deux fleches dans ¥ est dans X, et sans doute quelque chose de plus fort, du
genre ‘lemme des cing’ pour . (Mais on ne suppose pas forcément M abélienne, donc
on aurait dia mal a formuler un lemme des cinq?)

[page 19]

Mais peut-étre ici faut-il un axiome plus subtil, p.ex. (si \E,J_/ et Q existent (7)) que

suspension
I’ensemble des morphismes d’adjonction {2 —id, id — QY soit [formé d’]Jisomor-

phismes, ce qui implique que €2 resp. ¥ est pleinement fidele. En tous cas, l'attente
naturelle ici, ¢’est que ChZ (a,b) soit non seulement dans Hot,, mais méme dans la caté-
gorie D=°(k-Mod), sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée D~ (k-Mod) formée des
K tels que H(K) = 0 si i > 0. On peut aussi la noter D>o(k-Mod), I'interprétant en

63 faire.
“cf. plus bas ce que ¢a signifie.
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termes de complexes de ‘chalnes’ plutot que de cochaines. Ici les accouplements doivent

correspondre & 1'opération x :é{)k dans Dsg(k-Mod), admettant k& comme objet unité, et
mo(K,) ~ Hy(K,).
Donc on doit avoir
Hom ext(a, b) é}k Hom ext(b,¢c) — Hom ext(a, c),

ou cette fois Hom ext désigne l'objet de Dx((k-Mod), au lieu d’un objet de Hot seulement,
ou de Hot,. On utilise les foncteurs

D+y(k-Mod) — Hot, — Hot

[page 20]

pour faire le lien avec la théorie ponctuée dans Hot,, ou [1a] théorie générale dans Hot.
Si on désigne par
vl Dzo(k?—MOd) — HOt.

L
le premier de ces foncteurs, il ne commute pas aux produits * (®j et X respectivement),
mais on a, pour P,, () variable dans D>((k-Mod), une fleche fonctorielle canonique

P B5 Qa) = 4(P.) x 1(Qu)
‘k-bilinéaire’, ce qui montre que de donner des accouplements
P. Qs —*~ R,
d’ou
(+) Y(PaxQa) T 5(R.),

est I'un et l'autre plus fin que de se donner seulement

C

(*) Y(Po) % 7(Qs) —> 7(R.),

vu quune donnée (*) impliquera une donne (*') par

(P x Q)
>\
Y(Pa) * v(Qa) - v(R.).

Ceci vu, on s’attend bien a avoir une théorie forte des accouplements
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L
Hom exty(a, b) @, Hom exty(b,¢) — Hom exty(a, ¢),
d’out on déduira les accouplements plus faibles dans Hot, (au lieu de Do(k-Mod))

Hom extyet, (@, b) X Hom extyey, (b, ¢) — Hom extye, (a, ¢).

3°) Revenant au cas M ponctuée sans plus, QUILLEN définit, pour a, b dans M,
™ (CL, b) = m (a> b ) 0a> Ob)

comme bifoncteur sur (MX71)? x (ME™1) (avec les notations de 1°)). Si ce que j’avance
sans preuve dans 1°) est vrai, il doit s’ensuivre qu’on a un isomorphisme canonique

m(a,b) ~ m(Ch(a,b)),

ot ChZ (a,b) est vu comme objet de Hot,, donc son m; est défini. On a en tous cas,
sans aucune référence a des cofibrations et des fibrations, un bifoncteur a valeurs dans
Groupes, composé dans

(a,b) Chgo (a,b)

(MEH° x (M) ~ Hot, — (Groupes).

Si pour a fixé, b variable,
b — mi(a,b)

est représentable, on note I'objet qui le représente par (a) (suspension — ne pas confondre
ce ¥ avec ¥ C FI(M), qu’il vaut mieux maintenant noter W, comme ‘weak equivalence’).
Donc

[page 22]

Hom(Xa,b) ~ m(a,b),

et Xa dépend fonctoriellement de a, sous réserve d’existence. S’il existe toujours, on a
Y MW — MWL

On définit de méme, sous réserve d’existence,
Q: MW= — MW™!

par
Hom(a, Qb)) ~ m(a,b),

et si tous les deux existent, on a la formule d’adjonction

Hom(Xa,b) ~ Hom(a, Qb) (~ mHom extyes, (@, b)).
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L’existence de

Q: MWt — MW=L oude

o MWL — MW
voire méme des deux a la fois, apparait comme une hypothese @ extréemement forte
sur (M, W). Cette condition plus celle @ que les Ch.(a,b) soient homotopes a des

catégories de Thomason-Kan, ou (ce qui revient au méme, a peu de choses pres?) que
Yi— Hom (yypy- (ay, by ) transforme Hot-équivalences de Cat en bijections (ne serait-ce

que pour Y fixé ...), semble le test crucial pour savoir si ‘(M,X) [plutdt (M, W)] se
préte a une théorie homotopique ‘dans M’ ’. Je doute que
[page 23]

ces conditions puissent étre satisfaites pour M finie, sauf dans le cas trivial ot M = (),
ot MYt [plutst MW 1] est équivalente a la catégorie ponctuelle.

Un troisieme test @ qui me parait important (mais peut-étre ga résulte du reste), c’est
les formules dans Hot,

Hom extq(Xa,b) =~ Hom exte(a,20)
~ QHomexte(a,b),

()

ou le Hom ext, désigne le Hom externe a valeurs dans Hot,. Il faut le voir séparément
(sous condition d’existence soit de €2, soit de X) comme deux formules ‘duales’ I'une de
I'autre,

Hom extq(a, 2b) ~ QHom ext,(a,b)

Hom exte(Xa,b) =~ QHom ext,(a,bd),

()

isomorphismes de groupes dans Hot,. (NB Qb est un objet groupe de MW ™!, car il
représente un contrafoncteur a valeurs dans Gr, et de méme Ya est un cogroupe de MW L,
Le foncteur y+—— Homext(a,y) doit commuter aux produits finis, et donc transformer
objets groupes en itou. Et de méme x+—— Homext(z,b) doit transformer sommes finies
en produits finis, donc cogroupes en groupes (%).)

Je me suis convaincu que les isomorphismes (x*) n’ont de chance d’exister que si on a la
condition préalable @

8Le foncteur © doit provenir d’'un endomorphisme du dérivateur D = D w, et celui-ci doit étre
exact a gauche, et dualement pour X.
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[page 24]

3 Essai de construction du foncteur )

Il n’y a sans doute guere de chance de prouver quelque chose sur le foncteur
Q: MW — MW,

sans tenir en mains une construction plus ou moins explicite de celui-ci. Je vais essayer, en
m’inspirant de QUILLEN, de dégager des conditions générales sur (M, W) (plus générales
que celles de QUILLEN) qui assurent l'existence de €2, et permettent de le construire.
L’idée géométrique remonte a SERRE-CARTAN. Il s’agit, pour un objet S de M, de
construire un objet Ch(S) dans M, jouant le role d'un ‘espace de chemins’; et qui doit
s’inclure dans un diagramme de factorisation de diagg : S — S x .S (on suppose que dans
M les lim finies, donc les produits finis, existent)

S

|

', Y
|
\

Ch(S)

\ps
Y

Sx S8 «——e.

diagg

La propriété essentielle, c’est que p soit une ‘fibration’ (dans un sens convenable, a dé-
gager).

[page 25]

A titre accessoire il peut étre utile (peut-étre) que i soit une ‘cofibration’ (). On définit
Q(S) comme la fibre de Ch(.S) sur Sx .S (par rapport a l'unique morphisme e = e — S
S, ol eprq est 'objet nul de M).

Ch(S) Qs
S xS e.

et peut-étre que S — e soit également une fibration ?
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C’est un objet de M, qu’on regardera surtout comme un objet de MW =L, Il faut s’assurer
qu’on a une bijection fonctorielle en 7" dans MW !

mCh% (T, S) ~ Hom 1 (T,0QS).

E o (T,5) L moChl (T,05)

Pour cela, il s'impose de comparer

@ovg (T, QS) et QHot. (@Z(Ta S)) )

‘par définition’

P BB on L (CHI(T.5)0,0)

puisqu’il s’agit de construire une bijection entre leurs 7.

Version 12 mars 2002 16



