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Comme le formalisme ‘simplifié’ des chemins que j’ai voulu dégager a la va-vite s’est
révélé d'une lourdeur insupportable, de nature a le rendre quasiment inutilisable, je vais
essayer de dégager un formalisme souple, collant a l'intuition, au prix seulement d’un
effort conceptuel supplémentaire.

1 Intervalles et leur variantes

On appelle catégorie intervalle standard une catégorie définie par un ensemble ordonné,
dont I'ensemble des élements est un intervalle d’entiers [0,n] (n € N, on n’exclut pas le
cas n = 0, i.e. de la catégorie ponctuelle {0}) :

ObI =[0,n] C N,

et satisfaisant I’hypothese suivante :

a) pour toute paire de deux sommets consécutifs i — 1, i de I (1 < i < n),ily a
une fleche qui les relie, donc soit ¢ — ¢ + 1, soit ¢ «—1¢ + 1 [plutdt ¢ — 1 —1,
i —1<—1] (cette fleche est notée u;,

(i—1) =i ou (i—1)~=1i ).

b) La catégorie I est engendrée par I'ensemble de ses fleches w; (appelées fiéches de
transition).

La fleche de transition est dite directe si elle va de i — 1 a i, rétrograde dans le sens inverse.
Si on affecte 'intervalle [i — 1, 4] du signe + ou — suivant que u; est directe ou rétrograde,
on voit donc que les

[page 2]

intervalles standard de longueur donnée n correspondent biunivoquement aux systemes
de signes 4+ ou — sur les n intervalles de transition [ — 1,7] (1 <7 < n), il y en a donc
2", Le sommet 0 est I'origine ou la source de 'intervalle, le sommet n 1’extrémité ou le
but de 'intervalle.

Un intervalle standard est orienté, du fait qu'on a la relation d’ordre total naturelle sur
'ensemble de ses sommets, savoir celle des entiers dans [0,n]. Quand on parlera de la
relation d’ordre sur I, qu'un sommet ¢ en ‘précéde’ ou ‘suit’ un autre j (i < joui > j
respectivement), c’est de cette relation d’ordre qu’on voudra parler. Celle associée a
la structure de catégorie ne sera jamais regardée comme une relation d’ordre. Il y a
également une relation d’ordre total naturelle sur I’ensemble des fleches de transition wu;
(1 <i < n), donnée par la relation d’ordre des entiers i, 1 <1i < n, qui les indexent. On
dira qu'une fleche ¢ [plutdt u,] de transition précede ou suit une autre [u;], ou qu’elle
est successeur immédiat ou prédécesseur immédiat d'une autre (sii =j+1oui=j—1).
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Si on a un ensemble d’entiers
ECZ,

on considérera dans E la relation d’équivalence engendrée par la relation entre deux
éléments (i,j) de E : j est successeur immédiat de i dans Z (i.e. 7 = i+ 1). Deux
éléments distinct 7, 7 de E sont congrus pour cette relation si et seulement si 'intervalle
d’entiers qu’ils déterminent est C E, donc

sii < j,ietjsont ‘connectés’ dans E si et seulement si [i, j] C E.

[page 3]

Quand on parlera des ‘composantes connexes’ de F, il s’agira toujours des classes suivant
cette relation d’équivalence.

Nous identifierons ’ensemble des fleches de transition Fltr(I) de I a Uintervalle d’entiers
[1,n], donc & une partie de Z. Si on a une partie £ C Fltr(/), on y a donc la notion
de fleches de transition ‘connectées’ dans FE, et la notion de connexité pour E. Sii < j,
u; et u; sont connectées si et seulement si toutes les fleches de transition intermédiaires
entre u; et u; sont dans E. Et E est connexe si et seulement s’il est soit vide, soit formée
d’une suite de fleches de transition dont chacune est successeur immédiat de celle qui la
précede,
E={uj vy w0},

ou [ est le cardinal de E. Une telle E est appelée une chaine de fleches de transition, et [
est sa longueur. Une chaine est dite composable si le composé w;,; ;0---0ow; ;ou; [ou
U; O Ujyq O...0U; ;1] aun sens, i.e. si elles sont toutes de méme sens, soit directe, soit
rétrograde.

On désigne par Fltr™(I), Fltr—(I) I'ensemble des fleches de transition directes, ou rétro-
grades, respectivement. Leurs composantes connexes ne sont autres que les chaines com-
posables maximales. Ainsi, les chalnes composables maximales forment une partition de
I’ensemble des fleches de transition, en intervalles d’entiers mutuellement disjoints. Les
chaines forment elles-mémes un ensemble totalement ordonné

Cl,Cg,...Cr (1§7’§n)

L’entier r s’appelle la ‘longueur utile” de 'intervalle

[page 4]

I, c’est donc le cardinal de ’ensemble de ses chaines composables maximales.

Deux chaines composables maximales [consécutives] sont toujours de signe opposé, si
I'une est directe 'autre est rétrograde, et inversement. La premiere chaine composable
maximale C (disons simplement ‘chaine structurale’) a le méme signe que u;; [on] dit
que la direction initiale de I est directe, resp. rétrograde, s’il en est ainsi de u;, ou ce

qui revient au méme, de C;. De méme on définit la direction finale de I comme celle de
u,,, ou encore celle de C,.. Direction initiale et finale sont égales si la longueur utile r est
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impaire, inégales si elle est paire. (NB Ce n’est que pour n = 0, i.e. quand I = {0} est la
catégorie ponctuelle, que direction initiale et direction finale ne sont pas définies.)

Les chaines composables correspondent aux sous-catégories pleines de I qui sont isomor-
phes a une catégorie A; (ou ¢ est la longueur de la chaine). Notons que A; n’a pas
d’autre automorphisme que l'identité, donc les chaines maximales de longueur donnée
1 > 1 correspondent exactement aux foncteurs

qui sont injectifs sur les sommets. Un tel foncteur est pleinement fidele, et un monomor-
phisme. Ce foncteur définit une application strictement croissante ou strictement décrois-
sante sur

[page 5]
les sommets, suivant que la chaine est directe ou rétrograde.

Notons que tout simplexe type A;, ¢ > 0, peut étre vu comme un intervalle, de longueur
i, de longueur utile 1 (si ¢ > 1, 0 si ¢ = 0). Son origine est 0, son extrémité est i.
Mais appelons une catégorie quelconque une catégorie intervalle si elle est isomorphe a
un intervalle standard. Notons ici

Proposition 1. Soit I un intervalle standard de longueur n > 1.

a) Soit i € I. Pour que i € {0,n}, i.e. pour que i soit un des deuz ‘bouts’ (ou
‘extrémités’) (source ou but) de I, il faut et il suffit que l'une des deux catégories
I/i ou i\I soit la catégorie ponctuelle et que lautre soit isomorphe a un A; ().
(Caractérisation intrinséque des bouts d’un intervalle.) Pour que i soit la source, il
faut et il suffit que i\l [phrase incompléte]

b) Tout foncteur I — I qui fize les deux extrémités de I est l'identité.

Corollaire. Le groupe des automorphismes de I a au plus deux éléments. S’il en a deuz,
Uautomorphisme non trivial échange les deux extrémités. (On dit alors que l'intervalle
est symétrique. )

[page 6]
NB Si i n’est pas un bout, et si néanmoins 'une des deux catégories i\ I, I /i est ponctuelle,
disons [ /1, alors au voisinage immédiat de i, I a la forme

Y, Uitq

1—1 ) 141

(u; rétrograde, w;,, directe - si c¢’était i\I la ponctuelle, alors u; serait directe, wu;
rétrograde - en tous les cas ces deux fleches sont de sens opposé, i.e. non composables).
On trouve donc que i\I est une catégorie de la forme

Lott j est la longueur de I'unique chaine structurale qui ‘touche’ i (i.e. telle que i soit dans la sous-
catégorie pleine définie par ladite chaine).
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v .

1—7r 147,

ou r est la longueur de la chaine structurale contenant w;, s celle de la chaine structurale
contenant u; ;. Cette catégorie est une somme amalgamée A, 1A, (recollées suivant leur
origine), mais n’est pas isomorphe a une A;, p. ex. faute d’avoir un objet final.

Cette observation prouve a). Pour prouver b), il suffit de prouver que l'ordre total sur
I est déterminé de facon intrinseque, par le choix de ['origine sq de I (parmi ces deux
extrémités). Supposons que l'on ait déja déterminé intrinsequement les sommets sg, $1,

, 8; (1 > 0). Comment déterminer s;,1? (Quand i < n.) Soit I’ la sous-catégorie pleine
de I

[page 7]

formée des j € I qui ne sont pas parmi les s; [plutdt s,] déja construits, sauf le dernier
s; (donc s; € I') card I’ > 2). Alors I’ est isomorphe a un intervalle standard, avec s;
correspondant & l'origine. Une des catégories i\I, I /i est ponctuelle, 'autre isomorphe &
une catégorie A;, et de plus, 7 est objet initial ou final de A;. Si c’est I'objet initial 0,
on prend pour s;4 le successeur immédiat de ¢ dans A;. Si c’est 1'objet final j, on prend
pour s;;1 le prédécesseur immédiat j — 1.

Si on était parti du but n de I, au lieu de partir de la source, on aurait trouvé la
relation d’ordre total opposée. Affectant 1’élément but du numéro d’ordre 0, on trouve
une renumération de I, ¢ devenant n — 7, et les fleches de transition qui étaient directes
pour la relation d’ordre initiale, deviennent rétrogrades dans la relation d’ordre opposée,
et inversement. On voit ainsi :

Proposition 2. Si I est un intervalle standard, il existe un unique couple (I',0), ot I'
est un intervalle standard, et 6 un isomorphisme I > I' qui transforme le but de I dans
la source de I' (et la source de I en le but de I').

Cet intervalle I' est appelé I'intervalle opposé de I. 11 faut le voir, intrinsequement, comme
la ‘méme’ categorie I, mais avec une ‘orientation’ opposée.

[page 8]

Une fagon plus claire de voir ceci est la suivante. Soit J une catégorie intervalle, i.e.
isomorphe a un intervalle standard. Alors il y a exactement (si I % e) deux couples (1, 60)
d’un intervalle standard I et d’un isomorphisme 6 : [ =~ J. Ces deux isomorphismes
induisent sur J deux ordres totaux, opposés I'un de l'autre. Chaque couple est déterminé
de facon unique par ledit ordre total, qu’on appelera une orientation de I'intervalle J.
Ainsi J a deux orientations, et chacune détermine un isomorphisme orienté (i.e. respectant
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les orientations) de J avec un intervalle standard (?). Ces deux intervalles sont les mémes
si et seulement s’il existe un automorphisme de J (nécessairement unique) qui échange ses
deux orientations, ou ce qui revient au méme, qui échange entre elles les deux extrémités.
(Ainsi les catégories opposées 'une de l'autre

s AN

sont chacunes des intervalles symétriques.) Choisir une orientation revient aussi ‘a choisir
I'origine parmi les deux extrémités.

Notons que la catégorie opposée a un intervalle est un intervalle, et la catégorie opposée
a un intervalle standard est l'intervalle standard qui s’en déduit en changeant tous les
signes sur les intervalles de transition [i — 1,4] (1 < i < n). On se gardera de confondre
la propriété I ~ I°, avec la propriété de symétrie.

[page 9]

Ainsi les deux catégories (¥ et @) ci-dessus sont symétriques, mais opposées 'une de
I’autre sans étre isomorphes. D’autre part, les A; ne sont pas symétriques, mais chacune
isomorphe a la catégorie opposée.

Si I est isomorphe a la catégorie opposée I°, et si 6 est un tel isomorphisme (nécessairement
unique), alors il est immédiat que € renverse 'orientation (sinon ce serait I'identité sur les
sommets, et les fleches de transition seraient a la fois directes et indirectes), donc #(0) = n,
0(1) = n — 1, et on veut que u; et u, sont de méme signe. Mais si I est symétrique, u,
et u, sont de signe opposé. Donc I ne peut étre a la fois symétrique et isomorphe a
I'intervalle opposé [plutdt a la catégorie opposée; exception : [ = {0}].

Pour toute catégorie A;, celle-ci étant un intervalle, il y a (si ¢ > 0) deuz orientations.
En tant qu’intervalles orientés, il y a A (avec l'orientation ordinaire, donné par 1'ordre
ordinaire sur Ob A; = [0,1]), et A; avec l'orientation opposée.

2NB On parlera de l'intervalle orienté opposé I°PP d’un intervalle orienté I, qu’il faut se garder de
confondre avec la catégorie opposée I°. Ici I°PP a méme catégorie sous-jacente que I, mais avec une
orientation opposée.
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[page 10]

2 Sous-catégories pleines d’un intervalle

Soit I une catégorie intervalle orientée, de longueur n > 1. Nous identifierons Ob [ a
I'ensemble des entiers [0, n]. Pour une chaine w;, w1, ..., u;;_; de fleches de transition
dans I, on appelle domaine de la chaine, I’ensemble des sources et de buts de ces éléments.
C’est donc un intervalle d’entiers [i — 1,7+ — 1], de longueur [ égale a celle de la chaine,
dont l'origine est déterminé par la premiere fleche u; de la chaine (c’est sa source, si u;
est directe, et son but si u; est rétrograde), et dont l'extrémité est déterminée par la
derniere u;,;_;. Les intervalles d’entiers (vus comme des sommets de I) correspondant
aux chaines structurales sont appelés les intervalles structuraux ou intervalles critiques de
I. Contrairement aux chalnes structurales, ces intervalles ne forment pas une partition
de I, puisque deux intervalles structuraux peuvent avoir une extrémité commune. Si les
chaines structurales sont

Ci, Cy, ..., C, (r = longueur utile de I)

de longueurs
l17 l27 ) l’/‘v

alors les intervalles structuraux sont

0,4], L,h+1], ..., b+ +l_, b+ + 1+
I I I
1 2 r

une suite d’intervalles d’entiers dont deux consécutifs ont une extrémité commune, et tels
que si ¢ < j, chaque élément de I soit < chaque ¢élément de ;. On appelle sommet critique
de I les extrémités des intervalles structuraux.

Proposition 3. Soit s € I, soit I' = I/s (sous-catégorie pleine de I des s tels qu’il
existe s' —s), I" = I/s [plutdt I” = s\I1, I} = (I/s)\{s}, I} = (s\DI)\{s} (*). Pour
que s soit critique, il faut et il suffit que I'\{s} soit catégorie somme de I et I].

[page 11]
Proposition 4. Soient i,j dans I, avec i < j. Conditions équivalentes :
a) Il existe une fleche entre i et j (soit i — j, soit j —1).
b) i et j appartiennent a un méme intervalle structural (nécessairement unique).

¢) La sous-catégorie pleine de I définie par l’ensemble d’objets [i,j] est isomorphe a
une A, (on aura o =j —1i).

3i.e. qu'on ait : il n’y a pas de fleches entre un élément de 1)) et un élément de I7).
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On dira alors que i et j sont directement connectés dans I. (Et on utilisera la méme
terminologie dans une catégorie quelconque : ¢ et j sont directement connectés si et
seulement si Hom;(7, j) ou Homy(j,7) est non vide.)

Proposition 5. Soit J C I une partie de I, considérons la sous-catégorie pleine de [

qu’elle définit. Alors :

a) Les composantes connexes J, de J sont des intervalles et ['ordre induit sur un J,
par celui de I est une orientation (dite orientation induite) de J,.

b) Supposons card J > 1. Soit i le plus petit élément de J, j le plus grand élément,
donc i < j. Pour que J lui-méme soit un intervalle, il faut et il suffit que tout
sommet critique dans [i,j] soit élément de J.

().
NB Si s € [i, j] est un sommet critique de I qui n’est pas dans J, alors par la proposition 3

il disconnecterait J, i.e. J serait somme directe de deux sous-catégories J’ et J” non vides
(1€ J, j€eJ"), donc J ne serait pas un intervalle.

[page 12]

Corollaire. L’ensemble des sommets critiques de I est aussi [’ensemble des sommets du
plus petit sous-intervalle de I contenant les extrémités. Plus généralement, si i < j sont
deux sommets de I, le plus petit sous-intervalle de I contenant i, j est formé de 1, j et
des sommets critiques s tels que i < s < j.

Définition. Un intervalle est dit réduit (ou irrédondant) si tous ses sommets sont cri-
tiques, ou ce qui revient au méme, si ses chaines structurales sont de longueur 1.

Un intervalle orienté réduit est connu, a isomorphisme pres, quand on connait

a) sa longueur n,

b) sa direction initiale + (directe) ou — (rétrograde).

NB Cette direction est la méme que la direction finale si n est impair, elle est opposée si
n est pair.

Ainsi, suivant les deux cas de direction initiale, on trouve

0—1+—2—» .- e (Avec n — 1 —mn si n impair,
n—1<—n sin pair.)
O«—1—2<«— ... R (] (Avec n —1<—n sin impair,

n—1—n sin pair.)

40n appelle sous-intervalle de I une sous-categorie pleine connexe, i.e. qui est elle-méme un intervalle.
Notons d’ailleurs que toute sous-catégorie I’ de I qui est un intervalle, est nécessairement pleine, cf. plus
bas [paragraphe] des foncteurs entre intervalles.
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Proposition 6. Un sous-intervalle J, ayant i et j (i < j) comme plus petit et plus grand
sommet, est réduit si et seulement si tout s € J distinct de v et de j est critique.

Corollaire. La sous-catégorie pleine de I formée des sommets critiques est un sous-
intervalle. On Uappelle l'intervalle réduit associé a I, noté I..
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[page 13]

3 Chemins. Catégorie de chemins d’un type donné 7.

Soient I un intervalle orienté, et X une catégorie. On appelle chemin de type I dans X
tout foncteur I — X, et catégorie de chemins de type I dans X la catégorie

Ch;(X) = Hom(/, X).

Comme [ est canoniquement isomorphe a une catégorie intervalle standard Iy, on peut
identifier les chemins de type I, au de type Iy. Le type 7 d’un chemin le longueur n
(= card I) dans X peut donc étre décrit par une suite de n signes + ou —

T, T2y« 5 Tn (r; € {—1,+1} pour 1 <i <mn).

A cause du fait que I est engendré pas ses fleches de transition, un foncteur ¢ : I — X
est déterminé quand on connait

a) Les ¢(i) (i € I), i.e. une suite de n + 1 objets de X :

Qg, A1, ..., Qn (S)a

b) Les c(u;) (ou les u; sont les fleches de transition dans I), i.e. pour tout ¢ € [1,n] une
fleche w; dans X entre a;_; et a;, allant de a;_; dans a; si u; est directe (1; = +1),
et de a; dans a;_1 si u; est rétrograde (17; = —1),

et a toute telle donnée a), b) correspond un foncteur. Ainsi on pourra identifier les chemins
de type I
[page 14]
dans X aux diagrammes du type précisé dans X. Et les morphismes entre chemins

~ . . N o
correspondent de méme aux morphismes entre diagrammes a et a’, une fleche a — a’
étant donc une suite de n + 1 fleches

/ .
Q; a;—ay, i €0,n],
satisfaisant la condition de commutativité pour les n carrés

U
Qi1 — G4

ai_1\ \ai (cas u; directe)

/ u; !
Q1 —

5ag est dit la source du chemin, a,, son but.
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ou

a;

@iy ai (cas u, rétrograde)

a ug a
i—1 i

Si on a une fleche entre deux sommets quelconque ¢, j dans I, avec ¢ < j et j non
successeur immédiat de ¢, alors 7, j appartiennent a un méme intervalle critique, et dans
I on aura

joHL Y --~j—1ﬁ>j une chaine de longueur j —¢ > 2

ou

t—i4+1l+— - j—1+—7,
et la fleche correspondante entre a; et a; s’obtient en composant les fleches u; correspon-
dantes.

[page 15]

Exemples.

1. I =Ag=¢, Ch;(X) ~ X. Les chemins de longueur 0 s’identifient aux objets a de
X. L’unique élément id, de F1(I) donne id, dans X.

2. I = A, Ch;(X) ~ FI(X). Les chemins de type A} sont ceux de longueur 1 et
directs, i.e. donnés par une fleche

ap —>

dont la source est aussi la source ag du chemin. Par contre, les chemins de type A
sont donnés par des diagrammes

Gy — aq,

i.e. par des fleches dont le but est considéré comme source du chemin. Bien str,
les catégories Ch Al+(X ) et Ch a7 (X) sont canoniquement isomorphes, mais par un
isomorphisme qui échange source et but du chemin. Nous nous garderons donc bien
de confondre les deux chemins précédents.

[page 16]
3. A, Ay, correspondant aux diagrammes
ap —> Qa1 —> Q2

resp.
Qg —— @1 = a2,

on peut faire une remarque similaire que pour Af, A7.
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4. &, Uy, ce sont respectivement les intervalles

0
Oy 0212 ou 1< ,
2
et
0
Ty: 011 ou 7
\2

Ils correspondent respectivement aux diagrammes

uo ul
Qg +—ap —>az

et
ag —> a1 +— Q9.

Les catégories @1, W, sont opposées 1'une de 'autre, et ne sont pas isomorphes.
Aussi n'y a-t-il en général aucun isomorphisme entre Chg, (X) et Chy, (X).

Soit I un intervalle orienté, et considérons 1intervalle opposé I°PP, ayant méme catégorie
sous-jacente mais 'orientation opposé. Comme la définition de la catégorie des chemins
du type I ne fait pas intervenir l'orientation de I, on a donc un isomorphisme canonique

Chy(X) == Chyops (X).

[page 17]

Néanmoins on se gardera de confondre un chemin de type I avec le chemin opposé de
type I°PP, la source de 'un étant le but de ’autre et inversement. C’est dire qu'un chemin
doit étre vu comme plus qu’un simple foncteur

[— X,

il faut de plus se donner I’ orientation de I comme faisant partie de la structure de chemin.
Donc la définition formelle raisonnable, qui colle a I'intuition du chemin comme allant
d’une source bien définie vers un but également bien défini, c’est quun chemin (défini
en termes d’une catégorie intervalle I) est la donné d’'un couple (w,c), o w est une
orientation de I, et ¢ un foncteur ¢ : I — X. Quand on regarde la catégorie des chemins
d’un ‘type’ déterminé, ce type est (I,w), et non I. C’est quand w est fixé une bonne fois
que cette catégorie s’identifie impunément a Hom(/, X') sans plus.

Il faut voir cette catégorie de chemins comme munie de la structure essentielle

@(l,w)(X) c—(o(c), B(c))
) ou o(c)
)

Ble

est la source,
le but de c.
X x X
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[page 18]

Ce foncteur s’identifie au foncteur de composition

c—>coq
ou « est le foncteur d’inclusion
e T
e =1{0,1}, catégorie discrete a deux éléments,

a donné par «(0) = source de [

a(l) = but de I.

Si w" est 'orientation opposée de I, on a un diagramme commutatif
@(I,w) (X) - @(Lw’) (X)

~

\ (0.8) l ("8
S

X xX X x X,

ou s est le foncteur de symétrie
s(z,y) = (y,2)
(). Donc l'isomorphisme ¢ ne respecte pas les fleches structurales ‘source-but’ (o, 3).

Il y a cependant un embarras quand il existe un isomorphisme d’intervalles orientés
0:(I,w)—=>(I,u"),

i.e. quand I est symétrique. Ce n’est pas le cas pour les A; (i > 1) (ces catégories n’ont
pas d’autres automorphismes que 'identité), mais c’est le cas pour les catégories ®;, ¥y
de I'exemple 4°, plus généralement

[page 19]

pour les catégories réduites de longueur paire. Comme chaque fois qu’on a un isomor-
phisme 6 d’intervalles orientés, on trouve un isomorphisme entre les catégories de chemins
de type (I,w) et (I,w)°P? = (I,w'), compatible cette fois avec les foncteurs (o, 3) :

47

~

@(I,w) (X) @(I,w’) (X)
(0,8) (¢",8")

X x X.

6Le foncteur ¢ est celui qui associe & tout chemin ¢, de type 7, le chemin opposé c°PP ou ¢!, de type
TOPP. Si 7 = 79PP_ c’est donc un chemin de méme type, et ¢ est un automorphisme de Ch_(X). Cet
automorphisme (fonctoriel en X) est déduit d’un automorphisme 6 de I, cf. ci-dessous.
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[page 20]

Il est bon de regarder un type de chemins comme une donné non catégorique, mais combi-
natoire, une simple suite 7 de n signes 7; (1 <7 <n) 4+ ou — (n = longueur des chemins
envisagés). Cette donné combinatoire définit un intervalle orienté standard, I.. Quand on
a un intervalle orienté quelconque (7, w), il définit un type 7, et on l'identifie canonique-
ment au type I;. Il vaut mieux écrire Ch,(X), plutot que Ch;,,(X), pour bien indiquer
que pour X donné, c’est la une catégorie totalement ‘épinglée’, sans automorphismes liés
a la nature particuliere de 7 (a des automorphismes de 7!).

On peut préciser ce point ainsi. Soit 7/ un autre type d’intervalles, et proposons-nous de
déterminer des ‘lois’ qui permettent a tout chemin de type 7 dans une catégorie arbitraire
X, d’associer un chemin de type 7 de cette méme catégorie, et ceci de fagon ‘fonctorielle’,
i.e. compatible avec les applications horizontales

Ch, (X) Y, Ch(X)

Lx

associées a un foncteur f: X — X'
[page 21]
Par exemple, prenant le type A (i.e. +1,+1), correspondant aux chemins

ul u
ag —> a1 —* a2,

on peut associer & un tel chemin le chemin de type [A]]

uUUL
ap —* a2,

ou aussi le chemin de type Aj

U2U| id
ag —> G2 —* A2,

etc. Comme le foncteur

X b Ch(X) (= ObCh (X))
Cat — (Ens)

est représenté par 'objet I de X [plutdt de Cat], le sorite des foncteurs représentables
nous dit que de telles lois de formation de chemins de type 7 a partir des chemins de
type 7/ [plutdt 7' & partir des chemins de type 7] correspondent biunivoquement

aux fleches dans Cat
Iﬂ“f']}7
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en prenant simplement la ‘loi’ correspondante a ¢
c—>coyp pour c¢: [, — X.
De fagon plus précise, 'application naturelle

Homea (17, I;) — Hom(Ch,, Ch,/),

= ObHom(I/,I;)

[page 22]

olt le deuxieme Hom est considéré comme un Hom d’objets dans Cat” = Hom(Cat, Ens).
Ainsi, dans les deux exemples plus haut, ot 7 = AJ et 7/ = A ou AJ, les foncteurs en
sens inverse sont

af { o -1 -2

Af { o 1
et

Ay { o -1 -2

Af { o -1 - 2.

C’est la un principe général pour ramener toutes les ‘opérations’ £+ canoniques sur des
chemins dans des catégories arbitraires, et des énoncés les concernant, a des questions
ol X disparait et ou on travaille dans les catégories intervalles elles-mémes. Un des
avantages techniques, c’est que ce sont des catégories fort petites, donnant lieu de plus
a une intuition topologique sire (qui risque de se volatiliser par moments en travaillant
dans des catégories de chemins), et aussi que dans de telles catégories, donc aussi dans
les catégories de foncteurs entre elles, il y a toujours au plus

[page 23]

une seule fleche allant d’'un objet donné vers un autre. En d’autres termes, dans de telles
catégories tous les diagrammes sont commutatifs.

Bien str, on voit aussi que si on a une loi de formation L de chemins de type 7’ a partir
de chemins de type 7 (avec la condition de fonctorialité par rapport a la catégorie X ou
on prend les chemins), cette loi est nécessairement fonctorielle par rapport auz chemins :
si on a un homomorphisme

v /

c—C dans Ch_ (X)),
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alors la loi L ‘se prolonge’ a de tels v pour donner

L(v)

L(c) = L(c),
avec les relations habituelles
L(id¢) = id ), L(v'v) = L(v")L(v).

Cela résulte de la description de L comme une opération L, en termes d'un foncteur bien
déterminé
@
IT’ - 177

lequel a son tour donne pour toute X un foncteur

Ch (X) — Ch.(X)
¢ > coyp
plus précis que simplement un application Ch,(X) — Ch,(X) entre les ensembles d’objets
correspondants.
[page 24]

On a le choix maintenant entre

a) Une étude plus ou moins systématique des foncteurs entre intervalles. Je préfere
attendre pour cela d’avoir besoin de ceci et de cela, et de ne faire que le strict
minimum pour les constructions que j’ai en vue.

b) Une description de la compositions des chemins.

¢) Un formalisme des catégories de chemins de type non précisé.

Comme mon objectif est surtout de décrire de telles catégories Ch(X) (sans indice 7!),
avec des bonnes propriétés, je commencerai par c), regarderai ensuite b) comme un test
crucial pour l'utilisabilité des notions obtenues, et enfin m’occuperai de a) quand je saurai
de quoi j'aurai en besoin.
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4 Catégorie de chemins Ch(X)

Je veux ‘inclure’ toutes les catégories Ch_(X) de chemins de tous les types qu’on veut,
dans une méme catégorie Ch(X). Rappelons

Ch

-(X) = Hom(I+, X),
ou I, est l'intervalle (orienté) standard de type 7.
L’ensemble de tous les types d’intervalles

[page 25]

peut étre identifié au monoide libre Ty & deux générateurs A* et A~, dont les éléments
sont les suites finies quelconques (eventuellement vides) d’objets alternativement égales
a At et & A~. Sile premier élément est AT, on a un type de chemin & direction ini-
tiale directe, rétrograde dans le cas contraire. La décomposition de I, ou de FI(I;), en
intervalles critiques correspond a l’écriture réduite d’'un mot comme

(AT (A2 - (A (A” = A* si r impair, A" = A~ si 7 pair),
ou comme
(A7) (AT (AT (A” = A~ si r impair, A" = A" si r pair).

Les [; sont les longueurs des intervalles critiques successifs (ou des chaines structurales
successives), leur nombre est la longueur réduite de l'intervalle.

On va considérer Ty comme I'ensemble des objets d’une catégorie Ty :

ObTy = Ty = monoide libre a deux générateurs A*, A~ précédents.

Si 7,7 € Ty, Hom(7,7") = Homca (I, I/).
(7). On notera qu’on a non seulement un ensemble Homcy (I, I+), mais méme une
catégorie Hom(I, I,), ce qui revient ici a dire que Hom(I, I/) (i.e. Hom(7, 7)) peut étre

vu comme un ensemble ordonné. Mais pour I'instant nous allons ignorer cette relation
d’ordre.

[page 26]

La composition des morphismes est la composition des foncteurs entre catégories I.. Ainsi
on a un foncteur pleinement fidéle (*) canonique

T 1, :BL(Ca’c) ),

"Définition un peu canulée, il faut se borner aux homomorphismes de I dans I,» compatibles avec
source et but - cf. p. 29.

8faux, cf. annotation marginale page précédente - on ne prend pas tous les foncteurs dans Cat entre
IT et IT/.
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par quoi la catégorie I, [plutdt Tyl pourrait s’identifier a une sous-catégorie pleine de
(Cat) (celle des I,). Mais je préfere ne pas identifier 7 € Ty (donnée combinatoire) avec
I. (donnée catégorique).

Soit X une (petite?) catégorie. On a un contrafoncteur

S +— Hom(S, X)
(Cat)° — (Cat)

défini par X, d’ou en composant avec p un contrafoncteur

CH
Ty — Cat.

C’est le contrafoncteur
7+ Hom(I,, X) ¥ Ch (X),

i.e. CHy(r) = Ch.(X).

Mais un contrafoncteur sur une petite catégorie Ty donne lieu & une catégorie fibrée (et
méme scindée) sur celle-ci.

[page 27]

Je vais désigner cette catégorie fibrée par Ch(X). (Provisoirement - si elle s’avere trop
grosse, je la restreindrai ...) Ainsi on a

Ch(X)

Ty .

La fibre de Ch(X) en 7 € Ob Ty est la catégorie Ch, (X) des chemins de type 7 dans X.
Cela nous dit donc quelles sont les fleches dans Ch(X) au dessus des fleches identiques
dans Ty. Mais que sont les fleches plus générales? On se donne une fleche dans Ty

o:T7 —7, ie. Iy 2, I,
quelles sont les fleches de Ch(X) au dessus de ¢? Par le sorite général des catégories
fibrées, si
ceCh(X), = Ch(X) ¥ Hom(I,X)
¢ €Ch(X)y = Ch.(X) € Hom(I,X)

on a

Hom, (¢, ¢) ~ Hom(c, ¢*(c)).
——
= cop

Donc : les homomorphismes du

Yfoncteur réalisation d'un type (combinatoire) d’intervalles.
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[page 28]

chemin ¢ de type 7" dans X, dans le chemin ¢ de type 7, ‘au dessus’ du morphisme ¢ de
7" dans 7, i.e. du foncteur
@ - -[7'/ - -[’7"

est un homomorphisme v de ¢ dans co ¢, i.e.

I —2 1
d @,. c
X.

La composition des fleches est évidente :

IT//

on a /
v: ¢ — cop, doudoy Th (cop)oy
—_———
= co(py’)
v o — o 90,
et ,
V' = (vx ) o, donc ¢’ d oy co(py).
Mais a-t-on des foncteurs source et but @)
o ¢ +— source(c)
Ch(X)—=X 7
g ¢ +— but(c)

Il faudrait donc qu’un homomorphisme v comme dessus
/
v:ic —=cop

définisse
o(c) : source(c’) — source(c)

B(c) : but(¢’) — but(c).
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[page 29]

Mais comme

a(c) = ¢(07), B(c) = ¢(1-)

ou 0,, 1, sont les objets source et but de l'intervalle orienté standard I, ,

et de méme pour 7/, v n’'induira bien

=c(0,s) c(0r)

et itou pour ((¢’) et ((c), que si on impose

80(17’) = 1,

i.e. que le foncteur envisagé ¢ soit compatible avec la source et le but. C’est ce visiblement
qu’il fallait imposer dans la définition de

HOHIB(T’,T) = m@(17,7 L) -

il faut prendre les foncteurs ¢ respectant les structures d’intervalle, i.e. rendant commu-
tatif le diagramme

| —

i S

e={0,1}

définissant Porientation de I+ et de I, (1°). Cette rectification faite, j'ai bon espoir que
la catégorie Ch(X) qu’on vient de construire est ‘la bonne’. On pourrait désigner par
CH(X) la catégorie plus grande, sur la catégorie Typ ayant mémes objets que Ty, mais
plus de morphismes : a savoir

[page 30]
Homry,(7,7') = Homca(Ir, I+)
HOIII&(T, ) = Hom@: (I, 1)
(homomorphismes respectant la structure d’intervalle).
On aura

Ch(X) = CH(X) X1y, Ty,

10Fn fait, il faut sans doute restreindre encore plus les morphismes en exigeant qu’il soient croissants
sur les objets - cf. page 31.
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i.e. Ch(X) est la restriction de la catégorie fibrée CH(X) sur Typ, a la sous-catégorie
(non-pleine) Ty de Typ.

NB Les catégories fibrées CH(X), Ch(X) sur Typ, Ty dépendent fonctoriellement de X,
variant dans (Cat), comme il se doit. Comme de juste, on 8’y intéresse surtout quand X
n’est pas dans (Cat), i.e. quand X est une ‘grosse’ catégorie (telle que (Cat) elle-méme).
Je me dispense d’expliciter ici les questions pertinentes d’Univers.

Deux tests essentiels, pour s’assurer si la notion est bonne

a) La théorie des MX 1.

b) La composition des chemins doit bien marcher.

[page 31]

On a le diagramme de foncteurs canoniques

Ty C—— \Cat

(

Typ &——— Cat,

ol les fleches horizontales sont pleinement fideles.
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5 Propriétés des morphismes d’intervalles

Je me suis plus ou moins convaincu que pour se préter a des calculs et a des raisonnements
simples, il faut encore plus restreindre les morphismes dans la définition de la catégorie
Ty. Je vais exiger que les morphismes 7 —» 7’ soient des foncteurs

w:[THIT/

qui sont compatibles avec la structure d’intervalles orientés de I, I, i.e. qu’ils transfor-
ment source en source, but en but, mais de plus qu'ils soient croissants sur les objets (pour
la relation d’ordre de progression des chemins). C’est une restriction qui géométriquement
me parait assez naturelle. (Elle est similaire a la restriction analogue, dans la définition
pré-catégorique des morphismes entre A; ...) C’est cette hypothese qui permet de faire
une théorie de structure assez simple des morphismes d’intervalles. Mais pour l'instant je
vais distinguer ‘morphismes’ et ‘morphismes croissants’.

[page 32]

Soit
f : [.,- — [.,-/

un morphisme d’intervalles orientés. Considérons les sous-catégories pleines, isomorphes
a des A] ou A; comme intervalles orientés, définis par les intervalles critiques de I,. Ils
forment une suite Y, de sous-catégories de I,

Y = (A7), AL (), AL (7))

dont I, est la somme amalgamée (on reviendra sur ce point plus [bas]), r étant la longueur
utile de 7. On les appelle les sous-intervalles critiques de I.. Ainsi f se décompose en
une suite de morphismes

fii A — T, iel,r],

tels que

a) pour i € [1,7 — 1], le but de f; soit égal a la source de f;;1.
De plus,

b) fi transforme source en source, et f,. transforme but en but.

Inversement, quand on se donne des f; satisfaisant ces deux conditions, ils définissent un
morphisme d’intervalles f unique. (Et si la condition b) n’est pas exigée, on trouve une
description des morphismes de catégories I, — I..)

[page 33]

On va d’abord regarder un foncteur quelconque

f : AfHL—/ (6 € {:i:l})
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Supposons pour fixer les idées que € = +1, i.e. que le premier membre soit un intervalle
critique direct ... On trouve que f se factorise par un sous-intervalle critique de I/, soit
Aj/. I est donc défini par une application croissante de A; dans Aj/ (sie, € [sont] de
meéme signe), une application décroissante dans le sens inverse (). Mais si on exige que
f soit croissant, alors il faut que ou bien f soit constant (auquel cas, si sa valeur n’est
pas une extrémité de I, il y a exactement deuz intervalles critiques de I,» par lesquels
se factorise f) ou bien f non constant et ¢ = &’ (et en tous cas, si f non constant, alors
'intervalle critique par lequel se factorise f est unique). Pour résumer :

Proposition 7. Soient I, I, deux intervalles orientés,
f . ]7— — IT/

un foncteur. Alors pour tout intervalle critique J C I, tel que f|J soit non constant, il
existe un unique intervalle critique J' C I tel que f|J se factorise par J', i.e. tel que
f(J) C J". Sif estcroissant, alors J et J' sont de méme signe,

[page 34]
i.e. tous deux directs, ou tous deux rétrogrades.

Ainsi, si on regarde la suite sg, s1,..., s, des sommets critiques de 7, alors

tO:f(SO)v tlzf(sl)v I tn:f(sn)

forment une suite de sommets de I/, telle que deux consécutifs soient reliés par une fleche
de I.. Donc la sous-catégorie pleine de I, définie par ces t; est connexe, c¢’est donc un
sous-intervalle. Si f est croissant, ce sous-intervalle est [tg,t,]. Si f est un morphisme
d’intervalles, il contient tous les sommets critiques de I... Dans tous les cas, prenant ;,
t; (i < j) et appliquant ce qui précede a f|J, o J est le sous-intervalle de I d’origine s;,
d’extrémité s;, on voit que tout sommet critique de I compris entre ¢; et ¢; est parmi
les ty (i < k < j). Pour résumer :

Corollaire. Soient s; < s; deux sommets critiques de I.. Alors tout sommet critique de
I compris entre f(s;) = t; et f(s;) = t;, est l'image d’un sommet critique s, compris
entre s; et s; (i.e. i <k < j). En particulier, si f est un morphisme d’intervalles,

f([‘rréd) 2 IT/réd

(ot I 6q désigne l'ensemble des sommets critiques de I, ou aussi le sous-intervalle réduit
qu’il définit).
[page 35]

On fera attention que méme si f est croissant, on n’a pas en général f(I.,4q) C I/ 1ea, 1.€. f
ne transforme pas forcément sommets critiques en sommets critiques, Exemple minimal :

ULemme. Si I est un intervalle, toute partie J de I telle que pour deux éléments de J, il existe
toujours une fleche de l'un dans Uautre, est contenue dans un intervalle critique (unique si card J > 2).
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o7 - So - 51 = S - S3
3 est réduite, les deux
sommets critiques transformés
en le sommet non critique 1.

Désignons par Cr(7) 'ensembles des intervalles critiques de I, en correspondance biuni-
voque (respectant 'ordre total) avec I’ensemble des fleches de transition de I ¢q,

Cr(1) ~ Fltr (I, 4q)-

A7

Soit, pour un foncteur
f : IT — IT/,

Cr (7, f) 'ensemble des intervalles critiques de I, sur lesquels f ne soit pas constant. On
a alors une application

(%) Cr(r, f) — Cr(7)
induite par f via la proposition 7, associant a tout J € Cr(7, f) 'unique J" € Cr(7’) tel
que f(J) C J'. On a de plus

Corollaire 2.

a) L’image de (x) est un segment de l’ensemble totalement ordonné Cr(7'), i.e. si deux
intervalles critiques J', J" dans I, sont dans l'image, il en est de méme de tous

[page 36]

ceux qui sont compris entre eut.

b) Cette image contient aussi l'intervalle critique de I (il y en a au plus un) qui
contient f(0;) (resp. f(1;)) et dont Uintersection avec le segment [f(0,), f(1,)] est
de cardinal > 2, ainsi que tous les intervalles critiques contenus dans ledit segment.

c) Si f est un morphisme d’intervalles orientés, alors l’application induite
Cr(f) : Cr(r, f) — Cr(7')

est surjective. De fagon plus précise, soit J' C Cr(7'), et soit J = f~1(J'). Alors
Cr(f)"1({J'}) est formé des intervalles critiques dans Cr(r, f) contenus dans J. On
a de plus, si f est croissant,

long(J') = Yoo m(K,f),
KeCr(f)-1({J'})

ot (K, f) est la ‘partie’ (numérique) de f|K, i.e. la longueur de l’intervalle
[f(0k), f(1k)]. (NB Si K est un intervalle critique de I tel que K ¢ Cr(r, f),
i.e. fI|K est constant, on posera m,(K, f) = 0. Donc la formule précédente se lit
aussit

long(J') = > (K, f). )

KeCr(I,), KCJ
—_———

(ie. K € Cr(f~1(J))

Version 22 décembre 2001 23



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

Corollaire 3. Si f est un morphisme croissant d’intervalles orientés, alors pour tout
J' e Cr(1'), on a

(0 <) card Cr(f)~"({]}) — long(J"),
[page 37]

[’€galité n’étant obtenue que si les parties de f sur les intervalles critiques de I qui sont au
dessus de J' sont toutes égales a 0 ou1 (donc si et seulement si sur les J € Cr(f)~1({J'}),
elles sont égales a 1).

Corollaire 4. Supposons de plus I' [= I+] réduit. Alors
Cr(f): Cr(t, f) — Cr(7") (= Fltr(7))
est bijective.

Donc dans ce cas, 7/ réduit, on obtient une application en sens inverse

Tr(7") ~ Cr(7') Gt (f) Cr(7)

Cr(f) ’k\ L/:nclusion

Cr(7, f),

application qui transforme lintervalle critique J' (= {i — 1,i}) en l'unique intervalle
critique J de I, tel que

)y =1J.
[page 38]
Mais J ~ A7, et on a donc un morphisme surjectif
fo: A —J ~ A
On voit tout de suite qu’il existe alors une unique fleche de transition u de A7, telle que
f(u) #id. Donc on trouve le corollaire suivant, plus précis que le corollaire 4 :

Corollaire 5. Soit f : I, — 1. un morphisme croissant d’intervalles orientés, avec I
réduit, et soit Tr(r, f) l'ensemble des fleches de transition u; de I, telle que f(u;) # id,
i.e. telles que w(u;, f) = 1. Alors f induit une application

Tr(r, f) — Tr(7)
qui est bijective, et (bien sur) croissante, donc un isomorphisme d’ensembles ordonnés.
Ainsi I'application Tr(7") — Cr(7, f) de tantot se précise par une application bijective
Te(f)": Tr(7") — Te (7, f),
reliée a Cr(f)* plus haut par le triangle commutatif
Tr(7’) ta
S )
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[page 39]

I'application « associant a toute u; € Tr(7, f) 'unique intervalle critique qui ‘contienne’
u; (i.e. tel que u; soit une fleche dudit intervalle, ou encore, fasse partie de la ‘chaine
critique’ associée ... ).

On a mieux encore :

Proposition 8. Soient 7,7 € Ty, 7/ réduit. Pour tout morphisme croissant d’intervalles
orientés
f . IT — [7-/

(on wva dire simplement que [ est une fleche dans Ty, et écrire f € Homry (I, 1)),
associons lui la partie Tr(t, f) des fleches de transition de I, non dégénérées pour f. Ces
fléches forment un ensemble totalement ordonné affecté de signes + ou — (caractere direct
ou rétrograde des fleches), et f induit une bijection d’ensembles totalement ordonnés

E; =Tr(r, f) ~ Tr(r'),
~—

CTr(r)

et méme un isomorphisme d’ensembles totalement ordonnés ‘affectés de signes’. Ainsi, d
toute f on associe une partie E; de Tr(T), et telle que son ‘type’ soit égal a /. Désignons
par

B (Tr(7)) S P(Tr(7))
l’ensemble des parties E de Tr(1) dont le type soit 7'.
[page 40]

Alors lapplication
fr—"Tr(7, f) : Homry(r, ) — B (Tr(7))

est bijective : se donner un morphisme f : 7 — 7' dans Ty, revient au méme que de se
donner une suite strictement croissante de fleches de transition

/ /
Wiy Wiy oo 5 Uy (n' =long ")
dans I, (iy <iy < --- <iy), telle que la suite des signatures correspondante
/
(€i1,€i2, ce ,€in,) =T

soit égale a 7'.

Corollaire 1. Pour tout 7, on a des bijections canoniques

Trt(r) ~ Homyy(r,AT)
Tr (1) =~ Hom&(T,A_),

fonctorielles en 7 (variant dans Ty ).
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Pour donner un sens au corollaire, il faut définir
7 Tr" (1), 7 Tr (1)
comme foncteurs contravariant en 7, donc pour un morphisme
I [72 - ‘[7'1

dans Ty, définir des applications
[page 41]

en d’autres termes, une application
Te(f)* : Te(m) — Tr(m)

‘compatible avec les signatures’. Dans le corollaire 5 plus haut, on a défini une telle
application seulement pour 7/ réduit [r; = 7/, 7 = 71 (*?). Pour une fleche v de I,
appelons partie ensembliste de f sur u, ou de u pour f, la partie ensembliste de la fleche
f(u) dans I/, i.e. le segment [f(i — 1), f(i)] C I» (ici u = u;). Soit

u ou (vy,vg,...,0p)

Wiy ooy

U

la suite croissante des éléments de Tr(7, f), on voit alors par récurrence sur i que pour
i€[l,N—1],ona
f(but(v;)) = f(source(viz1)) (=t),
f(source(vy)) = 0.,
f(but(vy)) = 1.

Considérons la suite

=tp — iy
~= ~~
{00ty e, oty 1

elle est définie par le sous-ensemble correspondant de I/, qu’on appelera ’ensemble des
sommets critiques de I, pour f. C’est une suite contenant 0,, 1,/, et telle que deux
éléments consécutifs sont reliés dans I» par une fleche, ce qui équivaut a dire qu’elle
contient les sommets critiques (intrinseques) de I.. D’autre part, pour tout intervalle de
transition [i — 1,4 de I+ (i € [1,n/]),

12Ce qui suit ne fait pas intervenir les signatures - c’est un sorite sur les applications croissantes entre
ensembles finis totalement ordonnés.
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[page 42]

il existe un et un seul intervalle de transition [t;_;,¢;] pour cette suite (j € [1, N]), telle
qu'on ait [i —1,1] = [t;j_1,¢;]. C'est dire qu'il existe une et une seule v; € Tr(7, f) telle que
la partie de f sur v; (savoir justement [j — 1, j]) contienne (celle de) u;. Pour résumer :

Corollaire 2. Soit f : 7— 7" dans Ty. Alors pour toute u € Tr(r') = Tr(I.), il
existe une et une seule v € Tr(7) telle que la partie de f sur v contienne u. De plus, les
signatures de u et de v sont égales.

C’est ainsi qu’on obtient donc une application

Te(f)* : Te(7) — Tr(7) (se factorisant par Tr(7, f))
induisant
Ter(f)*: Tet (7)) — Trt(7)
T (f) - T (7)) — Tr (7).

La transitivité pour un composé

ou f
I 1,21

est immédiate. Si u, u', u” sont des fleches de transition dans I, I/, I.» respectivement,
telles que

rlg) D w(), e w = Tr(g)(u")
f(fu) 2 w(),  de uw=Te(f) (),

alors on a
m(gfu) 2 w(u), ie. u="Tr(gf) (u").

[page 43]

Si les fleches en question ont comme partie intrinseque [0 — 1,4], [i — 1,7, [/ — 1,3"]
respectivement, I’hypothese est

,L‘//

gl —1) < "1, g(7)
fli-1) < @-1, fG) = @

IA
v

et comme ¢ est croissant, on a déduit

gf(i—1)
gf (i)

AN
Q
—~

~.

<
|

-
~—
—~

IA

.
I
|

—_
~—

(Y
Q
—~
.
<
S~—
—~
v
.
I
~—

c.q.f.d.
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Ainsi, le corollaire 1 plus haut obtient un sens précis et il est démontré du méme coup,
vu que les correspondances du corollaire 1 sont données par

f —Tr(f)"(w),
~~
S HOIH&(T,AE)

ou u est I'unique fleche de transition de A°®.

On va utiliser ces sorites pour donner, pour tout 7 € Ty, une description combinatoire
simple des catégories Ty/7 et 7\Ty, ou du moins de leurs ensembles d’objets.

1° Description de Ob (7\Ty).
A f € Ob(r\Ty), i.e.

firT—7 ie. f:l,— 1.

dans Ty, est associé E = Ey = Tr(r, f) C Tr(r), I'ensemble des fleches de transition
critiques (i.e. non dégénérées) pour f. A chaque u € E, associons 'entier long(w(f,u)),

[page 44]

la partie de f sur u. Alors (77, f) est déterminé de fagon unique par le couple

(E,m), E € P(Tr(r)), T B = N
pondération = ensemble des
entiers > 1

Ou si on préfere, par I'application m =

Tr(T) o N, utr—m(u) = m(u, f) = long(m(f(u)))

(qui redonne E' comme
E=711(N%) ).

Cette application n’est soumise a aucune restriction,
Ob (F\Ty) 2 Hompy,(Tr(r), N).

On récupere 7/ & partir de 7 ainsi. On prend £ = 7 !(N*) (fleches de transition non
dégénérées pour ), E est totalement ordonné par I'ordre induit par celui de Tr(7), il est
de plus signaturé [sic] par la signaturation [sic] de Tr(7), soit

(81,’/11)7 SR (5ranr)

la suite des signatures et pondérations, de la suite des éléments de E (¢; € {£1}, n; € N~
pour i € [1,r]). Alors,

! ni1 no n —_
T =AIlALZ - AT r = card E,

dans le monoide libre Ty, ot on a désigné par A, A_ (au lieu de AT, A7) les deux
générateurs. L’application
I, — I
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[page 45]

est décrite de facon unique en disant qu’elle est constante sur chacune des ‘composantes
connexes’ (au sens de la numérotation des sommets de I,.) de I'ensemble E' = E'(f) C
I. = [0,n] des sommets qui sont sources ou buts de fleches de transition dégénérées pour
f,i.e. dans Tr(7)\E. Et sur le a-éme élément de E («a € [1,r = card F]), d’indice i, dans
Tr(7), f induit le foncteur

— L.

Aea ~ Jia
~—
intervalle
de transition
d’indice iq
dans I,
donné par l'unique Ty-fleche dans I, de J;, dans le a-eme facteur, de type Ale, de 7/,
donné par (x)

Al ~ type de Al ...

2° Détermination de Ob (Ty/7’).

Si (7, f) € Ob(Ty/7’), donc
f : ]7'4’[7"7

on lui associe tout d’abord la partie
(e, f) = B} = B' C I,

formée des sommets (dits ‘critiques pour f’; cf. page 41) de I+ qui sont source ou but
d’une fleche f(u), ott u € Tr(7, f), i.e. f(u) n'est pas dégénérée (*3). E’ contient f (I, 4q)
(i.e. les images par f des sommets critiques de I),

[page 46]

mais peut étre plus grand. (P.ex. si 7 =17/, f =id, E' = I/, qui est donc strictement
plus grand que I,,¢4q si 7/ n’est pas réduit.) Pour tout i € E’, considérons f~1({i}) C I,.
Comme f [est] croissant, c’est un intervalle de ’ensemble totalement ordonné I, donc
c’est un sous-intervalle de la catégorie intervalle I.. Comme tel, il a une signature 7; € Ty.
On a donc une application

nyoun: E'— Ty,

Je dis que (7, f) € Ob (Ty/7’) est déterminé de facon unique par ce couple

E" € P(I) =P([0,n'])
n:E —Ty.

(E',n)

De plus, celui-ci est soumis a la seule restriction que

E' 2 Cr(7') = ensemble des sommets critiques de I,/

13dégager un lemme f croissante inutile.
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(o ce qui revient au méme, que E’ contient 0./, 1+ et que deux éléments consécutifs de
E'’ sont reliés par une fleche de I./) :

Ob (Ty/7’") =~ ensemble des couples (E’,n), avec
E'Cl0, n' |, E' 2Cr(r),
~—

= long 7/
n: B —Ty.
Soit
O=to<t1i < -+ <t7~:n/

la suite des éléments de E’, soit pour (i € [1, V]

li =t —tiq

g; signature de [t;_i,t;] dans I/,

[page 471
et pour (i € [0, N]), soit
| 7 =n(t:).
Alors le type 7 est donné par
(*) T = TOAElTIAEQ e AEN'T]\/v?
[de] longueur N + 3V long(7;).
————

A;>0
3° Description de F1(Ty).
Si

fim—7 [est] dans Ty,

on lui associe comme tantot un entier N > 0 (N = card Cr(7/, f)—1, N = 0 si et seulement
si 7/ = 1, type de l'intervalle ponctuel), des applications

1,N] — [+1,—1] x N7, i (e, 1)
0,N] — Ty i T

(). La fleche f dans Ty est determinée par ces données. Le type 7 est donné par la
formule (%) ci-dessus, le type 7" par

(+') = AlallAlé AN longueur n' = "1,

EN

UNB Si N =0, [I, N] =0, et il n’y a pas de &;, l;; 'application [0, N] — Ty se réduit & la donnée
——
de 19 € Ty. = {0}
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et I'application croissante de I, = [0, N 4+ long(7;)] dans I, = [0, [;] est donnée ainsi :

constante sur [0,0 + o] — 0
constante sur [Ag + 1, A\g + 1 + A4] —
constante sur [Ag + A; + 2, Ao + A1 + 2 + A\ — I

constante sur [Ag + A+ -+ XN+ (@ +1), o+ -+ N+ N+ (@+1)] — .
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[page 48]

6 Composition dans Ty

On a une loi de composition (partout définie) dans Ob (Ty) = Ty, c’est celle du monoide
libre a deux générateurs A, A_. Cette loi de composition s’interprete, au niveau caté-
gorique (et non plus seulement combinatoire) comme une somme amalgamée

[TT/ = IT jl (e)lT?QT/)[T/ !

ou e est la catégorie unité, et ou 1., 0./ représentent maintenant les morphismes e — I,
e — [, ayant comme image I’élément but et I’élément source respectivement de l'intervalle
orienté envisagé. On a donc un carré cocartésien dans (Cat)

€
l/ \QT/
]7_ cocart. ]7_/

7’7‘,7” jr,‘r’

]7'7"7

ol toutes les fleches sont des foncteurs mono et pleinement fideles. Que ce diagramme
(évidemment commutatif) soit bien cocartésien dans (Cat) revient, par définition, a dire
que pour toute X dans Cat, le diagramme transposé

Br X oL
(but)/ \ (source)

@T (X) @7’/ (X>

Ch

!

(X)7

[est cartésien]
[page 49]

ce qui revient a la tautologie suivante qu'un chemin C' dans X de type 77" ‘n’est autre
chose’ qu'un couple (¢, ') d'un chemin ¢ de type 7 et d'un chemin ¢ de type 7’ ‘mis bout
a bout’ (dans cet ordre), i.e. tels que

but(c) = source(c’)

(et on a alors

source(C') = source(c)

but(C) = but(c) ).
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I1 se pose ici le sempiternel probléme si on va noter ce chemin c-¢’, ce qui semble & premiere
vue s’'imposer, ou plutot ¢ o ¢, regardant le chemin ¢ de x = source(c) vers y = but(c)
comme une sorte de morphisme de x dans y (cf. plus bas le formalisme des catégories de
fractions), ¢’ comme un morphisme de y = source(c’) vers z = but(c’), et en interprétant
le composé C' comme le composé de ces deux morphismes ¢, ¢ (dans cet ordre du point
de vue des opérations a effectuer), qu’on note traditionellement ¢’ o ¢ ou ¢ - ¢, et non co ¢
ou ¢ -, hélas! C’est cette notation que nous allons suivre plus bas.

Mais pour l'instant on ne va pas se soucier des chemins dans des catégories quelconques
X, mais revenir au formalisme des 7 et des I, eux-mémes. L’interprétation catégorique
de 77/ comme une somme amalgamée nous assure que cette opération de composition est
fonctorielle :

[page 50]

f / I / / Ixf’ /
T —>Ty, T|—>Th donne 7 7] —> o7y
(on n’écrira pas f - f’ pour la fleche notée f x f’, a cause de la confusion possible avec la

composition des fleches dans Ty). On a transitivité de facon évidente : si de plus 7, s 7,

g/
Ty — 74, [on al

(9f) (g f)=(g*g)o(f*[).

Donc on a un bifoncteur de composition
Ty x Ty — Ty (e,d)—c-c oucxd.
(En fait, on a aussi un bifoncteur

Typ x Typ — Typ,

mais on préfere oublier maintenant la catégorie Typ, qui donne un formalisme nettement
moins simple.)

Cette composition est strictement associative et strictement unitaire (I'unité étant bien
str I’élément unité 1 du monoide libre Ty, correspondant a la catégorie ponctuelle {0}), et
pas seulement ‘a isomorphisme pres’. Et pour cause, puisque dans Ty les isomorphismes
sont des identités. Donc Ty est un monoide dans la catégorie (Cat) des petites catégories!

[page 49’ (il y a un décalage dans la numérotation)]

Cela implique que non seulement Ob Ty = Ty, mais aussi FI(Ty), et plus généralement
tous les ensembles de la forme HomCat(7X, Ty) sont des mono'l'de?, et ceci fonctoriellement
en X, par exemple les composantes Home,:(A;, Ty) de 'ensemble semi-simplicial ‘nerf’
de Ty,

Nerf;(Ty) = Homcai (A4, Ty),

sont des monoides, et les applications semi-simpliciales entre elles sont des homomor-
phismes de monoides : le nerf de Ty est un monoide semi-simplicial.
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On va décrire ces monoides Nerf;(Ty), et constater que ce sont tous des monoides li-
bres, tout comme Nerfy(Ty) = ObTy = Ty. Les applications semi-simpliciales entre ces
monoides sont donc connus quand on les connait sur les générateurs de ces monoides libres
(lesquels générateurs sont aussi les éléments indécomposables, donc définis intrinseque-
ment en termes de la structure multiplicative).

Pour Nerfy(Ty) = Ty, c’est une chose vue, les générateurs sont
A+7 A,,
correspondant respectivement aux intervalles orientés

A+:O — 1
A_: 0 — 1.

[page 50']

Pour Nerf,(Ty) = FI(Ty), i.e. pour les fleches, le résultat 3°) du paragraphe précédent
(détermination de F1(Ty)) s’interprete aussi en disant que F1(Ty) est le monoide libre
engendré par un systeme de générateurs infini

fem (e,n) € {+1,—-1} x N,
indexé par 'ensemble produit {41, -1} x N. Ici f., désigne I'unique fleche dans Ty
for s A — Al
(o1 bien str I'exposant [ désigne une exponentation pour la loi de composition dans Ty

AZEZAEOAEO OAEa

| copies

et non la puissance cartésienne dans Cat, ot dans Ty (ou elle n’existe que si [ € {0,1})).
Dans la description de FI(Ty) dans le paragraphe précédent, on a écrit le ‘terme général’
du monoide libre en groupant ensemble les groupes de foncteurs successifs de la forme
f+0, f-0, i.e. corréspondant aux deux fleches de dégénérescence indécomposables (pour )

fro: Ay — e

f,70 AL — €

(**). Le sous-monoide libre de FI1(Ty) engendré par ces deux éléments est le monoide des
fleches de dégénérescence (pure) quelconques

ISNB Le ‘mot’ vide de FI(Ty) correspond a la fleche id;, ot 1 est I’élément unité de Ty, réalisant
I“intervalle’ ponctuel.
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[page 51]

dans Ty :
fri L, —e (1 € Ty),

et on a
fT * fT’ = fTT’a

i.e. 'application
T+ fr: Ob(Ty) — FI(Ty)
N N
=Ty= NerfO(Ty) Nerf; (Ty)

est un homomorphisme de monoides, transformant A, (¢ € {+1,—1}) dans f.o. Ce
n’est pas l'application de dégénérenscence de Nerfy dans Nerf;, i.e. 'application 7+—id..
Celle-ci est donnée par

AE - fs,l ee{+1, -1
Ob(Ty) — FI(Ty) et 2
N o l.e. A+ — f+ 1
T +— id,
A — f_ 1 -

Quant aux homomorphismes source et but

o (source)
FI(T > Ob (Ty),
(Ty) o (Ty)
ils sont évidents sur les générateurs
U(f&l) = Ae
B (](E,l> = Azl:

Je vais décrire maintenant Nerf,(Ty), i.e. les systemes

J / g "
T > T >~ T .

Se donner f € F1(Ty) revient a se donner une suite ordonnée de générateurs f.;, donc
une suite

f€1,117 f€27127 afsn,ln
((&4,0:))1<i<n € [{£1} x N]™

On a alors
r = AL A, AL, longx =n

y = Alsll A1522 . AIEZ longy = Yie(Ln] l;.
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Se donner g : y—z, i.e. un objet de y\Ty, revient a se donner une application de
I’ensemble des m = 3 [; fleches de transition de y dans N. En fait, on a

Tr(y) = Tr(AL) u Tr(A2) 1 -+ 1 Tr(Al)
(‘ensemble somme’; i.e. réunion disjointe), donc

Homg,s(Tr(y)) ~ H HomEns(Tr(Al;i),N),
——

1€[1,n] 0]

donc la donnée de g équivaut a la donnée d’'un systeme de n applications
m[1,L] — N (pondération de Al)
pour ¢ € [1,n].

Mais pour ¢ € [1,n], considérons 1’élément de Nerf,

(1) A, i Al B2 AT ATIR) L AT,

. déf
AEJ' m;(§) = long(m;)
€

[page 53]

ol g, , est la fleche définie en termes de m; au paragraphe précédent. Mais ce n’est autre
aussi que

(2) Geiomy = f&'ﬂri(l) * ](62'77%(2) oo X fEi,ﬂ'i(li)'
L’élément de Nerfy envisagé ne dépend que de
(€i,li,ﬂ'i), ol (Si,li) - {:l:l} X IV'7 T . [1, ll] — N.

(NB Si l; =0, [1,1;] = [1,0] = () par convention, et 7; est I'unique application () — N,
donc la donnée (g, l;, ;) revient alors a (g,1;).)
Si
(e,1,m) comme dessus, (e,1) e {1} x N, 7w : [1,]]— N,
désignons par
fa,l,w
I’élément de Nerf, donné par

AELE’LAl fem) * = % fex) ~Ag(1)Ag(2) . --Ag(l).

)

On peut formuler la construction précédente en disant que tout élément de Nerfy peut se
décomposer de facon unique en un produit

(f> g) = f€171177r1 * f€27127ﬂ'2 ok fenylnﬂ'n7

ce qui prouve que Nerfy(Ty) est le monoide libre sur les générateurs précédents f.; .. (NB
a la suite vide correspond

P )
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[page 54]
Si 'objet de Nerf; est
ey ez,

la construction précédente nous dit, en termes de la donnée combinatoire, i.e. de la suite
de données
(517 llaﬂ—l)7 ety (€n7 ln77rn)7

quels sont x, y, z : chacun d’eux est le produit dans Nerfy, = Ty des n facteurs x;, y; ou
z; respectivement, pour i € [1,n|, donnés dans la définition des f., j, -,, i.e. de

A, A?ﬂ ot Ag(l)Ag@) e A;i(li) = Algng(m)

(ot long(m;) = ¥jep ) mi(4)). Done

L= H;Ig[l,n} Aaz‘
T .
Yy = Hiéy[l,n} Azlszl
y = H;rey[l,n} A}s?ng(m)

(19), et on trouve de méme f, g comme des produits (au sens *) de n facteurs f; resp. g;
(1 € [1,n]) explicités dans les formules (1), (2) (p. 52, 53) :

_ . l;

fi = ](Ei,li : Aai Aai
R - Al »  Along(m)
gi = Gel; ¢ €; )

&

g; lui-meéme étant représenté comme un x-produit de [; facteurs indécomposables, de sorte
que f et g apparaissent sous forme
[page 55]

de *-produits de n, resp. de 3 ;c1 ) li facteurs de la forme f. ,. Pour terminer de tenir en
mains l'objet semi-simplicial tronqué (Nerf;(Ty))o<i<2, il reste a décrire les deux applica-
tions de dégénérescence Nerf; — Nerf, (cas oll f ou g est une floche identique) et surtout
I’application de composition des fleches

Nerfy(Ty) — Nerf, (Ty) = FI(Ty).
Il suffit de donner v sur les générateurs, et on a tautologiquement, par définition des f.;

Y (fs,l,fr) = fs,long(w) .

(NB Il n’existe au plus qu’'un seul morphisme de A, (de A, ou de A_) dans un intervalle
I,. Tl existe si et seulement si 7 est de la forme AL, [ € N.)

6attention, les produits doivent étre pris en respectant 1’ordre des facteurs donné par la notation
indicielle en <.
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Le cas g = id correspond au cas ou
m(j) =1 Vjie[Ll]

les fe, 1, », sont alors détérminés en fonction des f.,;,, et I'application de dégénérescence
est
feit—fer1, (ou 1; est la fonction constante de valeur 1 sur [1,1]).

Le f = id est celui ou les [; sont égaux a 1. Alors chaque 7; : [1,1] — N peut étre vu
comme un élément de N, la donnée de (g, 1;, ;) revient a celle des (g;,m;) € {£1} x N,
i.e. la donnée

[page 56]

d’une suite de n générateurs parmi les f.;. L’application de dégénérescence Nerf; — Nerf,
est ici donnée sur les générateurs par

fert—fe10-
Heureusement, on n’a plus a prouver 1’associativité de la composition.

NB La simplicité de ces descriptions renforce mon sentiment que la catégorie Ty définie a
présent, avec les morphismes d’intervalles orientés croissants I, —» I, comme fleches de
Ty, est bien ‘la bonne’. On va déja voir si elle donne une description sympa des catégories
de fractions XX 7!, sans tortillements comme précédemment.

Mais on a promis de déterminer Nerf,(Ty), pour tout » € N. Le générateur général de

Nerf, est de la forme (pour € € {£1} fixé)

A, LAQ&A’;H LN;,
—
= Af.:o avec lp = 1
ott les f; : Ali-t —~ Ali i € [1,7], sont donnés par des applications
o1 L] — N telles que long(m;_1) =1;.
o
e Sjen i mi(F)

(NB g : [1,1] = {1} — N est identifié a long(m) = mo(1) = I3.)
[page 571

Pour ne pas faire dépendre la définition du domaine des m; (i € [0, — 1]) des entiers [;,
on peut aussi considérer les m; comme des applications

N* =N (N*={ieN|i>1})
a supports finis (i.e. tels que 7(i) = 0 pour i grand), et exiger de fagon précise

suppmy € {1}
suppm; C [1,long(m)]

(%) suppm; € [1,long(m_1)]], pour |i € [0, — 1]

Version 22 décembre 2001 38



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

D’autre part, posant [; = long(m;_1) (pour i € [1,7]),
fi: AZEH . Af;’ (=long(mi—1))

est défini comme
Ji= emi—1(1) * f577"i—1(2) Kook f577ri—1(li—l)7

de sorte que I’élément (x) de Nerf.(Ty) est déterminé de facon unique par la donnée des
ee{xl}etde
Te = (Wi)ie[(],rfl} € (HomEns(N*: N))r

satisfaisant les conditions (x*). Soit F ., cet élément de Nerf,(Ty), et soit N, I'ensemble
des m, qu’on vient d’expliciter. Alors

(Feire) (e me) {1} x N,

est un systeme de générateurs libre du monoide Nerf, (Ty).

Sil; =0 (ie. ), on doit avoir supp(m;1) = 0, i.e. m 1 =0, dott ;31 = 0, et de
meéme pour les [; et 7; suivants. Géométriquement 1’hypothese s’exprime par la condition
que le but

[page 58]

de f; est I’élément 1 de Ty (correspondant & 'intervalle ponctuel), et comme Hom(1, 7) = ()
pour 7 # 1, cela signifie que les fleches qui suivent f; doivent étre toutes égales a la fleche
idy : 1—1.

Remarque. Dans la description combinatoire de Ty et de Nerf,(Ty), 'ensemble des
‘signatures’ {1} joue un rdle assez bidon. Il peut étre remplacé par n’importe quel
ensemble ¥ (dit ‘ensemble des signatures’), et on construit alors une catégorie monoidale
(ou un monoide catégorique) ayant comme ensemble d’objets le monoide libre engendré
par 3, interprétés comme des intervalles d’entiers [0,n], munis de ‘signatures’ dans %
pour chaque intervalle de transition, ou ce qui revient au méme, des ‘graphes’ orientés
Y-pondérés de type combinatoire un intervalle A;, ce qui revient a la donnée d’une suite
(ordonnée) de n éléments &1, €9, ... , £, € X, i.e. d'un ‘mot’ e1e5...¢,, qu'on préfere
écrire A, A, --- A, . On peut définir de fagon évidente les homomorphismes croissants
de tels graphes pondérés orientés (sous-entendu : avec I’élément source et I’élément but
dans la structure, a respecter par les morphismes), sans avoir besoin d’une interprétation
catégorique. La fonctorialité de 'opération de composition des intervalles pondérés, pour
cette notion de morphisme, est évidente. Le

[page 59]

choix ¥ = {£1} est a ma connaissance le seul utile, & cause de son lien avec la notion de
chemins et le calcul de 7y d'un objet de X [plutét d’un objet X de Cat], etc.
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7 Explicitation des catégories de fractions XX~ ! en
termes des Ch(X;a,b)

Si X est une catégorie, on désigne par Ch(X) la catégorie des chemins dans X (cf. §4),
et pour a,b € Ob X, par

Ch(X;a,b) ou simplement Ch(a, b)

celle des chemins de a vers b, i.e. de source a, but b. L’intuition géométrique (qu’'on
explicitera), c’est qu’un tel chemin ¢ définit un chemin ‘direct’ de a vers b (i.e. un chemin
de type 7’ ‘direct’, i.e. toutes les fleches de transition sont directes, i.e. 7/ de la forme
A7), de méme longueur que le chemin initial ¢, obtenu en inversant toutes les fleches
rétrogrades dans le chemin c. Cette opération est effectivement possible dans X lui-méme
si et seulement si lesdites fleches sont inversibles. On obtient alors une suite composable
de fleches, dont le composé total (qu’'on peut appeler ‘Ieffet utile’ du chemin)

[page 60]

est une fleche de a vers b. Dans le cas général, les chemins de a vers b peuvent étre vus
comme une sorte de ‘fleches généralisées’ allant de a vers b, dont la composition serait la
composition évidente, et les identités les ‘chemins vides’ relatifs aux a € Ob X. On trouve
d’ailleurs bien ainsi une catégorie, ayant mémes objets que X, mais ou les

Homey(a,b) = Ch(a,b) = Ob Ch(a,b)
sont prohibitivement gros. Cela s’exprime notamment par le fait que les seules fleches
inversibles dans X¢;, sont les identités | On n’a pas de foncteur naturel entre X¢y, et
X qui soit I'identité sur les objets. Car a un chemin a—b on ne peut associer de X-
morphismes a — b (sauf si ¢ [est] de type A, ), et & un X-morphisme a —+ b on peut

associer un chemin c(u) de type AL, mais si a — b— ¢, ¢(vu) est encore de type A,
alors que c(v)c(u) est de type A%, ils ne sont pas égaux. Par contre, il y a une fleche
naturelle entre ces deux éléments de Ch(a, ¢), fleche au dessus de I'unique homomorphisme

Ay AZ

[page 61]

On a alors
VU

Frale—=b—c)=(a_>9)
c(v)e(u) c(vu)
d’ou une fleche canonique
c(vu) — c(v)e(u) dans Ch(a, c).

Cela montre que c¢(vu) et ¢(v)c(u) sont tout au moins dans une méme composante connexe
de Ch(a, ¢), ou (comme on dit encore) qu'ils sont ‘homotopes’. Cela suggere ici de modifier
la définition de Homgy, (a, b) en

7(a,b) = mo(Ch(a,b)).
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Le foncteur de composition des chemins

Ch(a,b) x Ch(b,c) — Ch(a,c)

(c , ) — doc

[il y a trop de c] (!7) induit une application sur les 7y, ce qui donne une loi de com-
position
m(a,b) X 7(b,c) — m(a,c)

sur les fleches. Tl est immédiat qu’elle est associative (la composition des chemins I’étant),
et unitaire. Elle admet comme fleche identique en x soit le ‘lacet vide en x’, lequel est

. . L s s d
(directement) homotope dans Ch(x, ) au chemin ‘dégénéré’ & —
[page 62]
de type A, ou aussi au chemin dégénéré de n’importe quel type 7, disons

id id id id id

T+—T— 0T —T~—T~—Z,
un tel chemin n’étant autre que p*(x), on
pr:T—1

est le morphisme de dégénérescence (I'unique morphisme dans Ty vers 1, qui est objet
final), d’ou
p;: Chy(z,2) = {x} — Ch,(z,2) C Ch(z,z).

La catégorie I1(X) ainsi obtenu doit s’appeler le groupoide fondamental de X. En effet,

a) toutes les fleches de I1(X) sont inversibles, i.e. II(X) est bien un groupoide, et

b) le foncteur canonique

X —II(X)

qui est l'identité sur les objets, et qui est défini sur les fleches par u+—— ¢(u) comme
ci-dessus, est universel (dans Cat) pour les foncteurs (i.e. les Cat-morphismes) de
X vers des groupoides. (Plus généralement encore, il est universel pour les foncteurs

Xy tels que F transforme toute fleche de X en [une] fleche inversible.)

17Ce foncteur est déduit des foncteurs
@T(aﬂ b) X @T/ (b7 C) - @TT/(C]” C)

évidents, cf. page 77.
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[page 63]

Pour prouver que toute fleche dans IT1(X) est inversible, comme tout chemin non vide est
composé de chemins ‘élémentaires’ de type A, ou A_, il suffit de prouver que ces chemins
sont inversibles. En fait, ils se correspondent biunivoquement,

Chp, (a,b) =~ Chp_(b,a),
en associant au chemin de a vers b
c(u) :a—>b de type A,

le chemin
u

c(u)’:b+—a de type A_
de b vers a. Je dis que
c(u)°c(u) ~ 1,

c(u)e(w)? ~ 1,

Y bh ——a
id {u id
id id on a un homomorphisme dans Cha, o (a,a)
-a = a
de 1, dans c(u)%c(u).
a
b ~———a o
‘u id u
id id itou dans Cha A, (b, ),
a < a - a
de 1, — c(u)c(u)®
a

id b id
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[page 64]

Notons que, plus généralement, pour tout chemin
c:a—Db, de type T,
on définit un chemin opposé

®:b—a de type 7°,

TH717: Ty —Ty

est "antiinvolution du monoide libre Ty qui échange les deux générateurs A_, A, et qui
est donc donné sur 1’élément général par

(A AL AL ) =A A . A

Par récurrence sur la longueur de ¢ (1¥), en utilisant le résultat précédent, que c(u), c(u)°

sont inverses I'un de l'autre dans II(X), on trouve

cc = id,

dans TI(X).
cc® = id,

Exemple. Si
T = ALAAZAL
T = A+A2_A+A_,

et si on a un chemin
u1 u2 u3 U4 us
C:AQp—> a1 «—— Ay —> A3 —> Q4 +— Q5

de type 7, on en déduit le chemin

° us ug us u2 ug
C 05— A4 +— A3 +— Q9 —> Q1 +—— Qo

de type 7°. L’opération ¢+ ¢° satisfait en

[page 65]
effet [pour]
a — b 7 c
c A b — a
la relation
(*) (V) =",

Binutile, résulte directement de la formule (*) [de 1la] page suivante, en décomposant ¢ en composés

de chemins ‘élémentaires’ de type Ay ou A_.
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ce qui est en accord avec I'intuition que l'opération v+ ~° joue le role d’un passage a
I'inverse (‘a homotopie pres’), et on a la formule

(Y)™h =71
pour deux fleches inversibles v, 7' composables (dans l'ordre 7/, 7).

Pour la propriété universelle de
X —TII(X)

(qui permettra d’écrire
I(X) ~ X2 avec ¥ = FI(X) ),
autant 1’établir tout de suite dans le cadre général ou on se donne une partie
5 CFI(X),
et on définit, pour 7 € Ty,

Chy(X) € Ch,(X)

comme la sous-catégorie pleine de Ch, (X) formée des chemins dans X dont toutes les
fleches rétrogrades

[page 66]

sont dans X [plutdt dans X]. On notera que pour qu'un chemin ¢ et son opposé ¢®
soient tous les deux des »-chemins, il faut et il suffit que toutes les fleches du chemin ¢
soient dans X (on dira alors que ¢ est un X-chemin stricte), puisque les fleches rétrogrades
de ¢° sont les fleches directes de c.

Pour que les sous-catégories pleines Ch, y(X) soient stables par les foncteurs images in-
verses

f* : @T’(X) H@T(X)
associés aux fleches
for—1

dans Ty, ou simplement pour qu’y ait stabilité pour les deux foncteurs f* associés a
un f: AL —1et A_— A2 il faut et il suffit que ¥ soit stable par composition et
contienne toutes les fleches identiques

reObX — id, € X

u,v € X, u, v composables = uv € X.

En effet, les fleches dans un chemin f*(¢’) € Ch_(X) sont soit des fleches identiques (qui
correspondent aux fleches de transition de I, dégénérées pour f), soit des fleches parmi
celles de 7, ou des composés d’une suite de fleches consécutives composables de 7/ (qui
correspondent aux fleches de transition dans I, incluses dans la partie d’une fleche de
transition de I,), avec conservation des signatures.
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[page 671

On suppose ces conditions satisfaites, de sorte que les Ch, y,(X) forment les fibres d’une
sous-catégorie fibrée pleine de Ch(X) sur Ty, qu’on dénotera par

Chy(X) ¢+ Ch(X).

Il est évident que cette sous-catégorie est stable par I'opération de composition des chemins
(mais non pas, en général, on I'a dit, par passage de ¢ a ¢° (il faudrait pour cela que ¥
contienne toutes les fleches de X, puisque pour toute u : a—b, qui est donc dans

Chp, 5(X), u® donné par b<—a dans Chy (X) devrait étre un S-chemin, d’ott u € X)).
On va définir une catégorie canonique
5 (X),
ayant méme objets que X, et un foncteur canonique
X — Il (X)

qui est I'identité sur les objets, et qui transforme les u € ¥ en fleches inversibles. Pour cela
on calque la description du groupoide fondamental (mais I (X) ne sera pas en général
un groupoide), en posant

HOII]E(J}, y) = WO(@E(xv y))7

[page 68]

et en définissant la composition des ‘Y-fleches’ en termes de la composition des chemins.
L’argument qui prouvait, dans le cas de I1(X), que toute fleche de X, vue comme chemin
¢ de type A,, était inversible dans I1(X), ayant comme inverse ¢® de type A_, est encore
valable, pourvu que ¢ soit encore bien un >-chemin, ce qui exige que u € .

On va l'interpréter en termes d’un foncteur canonique
(%) K X —Ig(X) (*)

qui se décrit encore comme dans le cas du groupoide fondamental, en associant a toute
fleche u de X la classe d’homotopie du chemin c(u) qu’elle définit. On voit donc que ce
foncteur canonique transforme les v € X en fleches inversibles.

Quand les fleches de ¥ sont déja inversibles dans X, je dis que le foncteur (x) est un
isomorphisme, i.e. que pour tout a,b € Ob X,

a : Homx (a, b) — myChy,(a, b), ur— chy(u)
——
= ch)
est bijectif. Pour le voir, on va définir

B : mo(Chy(a, b)) — Homx (a, b),

qui sera inverse de 3. On définit

19Gur les fleches, & est défini, pour u : a — b, par x(u) = classe d’homotopie de ch(u) dans Chy(a,b),
ot ch(u) est le chemin de type Ay de a vers b défini par u.
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[page 69]

B(c), pour une Y-fleche de type 7, le longueur n, en inversant toutes les fleches rétrogrades
(ce qui est possibles, puisqu’elles sont dans ), de facon & obtenir un chemin ¢ de type
A", et en prenant le composé (dans X') des fleches de ce chemin ct. 11 est évident alors
que fSa = id, il faut prouver que l'on a aussi af = id, i.e. que dans IIx(X), les fleches
u = [ c* et c sont égales, i.e. u et ¢ sont homotopes dans Chg(a,b). Considérons le chemin
¢, de type AN

ul u2 Un
a=ay—>a; —>ay—> *++ —> Uy} —> 0y = b,

et soit w; (i € [1,n]) une fleche de ce chemin, correspondant a une fleche de transition w;
rétrograde de T, donc par construction

U; = vt

: dans X, avec v; € X

la fleche d’indice ¢ dans le chemin initial ¢ de type 7. Si u; par contre est directe, on aura
U; = ;.

(NB On désigne par v; la i-fleche dans le chemin ¢.) Or on a

(%) C=Cp*Cp1 % %Cp dans IIx(X)

et le facteur ¢; est soit la classe d’homotopie de ch(v;) = ch(w;) (cas ou la fleche de
transition u; de 7 est directe), soit celle du chemin opposé au chemin ch(v;) : a; =, a;i—1

de type A, , donc le chemin ch(v;)° : a;_q <2 a; de type A_. Je dis que

(1) ch(v;)? = ch(u;) dans I1(X),

ce qui prouve que dans IIx(X), ¢ est égal au composé des ch(u;) (i € [1,n]), donc a ¢7. 1l
faut prouver de plus que

(2) & = ch(u) (U = UpUp_1---Up) dans I1(X).

[page 70]

Donc il y a deux vérifications a faire (ou je suppose a nouveau ¥ quelconque) :

1°) Soit u € ¥, u : a — b, supposons X inversible dans X. Alors
ch(u)® = ch(u™1) dans TTg(X),
i.e. les deux chemins de b vers
b <— a detype A_

b — a detype A,
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sont homotopes dans Chy,(b,a). Or on sait déja, comme k : X — IIx(X) est un

foncteur, que
hot ch(u™") = (hot ch(u))™" dans Iy (X)

ou hot(e) désigne la classe d’homotopie d’une chaine (ici classe dans Chy (b, a) et
dans Chy(a,b) respectivement). Donc ’énoncé a prouver c¢’est que hot(ch(u)?) est
égal a 'inverse de hot(ch(u)) dans II5(X). C’est donc ce qu’on a prouvé pour tout
u € F1(X), dans le cas de II(X). L’argument doit marcher, du moment qu’il a un
sens, i.e. que ch(u)® est bel et bien un X-chemin, i.e. u € X.

2°) La formule (2) signifie que pour tout chemin ¢ de type A" (donc tautologiquement
un

[page 71]

Y.-chemin), allant de a vers b, sa classe dans Homy(a,b) n’est autre que celle de
ch(u), ou u est le composé u,u,_1---u;. Mais on a

C=C1 *Cg % --%Cp,

d’ou dans Iy (X)
hot(c) = hot(c,)hot(c,—1) - - - hot(cq),

or hot(¢;) = hot ch(u;) = k(u;), donc

hot(c) = K(up)k(tun_1)---K(uy)

= K(UpUp_1---uy),
—_———

u

puisque x est un foncteur, donc
hot(c) = hot ch(u),

c.q.f.d.

Notons maintenant que si (X', ') est un deuxieme couple d’une catégorie X' et d'un
ensemble ‘admissible’ de fleches de X', et si

f:X—X

est un foncteur tel que
fE)

alors il existe un unique foncteur
f=1s(f) : Me(X) — s (X)

qui ‘prolonge’ f, i.e. tel que le carré
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[page 72]

soit commutatif. L’unicité résulte du fait que sur les objets f doit étre donné par f, et
que sur les fleche la commutativité du carré implique que f est connu sur les fleches de
la forme kx(u), ainsi donc que sur les inverses de telles fleches, quand ces inverses sont
inversibles, donc en particulier sur les kx(u)™' pour v € X. Or toute fleche de ITx(X),
provenant d’un chemin, est composé d’une suite de fleches de cette forme. Pour I'existence
de f, on note que f induit des foncteurs

Ch, (X;a,b) — Ch,(X"; f(a), f(D))
qui commutent aux opérations * sur les chemins associées aux foncteurs
o:T—T,
d’ott un homomorphisme de catégories fibrées sur Ty

fa,b : @(X;aa b) H@(X/; f(CL), f(b))

[page 73]

D’ou une application sur les m, i.e.

fap : Homg(a, b) — Homy(f(a), f(b)),

donnée par B
fap(hot(c)) = hot(fas(c)).

On a évidemment, pour deux chemins v:a—+bet v :b—c,

fae3Y) = Foc(7) fap(7),

ce qui prouve que f est compatible avec la composition. 11 est trivial qu’il est compatible
avec les identités (car f, o transforme le chemin vide en a en le chemin vide en f(a)), donc
on a un foncteur f, et il rend bel et bien le carré commutatif.

On peut maintenant prouver la propriété universelle de Il (X) et de

X S Mg (X),

savoir que tout foncteur f : X — X’ tel que u € ¥ = f(u) inversible, se factorise de
facon unique par My (X). L’unicité se voit comme tantot (2°). Pour Pexistence, on note
que f applique ¥ dans I’ensemble >’

20Crest inutile, cf. ci-dessous.

Version 22 décembre 2001 48



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. VII, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[page 74]

des fleches inversibles de X’ (lequel ensemble satisfait bien aux deux conditions d’admissibilité).
Donc par ce qui précede on a un diagramme commutatif

X —" s Tg(X)

f\ i
~

X! K Iy (X/),

~

f=Txs(f)

ou f est uniquement déterminé. Comme £’ est un isomorphisme (comme on a vu tantot,
puisque X' [est] formé des fleches inversibles), 'existence et 'unicité de f équivaut a la
conclusion annoncée,

c.q.f.d.

Encore un sorite sur les classes d’homotopie d’éléments d’une catégorie X. De fagon
générale, on voit que X et IIx(X) = XX~ ont mémes composantes connexes, car si

[page 75]

a et b dans X sont reliés par une fleche de XX 71, i.e. par un X-chemin, alors ils sont dans
une méme composante connexe de X. Mais l'inverse est également vrai, comme on voit
p. ex. en prenant ¥ = F1(X), et en disant que dans le groupoide I1(X), o deux sommets
sont dans une méme composante [connexe] si et seulement si 3 x —»y (relation qui
est non seulement transitive et reflexive, mais aussi symétrique dans un groupoide). Un

chemin
C

b

a

sera appelé aussi une homotopie de a vers b. On dit que a et b sont homotopes s’il existe
une homotopie ¢ de a vers b, auquel cas il existe aussi une homotopie ‘inverse’ c° de b
vers a. Cela signifie aussi que a et b sont dans la méme composante connexe de X, i.e.
définissent le méme élément de mo(X).

L’homotopie sera dite simple si ¢ est de type Ay ou A_, i.e. si elle est donnée par une
fleche u : a— b ou v : b—a. Si on cherche une homotopie entre a et b, on essaiera de
la trouver la plus ‘courte’ possible. Si on a une homotopie ¢ de longueur [ de a vers b,
alors en remplacant 7 par T.¢q, donc I par I, 44, le sous-intervalle réduit

[page 76]

correspondant, on trouve une homotopie de a a b de type 74q, dont la longueur est égale
a la ‘longueur utile” du type 7 de ¢ (ce qui justifie la terminologie). Notons que si

T=ADARAE. AP

*1)7‘67

alors
Tréd = AEA—EAE T A(—1)%7
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[plutdt deux fois (—1)""']1 ol r est la longueur utile de 7 (la longueur pas utile étant

1€[1,r]

Quand on part d’une homotopie entre foncteurs
X —Y,

il est entendu qu’il s’agit d’homotopies dans la catégorie Hom(X,Y). (Ou, suivant le
contexte, dans une sous-catégorie précisée de Hom(X,Y').)

[page 771

Ala page 61, j’ai invoqué 'existence d’un foncteur de ‘composition des chemins’
Chy(X;a,b) x Chy(X;b,¢) — Chy(X:a,c),

qui sur la fibre du premier membre au dessus de (7,7’) € Ob (Ty x Ty), serait donné par

(%) Chy,(X;a,b) x Chy, (X;b,¢) — Chy (X;a,0),

la composition des chemins de types précisés 7, 7. Qu’on ait la un foncteur, pas seule-
ment une application sur les ensembles d’objets, est assez évident, et peut s’exprimer par
exemple a 'aide du diagramme d’amalga [ma]tion

e =40,1}

I, I,
~N

]TT/

en le transformant par Hom(-, X') (au lieu de le transformer par Homeg(+, X) seulement),
du moins dans le cas particulier ou ¥ = FI(X) (qui était celui de la page 61). Mais le
passage aux fleches est assez évident - pour deux composés ¢} o ¢y et ¢ o cq, de

c1
a - b - C

[on] voit que les homomorphismes w” du premier dans le second, dans Chy(X;a, c), qui
sont I'identité sur le sommet d’indice n + 1 des deux chemins (ot n = long7), correspon-
dant a 1, et a 0/, ‘sont’ exactement les couples
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[page 78]

formés d'un homomorphisme w : ¢; — ¢y et w' : ¢; — ¢4 dans Chy,(a,b) et Chy (b, c)
respectivement, et si w”, w, w’ se correspondent ainsi, on posera

w’' =w*w'.
Il y a une transitivité évidente a vérifier pour voir que ¢a définit un foncteur (). On peut
exprimer la situation a ’aide du diagramme

& % B 7 (composition) Ty

Pl}/ \pz
Ty Ty,

oll p1, p2 sont les deux projections. On considere sur Ty x Ty les trois catégories fibrés
pi(Cls(a.0)), p3(CHy(b,c)), 7*(Chyro(a,0))
[plutét 7*(CHsy ./ (a,c)], dont les fibres en (7,7') sont respectivement
@2,7(% b), @2,7'(57 c), @2,77'(% c).

(On écrit CH au lieu de Ch, pour indiquer que I'on considere les catégories envisagées
comme des catégories (fibrées) au dessus de (Ty) (*').) Au dessus de Ty x Ty, on a un
homomorphisme (cartésien) de catégories fibrées

() P1(CH(a,0)) Xryxy p5(CH (b, ¢)) — 7 (CH,(a,¢))

[plutat pT (CjT(&, b)) XBXB p;(CjT’(b’ C)) — 7 (CjTT/(a7 C))] )
[page 79]
car c’est OK sur les fibres ((x) page 77), et si

(o, @) : (1, 7]) — (1,7) (p:m—7, ¢ 1 —7)

est une fleche dans Ty x Ty, on en déduit un diagramme commutatif
@Z,T(a7 b) X @E,T/<b7 C) P, @E,T(C% C)
Capx (e c)” (o' )i e

@E,n (a’v b) X @E,T{ (b> C) —P @E,n‘r{ (CL, C)

2 Mais il s’agit pour p}, p5 et 7* de produits cartésiens ordinaires dans Cat, il n’y a pas & avoir peur
et a écrire des CH ...
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[plutst Chy ./ (a,c)], ie. la composition des chemins d’extrémités fixés est compatible
avec les images inverses de chemins par fleches entre les types de chemins.

Mais ’homomorphisme cartésien (xx) de catégories fibrées sur Ty x Ty n’est pas tout a
fait la méme chose qu’'un anodin foncteur

(%) Chy(a,b) x Chy(b,¢) — Chy(a, ).

La formule (%) définit en tout cas une application sur les ensembles d’objets, puisque les
ensembles d’objets de chacune des trois catégories envisagées se décompose en somme
d’ensembles Chy; (e, ), ot 7 parcourt Ty = ObTy. Mais cela se prolonge-t-il de fagon
naturelle aux morphismes?

[page 80]

Mais voila que je me rappelle que ce fameux produit cartésien pj(fourbi) x p}(machin)
n’est autre que le produit cartésien tout béte

@E(aa b) X @E(ba C)7
envoyé sur Ty x Ty par le produit cartésien des deux foncteurs de projection

Pap - @E(aa b) - B
Db - @E(ba C) - Tyv

d’ou
Chy(a,b) x Chy(b, c)
Pa,bXPb,c
Ty x Ty
[page 81]

qui est bel et bien fibrant (comme produit cartésien de deux foncteurs fibrants) et a les
fibres qu’il faut! On trouve donc bien, par le sorite général sur les foncteurs fibrants (ici
sur Ty x Ty) un foncteur de catégories fibrées sur Ty x Ty

@E(a7 b) X @Z(Z% C) - W*(Cjz(a7 C))
—_————
— (TyxTy)xy Chy(a) (32)
Comme on a d’autre part un foncteur du dernier membre (produit fibré) vers le facteur

Chy(a,c), on gagne. (On l'aurait retrouvé par le raisonnement direct que je m’apprétais
de faire, et que j’ai biffé - mais je suis plus heureux comme ¢al)

22produit fibré par 7 : Ty x Ty — Ty.
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Pour bien faire, il faudrait prouver 1’associativité des foncteurs de composition, pas seule-
ment au niveau des objets, par des arguments comme ceci, mais ¢a revient simplement a
une relation du type

(w//*w/> * W :w//* (w/*w)

pour un systeme de trois fleches dans
@E(aa b)? @Z(ba C) et @E(Ca d)

respectivement. Ca ne peut étre que trivialement
[page 82]

vrai, mais fastidieux a expliciter.

Les sueurs froides sont terminées!

En résumé, le formalisme des Chy,(X) et des Chy,(X; a, b) développé jusqu’a présent donne
satisfaction complete sur les points suivants :

a) Bon formalisme de composition des chemins (qui était dégueulasse avant).

b) Traitement élégant de la construction des catégories de fractions MX~!. Mais je
m’attends que ce sera moins joli qu’avant, quand il s’agira de remplacer un (M, X)
pardes ( M(X) ,X¥x) (X une catégorie d’indices) [plutdt Hom(X°, M)I. Clest

———
— Hom(X,M)
pour y pallier qu’il me faudra développer des énoncés de comparaison, entre la
catégorie Chy, construite ici, et d’autres dont le type dans Hot se préte aux calculs
de fagon plus directe, comme dans 1’état premier de la question. De plus, on sera
stirement obligé d’en venir a des Ind-catégories, pour pouvoir suivre la variance de
M(X)X§ pour X variable.

¢) Bon formalisme des ‘homotopies’ et des compositions des homotopies (ce qui est
une autre fagon de parler des chemins et de leur composition).
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[page 83]

8 Le lemme d’homotopie pour les morphismes d’inter-
valles

C’est le suivant :

Lemme 1. Soient 7,7" € Ty, et f,g : T —27" deux morphismes dans Ty. Alors f, g
sont homotopes dans la catégorie Homint(I., I./) des morphismes croissants d’intervalles
orientés de I, dans 1.

Cette catégorie pourrait licitement se désigner par Homr,(7,7'), ou Hom(7,7'). Clest
une sous-catégorie de la catégorie Hom(/I,, I/) de tous les foncteurs de I, dans 1./, et une
sous-catégorie pleine de la catégorie Hom®(/,, I,) des foncteurs f qui sont compatibles
avec la donnée des sources et des buts, i.e. qui rendent commutatif le diagramme

e={0,1}

(UT,QTV &‘(0'7_/,[37_/)
f

I —1 1.

Si f, g sont dans cette catégorie (pas forcément morphismes croissants d’ailleurs), une

fleche de f dans g est donc la donnée, pour tout i € I, d'une fleche f(7) &g(z) dans
I/, avec les deux conditions :
a) Siie€ {0,,1,}, w; =1d, et
b) le carré commutatif habituel pour une fleche i — j dans I,.. (Il suffit d’avoir cette
compatibilité pour les fleches de transition u,; : i — 1 — i dans I (i € [1,long7]).)
Une autre facon de décrire cette catégorie Hom®, c’est de dire que c’est la catégorie

[page 84]

@T(IT/;OT/7 17”) (2 7H0m€(]7'7]7’))7

mais Homr, (7, 7') est la sous-catégorie pleine de cette catégorie formée des chemins crois-
sants dans I.. Le lemme d’homotopie signifie aussi que cette catégorie Homr (7, 7) est
toujours conneze. Elle n’est d’ailleurs pas forcément O-connexe, car elle peut étre vide.
Notons ici, pour plus tard, la

Proposition 1 : Soient 7,7 € Ty, soient r, r' leurs longueurs utiles. Pour que
Homry (7, 7") soit non vide, il faut et il suffit que l'une ou lautre des deux conditions
sutvantes soit satisfaite :

a) r>1r+1
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b) r=r1', et (sir#0)T et 7" ont méme direction initiale (de sorte que Tyea = Tigq)-

(Démonstration + immédiate.)

Notons que si 7, 7/ n’ont pas méme direction initiale, alors tout morphisme 7 — 7’ est
forcément dégénéré sur le premier intervalle critique de .. On aura donc 7 = AL . 75 (ot
lp est la longueur du premier intervalle critique, et ot 79 a [1a] direction initiale opposée
de celle de 7), et un isomorphisme

Hom(7,7") ~ Hom(7, 7'),

ou cette fois 79, 7 ont méme direction initiale. On supposera donc désormais que la
direction initiale de T, 7' est la méme. La condition Hom(7, 7") # () équivaut maintenant
ar > 1, ce que nous pouvons supposer. Je vais alors décrire un élément canonique

[page 85]
Fy de Hom(7, 7’), ainsi. Soient
L, 1,... 1,
les intervalles critiques de I, et
O LS (r' <r)

ceux de I.. Le foncteur Fy proviendra de morphismes d’intervalles orientés (comme

no o

L 2o

frt
e

I I, )

r

et sera donc forcément trivial sur les intervalles critiques I, pour 7’ < o < r (il y en a si
et seulement si r > r’). Comme [, I,» ont méme direction initiale, il s’ensuit que pour
a € [1,7'], I, et I’, ont méme signature (& savoir g, = (—1)*"ley, ol &; est la signature
commune de [; et I7). Donc
lo=AL, I =AL,
et on définit f, comme
fo = fea,r, * trivg,

featr, © Ac, — Ale
et ou
triv, : Ala‘;‘l — 1.
En d’autres termes, pour € = +1 (p. ex.) on doit définir un morphisme des intervalles

type A —= Aj et on pose (avec les numérotations internes a Ay, Ay)
~—~— ~—
= [0,la] =[0,1]

fa(0) =0, fa(i) =1, pouri € [1,1,].
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[page 86]

L’idée donc, c’est d’étre dans les dispositions d’un voyageur qui, tenu a un plan de voyage
par étapes décrit par 7, voudrait arriver aussi vite que possible a 1., en partant de
0. II va des la premiere étape A, C I, se porter jusqu'au bout de I}, regrettant ne
pas pouvoir aller plus loin (a cause du plan de voyage). Il doit rester inactif jusqu’a ce
qu’il soit arrivé au moment marqué par l'extrémité finale de I; (si celle-ci est au dela de
celle de sa premiere fleche de transition, i.e. si {; > 1), puis il fait son deuxieme grand
pas jusqu’a 'extrémité terminale de I, etc. Il peut espérer, a chaque moment de son
voyage, étre en avance (ou du moins pas en retard) sur les autres voyageurs, qui auraient
suivi de tactiques de progression différentes. Si cet espoir était justifié, cela signifierait
que Fp serait un plus grand élément de Hom(7, 7") (NB toutes ces catégories Hom entre
intervalles sont ‘ordonnées’, i.e. il y a au plus une fleche entre deux objets), i.e. un objet
final. Cela impliquerait que Hom(7, 7’) serait méme contractile - chose peut-étre vraie,
mais sirement pas de fagon si simpliste je crains. Je me suis d’ailleurs canulé : Fj est
sans doute bien un ‘plus grand’ élément, mais pour l'ordre défini par la numérotation des
sommets de I» (donc F' < G si et seulement si F'(i) < G(i) Vi € I,), et nullement pour
I'ordre défini par la structure de catégorie de Hom(r, 7’).

[page 87]

L’idée pour prouver la connexité de Hom(7,7'), c’est de ramener tout F' € Hom(r,7’),
par une suite d’homotopies simples, a la forme normale. Rappelons que F' est donné par
une suite croissante de fleches de transition

Q’L’:UuiQ?""QiSJ i1<i2<"'<is,
et une suite d’entiers > 1
Ah AQ? tee /\S
avec la condition que
A A2 As 1
() A%A% . -AE:S =T,

Les u; sont les fleches de transition de I critiqgues pour F', i.e. non dégénérées pour F,
et A\, est la partie de u; pour F. Le foncteur normalisé (‘pressé’) Fj est distingué par les
conditions suivantes a) et b) [et c)]. Tout d’abord :

a) La suite des signes €;,, €;,, ..., &, est ‘alternée’, i.e. ¢;, # ¢, ,, (a € [1,5—1]). (Cela
traduit le fait que le voyageur pressé ne fait pas en plusieurs pas ce qu’il pourrait
faire en un seul.)

Comme le premier de ces signes est forcément €| = ¢1, cela signifie que la suite des
signes est la méme que celle des €1, €9, ..., & (a la longueur pres). Mais mieux, que
I'expression (x) de 7" est son unique expression réduite, donc que s = 7’ (longueur
utile de 77), et que les \; sont les longueurs [} des intervalles critiques de 1.
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[page 88]
Soit donc a € [1,s = 1’], et considérons la fleche de transition F-critique wu; , soit
Ja l'indice marquant l'intervalle critique de I contenant la partie de u; dans I,

u;. € F1(1,,),
alors F' induit des morphismes (croissants) d’intervalles orientés
F,=F\l,, : I, —1I,

et est trivial sur les autres intervalles critiques (ceux pas de la forme [; ). La
donnée des F,, détermine donc F' sur les [;,, donc sur tous les I;, donc partout (par
l'opération x de composition par recollement). De plus la condition a) assure que
chaque F,, est de nature assez particuliere : une seule fleche de transition critique
u; . De plus, pour qu'on ait F' = Fj, il faudra :

b) Vo € [1,7'], u;, est la premiére fleche de transition de l'intervalle critique ;, qui la
contient.

Et enfin :

c) La suite des intervalles critiques de I,

L, Ly, ..., I (de signes alternés €1, —eq, €1, ...)

7‘/

associés aux fleches F-critiques, n’est autre que celle
L, I, ..., I.
des 7’ premiers intervalles critiques de I, i.e.

<j17j27"'>jr/) = (1727"'771/)'

[page 89]

Ceci vu, I'idée naturelle pour ‘déformer’ F' en Fy, c’est de trouver une suite d’homotopies
qui transforment F' de fagon a lui faire acquérir successivement les caractéristiques a), b),
¢) du voyageur pressé. Au besoin, pour aller plus vite au but, on utilisera 'hypothese
de récurrence sur n = long 7, que le théoreme de connexité est déja prouvé quand I est
de longueur < n — 1. (NB Ce théoreme est trivial pour n < 1, car alors les catégories
Hom(,7’) sont toutes ou bien vides, ou bien ponctuelles.)

[page 90]

1) On veut assurer a). Pour ceci, on utilise I’hypothese de récurrence, pour remplacer un
groupe de [mot illisible] fleches critiques consécutives de méme signe, par une seule
fleche critique. Cette méthode ne foire que si les fleches critiques sont toutes de méme
signe ¢ et incluent u; et u,. Mais ’hypothese de récurrence appliquée a I = [1,n—1] C I,
nous ramene au cas ou il n’y a que deux fleches critiques u; et u,,. Si le premier intervalle
critique n’est pas réduit a A., i.e. soit de longueur 2, alors I’hypothese de récurrence
appliquée a I = [1,n] C I, nous ramene au cas ou les deux fleches critiques sont u,; et us,
et on est
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[page 91]

alors ramené au cas ot | I = A2, 7/ = A2.| Sinon, au cas ot |7 = A,AP A, 7/ = A2 | et

olt les deux fleches critiques sont encore la premiere et la derniere, et 7/ = AZ. Ce sont 1a
les deux cas irréductibles, qu’il faudra traiter a part.

Ces cas admis, on a donc moyen pour définir F' de fagon a satisfaire a). Ensuite on veut :

2) Assurer que la suite des intervalles critiques I;,, Ij,, ..., I; , qui contient les fleches
critiques u;,, ..., u; ,, soit la suite Iy, ..., I,». C’est encore immédiat par I'hypothese de
récurrence, le seul cas irréductible étant celui o1 7/ = 1 (une seule fleche critique), et ou il
s’agit de faire descendre cette fleche critique jusqu’a w;. Si I; est de longueur > 1, alors

on fait descendre en wu, par hypothese de récurrence, et le cas irréductible est celui ou

1,09

=A% 7 = A_, | une fleche critique u,, la faire descendre en w,. Si par contre I; [est]

de longueur 1, le cas irréductible est |7 = A, A2 A, 7/ = A,, | une fleche critique Up, 1o, 12

faire descendre en wu,.

Sous réserve de traiter les deux nouveaux cas irréductibles, on peut déformer F' en un
foncteur qui satisfait a a) et a ¢). Reste a normaliser chacun des F,, : I, — I!, (a € [1,77]).
Donc on est ramené a A? — A, : une seule fleche critique u,, a € [1,n], a faire descendre
en u;. Sin > 2, par hypothese de récurrence elle descend en wuy, cas supposé traité en
2°). Donc

[page 92]
on gagne, sous réserve de traiter les 4 cas irréductibles.
A) Cas 7= A% 7/ = A? ou A..

La catégorie Hom(A? A.) a deux éléments, les morphismes A? — A_ correspondent aux
fleches de tramsition de A? (= A ou Aj;). Dans le cas ¢ = +1, ce sont les deux
applications de {0, 1,2} dans {0, 1}, qui appliquent 0 en 0, 2 en 1, et 1 soit en 1 (Fp), soit
en 1 [plutdt en 0] (F}).

0O ——1 — 2

0 ——1

On a évidemment une fleche Fy — Fy (le voyageur pressé arrive plus vite ... ). Similaire
pour € = —1,
Hom (A% A,) ~ Al catégorie 0-connexe.

La catégorie Hom(A?, A?) a trois éléments, s’identifiant & 'ensemble des parties non vide
de I'ensemble Tr(7) & deux éléments des fleches de transition u,, uy de 7 : il y a Iy, = I,
Fu,, Fy u,- Sie = +1, il s’agit des applications croissantes (sans plus) de {0, 1,2} dans
{0,1,2}, appliquant 0 en 0, 2 en 2, et 1 en ce qu’elle voudra.
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Donc 1+——2 correspond a Fj
1—1 correspond a F}
10 correspond a Fj

et on a bien sur Fy — F} — Iy,

Hom(AZ, A?) ~ A?, catégorie 0-connexe.

Dans ces deux cas, deux éléments de Hom(7, 7) sont reliés par une homotopie simple.
[page 93]
B) Cas 7= A.AL A, 7/ = A2 ou A,

Notons que I'on a, pour 7,7’ € Ty quelconque, un isomorphisme de catégories
Hom(7, 7") — Hom(7", 7°),

exprimant simplement que
777

est un [2]-foncteur de Ty dans Ty, et méme un automorphisme de cette [2]-catégorie.

Donc dire que Hom(7, 7") est connexe revient a dire que Hom(7°, 7/°) I'est. Donc on peut
supposer ci-dessus que € = +1 (et pareil dans Al).

7 —> — ou —.

Mais tous les morphismes 7 — 7’ sont triviaux sur U'intervalle critique I5 (rétrograde), ce
qui implique que
Hom(r, 7') «=~ Hom(AZ, '),

j > 1 2 — A .
T AE

Or dans A on a vu que Hom(A?, 7') est connexe (pour 7/ de la forme A, ou A?).

On a gagné!
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[page 94]

9 Théoreme d’homotopie pour les catégories de che-
mins

Soient X une catégorie, ¥ C FI(X) [un] ensemble admissible de fleches dans X, a,b €
Ob X. Considérons pour 7 € Ty variable, les catégories

@E,T (X)7 @E,T <X7 a, b)7

qui forment les fibres des catégories Cat-fibrées

Chy(X) <%~ Chg(X;a,b)

NS

Ty

sur la catégorie Ty. Ainsi, pour 7,7’ € Ty, et pour toute
Q:T—T,

on a un carré commutatif d’homomorphismes

Chy (X) ~2% Chy ./ (X;a,b)

w}\ \vz,b

Chy, ,(X) <% Chy ,(X;a,b),

avec transitivité pour ¢ variable (composition 1) o ¢ de fleches dans Ty).

En fait, pour ¢ variable dans Hom(7, 7’), les foncteurs images inverses ¢%, ¢ , dépendent
fonctoriellement de ; i.e. on a des foncteurs

/
\

7H0m(@2;r’ (Xa a, b)> @E,T(X; a, b))

Hom(Chy. /(X), Chy, (X))

(%) Hom(, 7)
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[page 95]

Cela provient de l'inclusion
Hom(r,7") C» Hom®([,, /)

et de la description des catégories Ch_., Ch_ comme catégories de foncteurs, telle
Chs; ,(X) ~ Homy, (-, X),

ou X, désigne 'ensemble des fleches dans I, qui sont soit inversibles, soit rétrogrades. (Cet
ensemble de fleches est admissible, car stable par composition.) On désigne par Homy,
la sous-catégorie pleine de Hom formée des foncteurs qui appliquent >, dans . Or de
facon générale, si

(Ia El)a (Ila 21/)7 (Xa E)

sont trois catégories, munies d’ensembles admissibles de fleches, considérant les foncteurs
o : I —1T" avec p(X;) C X, alors le foncteur familier

Hom(Z, I') — Hom(Hom(/", X), Hom(/, X))

(transposé du foncteur de composition

Hom(/,I'") x Hom(I',X) — Hom(/,X)

(0, F) — Fop ),
se généralise en un foncteur
() @21,21,(Ia I') HHoim(Hoimzl,,Z(I’,X),Hoimzbz(l,X)),
transposé du foncteur de composition
@21,21,(Ia I') x Hoimzﬂ,z([/»X) — Homy, (1, X)

induit par ().

[page 96]

Comme toute
o:7—T1
induit
p: I, — I,

transformant fleches rétrogrades en fleches identiques ou rétrogrades, i.e.

()0(27') g ZT’:
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on trouve le premier des deux foncteurs (x) annoncés page 94, qui est associé par trans-
position au foncteur ~

Hom(r, ') x  Chy (X) — 2 Chy, (X)
—_———
~ HomZT,,E(IT’vX)
(*) can.

Homs, s, (I+, I;/) x Homs , 5(Ir, X) - 7 » Homs_5(I;, X)

déduit du foncteur composition vy dans ce diagramme : v = 7y o can. D’autre part,
ce foncteur de composition v induit visiblement un foncteur sur les sous-catégories de
chemins a source et but fixés

Hom(7, ") x Chy, /(X;a,b) — Chy, . (X;a,b),
d’ou la deuxieme des deux fleches annoncées dans (x) p. 94.

Cela montre donc que si
PY1,$P2 : T — T

sont deux morphismes de 7 dans 7" homotopes dans Hom(7, 7’), alors les foncteurs induits
entre catégories de Y-chemins ou entre catégories de Y-chemins a extrémités précisés :

[page 97]

@TX; @;X : @E,T’(X) :: @E,T(X)J
(P1)ap (92)ap s Chy o (Xja,0) — Chy (X;a,b)
sont également homotopes.

Or le lemme d’homotopie nous assure que I'hypothese ¢ ~ o est toujours satisfaite.
Donc :

Théoreme d’homotopie sur les opérations universelles sur les chemins. Soient
X, X, a, b comme dessus, et T, 7" € Ty telles que Hom(7,7") # (). Alors les foncteurs %,
Ox.ap duits par un ¢ € Hom(7,7’)
Si Choa(X) — Chy (X)
Spjg(;a,b : @E,T/ <X7 a, b) - @E,T(X; a, b)
ne dépendent pas de p, a homotopie pres.

On peut préciser cet énoncé, de telle fagon que I'énoncé pour les ¢% ., , apparaisse, comme
il devrait, comme corollaire pour celui sur ¢%. Pour ceci, on va regarder les catégories de
chemins dans X comme catégories au dessus de X, par les foncteurs ‘source et but’ :

ChE T ChE 7!

X x X
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Alors le foncteur (x) (p. 94) se factorise par la sous-catégorie Homey /x« x (-, -) de Homeyy (-, -)
formée des foncteurs qui commutent aux foncteurs de projection dans X x X, et les homo-
morphismes entre tels foncteurs qui s’effectuent par des fleches ‘verticales’ de la catégorie
but (i.e. par des fleches au dessus de fleches identiques de la catégorie base X x X) :

M(Tv T,) - I—IoirnCat/X XX(@Z,T/ (X) ) @E,T<X))'

Donc dans I’énoncé du théoreme d’homotopie, on peut préciser que ’homotopie se fait

dans cette sous-catégorie, i.e. s’effectue par une suite d’homotopies simples qui sont des

morphismes de foncteurs entre catégories au dessus de X x X. Cela implique alors I’énoncé
b : *

d’homotopie sur les ¢, .
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10 Question de comparaison pour les catégories
Cat-fibrées satisfaisant au ‘théoreme d’homotopie’
(base filtrante)

Nous allons généraliser maintenant au cas d'une catégorie (Cat)-fibrée sur une autre

C

T,

en pensant surtout au cas 7' = Ty, C = Chy(X;a,b). L’hypothese essentielle est la
suivante :

(Hypothese Si t,t’ € ObT sont tels que Hom(¢,t') # 0, alors les
d’homotopie) foncteurs ¢* : Cp — C; associés aux ¢ € Hom(¢,?') sont
homotopes.

Ils définissent donc une seule et méme fleche dans Cathot. Je désigne par T,.q ou T,
I'ensemble Ob (T'), avec comme relation d’ordre celle déduite de la structure de catégorie :

t<t = Homy(t,t") # 0,

de sorte qu’on a un foncteur
T—T,

qui est universel pour les foncteurs de T dans des catégories ‘ordonnées’ (i.e. ou toute
fleche est monomorphique [non, cf. e —re; plutdt, ol toujours #Hom(a,b) < 1
(admettant des isomorphismes non identiques)]) ou pour les foncteurs F' sur 7T tels
que F' soit constant sur tout Hom(¢,t'). L’hypothese d’homotopie peut s’exprimer en
disant que le foncteur composé

T° — Cat — Cathot

t +— Ct

[page 100]

se factorise (évidemment de fagcon unique) en un foncteur
He @ T9 — Cat hot,

i.e. qu'on a un diagramme commutatif
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T? e, Cathot.
Nous allons supposer de plus :
(Hypothese de filtration) L’ensenble ordonné T, associé a T est filtrant

décroissant (filtrant a gauche), i.e. si t,t' € ObT,
il existe t” € ObT et des fleches " —t, t"" —t'.

Cette hypothese est bien satisfaite dans Ty, car pour 7,7 € ObTy = Ty, il suffit de
prendre 77/, qui s’envoie dans 7 par id; * p,, dans 7' par p; * id, ou p, : T— 1 est le
morphisme de 7 dans 1’'objet final.

Ainsi, He définit un ind-objet de Cat hot, que nous allons désigner par C'. Si on suppose
de plus :

(Hypothese de dénom- T, admet un sous-ensemble dénombrable cofinal
brabilité, toujours satis- a gauche.
faite si card T, < V)

alors cet ind-objet de Cathot peut étre défini, de beaucoup de fagons, en termes
[page 101]
d’un systeme inductif dans Cat (pas seulement dans Cat hot)

(Cr)nen,

d’ott on récupere I'ind-objet C' dans Cat hot en passant au systeme inductif correspondant
dans Cat hot, puis a 1'ind-objet associé.

Pour construire le systeme inductif C),, il suffit de prendre une chaine infinie
lo~—th——ty+—  —lp+—tpp1+— -

de morphismes dans T, telle que ’ensemble des t; soit cofinal a gauche dans T,. On
va supposer de plus C' strictement fibrée sur T (i.e. provenant d’un véritable foncteur
T° — Cat, i.e. on peut choisir les foncteurs images inverses

QO* . Ct/ HC%

de fagon transitive stricte, pas seulement transitive a isomorphisme pres) - cas auquel on
peut toujours se ramener d’ailleurs par I'astuce de GIRAUD. Cette hypothese est d’ailleurs
vérifiée dans le cas Chy(X;a,b) sur Ty. Ainsi, les

(Cti)iEN
forment un systeme inductif de catégories indexées par N, le morphisme de transition

On — Cn’ 1.e. Ctn — Ctn’
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étant le foncteur image inverse ¢} ., ou

Pnn' - tn’ th

est le composé des t,, — t,y_1 —» --+ —1,. (Si on n’avait pas transitivité stricte, on
définirait ¢ , comme le composé des foncteurs image inverse par des fleches de transi-
tion successives t,y —t,y_1 — - -+ — 1,41 — t,, ce ne serait ¢ , qu’a isomorphisme
canonique pres.)

Soit

la catégorie lim . (Elle sera surtout sympathique si on a pu choisir le systeme (¢,,),en de
telle fagon que les foncteurs de transition

Otn - Ctn—l

soient pleinement fideles, et peut-étre méme [des] monomorphismes, de telle facon que
les C), s’identifient & des sous-catégories pleines de leur limite inductive C..) Je voudrais
comprendre les relations précises entre les trois genres d’objets suivants :

(a) C elle-méme (comme objet dans Cat, pas de Cat/T), et surtout les objets de Cat hot
et de Hot qui lui correspondent.

[page 103]

@ Cx, €t les objets de Cat hot et de Hot qui lui correspondent. Dans quelle mesure ces
deniers sont-ils indépendant du choix du systéme projectif cofinal a gauche (,)nen
dans T7 Quel est le role de C,7 Est-elle canoniquement isomorphe a C' dans
Cat hot, ou dans Hot? (Auquel cas la question de son ‘role’ me semblerait résolue!)

@ Le ind-objet Ho dans Cat hot, et I'ind-objet de Hot qu’il définit.

Je note que I'ind-objet H¢, et aussi les catégories Cy, construites comme dessus, ne
changent pas quand on remplace T par une sous-catégorie 1" cofinale a gauche, ou
aussi par une catégorie de la forme T'/ty (to € ObT), qui donne lieu a I'ensemble
ordonnée associé

(T/t)o :To/t: {t €T, | tStO}

[plutdt (T/to)o = To/to = {t € T, | t < tp}]. Si la relation entre les objets dans
a), et ceux dans b) et dans c), est tres étroite, on en concluerait que le ‘type’ de C
dans Cat hot, ou dans Hot suivant le cas, ne change pas en remplagant C' par
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[page 104]
C xpT" oupar C/ty ~ C xpT/ty. Bien mieux, elle ne changerait pas en remplacant
T par (N)°, la catégorie (ordonnée) opposée a N (ayant donc un unique objet
final), et la catégorie fibrée C' sur T' par la catégorie Cy induite par C' sur (IN)°, via

le foncteur
t:(N)°—T

défini par le systeme projectif t = (¢, ),en dans T'. Cela signifierait donc que pour
comprendre le type homotopique (au sens strict, i.e. dans Cat hot, ou large, i.e. dans
Hot) de C, on peut le ‘nettoyer’ de fagon draconienne, la base T' étant vue comme
une sorte de gangue un peu vaseuse, ou du moins pléthorique.

@ De toutes facons, si 7" est une autre catégorie filtrante & gauche, et
a: T —T

un foncteur cofinal a gauche, de sorte que C sur T', et C' = C'xpT" sur T”, définissent
essentiellement le ‘méme’ objet de Ind Cat hot, et que la catégorie C pour C' sur
T’ fait partie des catégories Cy, pour C sur T - on peut se demander

[page 105]

si le foncteur canonique

' —C

est également toujours un isomorphisme dans Cat hot, ou sinon, du moins dans Hot.

Un intérét particulier s’attache a my(C'), et de plus a sa variance pour C' sur T variable
de la fagon suivante. Si S est dans Cat, on regarde les catégories

Homc, (S, Ct) (teT),
on trouve un foncteur
tHomey (S,C), 1% — (Cat),
d’ou une catégorie fibrée sur T', que je vais désigner par
Homqp(Sr, C)

(Sauf erreur, elle s’interprete comme la catégorie fibrée sur T' correspondante au champ
sur Top(T) = T" du morphisme de T-champs de Sy dans C, ou Sy = S x T (considérée
comme catégorie fibrée sur T a fibre essentiellement constante S) dans C. Ici j’identifie
catégorie fibrée sur T, et champs sur le topos T7.) 1l est immédiat que la propriété
d’homotopie (p. 99) est stable par passage de C' & Homy(Sr,C). On s’intéresse a la
variation de

mo(Homy(St, C))
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comme contrafoncteur en S,
H : S+—myHomy(St,C) (Cat)® — (Ens),

et a une éventuelle expression de ce contrafoncteur H en termes de 'ind-objet Ho de
Cat hot, par la formule hypothétique

H(S) ~ Homlnd(Cat hot) (’Y(S)a HC)?

ol
v : Cat — Cat hot

est le foncteur canonique. Si on avait un tel isomorphisme canonique fonctoriel en S, cela
donnerait une description (& isomorphisme unique pres) de 'ind-objet He en termes du
foncteur précédent H sur Cat.

I1 me vient un doute ici, en vue de 'exemple T' = Ty, C' = Chy(X;a,b). Les trois types
d’objets a) b) ¢) ont le méme 7, et il est siur que ‘c’est le bon’. D’autre part, pour une
catégorie parametre variable S, il est stur aussi que le bon foncteur en S est

S+ mo(Homy (S7, C)) ~ Homng cathot (S, He),
isomorphe aussi, st S est finie, a
Homcag hot (S, Coo),
ce qui montre que, du moins pour des arguments S € (Cat) qui sont des catégories finies,
les objets
[page 107]

Cy et He sont ‘bons’; il nous permettent de décrire un foncteur important qui domine
la situation envisagée. Moyennant une hypothese tres forte, mais satisfaite dans les cas
importants, on peut dans ces deux formules remplacer Cat hot par Hot.

Par contre, sauf pour le cas ou S est réduit a un point et ot Homggg not ou Homy, de S
dans C n’est autre que m(C') (=~ mo(Cs) =~ mo(Hc)), donc effectivement ‘bon’, je ne sais
pas si

Homcag hot (S, C) ou Homp (.S, C')

= moHom(S,C)

est lié de fagon raisonnable aux ensembles précédents (déterminés par He, resp. par Cy,),
p. ex. s’ils lui sont isomorphes de fagon naturelle, et s’ils ont une signification géométrico-
topologique raisonnable. Je commence a suspecter que non - donc qu’on aurait ici un cas
ou une relation de type tres général concernant un g, ici donc

70(C) ~ mo(Coo) ~ mo(He),

ne se prolonge pas en un isomorphisme sur les 7; supérieurs, et en une propriété de Hot-
équivalence.
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Je ne trouve d’ailleurs aucune fleche directe entre C' et I'un des objets C,, H¢; tout ce
que je vois dans ce sens, c’est

foncteur de
localisation
Cne ———— Cx

C,

ou la fleche verticale est la fleche de projection de Cne = C' xp N° (avec N° LT ).
Ceci n’établit une relation topologique étroite entre C' (en tant qu’objet de Cathot ou
de Hot simplement) et Cy, que si les deux fleches précédentes sont tout au moins des
Hot-équivalences. Et le cas-type (problématique) ou la question de la relation entre C
et Cy se pose, est donc celui ou 7' = N, i.e. celui d’'un systeme inductif quelconque de
(petites) catégories, indexé par N, et interprété comme défini par une catégorie fibrée
C = Cne sur N°. Dans ce cas particulier, on a du moins une fleche canonique

C—Cx

sur laquelle on peut se poser la question si c¢’est
[page 109]

une Hot-équivalence. Sinon, cela prouvera que dans le cas général, le Hot-type de C' (et a
fortiori sa classe d’isomorphie dans Cat hot) n’a pas de sens géométrique intéressant. C’est
a dire que C' est intéressante uniquement en tant que catégorie fibrée sur T', permettant
notamment de construire l'ind-objet Hy de Cathot ou de Hot, mais pas en tant que
‘catégorie nue’.

Mais je viens de me convaincre que Cne — Cy est bien une Hot-équivalence. Donc la
fleche C'ne — C' définit une fleche dans Hot

Coo —C

(en composant avec l'inverse dans Hot de la précédente). Est-ce un isomorphisme? Donc
pour cette question, on est ramené a la question pour Cne — C'. Mais si on prend C' =T,
cela pose déja la méme question pour N° — T, donc la question si T est asphérique, sous
la seule hypothese que Ty, soit filtrante a gauche et dénombrable a U'infini (a gauche). Mais
bien str c’est faux (p. ex. si 7' n’a qu’'un seul objet, il n’est pas pour autant asphérique

.

Cela me convainc donc qu’a défaut
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d’hypothese supplémentaire draconienne sur 7', la catégorie C' ‘nue’ n’offre pas d’intéréet
particulier, a part son 7y (qui est donné aussi par Cy,, et par Hg). Il n’est pas dit, certes,
que Ty ne satisfasse pas a ces ‘conditions draconiennes’. Mais comme C' ‘nue’ ne s’insere
pas dans un formalisme sympathique (p.ex. on n’a pas d’interprétation géométrique de
Homcagnot (S, C), ou de Homp, (S, C')), je crois que par la suite je peux en faire abstraction.
Exit a) !

5.11.90

J’ai quand méme passé la journée entiere hier a essayer de comprendre la relation de C'
et de son type dans Hot, a celui de C. En effet, comme on a finalement une fleche dans

Hot
Coo —C,

déduite du diagramme dans (Hot)

One —— Coo

C,

de prouver que C,, — C' est un isomorphisme dans Hot

[page 111]

semble la facon la plus simple, et peut-étre unique, de prouver que I'image de C,, dans
Hot ne dépend pas, a isomorphisme unique pres, des choix faits pour construire Cy.
Sans compter que dans le cas motivant, C' = Chy(X) ou Chy(X;a,b), T' = Ty, c’est la
catégorie des chemins C' qui donne lieu a une loi de composition des chemins impeccable,
fonctorielle, associative et tout, alors qu’il n’en est rien pour C,. On ne trouve pas une

loi de composition
Coo X Coo — C

dans Cat, ni méme dans Cat hot ou dans Hot - ou plutot, si on arrive pourtant a construire
une fleche Cy, x Cy, — C4 dans Cat, c’est encore laborieusement a coups de choix +
arbitraires, cran par cran, et sans savoir si ce qu’on obtient a une propriété d’unicité, ne
serait ce que dans Hot; on ne trouve une interprétation géométrique tangible de cette
composition que dans Hot) (ot on a une véritable loi de groupoide), ou dans Hr en tant
qu’objet de Ind Cat hot
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ou de IndHot. (Donc la limite inductive dans Hot) n’est autre que 1’élément de Hot)
défini par Cy..)

Mes efforts pour prouver que
Coo —C

était un isomorphisme dans Hot, ou ne serait-ce qu'un 1-isomorphisme (i.e. un isomor-
phisme non seulement pour les my, ce qui est toujours vrai, mais aussi pour les m; de
toutes les composantes), ont échoués. J’ai trouvé qu’il suffisait que le foncteur

T7—1T,

soit ou bien lisse et coasphérique, ou bien propre et asphérique - donc tout est OK si
T =1T,, ie. si T est ordonnée. Mais dans le cas T' = Ty, le foncteur T"— T, n’est ni
propre, ni lisse (pas méme O-propre ou 0-lisse).

Finalement j’en suis arrivé a la conviction que dans le cas qui nous occupe (7' = Ty,
C = Chy(X;a,b)), la fleche C,, — C n’est en général pas un isomorphisme dans Hot.
En effet, dans le cas a = b, si cela [était vrail,

[page 113]

on aurait une description du Hot-groupe Q(X,a) = Ch(X,a) (**) en termes d’une caté-
gorie C' munie d’une loi de composition associative (et unitaire) dans Cat, redonnant la
loi de groupe de 2 en passant de (Cat) a Hot. Prenant le nerf de C, on trouverait un
monoide semi-simplicial qui, dans Hot, donnerait la loi de groupe de Q(X,a). Or je me
rappelle (**) qu’on m’a expliqué qu’en général, la loi de groupe de Q(X,a) ne pourrait
pas étre obtenue par une loi associative sur un ensemble semi-simplicial. Ainsi, I'insucces
de mes efforts semble tenir, non a ma maladresse, mais a la nature des choses.

Je vais résumer les faits positifs auxquels je suis arrivé dans le diagramme suivant, qui a
lieu dans la situation générale C'— T envisagée au début du présent paragraphe :

[page 114]

20n fait ici ¥ = FI(X).

24C’est un erreur - ca doit étre pour d’autres objets groupe de Hot que les groupes de lacets. J'ai
vu dans Quillen que Q(X,x) doit se décrire par un groupe semi-simplicial (quand X est un ensemble
semi-simplicial, 2 un sommet). Donc le probleme si Co, ~ C' dans Hot reste entier.
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Cy

u* (pour u:t —>1t'
dans T')

C, :
fleche dans Cat
(donc dans
Cat hot,

Hot,
Hot{))

fleche déﬁhie dans
Ind Cat hot
([ou dans]
IndHot,
Ind (Hot('))

diagramme 1

. commutatif
lim Ct = @ dans Ind Hot C

A
dans Ind Cat hot ou Ind (Hotg)

(ou dans Ind Hot df!?iche
éfinie
ou dans Ind (Hoty))) dans Hot,

fleche
définie dans

Ind Cat hot . . o
isomorphisme, méme

ou dans Ind Hot N
ou dans Ind Hot{} dans Hot{

= lim Hr dans Hot)

donc dans Hot(,
en général pas un

[Les annotations dans ce diagramme concernent les fléches en traits pleins.]

Les objets importants sont Hr et C,, alors que C (sur T') et les C; prennent un role
technique intermédiaire, pour construire Hy et Cy. On peut considérer Cy, comme une
catégorie (objet de (Cat)), mais dont la construction dépend de nombreux arbitraires,
a linverse de Hy dans Ind Cat hot. C’est I'objet de Hot) déduit de C,, qui a un sens
canonique, et peut étre décrit comme la limite inductive de Hy comme objet de Ind Hoty,
i.e. comme représentant le méme foncteur sur Hoty que Hyp.

[page 115]

Dans le cas géométrique T'= Ty, et C' de la forme Chy,(X;a,b), donnant lieu a C(a, b),
on n’a pas de définition naturelle d’un bifoncteur de composition des chemins

Coola,b) x Coo(b,c) — Cxla,c).
On peut définir, certes, des accouplements
Chy -(a,b) x Chy, (b, c) — Chy . (a,c),
ou, avec les notations relatives a la donnée de

t:N°—Ty,
@n<a7 b) X @m(bv C) H@ner(a? C)?
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mais ces accouplements ne sont pas compatibles avec les morphismes de transition des
trois systemes inductifs de catégories (Ch, )nen, ils ne le sont qu’a homotopie prés. Cela
suffit cependant pour avoir des accouplements parfaits

Hr(a,b) x Hp(b,c) — Hr(a,c),

avec associativité, et (si ¥ = F1(X) tout entier) existence de vrais inverses, i.e. de fleches
(dans Ind Cat hot) de ‘passage au chemin opposé’

[page 116]

(%) Hr(a,b) — Hp(b,a), cr—c°,

donnant lieu au diagramme commutatif exprimant que c’est bien un inverse pour la com-
position. Une autre facon de le dire, c’est que pour tout objet Y de Cathot (ou de
Ind Cat hot), les ensembles

HomCat hot(Y7 HT(a> b)) (gf HTZ(C% b)

forment, pour a,b € X variables, les floches d'un groupoide (**) Chy(X) ayant pour
ensemble de sommets Ob X, et HY (a,b) étant formé des fleches de a vers b. L’application

HY(a,b) — HY (b,a), c— ¢,

déduite du foncteur (x) plus haut n’est autre que Iapplication de passage a linverse.
Cette catégorie n’est d’ailleurs autre que celle déduit de

X(Y) = Homey (Y. X)

X(Y)Sy, ou § Yy CFIX(Y)),

défini en termes de ¥ ‘argument par argument’,

a l'aide du foncteur
X —X(Y), ar—ay,

[page 117]

associant a tout a € X le foncteur constant sur Y de valeur a, en prenant

Hr(a,b) ~ HOI’I]X(Y)Z;l(CLy, by) .

Dans le méme cas géométrique, je me suis convaincu d’ailleurs que Cy, était, en tant
qu'objet de Hot (pas seulement de Hoty) unique d Hot-isomorphisme prés, mais (chose
étrange) peut-étre pas a Hot-isomorphisme unique pres. De fagon générale, revenant aux

258i ¥ = FI(X). Si ¥ est plus petit, au lieu d'un groupoide, on trouve une catégorie sans plus.
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conditions du début du paragraphe, C,, doit sécrire C(t), elle dépend du choix du
foncteur cofinal
t:N°—T.

Quand t varie dans la catégorie
Hom cof(N°, T,

les Co(t) varient de fagon contravariante en ¢ (donc définissent une catégorie fibrée sur
Hom cof(N°, T)). De plus, le foncteur

Coo(t') — Cult)

associé a un morphisme de systemes projectifs

t—t
est un isomorphisme dans Hot. Donc le
[page 118]
foncteur
t— Cwl(2), Hom cof(N°, T') — (Hot)

se factorise par le groupoide fondamental
[I(Hom cof(IN?,T")) — (Hot).

Quand ce groupoide, i.e. quand la catégorie Hom cof elle-méme est connexe, on peut
donc conclure que tous les C(t) sont isomorphes entre eux dans Hot. Pour conclure
méme a un systeme transitif d’isomorphismes entre les Coo(2), i.e. que Coo(t) est ‘unique
a isomorphisme unique pres’; il faudrait savoir de plus que le groupoide fondamental est
équivalent a la catégorie ponctuelle (groupe fondamental trivial), ou, comme on dit, que
Hom cof soit simplement connexe, ou 1-connexe.

La connexité de Hom cof est assurée quand la catégorie 7" a (comme c’est le cas pour Ty)
une loi de composition (¢,t") -t x t’, avec des morphismes fonctoriels en ¢, #’

/

txt

~

t/

(cette derniere condition étant automatique
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[page 119]

si la loi de composition admet 1'objet final de T', supposé existant, comme unité bilatere).
Dans ce cas, t = (t,), et t' = (), sont reliés entre eux par t xt’' = (t, xt!,),, puisqu’on a
un morphisme de systemes projectifs

txt
SN
t t.

Je ne sais d’ailleurs pas si la fleche dans Hot

associée a t' —t dans Hom cof ne dépend que de ¢, ¥/, et pas du choix de t' —¢t. Ce
qui est clair, c’est que son image dans Hot est unique, c’est I'identité quand on identifie
Coo(t) et Coo(t') au seul et méme élément de Hot) défini par lim Hrp.

Et pourtant, je m’apercois a l'instant que, sous 'hypothese de I'existence de la loi de
composition et de son unité bilatere, et admettant de plus que la loi en question est
associative a isomorphisme pres, on a transitivité dans les isomorphismes (canoniques!)
entre les C(t) qu’on vient d’indiquer !

[page 120]

(Sans avoir pour autant a calculer le groupe fondamental de Hom cof(N° T)!) Si on a
trois éléments ¢, t', t” de Hom cof, il suffit de regarder le diagramme déduit du diagramme
commutatif suivant

en lui appliquant le contrafoncteur s — C(s) de Hom cof dans Hot.

Donc dans le cas des C(a,b) = Chy(X;a,b), je n’ai plus aucun scrupule a considérer
la catégorie C(a,b) comme un objet canonique de Hot, relié a I'ind-objet canonique
Hr(a,b) dans Hot par un homomorphisme canonique

(%) Cwx(a,b) ~— Hr(a,b),
qui dans Hot) donne un isomorphisme
(xx) Coo(a,b) ~ lim Hy(a,b),

i.e. la fleche (%) induit, pour £ € Ob Hot, une application ensembliste
HomHot (57 Coo(aa b)) -~ HomlndHot (57 HT(a7 b))a

lim HOIIlHot, (éac’ﬂ (avb))

—
n

qui est bijective si £ est dans Hot.
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[page 121]

Bien entendu, les fleches

dans Hot, associés aux fleches ¢t — ¢’ dans Hom cof(N?, T"), sont en fait des fleches dans
(Cat) elle-méme - et méme des foncteurs pleinement fideles, dans le cas ‘géométrique’ et
pour les deux fleches canoniques

txt
SN
t t.

Elles sont isomorphiques dans Hot, parce qu’elles définissent un homomorphisme sur les
ind-objets associés de Cat hot, donc aussi pour les ind-objets associés dans Hot et dans
Hot/, d’ott résulte que

HOInHot(K Coo (ﬂ)) - HomHot(Y7 Coo (E))
associé & (x) est une bijection si Y est finie (*°), cette fleche s’identifie alors &

lim Hompo (Y, Cy ) — lim Hompe (Y, Cy,).

(Car Z — Hompe (Y, Z) commute aux limites inductives filtrantes, si Y est une catégorie
finte. Cela provient du fait qu'une lim filtrante de catégories de Thomason-Kan est itou
...) Mais j’ignore par contre si (x) est [un] isomorphisme dans Cathot. Seulement que
pour une catégorie finie Y, elle induit

HomCat hot (K Coo (ﬂ)) — HomCat hot (3/7 Coo (Z) ) P

les deux membres s’identifiant alors a

[page 122]

Hr(Y)cathot = Hompng catnot (Y Hr).

Pour résumer ces lumieres et perplexités sur les Cio(t) :

a) A tout ¢ = (tn)nene € Hom cof(N°, T) est associé un systéme inductif, indexé par
N, de catégories C,(t) (= C}, ), et leur limite inductive

Coo(t).

26Ce qui suffit & assurer que (x) est [un] isomorphisme dans Hot : Hot —» Hot( est conservatif!
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b) Ce systeme inductif, et aussi sa limite est [un] foncteur contravariant en ¢. Si
t,t’ € ObHom cof, alors on peut comparer Co.(t), Coo(t') et les systemes inductifs
correspondants, grace a

c) L’objet
(Cp(t))nen € Oblnd Cat hot

défini par le systeme inductif (C),(t))nen de Cat est (a isomorphisme unique pres)
indépendant du choix de ¢, soit Ho ou H. Les homomorphismes

(%) Coo(t) L Cul(t) associé a u : t —1t'

sont compatibles avec cette donnée, i.e. on a commutativité dans

lim C.(t') lim C\(t)
Ind Cat hot Ind Cat hot
\ s

H
[page 123]

d) Il s’ensuit que les homomorphismes (x) sont des isomorphismes dans Hot, donc tous
les Co(t) sont isomorphes dans Hot. L’astuce des t % ¢’ (dans le cas ot on a une
loi ¢ % t' associative et admettant I'objet final comme objet unité) donne méme des
isomorphismes canoniques

Coo(t') — Coo(2) dans Hot,

et c’est la un systeme transitif d’isomorphismes. Donc on a dans Hot un objet
canonique

Cs € ObHot,

dont la relation & H € ObInd Hot est déduite de c), c’est une fleche canonique
H—C, dans Ind Hot (*7).

Cette fleche induit un isomorphisme pour les objets correspondants de Hot); mais
en regardant H non comme ind-objet de Hot), mais prenant le foncteur Hy in-
duit sur Hoty par le foncteur ind-représentable H sur Hot. Ce foncteur induit est
‘représentable’ par 'objet C', de la catégorie plus grande

Hy~C., dans Hot).

(Si le foncteur canonique Hot —= Hot) est pleinement fidele, alors cette formule
décrit Cy, comme objet de Hot, a isomorphisme unique pres, en termes de Hy, donc
aussi en termes de H € ObInd Cat hot.)

2"NB H n’est pratiquement jamais essentiellement constant, donc la fleche ci-contre [n’est] pas un
isomorphisme dans Ind Hot.
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[page 124]
e) J'ignore par contre si les fleches
Cm(ﬂ) - COO(I)

sont des isomorphismes dans Cat hot, bien qu’elles soient définies en termes d’homo-
morphismes de systemes inductifs de catégories, qui sont des isomorphismes dans
Ind Cat hot. Il en est ainsi, méme pour les fleches Coo (1), Coo (') == Coo(t x ) util-
isées pour comparer Co (1) et Coo(t') canoniquement. Ainsi, je ne vois pas comment
définir des fleches en sens inverse dans Cat, qui seraient candidats a étre des iso-
morphismes inverses dans Cat hot.

f) Dans le cas géométrique (7" = Ty, situation décrite en termes de X, 3, et a,b €
Ob X, d’ou des C(t; a,b), C(a,b), H(a,b) etc.), on n’a pas d’opération de compo-
sition de chemins au niveau des catégories C(t; a,b) et Cy(t; b, ), mais seulement
au niveau des objets H(a,b), H(b, ¢) de Ind Cat hot ou de Ind Hot. Suis-je seulement
str de savoir définir dans Hot

Cox(a,b) x Cyo(byc) — Cyla,c) ?

Strement, il n’y a pas de problémes pour les images dans Hot), puisque la ce
sont les mémes que celles de H(a,b), H(b,c), H(a,c) respectivement, et on a des
accouplements parfaits, associatifs, avec unité, et avec inverses la ou il doit y

[page 125]

en avoir. Mais pas pour les C(a,b) eux-mémes?

C’est un peu vexant qu’avec tout ce travail il semblerait qu’on n’ait pas méme été foutu de
définir 'analogue dans Cat du classique espace des lacets (X, x) comme un groupe dans
Hot. (Que fait THOMASON?) Mais voila une idée pensable [?]. Pour définir quand-méme

Coo(a,b) X Co(b,c) — Cxl(a,c)

dans Hot, on va décrire les deux foncteurs Cy(a, b) et C (b, ¢) par des systémes projectifs
différents t, t’. On peut I'expliciter en partant d’'un 75 de longueur utile > 2, et en prenant
dans les deux cas

ty =1, =171,

mais des morphismes de transition différents

(tn+p — tn) = 7Tp * id-,—él
(thep — t) = idgn *

ou m, : 7 — 1 est la dégénérescence totale. On définira C.(a, ) en termes de t” =t x ¢/,
donc

n o _ 2n
tn = Tp

(t//

n _ 4
ntp —ln) = mpxidoan xmy
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Cette fois, les foncteurs de composition
Cn(t;a,b) X Cp(t';b,¢) — Cy(t";a,c¢),

sont compatibles avec les foncteurs transition pour n variable, et on trouve

[page 126]

Coo (t, a, b) X Co (ﬂ, ba C) - Cm(ﬂa a, C)a

donc une fleche dans Hot
comp,, : O X Csg —> C.

Il faut voir qu’elle ne dépend pas du choix de 7y, mais si on a 7y et 7, on les compare par

;) T 7—0 . . 5. . N / _

To X T, iy il suffit donc de voir que s’il existe une fleche 79 — 7, alors comp, =
—_—

0
3 pS : : h / / 1" " N
comp. Mais une telle fleche induit des fleches ¢, — LT(/), t,—t e v, —t s d’ou

un diagramme dans Cat

comp/

| |

Coo(try; a,0) X Coo(t' 1,3, €) i Coo(t” 5 a,0),

dont on vérifie tout de suite qu’il est commutatif. Or ce diagramme peut se réécrire dans
Hot comme

comp/

Cool(a,b) x Coo(b, c) Cwo(a,c)

id lid

Coola,b) x Coo(b,¢) —2 + Co(a,c),

[page 127]
d’ott comp,; = comp,.

Je recule devant la vraie difficulté - celle de prouver I'associativité de cette loi de compo-
sition. Elle devient associative dans Hot) - mais pour que deux fleches dans Hot soient
égales (ici donc

Coo(a,b) X Coo(b,¢) X Cxo(c,d) —% Cuo(a,d) ),

suffit-il qu’il en soit ainsi de leurs images dans Hot) - en d’autres termes, le foncteur
Hot — Hoty,

est-il (en plus d’étre conservatif) au moins fidele (sinon pleinement fidele)?
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Il y a aussi que cette loi de composition est compatible avec celle des H(a,b) dans Ind Hot,
pour les fleches canoniques

H(a,b) — Cy(a,b) dans Ind Hot,

si on saurait que ce sont des épimorphismes, et le restent par produits cartésiens, on aurait
gagné.

Bien sur, on saura que c’est associatif, une fois qu’on saura que la composititon définie
ici est compatible avec la composition des chemins dans le cadre semi-simplicial. Mais
comment fait-on dans ce cadre, pour composer les chemins de longueur non bornée? N’y
a-t-il pas la exactement la méme difficulté? A moins de s’en

[page 128]

tirer en se ramenant tout de suite, pour la théorie des opérations €2, aux complexes de
Kan, et aux chemins de type A, . Mais pour les composer fonctoriellement, il me semble
y avoir toujours le méme probléme - on trouvera des chemins de type A, A, = A, et
non pas A, mais on peut alors composer les homotopies directes (revient a s’'induire sur
A, ~{0,2} C AJ). Or jai fait le formalisme des catégories de chemins sans me soucier
de conditions du type Kan. Je présume que dans le cadre semi-simplicial, les Hom (A1, X)
ne donnent pas le bon objet des chemins, pour X pas de Kan. (Car sinon, il semblerait
que pour X = X, a composantes finies, le calcul des 7; devrait étre fini, ce qui n’est
pourtant pas le cas, m’a-t-on toujours assuré ... )

Je présume pourtant, quand on prend ¥ = FI(X), que les objets Ch,(X;a,b) et
Ch(X;a,b) sont isomorphes dans Hot, quand on immerge X dans une enveloppe de
Thomason-Kan X.
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[page 129]

11 Rapide retour sur les (M,Y), dans 'optique des
dérivateurs

Quand on s’intéresse au formalisme des Chy(X;a,b) en vue d'un dérivateur Dx s, qu’on
voudrait définir en termes de X, ¥, il semblerait que le prédérivateur qu'on obtient bel
et bien ne mérite le nom de dérivateur que lorsqu’on suppose que pour toute fleche

Y —Y’
dans Cat qui est une Hot-équivalence, les fleches correspondantes
Homyyg cat hot(Y/, H(a,b)) — Homgcatnot(Y; H(a,b)),
ou encore

m Homgyy hot(Y/a @n,i}(aa b)) - h—HI» Homyy hot(Y7 @n,E(aa b))

n n
sont des bijections. J'ai regardé dans V ce que ¢a signifie pour l'objet H(a,b) =
(Ch, x(a,b)), de IndCathot. C’est cette condition seulement qui assure, du point de
vue des dérivateurs, une interprétation convaincante de Ch, x(a,b),

@00,2(6% b) = le, @n,z(av b)
en tant qu'objet de Hot, ou plus exactement denHoté\7 car on a alors pour Y une catégorie

finie
HomCat hot(K H(CL, b)) = HomHot(Y7 @0072(6% b)))

~ HomX(Y)E;l (ax,bx)

[page 130]

car je veux quand-méme que le type dans Hot soit le bon, qu’il correspond bien a
I’homotopie des espaces de chemins. Donc on voudrait qu'un morphisme

xX-Lx

dans (Cat), qui est une Hot-équivalence, définisse
@OO(X, a, b) - @oo(le f(a)v f(b))7

qui soient eux aussi des Hot-équivalences. D’autre part, c’est évidemment compatible
avec la brillante composition des chemins, que j’ai réussi a définir entre ces objets de Hot.
Donc (sous réserve d’avoir vérifié ce que je viens de dire) la vérification de 'associativité
se ramenerait au cas ou X est de Thomason-Kan. Mais dans ce cas, il y a des chances
que, tout comme dans le cas semi-simplicial, les Ch (X a, b) peuvent se définir (comme

objets de (Hot)) comme étant simplement les chemins de type A de a a b, qu’on compose
alors de la fagon triviale. Mais non, ces catégories sont discretes!

Je renonce pour l'instant a poursuivre plus la question d’associativité. Demander a
THOMASON pour les propriétés du foncteur Hot — Hot).
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[page 131]

Cela signifie, a tres peu de choses pres, qu’on a une interprétation de Ch, x(a,b), en tant
qu’objet de Hot, comme un ‘Hom externe’ Hom ext(a, b) & valeurs dans Hot, défini sur la
catégorie M = X a l'aide du seul ensemble admissible de fleches ¥ C FI(M), opération
satisfaisant la condition

(%) Homyo (Y, Homext(a, b)) ~ Hom ;351 (ax,bx)

(qui peut s’interpréter aussi, soit comme

Hom v (pi(ay), b)

sip: M(Y)Sy! — M existe, soit comme
—_———
D(Y)

Hom y(a, p«(by))

sip, M(Y)E5H — M existe); avec le seul petit ennui que cette formule n’est valable
D(Y) =D(x)

que pour Y finie. Sion veut exprimer le second membre pour Y variable quelconque dans
Cat, il ne suffit pas d’un objet de Hot (Homext(a,b)) dans le premier membre, mais il
faut I'ind-objet H(a,b) = (Ch, (a,b)),en dans Hot. Si donc on tient a travailler dans un
‘domaine’ Diag du dérivateur D = Dy aussi grand que possible, en se bornant a des
catégories finies,

[page 132]

et qu’on veut qu'une formule () reste valable pour toute Y dans le domaine, il faut ‘en
toute rigueur’ définir le Hom ext(a,b) non comme objet de Hot, mais de Ind Hot. Il se
décrirait donc alors comme

Hom ext(a,b) = (Ch, »(a,b)), (ind-objet dans Hot) ,
et 'objet Ch,, . dans Hot en est une sorte de limite inductive.

Je me suis demandé si la condition préalable, savoir que les foncteurs H(a,b) sur Cat
transforment Hot-équivalences Y’ —» Y en bijections, était bel et bien une (forte) restric-
tion. Je me suis convaincu que c’est bien le cas, déja dans le cas particulier ou ¥ = FI(X).
II me semble que lorsque les composantes connexes de (X, a) ne sont pas contractiles,
ladite condition n’est pratiquement jamais satisfaite. J’ai pensé p. ex. au cas ou X a le
type d’homotopie (dans Hot) d’une 2-sphere, de sorte que son Q(X,a) = Ch (X, a,a)
doit avoir un 7 ~ Z. Prenons Y ayant le type dans Hot d'un cercle, disons

AN
0 o
N/

Y:

)
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[page 133]

donc les foncteurs ,
fY —Ch(X;e0) £ Q(X,0)

correspondent a certains ‘lacets’ de (X, e) (mais lacets a origine non précisée), ils ont un
type d’homotopie au sens topologique (‘nombre de tours’ autour de la sphere X) donné
par un entier n € Z (le ‘degré’ du lacet \). L’intuition évidente, c’est que ’ensemble
des degrés 6 qu’on peut obtenir ainsi, avec une catégorie finie donnée Y qui représente
le cercle S' € (Hot), est fini - |§] majoré sirement par le nombre de ces fleches (donc au
moins par 4 dans le cas envisagé, chaque fleche de Y faisant faire au plus un tour autour
du pseudo-cercle 2(S?,e)) (?®). D’autre part, quand on représente S* par des catégories
Y,, arbitrairement grandes (disons déduites des intervalles ®,, = (ALA_)" en identifiant
la source et le but), on doit trouver des degrés arbitrairement élevés. Or toute Y, s’envoie
dans Y (= Y3) par une fleche
V,=Y —Y=Y,

[page 134]

qui est de degré 1, donc qui est une Hot-équivalence. Mais I’application correspondante
moHom (Y, Q(X,e)) — moHom(Y"' (X, e))

n’est pas bijective. Ce genre d’argument me semble devoir marcher chaque fois que
I'ensemble des groupes d’homotopie 7;(X, ), pour j > 2 (donc I'ensemble des groupes
d’homotopie m; de Q(X,x), pour i > 1) est infini, en prenant pour Y, Y’ différents
représentants Y, de la sphere S, disons les Y, déduites de ®,, (n > 2) en prenant ®! =
®,, x D, x - - x D, (qui est une sorte de i-cube combinatoire), et en identifiant son ‘bord’ a
un seul point. Je présume que le nombre d’élements dans m;(2(X, x)) qu’on peut obtenir
a partir de fleches Y,, — Q(X, z) est limité par la taille de Y;,, mais on peut strement
les obtenir chacun, en prenant n assez grand. Si donc € € m;(Q2) échappe a Y, (ng =0,
disons), on prend un n’ assez grand pour que £ n’échappe pas a Y,, et on choisit

Yn’ - Yn )

[n = TL()?]
[page 135]

qui soit une Hot-équivalence (p. ex. a l'aide d’une rétraction de ®,, sur ®,, compatible
avec sources et buts).

Ceci attire fortement I'attention sur le fait que si Y, C sont deux catégories, la catégorie
Hom(Y,C') n'est pas un représentant de Homy(hot(Y'),hot(C)), on a seulement une
fleche canonique

(*) hot(Hom(Y, C)) — Homy, (hot(Y'), hot(C)),

28probablement on ne trouve tout au plus que les degrés § entre —2 et +2.
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- hot(Hom(Y, C)) x hot(Y) —» hot(C),

hot (Hom(Y,C) xY)

laquelle fleche est simplement déduite de
Hom(Y,C) x Y — C.

Mais la fleche (x) n’a aucune envie d’étre [un] isomorphisme. C’est parce qu’elle ne
I'est déja pas dans le cas particulier Y = A®, essentiellement, qui nous oblige, pour faire
une théorie des chemins dans les catégories qui soit topologiquement raisonnable, de ne
pas nous borner & A' comme type de chemins, mais & prendre des intervalles composés
T Ty.

[page 136]

Par contre, () est [un] isomorphisme quand C' est une catégorie de Thomason-Kan. Il
suffit de voir que pour tout Z dans (Cat), le Hom de hot(Z) dans les deux membres
est isomorphe par la fleche déduite de (x). Or si C' est de Thomason-Kan, de méme
Hom(Y,C) (immédiat sur la définition de Thomason-Kan en termes de prolongements de

Ag & A (%)), donc

Y

C

Homyot (hot(Z), hot(Hom(Y, C'))) <= mo(Home,, (Z, Hom(Y, C'))) ~ myHom(Z x Y, C),

Homg,(zxv.0)
et
Hompt (hot(Z), Homy,, (hot(Y), hot(C'))) ~ Hompet (hot(Z) x hot(Y'), hot(C'))
hot(ZxY')
\&/ To (mCat(Z X Y7 O))a
car C est de Thomason-Kan
0.K.

On voit donc que les catégories Ch,,, s,(X; a,b) n’ont aucune tendance a étre des catégories
de Thomason-Kan. Pourtant, son type dans Hot doit étre ‘le bon’, sans avoir d’abord a
remplacer X par une enveloppe de Thomason-Kan X.

2%un peu vif! II faut savoir que les applications cofibrantes i de THOMASON le restent apres multipli-

cation cartésienne par Y ...
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[page 137]

12 Retour sur les ‘catégories de chemins’ dans Cat,
comme catégorie de modeles pour Hot

Je vois exactement deux applications intéressantes du formalisme des chemins dans les
catégories. L'une, qui m’a surtout forcé la main, est pour pouvoir construire des Hom ext,
Hom externes a valeurs dans Hot, pour tout prédérivateur D défini par un couple (M, X)
(et je ne connais pas de prédérivateur qui ne soit défini ainsi).

L’autre application est pour avoir dans (Cat) une construction fonctorielle, en termes d’'un
objet X quelconque ou d'une fleche X — Y, de I'analogue du formalisme de CARTAN-
SERRE sur les espaces de chemins. Dans ce cadre, il est entendu qu’on prend toujours
Y x = FI(X), ensemble de toutes les fleches de X. Pour construire fonctoriellement en X
dans (Cat)

Ch(X)

X x X,

il faut avoir fixé un systeme projectif

t = (tn)nEN

[page 138]

dans Ty qui soit cofinal dans Ty, ce qui signifie simplement que parmi les ¢, il y en a de
longueur utile arbitrairement grande (et comme

n +— long.ut.(,)

est croissante, cela implique que long.ut.(¢,) tend vers 400 pour n —» + o0). Les faits
principaux a vérifier ensuite (si faire se peut) sont les propriétés essentielles des fleches
dans le diagramme
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X
Ch,(X)
p oT = BT =idyx
| pr = diagy
X x X

/\

et plus généralement, pour une fleche
x-Lox

dans Cat, des fleches dans le diagramme correspondant

- X' =C

/ \ Fa = (Bg)a = f,

cart

\/\\

et plus particulierement de 3g. La fleche
[page 139]

en pointillés a est la section de X’ sur X’ déduite de la section 7 de Ch,(X) sur X qui
réalise la décomposition de f en

X'ﬁ,fiX’

ou f devrait étre une fleche ‘fibrante’ et une Hot-équivalence, o une fleche ‘cofibrante’
au sens de THOMASON. (Mais s'il en est ainsi, est a voir!) Voici pour le moment les
propriétés essentielles que je voudrais vérifier.

1°) p est lisse et propre, et est une HOT-fibration.

2°) Donc il en est de méme de o = pryp et 5 = pryp. De plus, ce sont des HOT-fibrations
triviales, i.e. a fibres asphériques.
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3°) Plus généralement (pour ce qui concerne f3), X’ L+ X devrait encore étre propre et
lisse et une HOT-fibration, mais bien sur en général pas triviale. (Elle devrait étre
triviale si et seulement si f est une Hot-équivalence.) (*").

Un mot sur la ‘dualité’. Les énoncés sur o (resp. ) se traduisent en énoncés sur /3 (resp.
o) par passage de t a t® = (t9), out 77 est le foncteur dans Ty ‘passage a l'intervalle
opposé’. On a en effet

[page 140]

un isomorphisme fonctoriel en X (passage au chemin opposé)

c +—

Ché (X) — Chi(X) -

qui ‘échange source et but’. Bien stir, on a intérét a prendre t tel qu’on ait t = £° (c’est ce
que j’avais fait, par un sain instinct, des le début dans V), de sorte qu’on a un foncteur
involutif canonique

c > c°

(je laisse tomber a nouveau l'exposant t), qui ‘échange source et but’. Donc on trouve,
A isomorphisme canonique pres, la ‘méme’ factorisation de f : X' — X en f o, si on
fait comme dans page 38 pour définir X’ et o, ou si dans ce diagramme on intervertit les
roles de o et de f3.

Enfin :
4°) Si
c:a—Db

est un chemin quelconque dans X, on voudrait en conclure un isommorphisme dans
Hot (de ‘transport par ¢’) -
7a 4:’ Tba
avec bien sir transitivité pour la composition,
[page 141]
ce qui donnera aussi

copp — ¢!

. . id . L — id —
(en admettant que les chemins triviaux a — a donnent l'identité X ’aLiX v
(32,33). Bien siir, ¢ ne doit dépendre que de la classe d’homotopie de ¢ (dans

30résulte formellement de 1° et 2°, cf. page 170.

31cf. page 143 pour le passage de t & t™.
32Gurtout pas se borner au cas ou c serait un des t,!
33décrire quand-méme Deffet sur les 7!
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Ch.(X;a,b), ou méme dans C = Ch(X;a,b), catégorie de tous les chemins dans
X, de a vers b, de type non précisé). En d’autres termes, on doit avoir un foncteur

II(X) — Hot
a +— hot(X,)

du groupoide fondamental de X dans Hot. A vrai dire, ceci n’a rien a voir avec la
situation particuliere étudiée ici - ¢a doit marcher chaque fois qu’on a une HOT-
fibration, ici X’ — X, mais aussi Ch(X) — X x X (3%). Et pour une D-fibration
X'— X (D un dérivateur quelconque), et a € D(e), on doit avoir de méme deux
foncteurs

II(X) =z D(e)
correspondant a
x = Hp(X.,e)

r o~ HP(X]e).

[page 142]

Le cas qui nous occupe ici serait celui ot D = HOT, ot on prend HP, et a = objet
final de D(e) = Hot.)

5°) Si 1°, 2°, 3° sont vérifiés, on est moralement stur que la construction des Ch_(X)
est bel et bien I’équivalent exact du formalisme de CARTAN-SERRE. Pour en avoir
le coeur totalement net, i.e. raccrocher explicitement cette théorie aux construc-
tions classiques, il faudrait prouver un énoncé de comparaison avec la théorie semi-
simpliciale, qui dirait essenticllement ceci : Si on désigne, pour X dans Cat, par X
I'objet associé dans A" (le ‘nerf’ de X), alors la fleche

Cho(X) — (X x X)

x X

o0

b

~

dans A" /(X x XV, est W-équivalente sur (X x X) a la fleche
Ch(X) > X x X

de la théorie semi-simpliciale des chemins (a supposer qu’il y ait une telle fleche
classique définie pour tout objet X de A"). Ou qu’on ait tout au moins des isomor-
phismes canoniques dans Hot

hotcar(Choy (X5 a,b)) o hotas(Ch(X;a,b)).

341ci aussi, il faudrait décrire I’effet du transport ¢ sur les 7y des fibres.
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[page 143]

Dans 1° et 3°, on veut prouver que certaines fleches (p et f) sont a la fois propre et lisse
- ce qui est vraiment idéal ! Je dis qu’il suffit a chaque fois de prouver 'un des deux, que
l'autre s’en déduit (comme ‘cas particulier’) par dualité. Pour ceci, notons

TH——T

"'automorphisme (pas anti-automorphisme) de Ty qui consiste a changer de signe toutes
les fleches de transition - c’est donc, au niveau des objets, I'unique automorphisme du
monoide libre Ty, qui échange A, et A_. Au systeme projectif ¢ dans Ty correspond le
systeme projectif 7. Ceci dit, on a un isomorphisme de catégories

Che, (X°) ~ (Ch, (X)) (*?)

et le diagramme commutatif

Ch (X°) —=—— Ch{ (X)°
lp;o \(ptx)"
XX X0 ——— (X x X)°.

Ainsi, dire que p% [plutdt ph ] est lisse, ie. que (p%)° [plutdt (p5 )°] est propre,
équivaut a dire que p%(o est propre.
[page 144]

Il nous reste donc, a ce sujet, que deux faits a vérifier : la lissité de p Ch(X)— XxX,
et cellede f: X' — X.

a) Lissité de p : Ch (X) — X x X. On se donne une fleche

u: a — da
w: (a,b) — (', 1), ie.
v: b — U,
sur la base, un objet ¢’ au dessus du but, i.e.
¢ € Ch (X;d, V),

et on regarde la catégorie des fleches dans Ch (X)), de but ¢, qui relevent w,

cC —— C/
variable fixe

(a,b) = (', V),

35¢f. page 140 pour le passage de t & t°.
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i.e. la catégorie des couples (¢, @), ou

¢ € Ch(X;a,b)
p:c—c (€ Ch(X;d, b))

une fleche induisant @ sur les sources
v sur les buts,

a € b
.
a ¢ b.

[page 145]

9.11.90

Pour la question précédente, relative aux fleches dans le diagramme

X
Cho(X)
p
o X x X B
X X,

il faut préciser absolument la déscription de Ch (X)) dans Cat, donc il faut préciser le
systeme projectif ¢t = (¢, )nen. Nous allons prendre en effet

th = (AJrA*)Qna
——

70

avec les morphismes de transition décrits par ailleurs
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étant donnés par dy, * id2n * 0, o1 6, : 7 — 1 est la dégénérescence de 7. Ainsi on peut
considérer Ch.(X) comme étant la catégorie des chemins biinfinis dans X

Ch,

Chy

Ch,
uU—2 U—1 U AN Ul u2 u3

. —»@_5<— a_4—>a_3<— a_2—>a,_l<— ao —>Q1HQ2 —»&3%&4 —»(I,SH

avec les u; des identités pour |i| assez grand.

La sous-catégorie (pleine)
@K(X) = @(VLA_)%

s’identifie a celle pour laquelle on a

u; une identité pour i & [—2i + 1,2i], i.e. les seuls u; ‘significatifs’ sont les 4i
fleches u_gi 1, U_giyo, ..., Uy

Mais il sera plus commode de regarder Ch. (X) comme la limite inductive d’une
[page 146]

famille & deux indices de sous-catégories pleines

Ch,, ,(X), n,m € 7,

~n.m

en définissant cette catégorie comme vide si n > m, et pour n < m comme formée des
objets
(@i, u;)iez € Ch,‘i[fm(X) <= wu; une identité pour i & [n,m — 1]

id id Un, Um—1 id id
Ap 1 Qp —Qpg1 - —— Q1 —— Ay, —— Qg1 -~

‘partie utile’ du chemin
Donc pour n = m, on trouve la sous-catégorie pleine isomorphe a X, formée des chemins
infinis ‘totalement dégénérés’, i.e. tels que toutes les u; soient des identités. (Cette sous-
catégorie de Ch., ne dépend donc pas du choix de n = m.)

id id id id
— a/—l -~ aO — al -—
~—~ N~~~
=a =a =a

Tous les sommets d'un tel chemin sont égaux a un méme objet de X, et les fleches de
transition entre eux sont identiques.

La structure de @Km(x ) =~ ChY (X) ne dépend que de la longueur m — n de 7., et
de la parité de n. Sin est pair, la direction initiale de 7, ,, est positive, et

m—-n . .
(ALA_) = si m pair
Tnm = ALA .- = e
—_——— =0 — . . .
m — n facteurs en alternance <A+A*) A+ S1 1 1npalr
[plutdt m‘;_l au lieu de "5* — 1], tandis que pour n impair c’est juste 'inverse
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[page 147]
AN si m impair
Tnm = A_A+ cee = ( +) .
———— m—n __ . .
m — n facteurs alternés <A_A+) ? A_ sim palr
[plutdt m’T’H au lieu de ™;* —1]. La direction initiale est conforme a la parité de

n, i.e. égale a (—1)", tandis que la direction terminale est opposée a la parité de m, i.e.
égale & (—1)™ [plutdt (—1)™*1].

Je note que 'on a 75 = (79)°, d’out
t=1°, mais t #t,
et pourtant on a des isomorphismes fonctoriels en X

Ch(X) =~ Ch,-(X)

respectant source et but, a cause d'un isomorphisme

t o~ t dans Pro(Ty).

On peut dire p. ex. que le foncteur translation TP d’amplitude p (pour p € Z) est défini
sur @ZV(X), par

TP(((a), (u)iez) = ((b;), (v))jez

bj = aj
avec
Vi = Ujp
et que
Ch(X) = Ch,(X)| . .
17 . si p impair
Ch ,(X) —=> Chy(X)
TP si p pair.
Ch ,(X) — Ch ,(X)
[page 148]

En d’autres termes, on peut formellement regarder la catégorie somme
Ch, (X) = Ch, (X) u Ch_(X)

et 'opération translation 7" comme un automorphisme qui échange les deux morceaux, et
TP n’est autre que son itéré p-eme, qui échange les morceaux + et — si p impair, qui les
stabilise si p pair.
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Il y a aussi 'automorphisme involutif de passage au chemin opposé, qui échange source
et but, et que je définis (conformément a 'isomorphisme canonique identique

comme la symétrie S

U; = U—j41-

Si je le regarde comme opérant sur @If(X ), il est 1ié au foncteur 7" par

$? = id
STS1 = 71,

de sorte que c’est le groupe semidirect de Z/2Z par Z (groupe affine de dimension 1 de
I'anneau Z) qui opere sur Ch, .

[page 149]

On est embarassé de trouver un automorphisme 772 de la situation Ch(X) — X x X,
sans qu’il soit évident que dans Hot, ce foncteur induise 'identité! Je ne vois aucun
moyen de relier un chemin ¢ et T?c par une fleche dans Ch_, ni méme pas un chemin
‘canonique’. Mais je me dis que cet automorphisme est décrit par un automorphisme, non
pas du systeme projectif

(Tn,m)n,mEZOXZ, n<m

(ot Z° désigne 'ensemble ordonné opposé de Z), mais du pro-objet de Ty qu’il définit (qui
est bien sir ‘le méme’ pour tous les systemes projectifs cofinaux a gauche dans Ty). Il
en résulte déja que T2 induit l'identité sur I'ind-objet de Cat hot, Ch_(X), et a fortiori
sur I'ind-objet correspondant de Hot, ou de Hot}, ou enfin pour l'objet de Hot} lui-
méme. De méme pour les Ch(X;a,b). Il s’ensuit, revenant a Ch (X)) lui-méme et aux
Ch..(X;a,b), que Pautomorphisme induit par 72 est I'identité dans Hot). J’espere que
Hot —» Hot,, est

[page 150]

tout au moins fidele, de sorte que ca prouvera que 7 induit I'identité dans Hot également.
Je reviens aux questions 1° a 4° d’il y a quelques jours.

Pour 1°), il faut prouver que
p:Ch (X)— X x X

est lisse et propre et une Hot-fibration. Par dualité, p propre résultera de p lisse. Mais
Ch(X) est lim des Ch,,,(X), avec n — — 00, m —» 400, et ot on peut se borner a n
et m pairs. Or on voit que pour n, m pairs, i.e. 7, a fleche initiale directe, a fleche finale
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rétrograde, Ch,, ,,(X) ~ Ch, (X) est Cat-fibrée sur X x X, donc lisse (i.e. HOT-lisse),
et cela passe aux lim (39).

Ainsi Ch,_(X) -+ X x X est & la fois propre et lisse (*7). Dire que ¢’est une HOT-fibration,
revient p. ex. a dire que pour

(a,b) “ (o, 1)

dans X x X, la fleche correspondante
Choo(X)/(a,b) — Ch(X)/(a’, V)

est une Hot-équivalence. Or, comme p est propre, les inclusions des fibres en (a,b) et en
(a’,0') dans 'un et 'autre membre sont des Hot-équivalences :

[page 151]

Che,(X)/(a,b) —"— Ch(X)/(d,V)

S
Ch,(X;a,b) % » Ch (X;d,V)

Ainsi on trouve une fleche en pointillés dans Hot, dont il faut prouver que c’est une
Hot-équivalence. Mais en considérant

u:a—a vib—0

comme des chemins dans X, et

w’ i ad ~—a

comme un chemin rétrograde de a’ a a, la théorie de variance générale (dans IX) nous
donne bel et bien un isomorphisme dans (Hot) :

@oo(XacL?b) - @OO<X;G’/7 bl)?

on a envie de dire que c’est ¢, i.e. qu'en l'insérant a la place de ¢, le carré ci-dessus
devient commutatif (ce qui prouverait ce qu'on veut). Je pense que si on travaille avec
les ind-objets Ch_ (X)/(a,b), Ch_(X;a,b) etc., pour lesquels on a des accouplements qui
s’explicitent agréablement aux crans finis, et donnent naissance aux ¢, cela devrait étre
facile (quoiquun peu fastidieux). Cela ne prouverait pas pour autant la commutativité
de (x) dans Hot, mais

3NB Ch_,(X) n’est ni fibrée ni cofibrée sur X x X - car les foncteurs d’inclusion entre les Ch,, ,,, ne
sont pas cartésiens resp. cocartésiens.
3712.11. Mais ca implique déja que c’est une fibration !
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[page 152]

seulement dans Hot), ce qui n’est peut-étre pas suffisant. Mais cela suffit pour prou-
ver que la fleche p dans (*) devient [un] isomorphisme dans Hot), donc elle est [un]
isomorphisme.

2°) 11 faut montrer que les HOT-fibrations
Ch (X) =z X
B

sont triviales, ou ce qui revient au meéme, qu’elles sont a fibres asphériques. 11 suffit de le
voir pour o, donc que

Ch(X;a,7)

est asphérique. Mais cette catégorie est la limite inductive des Ch, (X;a,?), i.e. des
Homs°uree ﬁxée(Tn X)

Mais comme l'intervalle I.» se rétracte par déformation sur son origine, il est immédiat
que cette catégorie Hom est méme contractile.

3°) Considérons

o X/ _
cart.

\/\\

je voudrais prouver que f est une D-fibration propre et lisse (*%).

[page 153]

X' est la catégorie des couples
(2',¢) € Ob X' x Chy(X)

tels que

et
f(@',¢) = B(c), but de c.

La fibre de X/, f en 79 € X est donc la catégorie des couples (2/,c) € Ob X’ x Chy(X),
tels que

o(c) = f(2'), B(c) = x.

38Ca résulte formellement de ce qui a été déja vu, cf. pages 170-171.
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On peut regarder encore X’ comme limite inductive des sous-catégories X, ,,, correspon-
dante aux couples (2/,c¢) avec ¢ € Ch,,(X). On trouve que pour m pair (direction
terminale de 7, ,, rétrograde) les Fn,m sont Cat-fibrées sur X, pour m impair (direction
terminale de 7, , directe) elles sont Cat-cofibrées. Donc on conclut encore comme tantot,
X' étant (au choix) limite inductive filtrante de sous-catégories lisses sur X, ou propres
sur X.

[page 154]

39), ce qui revient p. ex. & dire

Il faut prouver enfin que XL+ X est une D-fibration (

que pour une fleche

v
a—b

dans X, la fleche induite
X'/a — X'/b

est une Hot-équivalence. On sait déja comme tantot que 'on a un diagramme a fleches
verticales des Hot-équivalences

et tout revient & montrer qu'une certaine fleche entre X', et X7, dans Hot est [un]
isomorphisme. J’ai envie de définir directement une telle fleche dans Hot, voire dans Cat.
Or pour les m impairs, les X, ,, sont Cat-cofibrées sur X. Pour X’_,,,, (m impair) on
trouve donc

(Y—m,m)a i (Y—m,m)b’
[page 155]

I’ennui est qu’elles ne sont pas compatibles avec les morphismes de transition pour m
variable. Elles le sont cependant a homotopie pres sirement, donc on trouvera au moins
une fleche d’ind-objets dans Cat hot

p— fv* p—
X,a ’ X,b7
ce qui par passage a Hot) donne quand-méme une fleche
e —
X', — Xy,
En travaillant avec les m impairs, on trouve de méme des foncteurs en sens inverses

v*

(Y—m,m)a -~ (Y—m,m)ba

39Cela résulte déja du fait que c’est propre et lisse!
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qui ne se recollent pas pour m variable, mais qui se recollent a homotopie pres, pour
donner une fleche dans Ind Cat hot

d’ou aussi i
ot —
X', — X dans HotOA.

D’autre part, on doit pouvoir montrer soritalement,
[page 156]

cran par cran, que v,v* et v*v, dans Ind Cat hot sont égales a I'identité, donc v, et v* sont
des isomorphismes inverses I'un de 'autre. On doit vérifier d’autre part soritalement que

X
X’
dans Ind Cat hot est commutatif. Passant au diagramme correspondant dans Hot/, en
prenant les limites inductives, on trouve un carré commutatif dans Hot,

Ja—2— X'/b
X

v

a bs

X'fa—2— X'/b
z z

Vx -7

X/ba

X',

~

d’ou résulte que v est [un] isomorphisme dans Hot), donc aussi dans Hot.

Pour vérifier que la HOT-fibration f est triviale si et seulement si f est une HOT-
équivalence, il faudrait avoir développé dans Cat le formalisme de la suite exacte des
lacets - on est tout pres visiblement !
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[page 157]
13.11.90
13 Ou on prouve enfin que Ch(X;—, —) est aussi bon
(voire meilleur) que Ch(X; —, —).

Je crois finalement que les catégories Ch(X), Ch(X;a,b) (sans indice oo!) sont ‘bonnes’,
que les fleches canoniques dans Hot

Chy(X) =~ Ch
C

Ch(X)
Ch(X;a,b) =+ Ch(X;a,b)

sont des isomorphismes. (La premiére est méme [un] isomorphisme dans HOT(X x X), ce
qui implique la deuxiéme relation, en passant aux fibres ...) Je crois que je suis a présent
(apres XI) en mesure de le prouver. Cela résultera des deux résultats-clef suivants :

1) Le foncteur canonique
X — Ch(X)

(associant & tout x € Ob X le chemin vide de source et but X) est une Hot-

équivalence, et :

2) Le foncteur source-but
Ch(X) — X x X

est lisse et propre (donc une ‘Hot-fibration parfaite’).

Cela doit donner ce qu’on cherche. Comme la X x X-fleche Ch (X)— Ch(X) (et
les fleches déduites Ch. (X;a,b) — Ch(X;a,b)) a été définie par I'intermédiaire de la
catégorie
(ot C = Ch(X) [est] considérée comme catégorie fibrée sur Ty,
et N° — Ty est le systeme projectif des (AL A_)*" ...)

— —_——

in

CNO = N° XBC

[page 158]

a 'aide des deux fleches canoniques

Cne Ch(X)

@(X%
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on sera obligé de prouver aussi les résultats qui correspondent & 1) 2) pour Cnp, i.e.

1) X Cne

Cto - CO

(I'inclusion canonique de Cy, fibre de Cne (fibrée sur N°) en 0 € IN?) est une Hot-
équivalence, et :

2") Cnoe — X X X est propre et lisse.

Moyennant ces quatre résultats techniques, que je vais prouver tantot (et 1’ et 2’ ne font
aucune surprise pour moi), on gagne. Considérons en effet le diagramme

X x X.

Par 1) et 1) (concernant oy et «p) et le résultat
[page 159]

similaire déja connu pour «p, ces trois foncteurs sont des Hot-équivalences. Donc il en est
de méme de 7y, my. Comme py, po, p2 sont des Hot-fibrations (étant propres et lisses), il
s’ensuit que m; et 7y induisent des Hot-équivalences sur les fibres

m1(a,b) m2(a,b)

@(Xu a, b) Cne (a7 b)

Je lavais vérifié (sans mal) déja pour s et les mo(a,b), ce qui avait permis, en inversant
my dans Hot, de définir dans Hot

Ch..(X;a,b).

Ch,(X) — Ch(X)
Ch (X;a,b) — Ch(X;a,b),

et dire que ce sont des isomorphismes signifie justement que m et les m(a,b) sont des
isomorphismes.

Je ne crois pas que Cne ait en lui-méme d’autre interét, que de permettre de comparer
les X x X-catégories Ch (X) et Ch(X), a l'aide du diagramme précédent. Par contre,
Ch(X) et Ch(X) m’aparaissent comme les deux ingrédients essentiels du formalisme des
chemins dans Cat.
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[page 160]
Je vais prouver 1, 2, 1/, 2/.

1) Considérons le diagramme

X = (Xny)e &' Xy = X x Ty —— Ch(X)

N

€ - Ty,

ot Xty et Ch(X) sont considérées comme catégories Cat-fibrées sur Ty, et le foncteur j
est déduit des foncteurs canoniques

X — Ch(X), & Ch,(X),
associant & x € Ob X le chemin p*(z), ot p, : T — e est la projection de 7 vers I’élément
unité (et élément final) e = 11y de Ty, et Ch,(X) est identifiée a X. II faut vérifier le

Lemme. Pour tout 7 € Ty, le foncteur précédent est une Hot-équivalence (et méme un
homotopisme).

Mais on sait que pour deux catégories X, C lisses sur une autre, 7', tout T-morphisme de
X dans C qui induit des Hot-équivalences sur les fibres, est une Hot-équivalence. Ainsi j
est

[page 161]
est une Hot-équivalence. D’autre part, Ty, ayant un objet final, est asphérique, donc

X xTy P X est une Hot-équivalence, d’ou résulte aussitot que ¢ est une Hot-équivalence.
Donc de méme ji, or ji = aq, q.e.d.

2) Prouvons p. ex. la lissité de Ch(X) — X x X, la propriété s’en déduira en appliquant
ce résultat a X°PP. Soit donc

v

(a',b) — (a,b), ie. a —>a, V-0,

une fleche dans X x X, et ¢ un objet de Ch(X) au dessus de (a,b) :

CL/ c . b/
a < _ - b.

On regarde la catégorie C(c; u,v) des couples (¢, w) qui relevent (¢, (u,v)), ou donc ¢’ est
un chemin (de type non précisé) de a’ vers V', et

/
w:.Cc —cC

une fleche dans Ch(X) qui sur les objets source induise u, et sur les objets buts induise v
(ainsi ¢ est un chemin de a’ vers ¥'). 1l faut
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[page 162]

prouver que cette catégorie C(c;u,v) est asphérique. Pour cela, on regarde le chemin
composé

¢ = ch(u) ¢ ch(v)?,

ou ch(u) est le chemin (direct) de @’ vers a défini par u : a’ — a, et ch(v)° désigne donc le
chemin (rétrograde) de b a b/ défini par v : ¥’ — b. Si c est de type 7, ¢ est donc de type
A, 7A_. On va comparer C(c;u,v) et la catégorie Ch(X)/¢, a 'aide de deux foncteurs

C(c;u,v) Ch(X:d',b')/¢,

dont on prouvera qu’ils définissent des fleches inverses I'une de I'autre dans Hot. Comme
Ch(X)/¢ est contractile (ayant un objet final), donc asphérique, il en est de méme de
C(c;u,v), et on gagnera.

On définit ¢ par |p(d,w') = (&,0'),| ou (¢’ étant du type 7') & est le chemin de type

A,7'A_ déduit de ¢ comme image inverse par la dégénérescence A, 7'A_ — 7' i.e. on

id N id N .
prolonge ¢ d’un ‘cran A’ o’ — a’ a gauche et d'un ‘cran A_’ b’ <— b a droite, cf. figure.

[page 163]
On peut dire que

~ / /
¢ =ap, 0coby ,

ou de facon générale, si x € X et 7 € Ty, x, désigne le ‘chemin constant’ de valeur z,
type 7. On a d’autre part des morphismes évidents

apn, —>ch(u), by —=ch(v)™?,

comme montré [7] par les fleches verticales (id,, u) et (v, idy ) dans les deux carrés marqués
* du diagramme, fleches qui sont I'une dans Chn , (X), I'autre dans Cha (X). Ceci dit,
on pose
w':d —¢, w = Au) *w * p(v),
ol
. /
AMu): ay, — ch(u)

pv): by — ch(v)®P
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(cf. figure). Le couple
(¢ ") € ObCh(X)/¢

ainsi défini dépend fonctoriellement de (¢, w’) variable dans C(c;u,v) : Si (¢}, w]) est un
deuxieme objet de cette catégorie, une fleche du premier dans le second est une fleche

;) @ /

dans Ch(X;d', V), telle qu’on ait commutativité dans

Jd—2—~ ¢

\ / w' = wja.

a=ap, xaxby ¢ —¢
dans Ch(X;d', V), et on vérifie
[page 164]

Une telle fleche o définit

aussitot que 'on a commutativité dans

¢ —2 .

\ / ie W =wa,

i.e. que & est bien une fleche dans Ch(X;a',0')/¢. De méme, que o+ & définit une
dépendance fonctorielle, i.e. (fa) = fa, est évident sur la définition de & Donc, on a
bien défini

C(e;u,v) — Ch(X;ad',b)/é,
définissons maintenant

Cleu,v) ~ Ch(X;d',V)/e.
Soit (¢”,w") un objet de Ch(X;d',b')/¢,

c
/ / / / /
ay = a - a) a, < b
1d\ w’l’\ w'! ;{\
A\
a —*—a b 2 v,
c
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donc
w” ' —¢, fleche dans Ch(X;a’, V),

notons qu’on a une fleche de rétraction évidente

~ P P z :
é—»c associée a A, 7A_ — 7 (rétraction),

induisant u et v sur la source et le but :

[page 165]

Donc on définit un objet
(d,w") =", w") € ObC(c;u,v)

par

et c’est fonctoriel en (¢, w").

Le composé o1 étant un endomorphisme de la catégorie contractile Ch(X;a’,b")/¢, est
homotope a l'identité. Il faut vérifier qu’il en est de méme de ¥y, endomorphisme de
C(c;u,v). Ce foncteur associe a (¢, w'), (¢,w’), ou & est défini comme plus haut, ¢ =
ap, o ol , et ol w est le composé

!
~ N w
c LR RN

=45 (c’) fleche

canonique

On a donc
roo ~ 7\ P! A
() (', w') = (&, w') = (', w'),

c’est bien un morphisme dans C(c; u,v), i.e. on a commutativité dans
d—¢
w’\ /u

c
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[page 166]
Ainsi, le foncteur ¢ est bien homotope au foncteur identique. On a gagné !

Passons a 1’, 2') pour Cne. L’assertion 1’) se démontre exactement de la méme maniere
que 1) pour Ch(X), en regardant Cne comme fibrée sur N° (qui a un objet final 0), et en
utilisant le diagramme

X = (Xno)e —2 Xno= X x N —L . ¢

NS

NO

’

ou j' est (cartésien et) une Hot-équivalence sur chaque fibre d’apres le lemme, donc une
Hot-équivalence globalement, et i’ est une Hot-équivalence car N est asphérique (ayant
un objet final). Donc j'7’ est asphérique, q.e.d.

Il reste a prouver que
CNO — X x X

est propre et lisse. Ici encore,
[page 167]

c’est exactement le méme argument que tantot, je présume. Il y a cependant une compli-
cation technique. Nous avions pris, pour définir

t: NN 4’&, t= (tn)n7
le choix
tn = (A+A*>2n7
ou si on préfere
th = (A-FA—)na

en tous cas les t,, sont a direction initiale +, terminale —, et ce sont des types réduits. Si
on prend A, t,A_, on trouve un type non réduit, qui n’est pas parmi les ¢,,. Il ne servirait
a rien de changer la définition de ¢, en t, = (A_A, )dvelaue chose “cap cette fois A t,A_
sera bien réduit, mais n’aura pas les bons signes initial et terminal. Donc pour définir
¢ en termes de ¢, comme objet de Cne, il faudra, si ¢ est de type 7 = t,,, prendre ¢ de
type Ay A _TALA_ =t,,; (en prenant ¢, = (A, A_)?"), et de méme pour définir & en
termes de ¢’. Les définitions pertinentes du passage de (¢, w’) a (¢, @) sont décrites dans
la figure :

[page 168]
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. . C . .
a id a < id a R % id b o« id b
W'’ id u \ u {w’ {w’ {w/ v \v id w’
J —% g 4 g ¢ b d . p 2 ¥,
¢
Ainsi
& d > a oy
¢ = & ocon, ou “ ) id ) vy type AL A
17’1) N —_— -~
¢ = ap a 00Uy A
AMu): d — ¢
W = ANu)*w* p(v) avec (W Aed- “ % comme dans [1a] figure.
Aw) s baa. — Mo
On trouve ainsi, mutatis mutandis,
Cno(c;u,v) —> Cnol(d', V) ), o(d,w') = (&, a"),

et on définit le foncteur .

Cne(c;u,v) ~— Cne(d' )/
ainsi : A (¢, w”) dans Cne(a’, ') /¢, donc un chemin ¢’ de type t, = (AL A_)?*" de @’ & ¥/
et un homomorphisme w” : ¢ —» ¢ & extrémités fixes, on associe (¢, w') dans Cne(c; u, v),

avec

/ /1 / "
c =c, w = pcw -,

Pe:C—>cC

est défini de fagon similaire que tantot, par

[page 169]
o —% g 9 g ~— b d ,p «—2 §  E type tns1.
u id id id id \id v
id id ¢ id id / «
a - a - a — ~— b - b - b ©r ni1(C).

On doit seulement vérifier que ’endofoncteur 1 de Cne(c; u, v) est homotope a l'identité.

Mais ce foncteur transforme (¢/,w’) en (¢’ = a/y o Vs A ,w'), ol w' est encore le com-
+A- +A-
posé
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On a donc
Y est homotope au foncteur identique.

Cela prouve la lissité de Cno —= X x X. Pour la propreté, il faut prouver la lissité de le
cas de X, et du systeme projectif £°PP ~ (t°PP),,. Mais on a t°P? = ¢, et il suffit d’appliquer
ce qu'on a déja prouvé au cas de X°, pour voir que Cno — X X X est propre.

Il ne reste plus que le lemme a prouver. Ca doit étre essentiellement
[page 170]
trivial, et je renonce a rédiger une démonstration.

Je vais maintenant montrer ‘formellement’ que la factorisation ‘canonique’ d’une fleche
de Cat f: X'— X en

xoxr Lx , iy Hot-équivalence,
avec (on l'espérait) f propre et lisse, & partir d’une factorisation similaire pour la fleche
diagonale X _deex X x X en

X

ix Hot-équivalence

Cx ‘chemins’

\px

X x X

est chose formelle. (Cf. page 139 pour les notations et [1a] problématique.) On regarde
le diagramme

pPry

/ Cx C(f) ~ X' xx (Cx,0 =pry opx)
A g
/ bx Px  cart. Px.f-.
v Y Y 3
X+——XxX+—X'xX 4
pray Fxidx=f' .
pry’ cart. pry
Y v
X1 x
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(1%). Comme py est propre et lisse, i.e. ‘parfait’, son image inverse sur X’ x X, savoir
px.f, Vest aussi; d’autre part pry o f’ est la

[page 171]

projection pry de X’ x X sur X, donc c’est aussi un morphisme parfait (puisque X' —»e
est parfait, donc il en est de méme du composé

déf
(pry ') opx,r = pry (px pry) = Bxpry = f ).
—_———— ——

Je rappelle que la section iy de C(f) sur X’ est définie a partir de la section ix de (Cx,ox)
sur X. Cest une Hot-équivalence, car oy = pripy est parfait a fibres asphériques,
donc universellement une Hot-équivalence, donc pripx s : C(f) — X' est aussi une Hot-
équivalence, et toute section en est donc une aussi.

4ONB C(f) est défini comme l'image inverse sur X’ du fibré Cx sur X (par ox = pr{ o py) par
f: X —X.
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