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[page 1]

1 Construction fondamentale : la suite transfinie de
factorisation d’une fleche f.

Soit M une U-catégorie, stable par “petites” (i.e. U-petites) lim filtrantes. Soit
(1.1) Co C FI(M)

un petit ensemble de fleches, on se propose de construire pour toute fleche f de M, une
factorisation

(1.2) f=npi, i € Co=((Co))", p € (Co).

Pour ceci, on va construire une suite ordinale de foncteurs

f S Xa(f) = Xa(CO>f)
Xa EI(M) - M

(1.3)

et des homomorphismes fonctoriels

(1.4) ia(f) :source f — X, (f),

(1.5) palf) : Xalf) — but [,

de sorte qu’on aura le diagramme (ou X = source f, Y = but f)

x 1.y
(1.6) ia(ING/Palf)
Xo(f)

ce diagramme étant commutatif

(1.7) f = pa(f)ialf) -

On peut dire aussi qu’on a une section du foncteur canonique de “composition”, transposé

de Ay — A,, donné par 0+——0, 1+ 2 :
Nerf, (M) - .

(1.8) @,

Netf, (M) = FI(M) ,

® comme “factorisation”,
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[page 2]
ol
(1.9) Oo(f) = { X L x5 =Ly

avec po(f)ia(f) = f. La fonctorialité de 1.4 et 1.5, ou celle de ®,,, i.e. de 1.9, s’exprime
par le fait que tout carré commutatif

x—' .y
(1.10) ux\ uy
x Iy

dans M, interprété comme fleche u = (uy,uy) de f dans f’ dans FI(M), donne naissance
au double carré commutatif

X ’La(f) Xa<f) pa(f) Y

uy

(1.11) ux \Xo,(u)

X/ ia(f") X (f/) pa(f’) Y/ .

N.B. Quand on voudra expliciter la dépendance de ces constructions par rapport a Cj,
on écrira

on<007f) 9 7;04<CO7 f) ) poc(COa f) ) q)a(C();f) 9

ou
X,(Co, =) ou XS0 ia(Cy, —) ou iS° ete. ,

au lieu de X, (f), ia(f), .
Voici les propriétés essentielles du systéme inductif ordinal des X, (f) ou @,(f).
[page 3]
1. Xo(f) = X, io(f) = idx, po(f) = f (i-e. la factorisation ®g(f) de f est la factorisation
triviale X "% X L. Y).
2.

Xoaa(f) = Xi(pa(S))

la1(f) = u1(pa(f)) 0 ia(f)

Pat1(f) = p1(pa(f))

f
7'Ot(f) X (f) pa(f) Y
= sourcef kv
N X1 (p
‘/—’
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ou mieux
X ! - Y
id id
(1.12) X =Y x,(f) poll) Y
id id id

X XQ(f) i1(pa(f)) Xl(pa(f)) p1(pa(f)) Y .
———

= Xa+1(f)

Le morphisme de transition X, (f) — Xa11(f) est
Xalf) 2P Xy (palf)) = Xan(F) -

3. Si « est un ordinal limite, on a

(

Xa(f) - @,Xa’(f)~
o' <a
io(f) = morphisme canonique de X = Xy(f) dans la limite in-
ductive.
pa(f) = limite projective des po/(f) : Xo(f) — Y.

\

(On peut considérer la limite inductive définissant X,(f) comme une limite dans

X\M/Y...)
Les morphismes de transition
Xo(f) — Xa(f) (o < a)
sont les morphismes canoniques relatifs au systeme inductif des X,/ (f).
[page 4]

On peut donc dire que la suite ordinale des factorisations fonctorielles @, (f) de f variable,
se déduit de la factorisation fonctorielle ®1(f) de f en

f

//NM\\
X i1(f) X1<f> p1(f) Y
par “itération transfinie a droite”, i.e. en regardant les opérations ®, comme des foncteurs

Poat (M) — FI(M) O
f — pa(f ) ’
munis d’homomorphismes fonctoriels (au-dessus de M)

ldﬂ(M) — Do -

I N.B. p, respecte les structures de catégories sur M, via les foncteurs but : FI(M) — M, i.e. F1(M)
est considérée comme objet de CAT /M.
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Ainsi, si on considere

FI(M) comme objet de CAT/M par le foncteur f+— but f

ou CAT est la catégorie des catégories éléments de U, univers
tel que 4 € 0, d'ont Cat & Cat¥, M, FI(M) € CAT,

on a un endofoncteur p; de FI(M) sur M, et un homomorphisme fonctoriel

x—1 .y
NONZN)
Xu(f)
()
= source pi1
et la description de la suite ordinale des endofoncteurs p, de F1M /M résulte de cette

seule donnée, compte tenu que les petites limites filtrantes existent dans les fibres de
but

FIM — M.
[page 5]

i f i1 1f i1 af
X D x(f) 2D X (f) e X () 2 ()

p1(f) Pa+1(f) = p1(pa(f))
(1.14)

Y

Donc, pour achever de définir la suite ordinale des X, (f) (munie des i, (f), pa(f)), ou
des po(f) (munie des i,(f)), il reste a décrire X1(f), i1(f), p1(f)-

La propriété essentielle de ce triple dont nous aurons besoin est la suivante :

(1.15) Fact(Cy) (propriété de factorisation par rapport a Cp).
Pour tout diagramme commutatif
A X
D : i I avec 1 € Cy
B Y
d’ou un diagramme traits pleins
A - X

ip ,?1(f)

déf -

B Xp=XuaB "~ Xi(f)
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il existe un homomorphisme de la factorisation f = ppip de f dans
la factorisation f = pi(f)i1(f).

Pour formuler cette condition, j’ai utilisé I'existence des sommes amalgamées Xp, i.e. la
condition sur Cj :

[page 6]

(1.16) Les fleches ¢ € C sont coquarrables, i.e. pour un diagramme
A—"+ X
B

avec 1 € (p, la somme amalgamée existe.
Mais on peut formuler 1.15 aussi ainsi, indépendamment de ’hypothese (1.16) :

(1.17) Pour tout carré commutatif

A—" o X

B— Y
avec 1 € (p, il existe un carré commutatif traits pleins

A—" . X

B - = Xi(f)

tel que v = py(f)vy.
Ceci a pour conséquence le

Corollaire 1 (de 1.17). Soit f € FI(M), et o un ordinal (€ U). Pour tout carré commu-
tatif

A —"—+ X,(f)
i pa(f)
B’ Y
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il existe un carré commutatif

A —=— X.(f)

Pa+1(f)
v »
Y
tel que
v = pat1(f) 01
[page 7]

Corollaire 2. Soit m un cardinal (€ ) tel que pour toute fleche i : A— B dans Cy,
la source A soit m-accessible. Soit a un ordinal grand devant w (i.e. tel que [’ensemble
ordonné I, des ordinaux o/ < a soit grand devant ) — p. ex. o le premier ordinal dont
le cardinal soit > w. Alors pour toute fleche f € FI(M), on a pa(f) € (Co)s-

DEMONSTRATION. Cela signifie que pour tout carré commutatif

A ——— Xa(f)

(*) i

M ,

Y,
avec i € Cp, la fleche pointillée w (avec wi = u, p,(f)w = v) existe. Or

Xo(f) = lim Xo(f) ,

o'l

donc A étant m-accessible et I, grand devant 7, u provient d'une fleche uy : A — X (f),
et (quitte a remplacer o/ par o” > o et u, par le composé ugr : A — Xo (f) — Xor(f))
on peut supposer py (f)uy = vi, i.e. que (x) provient d’'un carré commutatif

u

T

trans. e (f)

A ﬂ’ Xo/(f)

par ()| palf)

»

B Y

Y
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et appliquant le corollaire 1, on trouve

A m! Xos (f)

7 trans.

v1 trans.
B — X (f) 7+ Xalf)
Pt (f)

v ) pa(f)
VU

Y

avec v = pa+1(f)v1, et on prendra

w = trans, .41 0v .

[page 8]
Mais on veut une factorisation de f, fleche quelconque dans M, en
f=npi, avec p € (Cp)s etiea,

donc il faut encore énoncer une propriété, assurant que les i,(f) sont dans Cy. On aura
meme quelque chose de plus précis. Introduisons

(1.18) C{, = plus petit sous-ensemble de F1(M) contenant Cj, stable
par cochangement de base (chaque fois qu’il existe).

Cl{ = ensemble des fleches qui sont soit dans Cf, soit des
sommes amalgamées d’une famille non vide de telles

floches A —2» B,, de méme source A, i, € C{; la fleche

A— B = H B, est dans Cf.
o (A)

(La condition 1.16 implique que les éléments de C{j sont coquarrables, et cela suffit, avec
la condition de stabilité de M par lim filtrantes, a assurer que les sommes amalgamées
infinies envisagées existent dans M.)

N.B. C{ est égal au plus petit ensemble de fleches contenant Cj et stable par cochange-
ment de base et par petites sommes amalgamées. [Si les petites sommes existent
dans M, alors ({/ est aussi 1’ensemble des fléches obtenues par cochange-
ment de base a partir de sommes de fléches de Cj.]

(1.19) Cy" = plus petit sous-ensemble de FI(M) contenant Cjj, et
stable de plus par limites inductives ordinales strictes,
i.e. pour un systeme inductif ordinal (A, )a<a,, tel que

pour « ordinal limite on ait A, <= lim A/, si les mor-
_—
a’'el,
phismes de transition ig, : A, — Ag sont dans C{’, de
méme les morphismes canoniques

Ay 2% lim Ay, @

BElng
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[page 9]
La proposition 2, p. 4 de XIII assure que l'on a

Cy c Cy.

Ceci posé, voici la deuxieme propriété essentielle de la factorisation f = pi(f)ii(f) (la
premiere étant 1.17) :

(1.20) Pour toute fleche f € FI(M), on a i1(f) € C{.

Il en résulte aussitot, par récurrence ordinale :

Pour toute fleche f € F1(M) et tout ordinal o € Y, on

(1.21) . L
aiy(f) € O, a fortiori i, (f) € Co.

Donc si «v est grand devant 7 (cf. cor. 2, page 7), la factorisation f = p,(f)in(f) satisfait

f=pa(f)ia(f), avec in(f) € C' C Co = ® [a ne pas
(1.22) confondre avec ®,], po(f) € Co. = ¥, lorsque « est
grand devant 7, les sources des 7 € Cy m-accessibles.

Il reste a construire le foncteur fi— X;(f), avec i1(f), p1(f), satisfaisant les conditions
(1.17) et (1.20), sous ’hypothese (1.16) que les i € Cj sont coquarrables. On considere
alors, pour f € FI(M) fixé, 'ensemble A(f) (ou A(Cy, f)) de tous les diagrammes D de
la forme (1.15), avec i € Cy, et on pose

(1.23) Xi(f) = H (X)XD

DeA(f)
(somme amalgamée sous X, i.e. somme indexée

[page 10]

par A(f) dans X\ M), le morphisme X ) Xi(f) étant le morphisme costructural, et le

morphisme X ( f)MY étant celui ayant pour composantes les pp. En somme, on fait

“au plus économique” (et au plus naturel) pour assurer la validité de (1.17), sous la forme
équivalente (1.15). D’autre part, par définition de C{, Cf, les ip sont dans C{, et i1(f)
est dans CY, ce qui est (1.20) ).

Pour résumer :

Théoréeme 1. Soient M wune U-catégorie stable par U-limites inductives filtrantes,
Co C FI(M) un petit ensemble de fleches de M. On suppose les fléches i € Cy co-
quarrables. Cela assure la définition d’un endofoncteur f+—pi(f) de FI(M), et d'un
homomorphisme fonctoriel iy : idppg) —> p1, i.e. i1(f) © f—pi(f), induisant lidentité
sur les objets buts de f et de pi(f),

X i1(f) Xl(f)

f\ Al(f)
Y,

2Cyccjccycay
311 faudrait quand méme expliciter la dépendance fonctorielle de X (f) par rapport & f!!!

Version 5 novembre 2010 8



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XV, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

d’ot par itération un systéme inductif ordinal d’endofoncteurs f+—po(f) de FI(M), et
d’homomorphismes i, : idpypg) — Pa, i.e.

x 0 Xa(f)

N Sl
Y,

formant un systeme inductif ordinal de factorisations de f fonctorielles en f.
[page 11]
Ceci posé, on a :

a) Pour tout ordinal o, on a i(f) € P.

b) Supposons que les sources des i € Cy soient accessibles et soit alors m un cardinal
dans U tel qu’elles soient w-accessibles. Alors pour tout nombre ordinal o grand
devant w, on a p,(f) € Cox, donc

f = pa(f) ia(f) avec io(f) €D, pa(f) €V .

On a un résultat légerement plus précis, que voici :

Corollaire 1. Soit ®y une partie de FI(M) telle que
(1.24) Cy' € @9 C @ (dot Cy C @y C D),

ou Cl' C ® est définie dans 1.19, p. 8. Par exemple, si Oy est une partie de F1(M)
satisfaisant
Co C &, C (I),

et stable par cochangement de base, par petites sommes amalgamées (cf. (1.18), p. 8),
par lim ordinales strictes (cf. (1.19), p. 8), elle satisfait (1.24). (N.B. Si M admet des
sommes amalgamées simples, de tels ®q existent trivialement, il suffit de prendre o = ®.)

[page 12]

Ceci posé, pour toute fleche f dans M, et tout ordinal o, on a

io(f) € Do .

Corollaire 2. Supposons que les sources des fleches i € Cy soient accessibles, et soit @
comme dans le corollaire 1 (p. ex. &g = C{"). Alors le couple (Pg, V) est un précouple de
Quillen, i.e.

a) Po«—> U, ie. U C g, (ou ce qui revient au méme, &y C U*), et
b) on a la propriété de factorisation de Quillen.

Cela implique donc que ® (= 65 = 250) est formé des fleches qui sont facteurs directs de
fleches de ®y. Donc si @y est stable par facteurs directs, on a g = @, i.e. D¢y est clos a
gauche.
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2 Variation des factorisations f = p,i, avec la partie
Cy génératrice

Je dis que le systéme inductif ordinal de foncteurs p, = pS° : FI(M) — F1(M),
[page 13]

muni des fleches
igo . ldﬂ(M) — pgo,
dépend fonctoriellement de Cj, quand on considere Cy comme un élément de I’ensemble

ordonné des petites parties de F1(M), formées de fleches coquarrables (donc de 1’ensemble
ordonné

s13L1—petites (Flcoquar. (M ) ) ) .

Si on a une inclusion

(2.1) Co C~ C1,

on en déduit pour tout ordinal o un homomorphisme fonctoriel

(2.2) Uq = ult® o XO — XO

rendant commutatifs les carrés déduits de f : X — Y dans M,
X o) 2Dy

id

(2.3) id\ ualf)

.C C
X Zal(f)Xgl(f) pal(f)Y ,

et compatible avec les morphismes de transition pour a variable,

transﬁ o

X8 X5

(2.4) “a\ \“B

tranbﬁ o

X§ X5t

«

[page 14]

Pour définir les u,, satisfaisant aux conditions précédentes, il suffit de les définir pour
a =1 “et d’'itérer”

(2.5) X ur (/) Y

Or X0(f) est défini comme une somme directe dans X\ M /Y, relative & un ensemble
d’indices A(Cy, f) contenu dans A(Cy, f) — et la famille d’objets dont on prend la
somme directe étant induite d’une famille (non petite) dont I'ensemble d’indices serait
A(Fleoquar. (M), f), savoir formé de tous les diagrammes carrés
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A—~+ X

f avec ¢ coquarrable sans plus ,

B ‘Y

la définition des Xp, ip, pp associés a D ne dépendant que de D, et non de ’ensemble
Cy ou C de fleches coquarrables qui contient i. Ceci dit, la fleche uy(f)

[page 15]

dans (2.5) n’est autre que I'inclusion canonique d’une somme amalgamée partielle, indexée
par A(Cp, f), dans la somme amalgamée correspondante a I’ensemble d’indices plus grand.
La fonctorialité de cette fleche uq(f), pour f variable, “est immédiate”, elle résulte de la
commutativité du carré, associé & un morphisme v = (vx,vy) de fleches

x—1 .y
26 \ .
x Ly

savoir le diagramme d’applications entre ensembles d’indices

A(Co, ) e A(Cy, f)

dépendance fonctorielle

en f de A(C1, f)

dépendance fonctorielle

(27) en f de A(Co, f)

A(Co, f1) 1, A(Cy, £7)

(commutativité qui revient a dire que A(Cy, f) peut étre considéré comme un foncteur en
le couple (Cy, f) comme objet de la catégorie produit Ppes. (Fleoquar. (M)) X FI(M) ...).
Le carré commutatif (2.7) est la partie “indices” d'un carré commutatif entre familles
d’objets X (Co, f), X(Co, f'), X(Ch1, f), X(Ch, ['),

[page 16]

indexés par ces ensembles, savoir les X go et les X gl relatifs aux diagrammes D impliquant,
soit la fleche f, soit la fleche f ...

Or la construction canonique du systeme inductif ordinal p,, avec les i, : idpyr) — Pa,
est fonctorielle par rapport a la donnée initiale p;, 7; — je n’explicite pas le détail de la
fonctorialité, bien que je devrais . ..

3 Majoration des cardinaux

Je suppose a présent que M est muni d’une filtration cardinale
(3.1) (Filt™) e >, (7, ™ cardinaux dans i)

(SGA 4 1 9.12, p. 149), les Filt™ stables par sommes amalgamées simples (chaque fois
qu’elles existent), donc aussi par sommes amalgamées infinies indexées par des ensembles
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d’indices de cardinal < 7. On suppose de plus que tout objet de Filt™ soit accessible, et

on désigne par @le plus petit cardinal tel que m; > 7 et que les objets de Filt™ soient
m-accessibles. Désignant, pour tout cardinal, par M, le sous-ensemble de Ob M formé
des objets m-accessibles, on aura alors pour tout = > m; (loc. cit. 9.16)

(3.2) My C Filt" C M zmo) (sim>m),

[page 171
donc si 7™ = 7, p. ex. si m = 2¢ avec ¢ > 7y, on aura
(3.2 bis) Filt™ = M, .

(Si on admet I’hypothese du continu généralisée, on a 7™ = 7 pour tout = > 7y, donc
Filt™ = M, sim > m et m > m.)

Je pose, pour tout cardinal © > m,

(3.3) FI"(M) = { f € FI(M) | source et but de f sont dans Filt" }

— ce qui sans doute donne une filtration cardinale sur F1(M) (mais ce n’est pas la notre
souci . ..). Mon but a présent, c’est de dégager des conditions sur Cy C Fleoquar. (M) (petite
partie de F1(M)) et sur le cardinal 7, et 'ordinal «, pour que 1'on ait

FEFI" (M) == X,(f) € Filt"

(3.4)
(i.e. pa(f) € FI"(M), ou encore i,(f) € FI"(M)) .

Plus généralement, je me propose de donner une estimation de la “cardinalité” de X, (f),
pour Cj fixé, en fonction de Cy, de f, de «, plus exactement, en fonction des trois cardinaux
w(Cy), m(f), m(a) définis comme

7(Cy) = plus petit cardinal tel que Cy C FI"(M)
(3.5) ©(f) = w({f}) = plus petit cardinal tel que f € FI"(M)
m(a) = carda.

Donc je cherche une fonction

[page 18]

cardinale de variables cardinales ¢, telle que 1'on ait

(3.6) Xo(f) € Fit™ si 7 = o(x(Co), 7(f),7()) .
—— N~ \t,_/

L’estimation cruciale concernera siirement le cas o = 1. Notons que X°(f) = X, (f) est
défini comme une somme amalgamée (en général infinie) d’objets Xp, pour un ensemble
A(Cy, ) = A(f) de diagrammes, savoir les diagrammes commutatifs
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avec 1 € (. Pour un ¢ fixé, et un f fixé, le cardinal de I'’ensemble des diagrammes de ce
type est majoré par celui de Hom(A, X) x Hom(B,Y). On a A, B € Filt", X, Y € Filt®,
donc il nous faut une majoration de

card Homp (A, X) , A € Filt" , X € Filt®.

[page 19]
Voici les majorations essentielles dans ce sens :

Proposition 3.1. Soit my le cardinal initial de la filtration cardinale (Filt™);>., en-
visagé, m le plus petit cardinal > my tel que les objets de Filt™ soient mi-accessibles,
C) = card FI™ (M) Y. Pour tout cardinal @ > o, je désigne par M™ la sous-catégorie
—_——
= FI(M™1)
strictement pleine de M dont I’ensemble des objets est Filt™. Enfin, si C est une catégorie,
je désigne par C lensemble des classes d’isomorphie d’objets de C. (®)

1°) Sir > sup(m,Ch), on a

(3.7) card (FI"(M)) < 207 (=27 sir =2°, avec ¢ > m) .

= FI(M")

{

2°) Sir,s > sup(m,Cy), et si A € Filt", X € Filt®, on a
(38) card HOHlM(A, X) < 5(r) = s" sir=2° avecc>mgy,
(3.9) card FIIM"/X) < s0™) = s sis=2% avecd >r™.

N.B. Si on admet I’hypothese du continu généralisée, qui implique que 77 = 7 si 7 > 7’
(7 cardinal infini, 7/ > 1), alors prenant r tel que r > g, les formules précédentes donnent
(avec de plus r > sup(m, Ch)) :

(3.7 bis) card FI"(M) < 27,
(3.8 bis) card Homp (A4, X) < §" (si A € Filt", X € Filt*) |
(3.9 bis) card FIM"/X) < §" (si X € Filt*) .

Sans hypothese du continu, ces formules sont aussi valables pour r de la forme 2¢, avec
¢ > my. Ce sont ces dernieres formules qui on l'air les plus naturelles. Pour (3.8 bis) et
(3.9 bis), je signale que le deuxieme membre s” est le cardinal de I'ensemble Hompg,s(A, X),
ou A, X sont deux ensembles tels que card A = r, card X = s. On ne peut donc espérer
améliorer (3.8 bis)! Pour la

4 ¢f. plus bas la notation C.
® Signalons qu’on a toujours card FI(C) > card C car C C— FI(C) via cl(X) — cl(idx).
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[page 20]

premiere formule (3.7 bis), notons que 1'on a égalité lorsque M est la catégorie des couples
(A, B), A un ensemble et B une partie de A, avec les fleches évidentes, et qu’on définit
MT™ (pour m > ) comme la sous-catégorie strictement pleine formée des (A, B) tels que
card A > .

DEMONSTRATION DE 3.1. Prouvons d’abord la formule (3.8),

card Hom(4, X) < s™) si A € Filt", X e Filt,
- r >y, s > sup(my, Ch).

(N.B. Je n’utiliserai pas r > (1, postulé dans 3.1 1°.) J'écris [<<J’écris>> rayé]

A = limA;,, cadl < r™ A € Filt™,
I
X = limX;, caadJ < s, X; € Filt™, J grand devant m .
J
On aura

Hom(A, X) ~ lim Hom(A4;, lim Xj;) ,
J

el

~
(6)
~ lim Hom(A; X;)
jeJ
de cardinal < Cj

donc pour tout 2 €

Hom(A;, X) < card(J) x C} < s™ xC; = ™

car s > (', donc s™ > (1, d’ou

jeI N——

sﬂlrﬂO

card (lim Hom(A;, X)) < (s™)@dl < (5m)07)

Comme r > 7, on a r™ > my, donc r™m = r™, d’ou
card Hom(A4, X) < s
c’est bien la formule (3.8). Pour en tirer une estimation pour M"/X (avec X € Filt*),

[page 21]

je vais d’abord majorer le cardinal des classes d’isomorphie d’objets de M"/X, i.e. des
fleches & isomorphisme pres (dans M")

A— X, X fixé dans Filt®, A variable dans M" .
On aura
A = lim A avec A; € Filt™, I ensemble ordonné de cardinal < r™ .
icl

6 car les A € Filt™ sont m;-accessibles.
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Pour [ fixé, le cardinal de I’ensemble des systemes inductifs indexés par I, dans M™ /X
a isomorphisme pres, peut se majorer ainsi : pour tout ¢ € I, il faut choisir A; dans M™
(mais seule sa classe dans M™ importe), donc c’est majoré par card M™ < Cy (7)) et
pour tous les i, par card I x Cy < r™ x Cy, et si r > Cj, donc r™ > Cf, on trouve une
majoration des choix possibles du systeme des objets A; dans M™, a isomorphisme pres,
par r™. Si on se donne de plus les morphismes de transition A; — A; pour 7 < j, cela fait
pour chaque paire comparable, élément de I x I, un choix majoré par Cy, donc encore une
majoration par card (I x I) -Cy < 7™ -Cy = r™. Donc 'ensemble des systemes inductifs
——

= (card )2 = card I
en question, a isomorphisme pres, pour [ fixé, est de cardinal < r™ . ™ = y™_Enfin, les
homomorphismes d’un systeme inductif donné dans X sont majorés par card I x s
(par (3.8) déja prouvé), donc par

pro . gm0 — () (puisque 7™ < S(rm)) )

Au total, pour [ fixé, I'ensemble des systemes inductifs a isomorphisme pres, indexés par
I, a valeurs dans M"/X | est

[page 22]
! o o) )
de cardinal majoré par 7o . s =5 )
] P ~~ S~—
nombre des nombre des
systemes inductifs fleches d’un
dans M7, & tel systeme inductif
isomorphisme pres dans X

Mais il faut maintenant faire varier I, a isomorphisme pres, dans la catégorie des ensembles
ordonnés (filtrants etc.) de cardinal < A = r™. On voit de suite que cet ensemble de classes
d’isomorphie (qui peut s’interpréter comme un ensemble quotient d’un certain ensemble
de parties d’'un ensemble fixe Iy de cardinal \) est de cardinal < 2*. On trouve donc
finalement

card M7 /X < 7020 — 70

sous condition que
r > sup(m, Co) , s > sup(m, Ch) .

Il faut prouver 'inégalité similaire pour card F1I" M (3.9). Or, comme pour A, B dans
M" on a, si r > sup(m, Cy),

card Homy (A4, B) < ™)
en vertu de (3.8) ou on fait s = r, on trouve que
e e\ 2
card FIM"/X) < (Card M/ X ) L (r70)

< ST) L)

= s0m) sis>r.

(On va regarder plus bas les cas s < 7 (8)). C’est bien la formule (3.9).

7On a posé ici Cy = card F1™ , donc Cy < C}.
8 ¢f. cor. 2, page 23.
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[page 23]

Venons-en a la catégorie M" elle-méme. L’argument de la page 21 montre que I’ensemble
des classes d’isomorphie d’objets de M" indexés par un [ fixé, de cardinal < r™_ comme

A = lim A; avec A; € Filt™, est de cardinal majoré par r™ (si r > Cp). Si on fait varier
i
I, on trouve une majoration par r™ - 20 = 20™) On en conclut comme tantét que

I’ensemble F1M" est de cardinal majoré par
(207002 5 (770 (si r > sup(my, CY))

donc par "™, Je dis qu’on a
LT0) o)

Y

en effet, on a >, et pour prouver <, on note que r < 2", donc r("™) < (27)) = 27 —
207) " 0.K.! Cela établit donc 3.7. Cet argument prouve en fait le

Lemme 3.2. Soient r un cardinal, v’ un cardinal > r. Alors on a

o= (= " pour tout 2 < s <r).
Corollaire 1. Soient r > sup(my,Cy), et A, X € Filt". Alors
(3.10) card Homp (A4, X) < 207 (=27 sir=2° avec ¢ > m) .

On applique (3.8), qui donne la majoration r™), et le lemme 3.2.

On notera qu’on trouve la méme majoration pour le cardinal de F1(M?") tout entier (3.7)!
De méme, (3.9) donne :

Corollaire 2. Soit r > sup(m,Cy), et X € Ob M". Alors
(3.11) card FI(M”/X) < 20™) (=27 sir=2° avec c > m) .

c’est donc la formule (3.9) pour s < r, laissée en suspens.
[page 24]

Revenons & la majoration cardinale des X,(f), ou f : X —Y est dans FI°*(M), i.e.
X,Y € Filt®. On suppose de plus Cy C FI"(M),

Co C FI'(M) = FIM"),  (f: X —~Y)eFF(M), ie X,Y € Filt*,

avec s > r.

(3.10)

[Deux fois (3.10).] Il y a une difficulté idiote, c’est que M" est équivalente a une petite
catégorie, mais n’est pas elleeméme petite. Méme si Cjy ne contenait qu’une seule classe
d’isomorphie de fleches de M", son cardinal pourrait étre (pour r fixé) arbitrairement
élevé. Aussi, dans ce qui suit, je dois supposer la condition de “non pléthoricité cardinale”
pour Cj :

Vi € Cy, désignant par Cy(i) 'ensemble des ¢’ € Cj telles que i ~ ¢’
(3.11) dans FI(M), jimpose que card Cy(i) < 207 (ce qui est aussi la
valeur de la majoration pour le cardinal de F1"(M) = FI(M")).
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[Deux fois (3.11).] Cela implique donc que I'on a card Cy < (207°))2 = 2(™)
(3.12) cardCy < 207
qui est équivalente a (3.11) (moyennant Cy C FI"(M), postulé dans (3.10)).

Il s’ensuit par (3.8) que 'on a

card A(Cy, f) < card (Cp) -s7™) - 507 < 5070
——
SQ(T"O)
D’autre part, les Xp dont on prend la somme amalgamée sous X, pour obtenir X;(f),
sont dans M?, si on fait ’hypothese suivante.

[page 25]
Les M™ = Filt"™ sont stables par sommes amalgamées simples, et
(3.13) par lim filtrantes de cardinal < 7 (pas nécessairement grandes

devant m) ,

compte tenu que r < s, donc M"™ C M?*, donc A, B, X dans Xp = B 114 X sont dans M?*.
Les sommes amalgamées partielles finies des Xp sont donc aussi dans M?, par récurrence
sur le cardinal de I’ensemble d’indices. La somme amalgamée infinie apparait ainsi comme
lim filtrante d’objets de M?, 'ensemble d’indices étant '’ensemble P A(Cy, f) des parties
finies non vides de A(Cy, f). Cet ensemble est de cardinal majoré par s'; si s’ est un
cardinal infini tel que card A(Cy, f) < s'. On peut donc prendre s = s™). On a donc
prouvé, compte tenu de (3.13) appliqué a M*', le

Lemme 3.3. On suppose (3.10), i.e. Cy C FI"(M), f € FI*(M), avec s > r > sup(my, C1),
et de plus que Cy satisfait la condition de non-pléthoricité (3.11) (ce qu’on peut toujours

supposer, quitte a réduire Cy sans changer Cy = ® et Cy. = V), et que la filtration
cardinale satisfait la condition de stabilité (anodine!) (3.13). Posons

(3.14) s = s

Alors X1(Cy, f) est dans M* . Plus généralement et plus joliment, pour Cy et r firés (avec
Cy C FI"(M) et satisfaisant la condition de non-pléthoricité (3.11) relativement a ), pour
tout cardinal

[page 26]

de la forme
(3.15) s = s, avect > 1™, 5 > 2

(doti s > 20™) > ™0 > 1) FI¥ (M) est stable sous le foncteur pS : FI(M) — F1(M).

En effet, si on applique la premiere partie du lemme au couple (r, s), on trouve que X (f)
est dans M*", avec s” = §'™). Mais

0 ™0 0
no_ S/(r ) _ (St)(r ) _ Str :‘ St _ S,,

car t > r™0,
donc tr™0 =t

S
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donc on voit que f € FI¥ implique X;(f) € M¥, ou ce qui revient au méme, p(f) € FI*.

Corollaire. Soient Cy, r, s’ = s' (t > r™, s > 2) comme dessus, et soit o un nombre
ordinal tel que

carda < § = st.

Alors FI¥ (M) est stable par le foncteur p, = pSe.

On le voit aussitot par récurrence transfinie, compte tenu du lemme 3.3, et de I’hypothese
de stabilité (3.13).

Pour résumer :

Théoreme 2. Soit M une catégorie stable par petites limy filtrantes, et munie d’une
filtration cardinale (Filt™),>.,, telle que les Filt™ soient stables par lim filtrantes de car-
dinal < m (pas forcément grandes devant ), et par les sommes amalgamées simples qui
existent dans M. On suppose que les éléments de Filt™ soient accessibles, et on désigne
par w1 le plus petit cardinal > m, tel que les objets de Filt™ soient mwi-accessibles. On pose

[page 27]

¢ = card FIM™) = card FI™'(M)

(ot pour tout m > my, M™ désigne la sous-catégorie strictement pleine de M définie par

Filt", et FI"(M) = F1I(MT)).
Soit Cy une petite partie de F1I(M), formée de fléches coquarrables, et posons

d=Cp = U, o U =Cy, =0, .

Soit r un cardinal > sup(my,c1), et tel que lon ait Cy C F1"(M). On suppose que Cy
est irrédondant (i.e. deux objets de Cy isomorphes sont égauz), ou plus généralement,
que Cy satisfait la trés anodine condition de non-pléthoricité (3.11) relativement a r. On
considére la suite transfinie des foncteurs p, = p5° sur FI(M) (cf. th. 1), donnant lieu
auz factorisations fonctorielles d'une f € FIM), f: X —Y, en

(3.16) ) x, Ly

On a alors ce qui suit :

1°) On a (pour mémoire) io(f) € ® pour tout «, et de plus, si « est grand devant r™, on
a aussi po(f) € V. Si 1" est un cardinal > r™ (p. ex. le cardinal successeur de ™), on
peut prendre pour « le premier ordinal dont le cardinal soit égal a r'.

2°) Pour tout cardinal s de la forme

s = avec t>1r™ c>2
(donc s = 2% si on prend ¢ < t, cf. lemme 3.2), FI°*(M) est stable sous les p, tels que
carda < s. Si on prend p. ex. pour « le premier ordinal dont le cardinal soit > r™, alors
FI*(M) est stable par p,, qui par 1°) réalise donc une factorisation fonctorielle (3.16)

avec io(f) € @, pa(f) € V.
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[page 28]

DEMONSTRATION. Tout a été prouvé, si on se rappelle que les objets de M" sont
r™-accessibles (cf. (3.2)).

4 Compléments sur les structures de Quillen

Définition 4.1. Soit M une catégorie. On appelle précouple de Quillen dans M un
couple (®, V) de parties de FI(M), satisfaisant les deux conditions suivantes.
a) Ona &<V, ie. ¥ C PD,, ou ce qui revient au méme, & C U* — soit encore : pour
tout carré commutatif dans M

A" X
(4.1.1) é w P
B " .y

avec 1 € &, p € U, il existe w telle que wi = u, pw = v.
b) Toute f € F1(M) se factorise en

f=mpi, aveci € d,pe V.
On écrit
(4.1.2) O > U
pour indiquer que (®, ¥) est un précouple de Quillen.

On dit que le précouple de Quillen est clos, si ® est clos a gauche, ¥ clos a droit. On va
voir plus bas (cor. 2, page 31) que cela implique (donc équivaut a)

(4.1.3) o = U, U= 9,

[page 29]
Un précouple de Quillen clos est aussi appelé un couple de Quillen.

Proposition 4.2. Soit (®, V) un précouple de Quillen dans M, et soit j € FI(M) ).
On a alors les conditions équivalentes sur j :

a) jeod.
b) j e v
c) j est facteur direct d'un i € P.

c') j est facteur direct d’un i € ® ayant méme source que j, plus précisément, il existe
un diagramme

A—L . B
: :
(4.2.1) ida| fida q| p
A . p

9N.B. On utilise seulement que ® <— U, et que j peut se mettre sous la forme pi, avec i € ®, p € V.
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avec i1 € P, et
(4.2.2) q =1, pio= 7, pq = idgp,

de sorte que j est un facteur direct de i € ®, par (ida,q), admettant la rétraction
(1dA7p)
d) Pour tout diagramme commutatif traits pleins

A—1 .pB
(4.2.3) N, //L :

B«

)

i.e. toute factorisation de j en pi, si on a p € V, il existe une section q de B’ sur B
dans A\M, i.e. une fleche q : B— B’ telle que

pq = idp et q = i.
DEMONSTRATION de la proposition. Elle se fait par la suite d’implications suivante, toutes

(£) tautologiques :

() = (0 = (o) = () = () = (),

[page 30]

dont les quatre premieres utilisent seulement 'hypothese ®«— ¥ (de (a) de la défini-
tion 4.1), et la derniére seulement, (d) = (¢’), fait appel a ’hypothese de factorisation
de Quillen ((b) dans 4.1); et encore il suffit de la supposer pour j seulement !

(¢/) = (¢) tautologie pure, (¢) = (a) car on sait que ® est stable par facteurs directs
(et contient ®), (a) = (b) car & C U* (® étant par définition la plus petite partie close
a gauche de F1(M) contenant @, et W* étant close a gauche), (b) = (d) car on écrit le
diagramme donné (4.2.2) (traits pleins) comme

A" . X
(*> jew* q pew
B— Y,

en y faisant Y = B, v = idp, et en rebaptisant X par B’ et u par i : 'hypothese (b),
j € W*, signifie que dans un diagramme traits pleins (%), il existe toujours ¢ telle que
qj = u, pg = v, et en l'exprimant dans le cas particulier ot v = idg, on trouve (d).

Reste a prouver (d) = (¢’), en utilisant cette fois 'hypothese de factorisation sur j,
i.e. qu’on peut écrire j sous la forme pi :

A—? . B
N
B« 1

Y

avec 1 € &, p € V. En vertu de (d), comme p € U, il existe donc ¢ : B — B’ satisfaisant
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[page 31]

pq = idp, q =i,
ce qui prouve (c’), puisque i € P.
Corollaire 1. Soit (¢, V) un précouple de Quillen. Alors on a

& = U* = ensemble des objets de FI(M) qui sont fac-

(4.3) . g
teurs directs d’éléments de ®

et dualement

U = &, = ensemble des objets de FI(M) qui sont fac-

(4.4) ) ey
teurs directs d’éléments de U .

Corollaire 2. Les conditions suivantes sur le précouple de Quillen (®, W) sont équivalentes.
a) Le précouple est clos, i.e. & = O, V=10,
b) &=V*" ¥ =20,.
c) @ et U sont stables par facteurs directs.

Soit maintenant
(4.5) W < FI(M)

un localiseur, satisfaisant les conditions habituelles

a) W contient les isomorphismes.

(4.6) b) Si X Loy 4 7 dans M, si deux parmi f, g, gf sont
dans W, alors le troisieme aussi.

(W modérément saturé). Supposons de plus données quatre autres parties
(4.7) c,T1TC, F,TF

de F1(M), satisfaisant les conditions suivantes.

a) (C,TF)et (TC,F) sont des précouples de Quillen.
b) TCCcCnNW, TFC FNnW.

(4.8)

[page 32]
Ces propriétés s’explicitent ainsi :
M1 Propriétés de relevement-prolongement, C'<—TF et TC < F'.

M 2 Propriété de factorisation de toute fleche f de M en f = pi, avec, au choix, i € C,
peTF,ouieTC, peF.

M TCcCnW, TFCFnNnW.
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C’est donc une partie des axiomes d’une structure de Quillen faible pour W (XIII, p. 27,
déf. 1) — il manque les axiomes de stabilité M 3, M4, et les axiomes de “propreté” (pro-
priety) M”, savoir F' C Fiby,, C' C Cofy.

Proposition 4.3. Soient M une catégorie, (C,TF) et (TC, F) deux précouples de Quillen
dans M, satisfaisant

(4.3.1) ¢ C C, TF C F,

et soit W une partie de FI(M) dont on ne suppose pour linstant que 4.6, (b) 1), et

(4.3.2) W o> TC,TF,
donc on a
(4.3.3) TG Cc CNnW, TF C FNnW.

Considérons les conditions de prolongement-relévement suivantes (a), (a’), et les condi-
tions de factorisation (b), (b'), (c), (d) (en se rappelant que TC = F*, TF = C,, en vertu
de la proposition 4.2 (cor. 1) appliquée aux précouples de Quillen (TC, F), (C,TF)) :

a) CAW CTC (doneTC CCNW CTC).

a) FNW CTF (doncTF C FNW C TF).

b) WCTFoTC.

) W CcTFoTC.

¢) WCcTFoTC.

d) W C TFoTC (donc, par (4.3.2), W = TFoTC si W est stable par composition). 1)
[page 33]

Alors toutes les conditions sauf la derniére sont équivalentes (et elles sont donc impliquées
par cette derniére). Donc lorsque TC ou TF sont stables par facteurs directs (p. ex. si TC
est clos a gauche, ou T'F clos a droite), toutes les conditions envisagées sont équivalentes

(puisque par le corollaire 2 a la proposition 4.2, on a alors TC = TC resp. TF = TF,
donc (b') resp. (b) équivaut alors a (d)).

DEMONSTRATION. Elle se fait par le diagramme d’implications

(d)
(b)/Qx(b')

(c) ”

/ \1(

a)

(a)

10 0On utilise seulement que si X LYL Z,etsigf € W,alors f € W <= g € W. On n’a pas
besoin que W contienne les isomorphismes, ni qu’il soit stable par composition.

1'N.B. La condition (a) signifie aussi que (C'N W, F) est encore un précouple de Quillen, resp. (b)
signifie que (C, FNW) en est un — et alors cette paire de précouples de Quillen satisfait cette fois & (d),
e. W=TF oTC(C.
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ol les quatre implications du carré supérieur QQ sont tautologiques. Il suffit donc d’établir
les implications
(¢) = (a) = (b),

les implications (¢) = (a') = (b’) en résultent par dualité.

Supposons donc (c¢), i.e.
(*) W c TFoTC,

et prouvons (a), i.e. que
cnw c 1TC.

Mais si 5 € C'N W, pour prouver que j € T\é, écrivons j = pi, i € T\é, p e TF, ce qui
est possible par 'hypothese () et j € W.

[page 34]
A2, B
i€TC \ /;Jeﬁ
B«

Utilisons maintenant Uhypothése j € C et C«—>TF, on trouve donc (prop. 3.2,
(a) = (d)) une fleche ¢ : B— B’ telle - que pg = idp, ¢j = i, donc j apparait comme

q

facteur direct de 7. Comme ¢ € TC et que TC est stable par facteurs directs, on en conclut
jerT C, q.e.d.

(a) = (b). On suppose donc
(%) CNnw c TC,

et on veut prouver (b), i.e.
W C TFoTC .

Soit donc f € W, et factorisons f en pi, avec i € C, p € TF. (O.K. a cause du précouple
de Quillen (C,TF)). Comme TF C W, on ap € W, et comme pi € W, on en conclut
i € W (saturation modérée de W — on doit quand méme l'utiliser!). On a donc i € CNW,

donc i € TC par (%), d’ou f € TFoTC, q.e.d.

Corollaire 1. Supposons TC' stable par facteurs directs. Alors toutes les conditions de la
proposition 4.3 sont équivalentes, et équivalent a la relation

(4.3.4) cCnw = TC .

Dualement, si TF est stable par facteurs directs, les conditions de la proposition 4.3 sont
toutes équivalentes et équivalent a

(4.3.4') FNW = TF .
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[page 35]

En effet, par le corollaire 2 de la proposition 4.2, I’ hypothese sur T'C implique que TC' =
TC, donc comme TC' C CNW, 'hypothese CNW C TC (=TC) équivaut a CNW =TC.

Corollaire 2. Supposons C et W stables par facteurs directs. Alors les conditions équi-
valentes de la proposition 4.3 équivalent a

(4.3.5) CNW = TC .

Dualement, si F', W sont stables par facteurs directs, les conditions équivalentes de la
proposition 4.3 équivalent a

(4.3.5') FAW = TF .

En effet, si C' et W sont stables par facteurs directs, il en est de meme de CNW, et

deslorssi CNW C T C comme C' N W contient T'C', on en conclut C AW =TC. Mais
comme CNW«—>TC et CNW est stable par facteurs directs, C'N' W est clos a gauche

par corollaire 2 de la proposition 4.2, 1.e. CNW = C NW,douCNW = TC’ q.e.d.

Corollaire 3. Supposons les conditions équivalentes (a) a (c) de 4.3 satisfaites, et de
plus W stable par facteurs directs (12). Alors les conditions préliminaires (4.3.1) et (4.3.2)
restent satisfaites quand on remplace (C,TF) et (TC,F) par leurs clotures (C',TF') =
(é,T_F) et (T'C', F') = (TE, F), et les conditions équivalentes de la proposition 4.3 sont
encore satisfaites pour ces couples, sous les formes fortes

")
F)

~

conw = 1C (=
(4.3.6) FFnW = TF (=
W = TF oTC".

~

[page 36]

Le triple (W,C", F") est un triple de Quillen clos (correspondant a une “closed model
category” de Quillen, du moins si on suppose M stable par lim finies et lim finies, et
que W est modérément saturé). (13)

DEMONSTRATION. Les relations (4.3.1) impliquent

TC c C et TF C F,

12 fait, il suffit de supposer que l'on a W D ’ZA’C/*, TF, i.e. que tout facteur direct d’un élément de
W qui est soit dans C, soit dans F', est encore dans W. Alors (é,ﬁ, F ,ﬁ) définissent une structure
de Quillen close, et on sait que cela implique qu’en fait, W lui aussi est stable par facteurs directs.

137] en résulte le

Corollaire 4. Soient W un localiseur modérément saturé, et (C,TF), (I'C,F) deux précouples de
Quillen tels que TC C CNW, TF C FNW. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

a) TC=CnW.

b) TF=FNW.

¢) W=TFoTC.

d) (W,C,F) est un triple de Quillen clos.
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1.€.
TC" ¢ C', TF' c F',
i.e. (4.3.1) pour les nouveaux couples de Quillen. La relation 4.3.2, W D T'C, TF, implique
W o> TC, TF, ie. W o TC', TF',

en vertu du corollaire 2 a la proposition 4.2 et du fait que W est stable par facteurs
directs ; donc on a (4.3.2) pour les nouveaux couples. Comme par hypotheése on a

W = TFoTC ,
ceci s’écrit

W = TF oTC',
donc les nouveaux couples satisfont aux mémes conditions, qui cette fois, les couples étant
clos, prennent la forme forte (4.3.6).

Prouvons que le triple (W, C’, F') satisfait aux axiomes de Quillen d'un triple de Quillen
clos. On a bien, par (4.3.6),

C' = (TF)* = (FFnW)*, F'r = (TC). = (C"nW),,
W = TF oTC'" = CLoF"™,

qui correspond a la définition des catégories de modeles de Quillen clos : les axiomes M 1,
M2, M3, M4 de Quillen sont réalisés de fagon triviale (M 3 et M 4 parce que

[page 371

C et F, TC et TF sont clos a gauche resp. a droite). L’axiome M5 est la saturation
modérée de W.

4.4. Voici I'idée pour construire plus ou moins “toutes” les structures de Quillen closes
(C,TC,F,TF) associées a un localiseur donné W C M. On suppose que M satisfait
aux conditions du paragraphe précédent, concernant l'existence de lim filtrantes, d'une
filtration cardinale, 'accessibilité dans M (celle des éléments de Filt™). On part d'une
partie petite

Co C FIM)
telle que
(441) Cox C W,
et on pose
C =Gy, TC = CNW,
(4.4.2)
TF = C, = Cy,, F = (TCO),.

Il y a un probléme seulement, vu que 'on sait déja que (C,TF') est un couple de Quillen
par le théoréeme de factorisation dans §1 (p. 10) : il faut la factorisation pour le couple
(TC,F = (TC),). A ce moment 13, les conditions préliminaires (4.3.1), (4.3.2) de la
proposition 4.3 sont satisfaites :

TC CC, TF C I, W o> T1TC,TF,

ainsi que la condition (a), CNW C T\C’/, puisque C' "MW = TC. Donc on trouve, par
I'équivalence des conditions (a), (a’), (¢), et vu que TC' et T'F sont clos,

TF = FAW, W = TFoTC,
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[page 38]

d’autre part 'hypothese sur W implique que W est stable par facteurs directs, C' I'est
aussi, ¢tant close a gauche, donc T'C' = CNW aussi, donc par proposition 4.1, corollaire 2,
on a TC = TC, TC est close a gauche. On gagne donc, par la derniere assertion du
corollaire 3, proposition 4.3 (p. 35).

En fait, indépendamment des conditions particulieres sur M, W, on vient de prouver
cecl :

Lemme 4.4.1 (corollaire de la proposition 4.3.). Soient M une catégorie, W un localiseur
dans M modérément saturé et stable par facteurs directs. Alors les structures de Quillen
closes (C, F) associées a W s’obtiennent ainsi : on prend une partie Cy de FI(M) telle
que

TF ¥ ¢,, ¢ W,

on pose

C =Cy=TF", TC = CNW , F = (TC),,

et on doit se débrouiller pour que (C,TF) et (T'C, F) satisfassent a la condition de facto-
risation de Quillen, i.e. soient des précouples de Quillen. (En fait, C', TF et F' étant clos
par construction, et TC' = C'N'W étant stable par facteurs directs (C' et W ’étant), ce
seront méme des couples de Quillen.)

[page 39]

Les hypotheses supplémentaires faites tantot sur M servaient a assurer que si je prends C)
petite, alors la factorisation marche pour (C,TF) automatiquement. Il reste le probleme
pour T'C', F.

Notons que si elle marche, alors TC' = TC =F *, donc T'C' est clos a gauche, et a fortiori
satisfait les conditions de stabilité correspondantes :

a) Stable par cochangement de base, par composition, par
facteurs directs (ces deux dernieres sont assurées auto-

(4.4.3) matiquement, car C, W sont stables).

b) Stable par lim ordinales strictes.

L’hypothese de stabilité sur W sert (entre autres) a garantir la stabilité (b) pour T'C' (en
fait, il suffirait pour cela seulement que W soit stable par lim ordinales strictes). Il reste
la stabilité de TC' = C'NW par cochangement de base, qui est problématique car W n’est
en général pas stable par cochangement de base. C’est pour assurer cette stabilité que je
me vois pratiquement contraint ici a imposer

(4.4.4) Co C Cofy
je dis qu’avec I'hypothese de stabilité faite sur W, cela implique

(4.4.5) C ¥ Cyc Cofy .
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[page 40]
En effet, on a :

Proposition 4.4.2. Soit M stable par petites lim inductives filtrantes, et W C F1(M)
un localiseur (modérément saturé) stable par lesdites limites. Alors Cofy satisfait les
conditions de stabilité (4.4.3) (“stabilité de Quillen gauche”), et est stable aussi par lim
filtrantes quelconques.

En effet, la condition (a) est satisfaite sans condition supplémentaire sur W. D’autre part,
il est immédiat que cette condition par rapport aux lim filtrantes implique que Cofy est
stable par limites inductives filtrantes dans F1(M).

Corollaire 4.4.3. Sous les conditions de la proposition 4.4.2, Cofyy N W = WV (en-
semble des W -équivalences co-universelles dans M) est stable par limites inductives fil-
trantes, et donc “stable a gauche” en sens de (4.4.3).

Corollaire 4.4.4. Sous les conditions de la proposition 4.4.2, supposons de plus que les
sommes amalgamées simples existent dans M, et soit Cy une petite partie de Cofy dont
les éléments soient accessibles, et considérons

déf

C = C, Tc ¥ ocnw.

Alors on a

C = Coty , TC = CAW™Y C W

[page 41]
et C' et T'C sont Q)-stables a gauche.

En effet, par le théoreme 1 du paragraphe 1 (p. 10) et son corollaire, 50 est la plus petite

partie de F1(M) contenant CO et Q-stable a gauche Comme Cofyy est Q-stable a gauche

et contient Cy, on a donc C' = C’o C Cofy. Donce T c¥eonw ¢ CofyyNW = e WY - donc

TC = CNW"Y, Comme W'V est lui aussi -stable & gauche (corollaire precedent), il
en est de méme de CNW, gq.e.d.

Corollaire 4.4.5. Supposons que tout objet de M soit accessible. Sous les conditions du
corollaire précédent, posant

TF = Cy. = C,, F = (TC),,
le couple (C,TF) est un couple de Quillen. Pour qu’il en soit de méme du couple (T'C, F),
il suffit qu’il existe une petite partie TCy de C "W, telle que m =TC (dEf cnw).

La premiere assertion est, on I’a vu tantot, le théoreme 1 du paragraphe 1. La deuxieme
résulte de ce méme théoreme. On peut préciser dans ce sens :

Proposition 4.4.6. Soit M une catégorie stable par petites limy filtrantes, par sommes
amalgamées, et dont tous les objets sont accessibles, W un localiseur

[page 42]

modérément saturé dans M, stable par lim filtrantes, Cy une petite partie de F1(M),
telle que
Co C Cofy Co. C W,
~—

(=TF)
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posons
C = Cy TC = CNW, TF = C,, F = (TC),,
et soit T'Cy une petite partie de TC' = C NW. On a alors

(4.4.6) C C Cofy , TC = CNW™Y  (pour mémoire)
a 7:50 c TC, Foy D F (ce dernier trivial) ,

et les conditions suivantes sont équivalentes :
a) TCo=TC (onaC);
a) Fob=F (onaD);
b) TF =F,NW (onacC)
¢) W=TFoTCy (ona>) 19,
et impliquent que (W, C, F') est un triple de Quillen clos.

DEMONSTRATION. L’inclusion m C TC résulte de la Q-stabilité a gauche de TC
(cor. 4.4.4) et du fait que TCy C TC est petite (on applique alors le théoreme 1 tout
comme pour C' C Cofyy ...). L’équivalence de (a), (b), (¢) n’est autre que la proposition
4.3 appliquée a W et aux deux couples de Quillen (C,TF), (f\O/o, Fy) (compte tenu du
théoreme 1 du paragraphe 1). Qu’on a alors un triple de Quillen clos a été vu dans le
corollaire 3 de la proposition 4.3 (p. 35). Il reste & prouver I’équivalence de (a) et de (d').
On a (a) = (d'), puisque (T'Cy). = (7:50)* = Fp. Inversement, (d’) implique TCy=TC,
donc le théoreme de factorisation pour (T'C, F') en vertu du théoreme de factorisation,
corollaire 1 (p. 11) appliqué a TCy C TC' C TCyeta Fy=F = (T'Ch)s-

[page 43]

Ainsi, le seul probleme, une fois trouvé Cy (petite) satisfaisant Cy C Cofy, Co C W,
c’est de trouver une petite partie TCy C TC qui “engendre TC = CNW 7 i.e. qui
satisfasse aux conditions équivalentes (a), (d'), (b), (¢) de la proposition précédente. J’ai
passé des jours a essayer de prouver l'existence de T'Cy, en supposant M munie d’une
filtration cardinale, et TV une partie accessible de M, sans y étre arrivé. Bien sur, tout
ce qui nous importe vraiment, c’est que (T'C, F') satisfasse a la condition de factorisation.
Mais je ne vois aucun moyen de le prouver, si ce n’est en “engendrant” a gauche T'C' par
un petit sous-ensemble T'Cy,.

5 Résultats techniques préliminaires sur les parties
accessibles de Ob M, stables par limites inductives
filtrantes

Je crois pourtant que je peux arriver a quelque chose d’utilisable, en travaillant systéma-
tiquement avec des C' (C Cofy, Q-closes a gauche, Q-engendrées a gauche par une petite
partie Cy de C') qui sont stables par toutes limites inductives filtrantes.

14 N.B. On voit facilement que | TF = F N W, | mais ca ne suffit pas pour avoir TF = Fy N W pour

TCy convenable.
1> N.B. On sait que | W = TF o TC,

ce qui n’est nullement suffisant pour impliquer (c¢)!
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Je suppose a nouveau sur M les conditions suivantes :

[page 44]

a) M stable par petites limites inductives (et pas seulement filtrantes).
b) M muni d’une filtration cardinale (Filt™);>x,.

c) Les objets de M sont accessibles (N.B. Il suffit de le supposer pour les objets de
Filt™).

La condition (b) implique que M contient une petite famille génératrice par épimor-
phismes stricts (p. ex. une sous-catégorie C petite de Filt™ = M™ telle que l'inclusion
C — Filt™ soit une équivalence de catégories). Par SGA 4 1 8.12.7, il en résulte que M
est stable par petites limites projectives. Il s’ensuit le

Lemme 5.1 (sous les conditions (a), (b)). Pour tout objet X de M, lensemble Ss(X)
des sous-objets de X, muni de la relation d’ordre naturelle “d’inclusion”, admet des inf
et des sup quelconques.

Des inf, car ceux-ci s’expriment comme des limites projectives dans M. Or I'existence des

inf implique celle des sup, puisque sup; = inf ;, ou J' est 'ensemble des majorants de J
dans Ss(X).

Corollaire 5.2. Pour toute fleche f : Z — X dans M, il existe, parmi les sous-objets
X' de X par lesquelles f se factorise, un plus petit

[page 45]
(qu’on notera Im f). Le morphisme Z —Im f est un épimorphisme.
Cette derniere assertion provient de celle-ci :

Lemme 5.3. Soient M une catégorie ou les noyaux des doubles fleches existent. Soit
[ Z—Y une fleche de M. Alors g est un épimorphisme si et seulement si g ne se
factorise pas par un sous-objet strict Yy de Y différent de Y.

On va faire une hypothese supplémentaire (pratiquement anodine) sur les Filt™ :

d) Filt™ est stable par limites inductives indexées par des catégories d’indices I telles
que card F1(I) < 7 (16)_ (11 suffit de supposer la stabilité par objet initial, sommes
amalgamées simples, et lim filtrantes indexées par un ensemble ordonné I de car-
dinal < 7.) De plus, si f : Z — X est une fleche de M telle que Z ou X est dans
Filt™, alors Im f € Filt™.

Cette derniere condition sur Im f se décompose en deux :
[page 46]

dy) Tout sous-objet d'un objet de Filt™ est dans Filt".

dy) Si Z est dans Filt", alors tout quotient Z’ de Z tel que Imp = 2" (oup: Z— 7'
est le morphisme canonique) est dans Filt™. (17)

16 Cette condition sera nommée (dg) par la suite.

17Tl semblerait qu’on n’aura pas besoin de (di), seulement de (ds). Mais en fait, (d;) doit étre
conséquence de (dz), et (d2) est conséquence de la premiere partie de (d) (stabilité par lim_ finies)
si tout épimorphisme dans M est strict, donc effectif (si les Filt™ sont stables par Jim finies aussi ...).
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Bien sur, pratiquement il sera toujours vrai que Filt" est stable par passage aux sous-objets
et aux quotients d'un objet (pas seulement les quotients particuliers dont il est question
dans (ds). D’ailleurs, lorsque tout bimorphisme (i.e. monomorphisme et épimorphisme)
de M est un isomorphisme, alors (ds) équivaut bien a la stabilité de Filt™ par quotients
d’objets.

Proposition 5.3. [Deux fois 5.3.] Supposons les conditions (a), (b), (d) vérifiées pour
M. Soient ™ un cardinal > o, et X un objet de M. Soit Ss,(X) l'ensemble des sous-
objets de X qui sont dans Filt". Cet ensemble, ordonné par la relation d’ordre induite
par Ss(X), est grand devant 7 (et en particulier filtrant). Si de plus, les limites inductives
filtrantes de monomorphismes dans M sont des monomorphismes ('8 (p. ex. si les limites
inductives filtrantes sont exactes a gauche), ou si les objets de Filt"™ sont m-accessibles,
on a lim Z, -~ X (19,

a€Ssx(X)
[page 47]

DEMONSTRATION. Soit (Z,)aca une famille de sous-objets de X tels que Z, € Filt™,
et card A < . Soit Z = [],c4 Za, on a Z € Filt™ par (c). Le plus petit sous-objet de
X majorant les Z, n’est autre que Im (Z — X)), qui est dans Filt" par (d;). Prouvons

que lim Z, =+ X est un isomorphisme, quand on sait que c’est un monomorphisme. Or
—_—
a€Ssx(X)

X = @,Xla
I

ot (X;)ier est un systéme inductif filtrant, I ensemble ordonné grand devant , les X
dans Filt". Soit, pour tout ¢ € I, X I'image de X; dans X. On a donc X € Filt" par
(dy). Utilisant le fait que les X; — X! sont des épimorphismes, on voit de suite que

X = lim X/. Considérons I'application
I

I — Ss:(X)
i — X!

C’est une application croissante, soit J son image, partie filtrante grande devant 7 de
Ss(X), telle que
lim 7, = X .

acJ
[page 48]
On a donc
lim Z, — lim Z, =~ X,
acJ a€Ss X
——
~ X

le composé étant I'identité. Si on sait que ¢ est un monomorphisme, il en résulte que c’est
un isomorphisme (monomorphisme ayant une section). Or ¢ sera un monomorphisme si
toute lim filtrante de monomorphismes est un monomorphisme, et alors on gagne.

18 Clest une condition d’ezactitude de M, que je vais noter comme :
(¢)  Les monomorphismes dans M sont stables par lim_ filtrantes dans F1(M).

19 Dire aussi que Ss,(X) est m-adapté, et le systeme inductif (Z,), aussi.
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Si on suppose que les éléments de Filt™ sont m-accessibles, on gagne aussi, car on trouve :

Corollaire 5.4. Si les objets de Filt™ sont m-accessibles (p. ex. sim > m et m = 7™,
p.ex. m > m et m = 2° avec ¢ > my, cf. (3.2) p. 16), alors pour toute partie filtrante
J de Ss(X) grande devant m, telle que lim Z, =~ X, J est cofinale dans Ss,(X) (donc

lim Z, = lim Z,). acJ
— —
aed a€eSs(X)

C’est immeédiat.
[page 49]

Scholie 5.5. Quand on fait sur M I'hypothese d’exactitude assez anodine que les lim
filtrantes de monomorphismes sont des monomorphismes, ou qu’on se borne aux cardinaux
7 tels que les objets de Filt™ soient m-accessibles, on peut canoniser la représentation d’un

objet X comme lim X;, avec X; € Filt™ et I grand devant 7, en prenant I = Ss.(X), et
iel

le systeme inductif correspondant. On a de plus I'agréable propriété supplémentaire que

voici : toute partie filtrante J de I, de cardinal < 7, admet une borne supérieure i;, et

(si on suppose que M satisfait la condition (e), page 46, note 18), on aura
Xi, = lim X;;
ieJ
en d’autres termes, on a une représentation de X par un systeme inductif (parfaitement)
m-adapté (cf. XIII, p. 85, 86).
[page 50]

Soit maintenant

M c ObM

une partie de Ob M, stable par la relation d’isomorphie. Si M est m-accessible (suivant
la condition b, de XIII, p. 88), alors en posant

M™ = M NFilt",
M™ détermine M par la condition suivante sur X € Ob M.

(5.1) X € M <= le sous-ensemble Ss2 (X) de Ss,(X) formé des X,, € Ss;(X)
tels que X, € M (<= X, € M™) est cofinal dans Ss,(X).

Notons que lorsque X € Filt™, ce critere est trivialement valable, puisque alors Ss,(X) ad-
met X comme plus grand élément, et les sous-ensembles cofinaux sont ceux qui contiennent
cet objet final. Donc (5.1) est intéressant seulement pour les X € Ob M\Filt". Notons
que pour toute partie M™ de Filt™, on peut définir une partie M de Ob M par la condition
(5.1), et on aura trivialement

(5.2) M™ = MO Filt™ .

Mais sans doute, bien que M satisfasse (5.1), il n’est pas pour autant nécessairement
m-accessible. En effet, pour qu’il le soit, il faut qu’il soit stable par lim
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[page 51]

grandes devant 7 d’éléments de M7, ce qui implique que tout facteur direct d’un élément
de M™ est dans M, donc aussi dans M™, d’apres la condition de stabilité (d) sur Filt™.
C’est la une condition particuliere sur la partie M™ de Filt". Aussi, on devra avoir une
condition sur M plus forte que la validité de (5.1), savoir :

Pour tout X € Ob M et pour toute partie J de Ss,(X), telle que
a) J est cofinale dans Ss,(X) et

(5.3) b) Si J' C J est une partie filtrante de J, de cardinal < 7, alors
sa borne supérieure ;s dans Ss;(X) appartient a J,

ona X € M si et seulement si JM %< J SsM(X) est cofinal dans

J (ou ce qui revient au méme, dans Ss, (X)) (29,

Si on admet déja le “il suffit” de (5.1), alors il suffit dans (5.3) de supposer X € M et
exiger qu’alors JM soit cofinal dans J.

Mais notons la
[page 52]

Proposition 5.6. 2 Supposons 7 choisi de telle facon que les objets de Filt™ soient
m-accessibles (p. er. m = 2°, avec ¢ > m, cf. (3.2), p. 16). Alors, pour une partie M de
Ob M, M est m-accessible si et seulement si elle satisfait au critére (5.3).

On a vu que c’est nécessaire (tautologiquement, compte tenu de la proposition 5.3 et du
scholie 5.5, bas de la page 49). Prouvons que c’est suffisant, en établissant d’abord le

Lemme 5.7. Sous les conditions de 5.6 sur w, et la condition (e) sur M (p. 46), pour

toute représentation m-adaptée X = lim X; d’un objet X de M, le sous-ensemble I' des
iel

1 € 1 tels que X; — X soit un monomorphisme, est cofinal dans I. De plus, I' est stable

par bornes supérieures dans I de parties filtrantes J de I' de cardinal < 7.

Montrons comment ce lemme 5.7 implique le “il suffit” de la proposition 5.6. Soit donc

X = lim X, une représentation m-adaptée de X (X; € Filt", I grand devant , etc.). Il
icl

faut prouver que, si 5.3 est valable, alors X € M si et seulement si 'ensemble I, est

cofinal dans [.

[page 53]
Supposons X € M. Considérons le sous-ensemble I’ C I décrit dans le lemme. On a une

application I’ —» Ss.(X), soit i — X = Im (X; ¢+ X), et on a

X~ lmX;, ~ limX; ~ lim X! ~ lim 7, ,
—_— —_— —_— —_—
i€l el’ el’ aed

ou J est I'image de I’ dans Ss;(X). Comme les objets de Filt™ sont m-accessibles, on en
conclut que J est cofinal dans Ss;(X). Par 5.3, il s’ensuit que l’ensemble Jy; des o € J

20 Au lieu de J cofinale dans Ss.(X), il suffit méme que l'on ait lim_ X, —~ X — la condition corres-
aeJ

pondante sur M devient donc plus exigeante. Mais si les objets de Filt”™ sont m-accessibles, cette condition
est en fait équivalente a la condition plus faible.
21 Faux tel quel, vrai si on suppose que M™ est stable par lim_ filtrantes.
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tels que Z, € M est cofinal dans J, donc # ). Donc I}, qui est I'image inverse de Jy,
dans I’, est en tous cas non vide. Appliquant le méme résultat en remplacant I’ par le
sous-ensemble ]/>i6’ on voit que I}, est cofinal dans I, donc aussi dans I, puisque I’ est
cofinal dans [ ; donc Iy D I}, est cofinal dans I, g.e.d.

Inversement, supposons que I, soit cofinal dans I, et prouvons X € M. La difficulté ici
provient du fait que la représentation X = lim X; n’est plus adaptée a m — I, n’est pas

i€l
nécessairement stable dans I par bornes supérieures (dans I) de parties filtrantes dans

Iy, I' de cardinal < 7. En somme, il faut
[page 54]

prouver que M est stable par lim grandes devant 7 sans plus, et je doute maintenant que
ca résulte des seules hypotheses faites ici, qui ne concernent que les systemes inductifs ou
les morphismes de transition sont des monomorphismes.

Voici, je crois, un contre-exemple. Prenons

M = ensemble des objets de M isomorphes a un objet fixe
(5.4) Xy € Filt™, tel que X, n’ait pas d’endomorphisme qui
soit un monomorphisme autre que l'identité.

Alors la condition 5.3 est satisfaite. Car :

a) Si X € M, ie X ~ Xy, alors X € Filt", donc Ss;(X) admet X comme objet final,
et J, étant cofinal, contient cet élément, donc Jy, (qui le contient aussi) est cofinal.
Et :
b) Si Jy est cofinal, 'hypothese (5.4) implique que l’ensemble des morphismes de
transition entre les Z,, (a € Jy) est formé d’isomorphismes, donc la limite inductive
X des Z, en question est isomorphe a chacun d’eux, donc X ~ X, i.e. X € M.

Pourtant, M n’est m-accessible que s’il est stable par lim grandes devant 7, ce qui im-
plique qu’il est stable par facteurs directs. Mais I’hypothese

[page 55]

(5.4) n’exclut nullement que X, admette un projecteur p (p*> = p) non trivial. Celui-ci
aura une image X’ dans M, qui sera facteur direct de Xy non isomorphe & X, i.e. non

dans M.

Ces difficultés disparaissent si on suppose que M™ est stable par lim filtrantes indexées
par des ensembles ordonnés I de cardinal < 7. En effet, dans ce cas, dans la démonstration
précédente, le sous-ensemble I, est stable par bornes supérieures (dans I') de parties J de
Iy filtrantes et de cardinal < 7. Donc le systeme inductif (X;);er,, est encore m-adapté,
et on peut lui appliquer le lemme 5.7, pour trouver un sous-ensemble cofinal I, C Iy, tel
que les X; — X pour i € I}, soient des monomorphismes. L'image J de I}, dans Ss,(X)

est alors une partie de Ss;(X) telle que lim Z, = X, donc (par 'hypothese faite sur )

aeJ
cofinale dans Ss.(X) (5.4), avec Z, € M™ pour tout « € J. Donc par 5.3 on a X € M,

q.e.d.
[page 56]
Il reste a prouver le lemme 5.7. Avec les hypotheses et notations du lemme, soit donc

ip € 1, il faut trouver i' € I’ tel que i’ > iy. Considérons 'image X! de X; dans X, et
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I'inclusion
X, — X ~ limX;.
~—~
€ Filt™

Comme X{O € Filt™, donc est m-accessible, il existe un iy > ig tel que X/ , — X se factorise
par
Xgo — X .

Appliquant ce méme résultat a X; , X; etc., on trouve une suite infinie de morphismes

Xi, X, X,
X X Xi,

telle que les morphismes composés de deux en deux soient, sur la ligne supérieure, les
transitions
X, — X, (I < in),

et sur la ligne inférieure, les inclusions

X o X (t+ X).

Tm
Soit i, = sup,, ¢, dans I, donc

X, = lim X, ~ limX ~ X|

tw
n n

donc X;, — X est un monomorphisme.
[page 57]

La derniere assertion de 5.7 résulte aussitot du fait qu'une limite inductive filtrante de
monomorphismes dans M est un monomorphisme (condition (e), p. 46).

On peut préciser la proposition 5.6 obtenue ainsi :

Proposition 5.7. [Deux fois 5.7.] Soient M une catégorie satisfaisant les conditions
(a), (b), (¢), (d) (p. 44, 45) et (e) (p. 46). Soit M une partie de Ob M, stable par isomor-
phie, ™ un cardinal tel que les objets de Filt™ soient w-accessibles. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) M est m-accessible, et stable par lim filtrantes.
b) M est w-accessible, et M NFilt™ est stable par lim filtrante de cardinal < .

c) 1l existe une partie M™ de Filt", stable par lim filtrantes de cardinal < 7 et telle
que pour tout X € ObM, on ait X € M si et seulement si l’ensemble Jy; des
Zo € J tels que Z, € M™ est cofinal dans J.

(De plus, sous la condition (c), on a
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[page 58]
M™ = M N Filt™.)
c') 1l eziste une partie My de Filt™ telle que M soit la plus petite partie de M stable

par limites inductives filtrantes. (De plus, on peut alors prendre My petite.) (?2).

Corollaire 5.8. Les applications

M +—~ M™ = MNFilt"

M™ +— l’ensemble des X € Ob M tels que l’ensemble
SsM™(X) des Zy € Ssr(X) qui sont dans M™
soit cofinal (= plus petit sous-ensemble de
Ob M stable par lim filtrantes)

établissent des bijections, inverses l'une de [’autre, entre [’ensemble des M C Ob M sa-
tisfaisant les conditions équivalentes de la proposition 5.7, et l’ensemble des parties M™
de Filt™ stables par lim filtrantes de cardinal < 7.

DEMONSTRATION DE 5.7. L’implication (b) = (¢) est tautologique, compte tenu de la
définition de la m-accessibilité de M, et de la proposition 5.3. Et (a) = (b) provient de
la stabilité de Filt" par lim filtrantes de cardinal < 7 (condition (d)).

Il reste donc a prouver (¢) = (a). (C’est ici qu’on doit utiliser ’hypothese particuliere
sur 7.) Une fois ceci vu, on saura ’équivalence de (a), (b), (¢), et d’autre part, il est
immédiat que (a) = (¢'), en

[page 59]

prenant My = M NFilt". D’autre part, (¢') = (¢) (sans hypotheses sur 7 7), car on peut
supposer que la partie My de Filt™ est stable par lim filtrantes de cardinal < 7. Mais
alors, connaissant 1’équivalence de (a), (b) (¢), d’ou aussitot le corollaire, il s’ensuit que
I'enveloppe stable par lim filtrantes de M, dans M n’est autre que la partie accessible
déduite de My dont il est question dans (c¢), et on gagne.

Donc tout revient a prouver que, si tous les objets de Filt™ sont accessibles, alors (¢) im-
plique (a). Montrons d’abord que (¢) implique le critére d’appartenance (5.3) (p. 51), donc
par la proposition 5.6 “revue et corrigée” dans la note 21, il s’ensuit déja que (¢) = (b),
et il restera a établir (b) = (a), i.e. que (b) implique la stabilité de M par lim filtrantes
quelconques (pas seulement grandes devant 7).

Que (¢) implique (5.3) va résulter du lemme suivant, appliqué a I = Ss,(X) :

Lemme 5.8. [Deux fois 5.8.] Soit [ un ensemble ordonné m-adapté, i.e. filtrant et tel
que toute partie filtrante K de I, de cardinal < m, ait une borne supérieure ix dans I. Je
dis qu’une partie J de I est m-cofinale, si elle est cofinale, et si pour toute partie filtrante
K de J de cardinal < m, sa borne supérieure iy dans I est

22N.B. On a

sans conditions sur 7 (sauf = > 7).
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[page 60]

dans J. (1l s’ensuit donc que J est lui aussi m-adapté, pour la structure d’ordre induite.)
Ceci dit, l'intersection de deux parties w-cofinales de I est encore m-cofinale.

11 suffit de voir qu’elle est cofinale, car sa stabilité par bornes supérieures dans I de parties
filtrantes de cardinal < 7 est tautologique (si elle est vraie pour des J,, elle est vraie pour
Ny, Ja)- Soit ig € I, et construisons un élément de J N J' qui majore 3y. On construit de
proche en proche une double suite

NSNS

avec les i, dans J, les i/, dans J', et i1 > ip. On a donc
. ./
supi, = supi, ,

et si 7 est la valeur commune des deux membres, on a7 € JNJ'.

Ceci vu, pour prouver la validité de (5.3), on note que la partie J' = SsM™)(X) de
I = Ss,(X), formée des Z, C X tels que Z, € M™, est stable par bornes supérieures de
parties filtrantes de cardinal < 7, vu que M7 est stable

[page 61]

par lim de cardinal < 7. Donc si J est une partie m-cofinale de Ss,(X), JNJ’ est cofinale
dans J, i.e. dans I, si et seulement si J’ est cofinale dans I (i.e. si et seulement si X € M,
par la condition (¢)). Car J N J' cofinale = J' cofinale tautologiquement, et J’ cofinale
implique J' m-cofinale, donc J N J' w-cofinale par le lemme 5.8, donc cofinale.

Reste a prouver seulement que (b) = (a), i.e. la stabilité de M par limites inductives
filtrantes quelconques, moyennant (b). Ici & nouveau, cela ne doit pas utiliser ’hypothese
particuliere sur 7, ni méme I'hypotheése d’exactitude (e) sur M, mais étre une histoire
générale d’accessibilité :

Proposition 5.9. Soit M une catégorie satisfaisant (a), (b), (c), (do) (pages 44, 45),
m > mo un cardinal, M une partie w-accessible de Ob M, i.e. satisfaisant la condition b,

de XIII, p. 88. Alors M est stable par lim filtrantes si et seulement si M™ LA N il
est stable par lim filtrantes de cardinal < 7.

Je n’ai pas envie d’expliciter ici la démonstration, ayant I'impression pénible de refaire a
perpette la méme démonstration (ici et dans XIII). Je devrai revenir la~-dessus dans une
situation plus décantée.

[page 62]

Je vais quand méme esquisser la démonstration. Soit X = lim X;, I filtrant, les X; dans
I
M, il faut prouver que X € M (moyennant I’hypothese de stabilité sur M™ = M NFilt"™).
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C 1
3 cart. \ ®
»
M« MM M
“source” “but”

C est une catégorie cofibrée sur I, dont les fibres sont
Ci >~ Mﬂ/X,L ,

or comme X; € M, on voit, a cause de la condition de m-accessibilité, que M7/ X; est
filtrante. On va le dégager en

Lemme 5.10. Soit M une partie m-accessible de M. Alors pour tout Y € M, M™/Y est
une catégorie filtrante, et Ss,(Y) y est cofinale.

[page 63]

Considérons le foncteur canonique
I = Ss;(Y) 5> M™)Yy =1,

ou la catégorie source I est filtrante. Par SGA 4 T 8.1.3, ce foncteur est cofinal si et
seulement s’il satisfait deux conditions F1, F2, et alors I’ est également filtrante.
La condition F1 est la condition habituelle que tout ¢/ € Ob[I" est “majoré” par un
(i), i.e. tout Z—Y  avec Z € M™, est “majoré” par un monomorphisme Z, Y,
avec Z, € MT™, ce qui résulte du fait que c’est majoré par Z, C .~ Y avec Z, € Filt™,
i.e. Zo € Ssr(Y), et que parmi ces Z, ceux qui sont dans M7 sont cofinaux (vu que
Y € M). L’autre condition (?*) est qu’une double fleche i — (i) peut

g/
[page 64]
s’égaliser par une fleche p(h), avec h : i — j. Mais en fait, pour un ¢/ € Ob [’ i.e. un
Z—Y donné (Z € M™), et uni € Ob[, i.e. un Z, C~ Y donné (Z, € M7), il existe
au plus une fleche dans I' = M™/Y de Z — Y dans Z, C~ Y. Donc la condition F 2 est
trivialement satisfaite (on prend h = id;).

Corollaire 5.11. Si (X;);er est un systeme inductif filtrant, avec les X; dans M™, alors la
catégorie C = M™ /M x (1, 9), construite page 62, est filtrante, et le foncteur canonique
(fibrant) C —» I est cofinall.

Que C soit filtrante et C — I cofinal résulte formellement du fait que I I'est, que les fibres
de C le sont, et que C est cofibrée sur I. (Mérite un lemme, & toutes fins utiles.)

N.B. On peut remplacer C par Cy dont les fibres sont les

SsM(X;) € M™; cofinale dans C; = M" /X, ,

™

[page 65]

on trouve une sous-catégorie de C cofinale dans C, et qui est cette fois ordonnée tout
comme [.

23 Comme I est filtrante.
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On a

donc

au total on est arrivé a représenter X comme lim filtrante d’éléments Z,, qui sont (non
seulement dans M, mais méme) dans M7.

Changeons la notation, en prenant

X = lim X;, I ensemble ordonné filtrant, X; € M™ Vie I,
iel
soit I’ I'ensemble des parties filtrantes J C I telles que cardJ < 7, I’ ordonné par
inclusion. Alors I’ est grand devant 7, et on a un systéeme inductif

(XJ)JEI’ ) Xy = hiﬂ,Xz

ieJ
Par I'hypothese de stabilité de M™ (qui n’a pas encore servi), les X; sont dans M™. On

a donc

X = lim X, les X; dans M™, I’ grande devant 7 ,
Jer

donc X € M puisque M est m-admissible, gq.e.d.
[page 66]
Définition 5.12.

1) Soit M une catégorie satisfaisant les conditions (a), (b), (¢), (d) (p. 44-46). Soit
m > my un cardinal. Une partie M de Ob M est dite L-m-accessible, si elle est
m-accessible et stable par petites lim filtrantes (24) ou ce qui revient au méme
(5.9), si elle est m-accessible et si M™ = M N Filt" est stable par lim filtrantes de
cardinal < 7. (N.B. Si les objets de Filt" sont m-accessibles, 5.8 nous dit que cela
signifie aussi qu’il suffit pour cela qu’il existe une partie M, de Filt" telle que M
soit la L-enveloppe (enveloppe stable par lim filtrantes) de M, — condition qui est
de toutes facons toujours nécessaire, en prenant My = M™.)

2) Soit M une partie de Ob M. On dit qu’elle est L-accessible, si elle satisfait a 'une
des quatre conditions équivalentes suivantes :

a) Il existe un cardinal 7 tel que M soit L-m-accessible.
a’) M est accessible et L-stable.

b) 1l existe une petite partie My de Ob M, telle que M soit la L-enveloppe
de M() (25).

b') 1l existe une partie My de M contenue dans une partie Filt™ (ou ce qui revient
au meéme, telle que la sous-catégorie pleine M, de M soit essentiellement petite,
i.e. équivalente a une petite catégorie, telle que M soit la L-enveloppe de Mp).

24 On dit alors que M est L-stable.
25 Cette condition ne dépend pas de la filtration cardinale choisie de M.
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[page 671

L’équivalence de (a) et (a'), ou de (b) et (b) est plus ou moins tautologique. L’équivalence
de (a) et (b) résulte aussitot du N.B. inclus dans 1°, compte tenu que les cardinaux 7 tels
que les objets de Filt™ soient m-accessibles sont cofinaux dans ’ensemble des cardinaux

dans 4. (Cf. 3.2, page 16).

Proposition 5.13. Toute réunion finie de parties L-m-accessibles de Ob M est L-m-acces-
sible. L’intersection d’une famille (My)aca de parties L-m-accessibles, avec card A < ,
est L-m-accessible.

DEMONSTRATION. La premicre assertion provient du fait quune réunion finie de parties
L-stables de M est L-stable, et qu’on a itou pour la notion de m-accessibilité. Les deux
choses se prouvent d’ailleurs pratiquement de la méme fagon, en utilisant le

Lemme 5.14. Soit I un ensemble ordonné filtrant, (1,)aca une famille finie non vide de
parties de I, telle que |J I, = I. Alors il existe a € A tel que I, soit cofinal.
[page 68]

DEMONSTRATION par 1’absurde. Si pour aucun «, I, n’était cofinal, on en conclurait que
pour tout « il existe un i, tel que I/i, N1, = (). Soit i majorant les i,, on aura donc
I/inl,=0 VY« € A, contrairement a ’hypothese que |J I, = I.

Le cas d’'une intersection de parties L-m-accessibles : elle est bien str L-stable, donc il
reste a prouver qu’elle est m-accessible, i.e. satisfait la condition b, de loc. cit.

[page 69]
Soit donc
X = lim X, , X, € Filt™ ,
el

une représentation m-adaptée de X, avec I un ensemble ordonné m-adapté. Donc on a

X eM, <= Vlensemble I, desti € I tels que X; € M,
(*) N
est cofinal dans 1.

D’ailleurs, comme MJ = M, NFilt™ est stable par lim filtrante de cardinal < 7, on voit
tout de suite que la partie I, de I est stable par bornes supérieures dans I de parties J
de Iy, filtrantes et de cardinal < 7. Donc I, cofinal équivaut a Iy, w-cofinal (cf. 5.8,

page 59). Soit M = (1,4 Ma, je veux prouver que

(%) X eM <= Vlensemble Iy, (=()In,) est cofinal dans I.

Or (%) implique que X € M (= [ M,) équivaut a I, m-cofinal pour tout . Donc au
total on veut prouver

(k) Iy, cofinal dans I pour tout @ <= [ Iy, est cofinal dans I.

[page 70]

On a bien stur <=, donc il reste a prouver =>. Si ’ensemble d’indices A est fini, cela
résulte du lemme 5.8, compte tenu que la cofinalité des Ij;, implique leur m-cofinalité. On
doit donc simplement améliorer 5.8, par le
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Lemme 5.15. Soient m un cardinal, I un ensemble ordonné filtrant m-adapté, et soit
(In)aca une famille de parties I, m-cofinales (cf. 5.8), telle que card A < w. Alors () I,
est w-cofinale.

Il suffit de prouver qu’elle est cofinale, car la propriété de stabilité par bornes supérieures
de parties filtrantes de cardinal < 7 est évidente. Quitte a remplacer I par I/ig, et les
I, par leurs traces sur I /iy, la question est simplement de prouver que (), I, # 0. On va
construire un ¢élément s de (][, par induction transfinie. Prenons un bon ordre sur A, et
prouvons par récurrence transfinie

[page 71]

que pour tout o € A, 'ensemble
Jo = () 1s
[B<a

est cofinal. Si on sait que .J, est cofinal, il en est de méme de J,,1 = J,N1,, par 5.8. Donc
on est ramené a prouver que J, est cofinal si a est un ordinal limite, donc a prouver le
lemme 5.15 pour une suite transfinie décroissante de parties m-cofinales Jg (8 < o) quand
card v < 7, telle que Jz =) g5 Jp quand [ est limite. A prouver que l'intersection est
m-cofinale — et on est réduit a prouver qu’elle est non vide. On va construire par récurrence
transfinie une suite croissante d’éléments

ig € Jg (8 < a).

Si i est construit, comme Jg; 4 est cofinal, il existe ig41 > ig dans Jgiq, O.K. Si 3 est un
ordinal limite, on prend

Zﬁ = Sup ’iﬁ/,
B'<p

ig est dans chaque I, pour Gy < 3,
[page 721]
puisque les ig pour By < ' < 3 sont tous dans Jg, O Jg, donc aussi leur limite, donc
isg € [\ o = Js-
Bo<pB
Donc la récurrence transfinie marche, et nous donne donc un élément s, de J,, !

Je vais prouver aussi en forme l'assertion pour (J,., Ma, quand A est fini. Posant cette
fois M =, M,, il faut prouver, moyennant les relations (x) (p. 68), qu'on a

(%) XeM <= lensemble Iy (= U, Inm.)
(i.e. 3 avec X € M,) est cofinal dans I ,

et moyennant () le premier terme de cette équivalence a établir signifie qu’il existe a avec
Iy, cofinal dans I. Bien sur, si un des Iy, est cofinal dans I, a fortiori leur réunion. Mais
inversement, si la réunion est cofinale, elle est filtrante et réunion des parties (filtrantes)
Iy, dont 'une doit donc étre cofinale dans elle par le lemme 5.14, donc aussi dans I,
g.e.d.

[page 73]

Corollaire 5.16 (de la proposition 5.13). Toute réunion finie de parties L-accessibles de
M est L-accessible. Toute intersection (| M, d’une famille petite de parties L-accessibles
de M, est L-accessible.
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6 Essai avorté pour un critere d’engendrement des
parties L-accessibles de FI(M).

Soit M une catégorie munie d’une filtration cardinale (Filt™),>,,, et soit S un objet de
Cat, considérons

M(S) = Hom(S, M),
et munissons M (S) de la filtration par les
M™(S) = Hom(S, M™ = Filt"(M)) .

Je dis que c’est 1a une filtration cardinale de M(.S). Il faut vérifier les conditions (a), (b),
(c) de SGA 4 1 9.12. Les conditions (a) (Filt™ essentiellement petite) et (b) (condition

L, et stabilité de Filt™ par lim , [/ filtrante grande devant 7 et de cardinal < 7) passent
I
aussitot de M a M(S). La condition (c) est plus délicate (représentation

[page 74]

d’un objet comme lim filtrante grande devant m d’objets de Filt™). Je ne vais pas refaire
le travail, fait dans un cas beaucoup plus général et plus délicat dans SGA 4 I §9, savoir
dans le corollaire 9.24 du théoreme 9.22 (p. 177). La seule restriction, ¢’est qu’on y suppose
les objets de M accessibles, et désignant par m; le plus petit cardinal tel que m; > 7 et
que les objets de Filt™ soient 7i-accessibles, on se borne pour la filtration cardinale de

Hom(S, M) aux cardinaux ou

cp = sup(m,card F1(5)) .
C’est une restriction raisonnable et anodine.

Pour l'instant, je suis intéressé surtout au cas ou S = Ay, donc a
M(AlvM) - EI(M) 9

auquel cas on a ¢y = 7y, donc il suffit de se borner aux cardinaux 7m > 2™ pour avoir une
bonne filtration cardinale sur F1(M).

C’est donc l'ensemble des deux conditions (b), (¢) sur M (p. 44) qui est stable par
passage aux Hom(S, M) = M(S). Il en est de méme de la condition (a) (stabilité par
petites limites inductives), et aussi de la condi-

[page 75]

tion (d) (p. 45). De méme la condition d’exactitude (e) (p. 46) sur les lim filtrantes (elles
doivent transformer les monomorphismes en monomorphismes).

Pour étre tranquille, je vais faire sur M les hypotheses (a) a (e) inclus (bien que (e)
me semble un peu artificielle, on devrait pouvoir I’éliminer, dans un second souffle!). Ces
conditions ont donc la propriété de stabilité souhaitable par passage aux M(S), et en
particulier par passage a F1(M). Quitte & augmenter 7, on peut donc supposer que les
FI"(M) = Hom (A, M™) (1 > m) forment aussi une filtration cardinale de F1(M).

On dispose donc des notions de parties m-accessibles, accessibles, L-m-accessibles, L-acces-
sibles de FI(M) = ObFI(M). Ces notions sont stables par réunions et intersections
finies, et les notions absolues (sans 7) stables par intersections “quelconques” (i.e. pour
des petites familles de parties). Ce sera la une chose parti-
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[page 76]
culierement cruciale, le cas d’une intersection C' N W'!

Le résultat principal, pour lequel j’ai fait les gammes du paragraphe précédent, est le
suivant :

Théoréme 6.1 (29, Soit M une catégorie satisfaisant les conditions dites :

a) Stabilité par petites lim (pas nécessairement filtrantes).

o

M munie d’une filtration cardinale (Filt™);>r, -

o

)
) Les objets de M sont accessibles.
)

oL

Les Filt™ sont stables par limy indexées par des catégories I telles que card F1(1) < ,
et si Z € Filt™, tout quotient Z' de Z (tel que Z — Z' ne se factorise pas par un
sous-objet Z\ de 7', différent de Z') est dans Filt".

e) Les limites inductives filtrantes dans M transforment les monomorphismes en mo-
nomorphismes.

Soit C' une partie L-accessible de FI(M) = ObFI(M), i.e. (5.12) une partie stable par
limy filtrantes, et accessible. Supposons de plus C formée de monomorphismes (27) et
que C_contient les isomorphismes. Alors il existe une partie petite Cy C C, telle que
C C Cy. Plus précisément, si m est un cardinal tel que C' soit m-accessible, et si on pose

C™ = CNFI"(M), alors on a
[page 771

(6.1.1) CcCr=0Cy,

ou Cy est nimporte quelle petite partie de C™ telle que tout objet de C™ soit isomorphe a
un objet de Cy.

Corollaire 6.2. On a C, = Cy., C = C,.

Corollaire 6.3. Conditions équivalentes sur la partie L-accessible C' de F1(M) conte-

nant les isomorphismes :
a) C=C.

b) C est stable par cochangement de base et par composition.

mono’

b’) C est stable par cochangement de base, et par sommes amalgamées simples, i.e. si
A— By, A— By sont dans C, alors A— By 114 By aussi.

c) C7 est stable dans F1I"(M) = F1(MT) par cochangement de base et par composition.

c) CT est stable dans FI(M™) par cochangement de base et par sommes amalgamées
(cf. b').
Quand ces conditions sont satisfaites, alors (C,C.) est un couple de Quillen, justiciable
du théoréme 1 du paragraphe 1 (p. 10).

La derniere assertion résulte du théoreme 6.1 et du corollaire au théoreme 1 du para-
graphe 1. On a

26 Démonstration canulée, énoncé peut-étre fauz !!
27 Finalement, on se débarrasse de cette hypothese.
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[page 78]

d’autre part tautologiquement

et il reste a prouver (¢’) = (a), ce qu’on fera plus bas.

Prouvons donc 6.1. Dans (6.1.1) 'égalité /C’\S = O™ est tautologique. Donc tout revient a
prouver

C c Cr.

Une difficulté ici, c¢’est qu’on ne sait pas que C™ soit stable par lim filtrantes — on le sait
seulement pour C. Soit donc
AC, B

une fleche dans C, prouvons qu’elle est dans C™. Pour ceci, on va construire, par induction
transfinie, une suite transfinie strictement croissante de sous-objets A, de B contenant

A:A()a

A YA, oA B

~

= Ao
telle que I'on ait

la € Cr , plus généralement les ig, € Cr , Ja € C
et que 'on ait
A, = lim Ag si « ordinal limite .
B<a

[page 79]
Cela précise déja la définition récurrente pour o = a ordinal limite. Notons que le A,,
construit en termes des Ag (5 < ap) satisfait bien aux conditions que
a) lesin,p: Ag —» Aa, sont dans C~, car C™ est stable par “limites inductives ordinales
strictes” (cf. 1.19, p. 8),

b) Jag @ Aag — B est dans C, car c’est la limite inductive filtrante du systeme des
Az — B (8 < ap) qui sont dans C, et C est stable par ces limites.

Il reste donc a préciser comment on passe de A, a A,y 1. Cela revient a prouver le

Lemme 6.4. Soit f: A C B dans C, telle que f ne soit pas un isomorphisme. Alors il
existe un sous-objet Ay de B, distinct de A, tel que A— Ay soit dans C™, et Ay — B
dans C'.

Si ce lemme est admis, cela signifie que la construction transfinie se continue aussi long-
temps que l'on trouve des A, tels que A, # B, i.e. A, C— B ne soit pas un isomorphisme.
Mais comme les A, sont tous différents, si 7 est I'ensemble des sous-objets de B (on sait
que c’est un
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[page 80]

ensemble petit, a cause des hypotheses faites sur M), les ordinaux « pour lesquels A,
existe satisfont card A, < m. Donc il doit exister un « tel que A, = B. Mais alors
It A— A, est égal a f, donc f € C™, q.e.d.

Il reste donc a prouver 6.4. Pour ceci, soit I I’ensemble des sous-objets de B qui sont dans
Filt™, ordonné par inclusion. (Si B est dans Filt™, A aussi, donc f est déja dans C™ C C',
et il n’y a rien a prouver.) C’est un ensemble filtrant grand devant 7 (et méme m-adapté),
dont la lim est B (5.3, p. 46). Considérons les

A = BNA,

ils sont dans Filt", comme sous-objets d’objets de Filt" (condition (d) sur la filtration
cardinale). Ainsi, la fleche f apparait comme limite inductive filtrante des fleches

Il est trivial que le systeme des A; est cofinal dans Ss;(A), donc A = lim A;, d’on
[page 81]

D’autre part, je dis que le systeme inductif des f; dans F1(M) est bien adapté d 7. On sait
déja que [ est bien adapté a 7, le sup dans I d’une partie filtrante J de cardinal < 7 étant
le sup dans I’ensemble ordonné Ss(B) (lequel sup se trouve dans Ss,(B)). 1l est essentiel,
pour notre argument, de savoir que si ¢; = sup J, alors non seulement B;, = lim B;, mais

icJ
aussi A;, = lim A;, de sorte que le systeme inductif des f; est m-adapté dans FI(M). 1l
icJ

semble qu'’il faille donc une condition d’exactitude sur M voisine de (e), savoir :
Les foncteurs lim filtrantes commutent au changement de base.

(I1 le suffit ici dans le cas tres particulier d'un changement de base par un monomorphisme
A— B, et d’'une limite inductive filtrante de sous-objets de B pour des morphismes
d’inclusion comme transitions.) Notons que @, se trouvent généralement comme
conséquence de la condition

(ep) Les lim filtrantes dans I sont exactes a gauche.

[page 82]

Ceci posé, on voit donc, C' étant m-accessible et I grand devant 7, que I’ensemble I~ des
1 € I tels que f; € C est cofinal dans I. Mais comme f; € Filt", f; € C équivaut a f; € C™.

Comme A —» B n’est pas un isomorphisme, il existe un iy tel que B;, ¢ A, puis un ¢ > g
tel que f; € C™, et aussi B; ¢ A (puisque B; D B,,). Ainsi on a prouvé ceci :

(%)  Sous les hypotheses de (6.4) et moyennant I’hypothese sur M, il existe un sous-
objet B’ de B satisfaisant les conditions suivantes.

a) B € Filt".
b) B' ¢ A.
c) Posant A’ = B’ N A, I'inclusion

est dans C7.
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De plus, I’'ensemble des J C Ss,(B) formé des B’ en question est cofinal dans Ss,(B),
et méme m-cofinal.

Il faut prouver encore ce dernier point — que J (dont on sait qu’il est cofinal) est méme
m-cofinal, i.e. stable par sup (dans Ss.(B)) des parties filtrantes J' C J telles que
card J' < w. Mais cela résulte aussitot du fait que C' étant stable par

[page 83]

limites inductives filtrantes, C™ = C'NFilt™ est stable par lim filtrantes de cardinal < T,
en vertu de la condition (d) sur Filt". Considérons maintenant le carré cocartésien

A/(_i/, B

|

A—" + (¢ = AuysB — . B.

Comme i’ € C™, on a i € C7 (car C~ stable par cochangement de base). D’autre part,
j’ai besoin du fait que j soit dans C, et je ne sais pas méme qu’il est un monomorphisme !
Aussi il faut repasser aux notations indicielles

AiCi>Bi
A( /61'01 ’Yi—B,

Comme la formation des sommes amalgamées commute aux limites inductives filtrantes,
on voit que lim C; ~ A11 i 4, 1M By = A1a B = B, donc la limite inductive des ~;
est un isomorphisme (essen&llement idg). D’autre part, le méme argument montre que

le systeme inductif des C; (i € J) dans M est m-adapté, donc aussi celui des ; (2%
[page 84]

dans F1(M). Comme lim ; est un isomorphisme, il est dans C. Comme C' est m-accessible,
il s’ensuit que 'ensemble J' formé des i € J tels que ; € C est lui aussi cofinal (??). Donc
on trouve 7 avec a; € C™, v; € C, ce qui établit le lemme 6.4, et acheve la démonstration
du théoreme 6.1.

7 Construction de triples de Quillen clos avec
C = Mon C Cofw

Finalement, tous les beaux développements des paragraphes 5, 6 ne me donnent pas le
“sweeping result” souhaité. Peut-étre est-il faux — peut-étre la propriété d’engendrement

28 Sauf qu’on ne sait pas que les C; soient dans Filt™ — en fait, ils ne seront pas en général, puisqu’on
ne suppose pas que A, B € Filt".
29 Canulé, cf. annotation précédente.

Version 5 novembre 2010 45



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XV, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

[}l

par une petite partie (pour les ensembles accessibles, ou L-accessibles) est-elle beau-
coup plus rarement satisfaite, que je ne I'aurais imaginé. Pour bien faire, il faudrait que
je traite jusqu’au

[page 85]

bout quelques exemples, p. ex. celui de Cofy, et de WUV dans Cat, pour un locali-
seur fondamental plus ou moins général, et surtout dans le cas W = W,. Sturement
Cofy et W™ sont accessibles (il faudrait que je le vérifie pourtant), et si le “théoréme”
hypothétique du paragraphe 6 est faux pour eux, du moins en aurai-je le coeur net. Mais
il reste pourtant la question : si C' = C est stable par lim filtrantes, et de la forme Cy,
Cy petit, et si W est L-accessible également, alors C' N W est-il aussi de la forme T'Cy,
avec T'Cy petit 7 Je viens encore d’essayer de le prouver, en supposant de plus C' C mono,
et ne vois aucun moyen d’y parvenir. Il faudrait donc un contre-exemple pour dissiper ces
perplexités! Et le mieux serait dans Cat, tant qu’a faire.

Il surnage pourtant un résultat tangible positif, que je vais maintenant essayer de bien
cerner et prouver :

[page 86]

Théoreme 7.1. Soit M une catégorie stable par petites lim filtrantes, My C Ob M
un sous-ensemble de Ob M générateur par monomorphismes stricts, plus précisément on
suppose cect :

Pour tout monomorphismei : A C B dans M qui n’est pas un iso-

. . . . J
morphisme, il existe un monomorphisme B’ C B ayant les pro-
priétés suivantes :

a) B’ S M().
b) j ne se factorise pas par i.
c) A= AxgB existe dans M, ainsi que C = A1y B, A" est

dans My, et dans le diagramme canonique

(7.1.1)
Al C_» B/

-

e

A F . B

>

i

la fleche B est un monomorphisme.

(N.B. Ces conditions sont satisfaites si on suppose, en plus de la condition que Mj soit
générateur pour les monomorphismes, que M, contient, avec tout objet B’, et pour tout
objet A’ qui est soit un quotient, soit un sous-objet de B’, un objet A{ isomorphe a A’;
et si de plus M satisfait aux conditions d’exactitude suivantes :

1°) Toute fleche f de M se factorise en ip, avec i monomorphisme, p épimorphisme, et :

2°) Si A;, Ay sont deux sous-objets d'un objet B de M, alors l'intersection Ay =
Ay X g Ay existe, ainsi que la
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[page 87]
somme amalgamée C' = A; 114, Ay, et le morphisme canonique C' — B est un
monomorphisme.)

Supposons de plus que M satisfait la condition @, p. 76, i.e. que toute lim filtrante de
monomorphismes est un monomorphisme.

1°) Soit Mon C FI(M) l’ensemble des monomorphismes, et Mong le sous-ensemble de
Mon formé des i € Mon tels que source et but appartiennent a My. On a alors

———

Mon = Mon,

(7.1.2) Mon C Mong |, d’ot
(Mon), = (Mong), . 3%

2°) Si My est petit et si les objets de My sont accessibles (p. ex. M satisfait @, p. 76),
et st Mon est stable par cochangement de base, alors il existe une factorisation fonctorielle
de toute fleche f de M en

f=nri,
avec i € Mon, p € (Mon),. (N.B. Une fleche p : X —Y de M est dans (Mon), si et
seulement si elle fait de X un objet injectif de M /Y — donc 'assertion de factorisation
assure que dans les catégories induites M /Y “il y a assez d’injectifs”.) De plus, on a

(7.1.3) Mon = Mony

3°) Soit W une partie de FI(M) qui est L-accessible (i.e. accessible, et stable par limites
inductives filtrantes). (On suppose a présent que M satisfait les conditions (a), (b), (c),
(d), (e) de la page 76, d’ot une bonne théorie des parties L-accessibles de Ob (M) ou de
F1I(M).) On suppose, plus précisément, que W satisfait les conditions :

[page 88]

)
a) W est L-accessible (i.e. stable par lim filtrantes, et ac-

cessible).

b) Soient a, B composables, avec fa et o dans W, alors
(7.1.4) 3 € W. (N.B. Cette condition sera satisfaite si W est un
localiseur modérément saturé, et c’est a cette situation
que nous allons appliquer notre énoncé.)

c) MonNW est stable par cochangement de base.

\

et que M satisfait les conditions supplémentaires

(7.1.5) ¢') Les lim filtrantes commutent au changement de base.

f)  La condition d’exactitude (7.2.1) ci-dessous.

Soit m un cardinal tel que W soit w-accessible, et My C Filt™ (donc My essentiellement
petite). Alors on a

(7.1.6) W N Mon C (m’r

30N.B. On a la un critere d’injectivité d’objets dans les catégories M /Y — il suffit de tester la condition
d’injectivité par des monomorphismes ¢ qui sont dans Mony.
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(ot pour toute partie C' de FI(M), on pose C™ = C N FI"(M)), donc

—_——

(7.1.7) W NMon = (WnNMon)™,

—_——

donc W N Mon est ()-engendré par une petite partie de W N Mon.

Corollaire 7.2. Soit M satisfaisant (a), (b), (c), (d), (e) et aux conditions supplé-
mentaires :

e') Les lim filtrantes commutent au changement de base.

(7.2.1) f) Si Ay, Ay sont deux sous-objets d’un objet B de M, et
Ao = A1 N Ay, alors Ay 114, Ay C—~ B est un monomor-
phisme ).

Soit W une partie de FI(M) satisfaisant les conditions suivantes.

(
a) W est un localiseur modérément saturé.

b) W est L-accessible, i.e. il est stable par lim filtrantes,
et est accessible.

c) MonNW est stable par cochangement de base, i.e. si on
a un diagramme cocartésien

(7.2.3) A . p

B

cocart.

7:/

Al — B

avec i monomorphisme appartenant a W, alors i’ est un
monomorphisme appartenant ¢ W. (32)

[page 89]

Sous ces conditions, on a

—_—
(7.2.4) MonNW = W N Mon |, i.,e. Mon N W est Q-clos a gauche
C

31 Une autre fagon de le dire : si C' = supg,(p) (A1, Az2), le carré cartésien

Ay

Aq

Ay C

est aussi cocartésien.
32 Of. plus bas pour une quatriéme condition (d) sur W, qui assure que W s’insére dans un triple de
Quillen.
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et
(7.2.5) il existe une petite partie TCy C Mon, telle que Mon "W = TC, .

(De fagon plus précise, si m > my est un cardinal tel que W soit m-accessible, on peut
prendre TCy = (MonNW)™ (ou une partie petite de (MonNW)™ ayant les mémes classes
d’isomorphie).) Donc (th. 1 de §1) le couple (TC = Mon "W, F = (T'C),) est un couple
de Quillen clos, et il y a méme une factorisation fonctorielle de toute fleche f en

(7.2.4) f=npi; i e TC, p € F.
St on pose
(72.5) C = Mon, TC = MonNW , F = (TCO),, TF = C,,

le triple (W,C,F) est un triple de Quillen clos, si et seulement si on a les conditions
supplémentaires suivantes.

(

(7.2.6) (g) (sur M seulement) Mon stable par cochange-
ment de base.

7.2.7 T C W ie. si d) toute f : X —Y
~—
91 (Mon) qui fait de X un objet in-

jgectif de MY, est dans W

(donc aussi dans Wiy ).

[page 90]

DEMONSTRATION DE 7.1. On peut donner un énoncé un peu plus délicat, en supposant
d’emblée donnée, non une partie My de Ob M, mais une partie

(7.1) Mony C Mon,
satisfaisant la condition suivante

Pour tout monomorphisme i : A — B dans M, il existe i’ € Mony,
i' : A/ — B’, et une fleche ¢/ — i dans F1(M),

i/

A,4>B/

(7.2)

A" . B,
telle que la fleche correspondante
C = AusB — B
soit un monomorphisme, et que B’ —» B ne se factorise pas par A.

C’est cela qui était visé par la condition (7.1.1) sur My, qui implique (7.2) sur Mong défini
en termes de My comme dit dans 1°.
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Dans ce qui suit, on suppose donnée une partie Mony C FI(M) satisfaisant (7.2). En
pratique, elle sera souvent déduite d'une partie My de Ob M, génératrice pour les mo-
nomorphismes, comme explicité dans 1°, mais on n’a pas besoin du fait que ¢/ — i soit
un monomorphisme (i.e. (7.1.1) est plus forte que ce qu’il nous faut). P. ex. si B" € M
et B'— B est donné, ne se factorisant pas par A, on pourra prendre A’ = B’ xg A et
i’ + A’ — B’ (pour assurer i’ € Mony, il faudra donc supposer M, stable par passage aux
sous-objets), et il y a des chances

[page 91]
que C'— B sera alors bel et bien un monomorphisme . ..

1°) 11 faut prouver
Mon C Mong

moyennant (7.2) (et la stabilité de M par lim filtrantes). Cela va résulter directement
du

Lemme 7.3. Soient M une catégorie stable par limites inductives filtrantes, et Cy, C' des
parties de F1(M). On supposera
@ C formée de monomorphismes, et

(b) que la condition suivante (généralisant (7.2) ci-dessus) soit vérifiée.

Pour toute fleche i : A C~ B dans C' telle que i ne soit pas
un isomorphisme, il existe i’ : A — B’ dans Cy, et une fléche
i' —i dans F1I(M), telle que dans le diagramme

,L'/

A — B

A—"+D=AuxB —" =B,

N 4

la fleche B soit dans C, et que B’ — B ne se factorise pas
par A (ou, ce qui revient au méme, que le sous-objet de B
défini par D et 3 ne soit pas égal a celui défini par A et i).

On suppose de plus
@ C stable par lim filtrantes, et

@ que pour tout B € Ob M, l’ensemble des sous-objets de B est petit. (Condition des
plus anodines! C’est une condition sur M, n’impliquant pas C).

Alors on a
(7.3.2) C c G, done C C Cy,

donc, si Cy C C, on conclut

[page 92]

(7.3.3) C =0y,
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(Ce lemme implique aussitot la premiere assertion de 7.1, 1°.) Prouvons ce lemme, i.e. que

toute ¢ € C' est dans Cy, en construisant par récurrence transfinie une suite strictement
croissante de sous-objets de B,

AachiB, avec les j, € C',

et avec :

Ag = A. On prouvera que A o = T A, dans 6’6, et il y aura un ordinal final « tel
que A, = B on en conclura donc que i = i, est dans (Y.

Si ¢ est un isomorphisme, on sait que ¢ € Cjy, il n’y a rien a prouver (la construction
transfinie s’arréte au cran 0). Les deux pas de la construction, apres le pas initial 1°,
sont :

Soit A, construit. Si A, = B, la construction est arrétée. Si A, 2 B n'est pas un

isomorphisme, on applique (7.3.1) a j, € C, pour trouver un D ’. B, donc j € C et
D 2 A,. De plus,

(7.3.4) tat1a @ Ao — Aun1 D est dans CN’O,

car déduit de 7 € CN‘O par cochangement de base.

Si « est ordinal limite, on pose

(7.3.5) Ao = lim Ay,
B<a
[page 93]

et la fleche canonique
A, B
est dans C, car les jg le sont et C' est stable par limites inductives filtrantes.

On a ainsi achevé la description des systemes transfinis. Pour tout «, on a
carda < cardSs(B) ,

puisque 'application §+— Az de 'ensemble I, = {3 | f < a} dans Ss(B) est strictement
croissante. Donc il existe un cardinal « tel que card < cardSs(B), tel que A, = B.
Mais alors i € (70, comme limite inductive (ou composé) transfinie de fleches appartenant
a /C’\B. (Il suffit de la condition V (3, ig113 € 6‘6 pour impliquer que tous les morphismes
de transition iz 5 sont dans 6’6)

Revenons a 7.1, 2°. Il reste a prouver que si Mon est stable par cochangement de base,
alors on a _
Mon = Mon,g

Mais comme Mon est déja stable par composition, et par limites inductives filtrantes
quelconques (donc aussi par facteurs directs), il s’ensuit par le corollaire 2 du théoréeme

1, §1 (p. 11), que Mon = Mon, . L’énoncé de factorisation est le théoreme 1 du §1.
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[page 94]

Prouvons 7.1, 3°, i.e. la formule (7.1.6),
_  ce~—
WNMon C (W nNMon)"
Pour ceci, on applique encore le lemme 7.3 a

Co = (WnNnMon)™, C = WnMon.

Les conditions (a), (b), (¢), (d) du lemme sont vérifiées. C’est clair pour toutes, sauf
pour (b), qui demande une vérification non tautologique. Soit donc

f AL+ B, f €Monn W, f non isomorphisme .
On considére B comme limite inductive (33)

B = lim B;, I = Ss;(B) .
I

Pour tout ¢, on pose
Ai = AﬂBl = AXBBz

et
fi v A By,
donc
icl

On a besoin de savoir que le systeme inductif des fleches f; est m-adapté, ce qui nous
amene a postuler la condition d’exactitude supplémentaire suivante sur M :

[page 95]
(7.4) e’) les lim filtrantes dans M commutent au changement de base ,

il suffit méme de le supposer dans le cas tres particulier qu’on a envisagé ici.

Comme W est m-accessible, et (f;)ier est m-adapté, comme lim f; € W, il s’ensuit que

I'ensemble Iy des i € [ tels que f; € W est cofinal. Comme A . B nest pas un
isomorphisme, il existe donc un i € Iy tel que B; C~ B ne se factorise pas par A. On a
alors le diagramme

Az ;' Bz
( cocart. ( incl.

4
A ¢ —2 B,

\ .

33 Dun systéme inductif m-adapté.
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avec f; € (CNW)™ = Cy, donc «; € 670. On a besoin de savoir que «; € W, donc une
condition supplémentaire sur W :

Sion a un carré cocartésien

At . R

A L .p
avec 1 € Mon N W, alors i’ € W (3%),

(j’ai renforcé (7.1.4) en conséquence).
[page 96]

Comme par hypothese f = [;a; est dans W, et oy € W, il s’ensuit par (7.1.4), (a)
que ; € W. Il faudra que nous sachions de plus que (3; est un monomorphisme, donc
B; € MonN'W = C, ce qui achévera d’établir la condition manquante (b) de 7.3. C’est
la condition d’exactitude (7.2.1), qu’il me faut visiblement rajouter aux hypotheses dans
7.1, 3°. Ayant fait cela, le lemme 7.3 s’applique et établit 7.1, 3°.

DEMONSTRATION DE 7.2. Posons
C = Mon, TC = CNW, TCy, = TC™,

donc par 7.1, 3°, on a

TC, Cc TC C TC, = TC,
<

essentiellement
petite

et par le théoreme 1, §1 (p. 10-12), cor. 2, pour vérifier que TC' = 7/“\50 (i.e. TC est Q-clos a
gauche), il revient au méme de voir qu'il est Q-stable & gauche, i.e. stable par composition,
par cochangement de base, par lim ordinales strictes, par facteurs directs. Or les deux
derniers sont impliqués par le fait que TC' = C'NW est stable par lim filtrantes, vu que
W Test, et C' aussi par la condition @ (p. 76) sur M. D’autre part, C = Mon et W
étant stables par composition, itou pour C'N W. Donc il reste le cochangement de

[page 97]

base, et c’est assuré par 7.2.3, (¢) (dont on avait déja besoin dans 7.1, 3°, pour établir

CNW C m) (N.B. les hypotheses de 7.2 sont pratiquement celles de 7.1, 3°, sauf qu’on
suppose que W est un localiseur (sous-entendu : modérément saturé), de fagon précise on
n’a utilisé, jusqu’a présent, comme hypothese supplémentaire, que la stabilité de W par
composition.)

Il reste a établir que (W,C = Mon, F = (T'C).) est un triple de Quillen clos, si et
seulement si les conditions (7.2.6) et (7.2.7), i.e.
C = Mon stable par cochangement de base,

TF = C, = (Mon), C W,

34 N.B. Cette condition est vérifiée.
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sont satisfaites. La nécessité est évidente, par définition des triples de Quillen clos, et pour
la suffisance, on note qu’il résulte du théoreme 7.1, 2°; et de la partie déja prouvée de 7.2,
que (C,TF), (T'C, F) sont des couples de Quillen clos, et on a de plus

¢ = CNW, TF C FNW

(puisque TF C W par (7.2.7), et TF C F puisque T'C’ C C). On sait
[page 98]

(paragraphe 4.3, corollaire 4, page 36) qu’il en résulte que (W,C,F) est un triple de
Quillen clos. Cela acheéve la démonstration de 7.1 et 7.2.

Résumons ’essentiel :

Corollaire 7.4. ®®) Soit M une catégorie satisfaisant les conditions (a), (b), (c), (d), (e)
(p. 76) et (¢'), (f) ((7.2.1), p. 88), enfin (g) (7.2.6), i.e. stabilité de l’ensemble Mon des
monomorphismes de M par cochangement de base. Soit W C FI(M) un localiseur dans
M, qui est stable par lim filtrantes et de plus (condition plus subtile, mais pratiquement
anodine) accessible. On pose

C = Mon, TC = CNW, TF = C, , F = (TC), .

Alors :

1°) (C,TF) est un couple de Quillen (énoncé indépendant de la donnée de W), et méme
un couple de Quillen a factorisation fonctorielle.

2°) Pour que (T'C, F) soit un couple de Quillen, il faut et il suffit que TC' soit stable
par cochangement de base. (Et alors il y a factorisation fonctorielle.) (3%,

3°) Pour que (W, C| F) soit un triple de Quillen clos, il faut et il suffit que les conditions
sutvantes soient satisfaites.

a) TC LW N Mon stable par cochangement de base.

b) TF e (Mon), = applications de type injectif C W.

(7.4.1)

[page 99]

4°) Pour que (W, C, F) soit un triple de Quillen clos et propre a gauche (i.e. C C Cofy),
il faut et il suffit qu’on ait la condition (7.4.1), (b) (i.e. W contient les morphismes
de type injectif ), et de plus

C C Cofw, ou encore : pour tout carré cocartésien

A—"+ B
(7.4.2) o 8
A" B

avec v un monomorphisme, alors a e W — € W.

35 N.B. C’est finalement ce corollaire qui est le résultat principal de la présente section.
36 N.B. Dans les cas 1° et 2°, C, TC = C N W sont Q-engendrés & gauche par des petites parties.
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5°) Pour que (W, C, F) soit un triple de Quillen clos et propre, il faut et il suffit que les
deux conditions de 4° soient satisfaites, ainsi que [’on ait :

F C Fiby, ou encore : pour tout carré cartésien

X 4 , x
(7.4.3) f 7
Y - Y’

sifeF (le. fe(CNW),)etpeW,onaqgeW.

DEMONSTRATION DE 7.4. Les parties 1°, 2°, 3° ne sont qu’un résumé de ce qui a été établi.
Pour 4°, il faut voir que les conditions dites impliquent (7.4.1), (a), or on a C' C Cofyy,

donc CNW C Cofyy NW = Jyuniv
[page 100]

donc CNW = C N W™, qui est stable par cochangement de base, puisque C et WUV
le sont. Quant a 5°, c¢’est une tautologie, compte tenu de 4°.

8 Application aux catégories de modeles (A", W)

Soit A dans Cat, et considérons dans A" le localiseur W, image inverse par

ig: AN — Cat
F +— A/F

(8.1)

d’un localiseur fondamental donné W, satisfaisant les conditions

W (

(82) sat. loc.  objet fin. conn. mg

1,2, . 3,, .5 ,.6 7hig , 8 ) ou W(8) est 'accessi-
) o o ) ! o o
lim carrés coc.  acc. blhte de W (dOl’lC W
T ou MV est L-accessible s’il sa-

tisfait aussi W (6)).

Pour pouvoir cependant appliquer les développements sur les parties accessibles d’une
grosse catégorie du §5, il faut vérifier les conditions (a), (b), (¢), (d), (e) du §5, tant dans
Cat, que (surtout) dans A”.

a) Stabilité par petites lim filtrantes, O.K.

b) Filtration cardinale. Bien connu pour A® = Hom(A, Ens), a partir de celle de Ens par
les cardinaux (c¢f. SGA 4 1, 9.24, p. 177). Pour Cat, on définit une filtration cardinale

(8.3) (Cat™)r>ro s ou 7y = cardinal des ensembles dénombrables ,
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[page 101]

par la condition, pour A dans Cat,
(8.4) A € Filt"(Cat) = Cat™ = cardFI(A) < «.

Il faut vérifier les conditions (a), (b), (¢) de loc. cit. 9.12. La condition (a) est évidente,

(b) est contenue dans la condition plus forte de stabilité de Cat™ par lim , pour I une
I
catégorie telle que card F1(1) < 7 (c’est la condition (dy) de ces notes, p. 45-46). Notons

que Cat™ est également stable par lim finies (et si 7 est de la forme 2, il est stable méme
par limites projectives lim , avec card F1(I) < ¢ ...). La condition (c¢) se vérifie aisément

-~

I
par la méthode du §5, en notant que pour X dans Cat, I’ensemble

Ssr(X)

des sous-catégories de X qui sont dans Cat™ est filtrant croissant et grand devant 7, et
que X en est la limite inductive. D’autre part, il est clair aussi que si X € Cat™ avec
7’ > m, alors

card Ss;(X) < «'",

ce qui acheve d’établir la condition (c¢).

De plus, la condition (d) de p. 45 se vérifie immédiatement pour les Cat”, et aussi pour
les AM™ (pour m > card F1(A)).

Aussi que les monomorphismes sont stables par lim filtrantes (condition (e), page 46).
[page 102]

Passons aux conditions supplémentaires (e’), (f), (¢) exigées dans le corollaire 7.4. La
condition (e’) (commutativité des lim filtrantes au changement de base) est satisfaite
dans A" et dans Cat. La condition (f) dit que pour deux sous-objets A;, Ay d’un objet
B, si Ay = Ay N Ay, alors

Al LI 4, A2 — B

est un monomorphisme. Je doute que c’est vrai dans Cat, et ce n’est pas grave, car c’est
a A", non a Cat, qu’on voudra appliquer 7.4 — et c’est évidemment vrai dans A", et dans
tout topos, I’étant dans (Ens). Enfin, la stabilité des monomorphismes par cochangement
de base est stirement fausse dans Cat, mais vraie dans A" — donc c’est O.K.

Comme W est stable par lim filtrantes (W (6)), et que i4 y commute, Wy est également
stable. De méme, W4 est L-accessible, en vertu du

Lemme 8.1. Soient M, M’ deuzx catégories satisfaisant (a), (b), (c), (d), (e), et
o+ M—M" un foncteur commutant aur limy filtrantes. Alors pour toute partie
L-accessible M’ de M, p='(M") est L-accessible.

[page 103]

De facon précise, soit m un cardinal tel que M’ soit w-accessible et que @ applique M™
dans M'™ (par exemple, pour cette derniére condition, il suffit 1 = 2° pour ¢ assez grand,
cf. loc. cit. 9.14, p. 153). Alors M = ¢~ (M’) est m-accessible.

Vérification immédiate.

On a donc le
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Lemme 8.2. Soit A dans Cat. Alors (AN, Wy) satisfait auz conditions préliminaires du
corollaire 7.4, ainsi qu’aux conditions suivantes.

(8.2.1) Mon(A") c Cofy, ,
N——
ensemble des
monomorphismes
dans AN

(8.2.2) Mon N W4 stable par cochangement de base

en d’autres termes (compte tenu que Mon est stable par cochangement de base), pour un
carré cocartésien

Al . B
(8.2.3) \ M

A’;’»B’,

avec i un monomorphisme, si « € Wu (resp. i € Wa), on a € Wy (resp. i’ € Wa). En
fait, on a mieux :

(8.2.4) i€ Wy < i € Wy, a € Wy < [ € Wy.

[page 104]
Il reste a vérifier (8.2.4), qui a été vu dans XII ...
On conclut donc de 7.4 1°, 2°, 3° :

Corollaire 8.3. Posons

C = Mon(4"), TC = CAW,

(8.3.1)
F = (TC),, TF = C,.

Alors (C,TF) et (TC, F) sont des couples de Quillen a factorisation fonctorielle. (N.B.
C et TC étant de plus Q-engendrés a gauche par des petites parties de F1(A").) Pour que
(Wa,C, F) soit un triple de Quillen clos, il faut et il suffit qu’on ait

(8.3.2) C Wy,

TF
~~~
dét (Mon)

i.e. que toute fleche f : X —Y de type injectif dans A" (i.e. qui fait de X un objet
injectif de A™N]Y') soit dans Wy.

Quand cette condition est satisfaite, le triple de Quillen (W4, C| F) est propre a gauche,
par 8.2.1.

Il n’est pas clair qu’il soit forcément propre-tout-court, i.e. qu’on ait
(8.3.3) F C Fiby (7).

Nous y reviendrons par la suite. Pour 'instant, la chose essentielle, c’est d’examiner la
condition (8.3.2) sur A.
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[page 105]

Théoréeme 8.4. Soit W un localiseur fondamental dans Cat satisfaisant W (1,2,3,6,7,8),
notations de XII, (i.e. tous les axiomes envisagés jusqu’a présent, sauf peut-étre celui
W (4) des fibrations [et celui W(5) de connexitél), supposons de plus W stable par
facteurs directs (renforcement W (1bis) de l’aziome de saturation modérée W (1)). (7)
Soit A un objet de Cat, et W, = z';‘l(W) le localiseur de A" déduit de W . Awvec les nota-
tions de 8.3 :

1°) Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) On a (8.3.2),

TF C Wy,
i.e. toute fleche de type injectif dans A" est dans Wy.
b) Soit
(8.4.1) L = Ly

I’élément de Lawvere dans A", donc le préfaisceau

a +— ensemble des sous-préfaisceaur de a
(i.e. ensemble des ouverts de Aja,

i.e. des cribles de A/a) ,

et considérons la fleche L —» ey (objet final de A™). On veut que cette fleche

soit W-asphérique, i.e. soit universellement dans W4 — ou ce qui revient au

méme, que pour tout a € A, Ly x a (= Laj,) soit un objet Wa-asphérique
[page 106]

de A" (ou, ce qui revient au méme, de (A/a)").

c) Il existe un objet I de A" tel que I —~ ey soit Wa-asphérique, avec deux sec-
tions 0y, 01 de I sur en, avec Ker(dg, 1) = 04 (préfaisceau vide).

d) Les catégories localisées AJa = B sont des catégories-test pour W (cf. Pursuing
Stacks, §65, notamment pages 172-173), ce qui revient a dire que l'on a cect,
pour chacune des catégories B = Aja :

Les foncteurs
(8.4.2) ip: B — Cat (F +—= BJ/F)
jg: Cat — B (C +—= (b—Hom(B/b,C)))

(ou jp est U'adjoint a droite de ig) sont tous les deux “model preserving”, i.e.

W = iz (W) (par définition de Wg, en fait)

(8.4.3)
W = j;'(Ws),

3TN.B. Pour la validit¢ de 1°, 3° on n’a pas besoin de W (6) (lim_) ni de W (8) (accessibilité), ni
méme de W (7) (axiome du carré cocartésien). Ce dernier est nécessaire déja pour assurer la partie (a)
du corollaire 8.5. Mais pour la partie 2° du théoreme 8.4, on a besoin de tous les axiomes du localiseur
fondamental W, sauf seulement W (4) [et W (5)].
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et les foncteurs localisés —
HOtB7W ;B HOtW
JB
sont des équivalences de catégories. De plus, ces équivalences de catégories
sont quasi-inverses l'une de [’autre, les morphismes d’adjonction étant déduits
des morphismes d’adjonction pour le couple de foncteurs adjoints (ig,jg), ces

morphismes d’adjonction étant de plus dans W resp. dans Wg. (38)
[page 107]

2°) Si les conditions équivalentes de 1° sont satisfaites, alors le triple
(WA, C = MOIIA/\ , F = (Cﬂ WA)*>

est un triple de Quillen (clos) propre a gauche.

3°) Siles conditions équivalentes de 1° sont satisfaites, et si de plus A est W -asphérique,
alors (et alors seulement) A elle-méme est une catégorie-test pour W, ce qui revient
a dire que les conditions sur la catégorie B dans (d) sont satisfaites quand B est
soit A, soit une catégorie localisée A/a.

Corollaire 8.5. Les conditions équivalentes de 1° et de 3° sont satisfaites dans chacun
des cas suivants (et ceci quel que soit W, satisfaisant aux hypothéses dites).

a) A=A, A7 0O, O (catégories des simplexes combinatoires standard, ordonnés
ou non, et des cubes combinatoires standard, ordonnés ou non ...) %)

b) A est stable par produits finis (19), et contient un objet I tel que I ait deux sections
do, 01 sur l'objet final, avec dg, 01 disjointes, i.e. Ker(dg, 01) = Dan (sous-préfaisceau
vide du préfaisceau final).

[page 108]

Le cas (b) du corollaire est justiciable de la condition (¢) dans 1°. (De plus, A ayant un
objet final, est W-asphérique, donc on est dans les conditions de 3°.) Les cas A, A7, O
(et 07, qui tombe en fait dans le cas (b)) sont traités dans Pursuing Stacks §34 (p. 47-50)
[voir aussi §36].

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.4. La partie essentielle, techniquement, est bien
sir 1° Y. On a les implications + tautologiques

(a) = (b) = (¢),

ou (a) = (b) provient du fait que L est évidemment un objet injectif de A”. (L’objet de
Lawvere d’'un topos quelconque est un objet injectif.) Il reste a établir

(¢) = (d) = (o).

38 N.B. La condition (d), d’apparence treés forte, est équivalente & la condition d’apparence plus
anodine :

d’") le foncteur j4 : Cat —> A transforme éléments de W en fleches W 4-asphériques ;

et il suffit méme de Pexiger pour C' — e dans Cat, ou C est un objet de Cat ayant objet final.
[La condition (d’) ci-dessus est trop forte et n’est pas équivalente & la condition (d) ;
en revanche la condition plus faible envisagée ensuite est bien équivalente a (d)].

39 [J™ est essentiellement la catégorie A “universelle”, stable par produits finis, et contenant un “in-
tervalle séparant” (I, dp,d1) comme dans (b).

40En fait, il suffit que I — e soit quarrable, i.e. que A ait un objet final, et que les produits I x a
(a € Ob A) existent dans A.

41 La partie 2° en résulte, grace au corollaire 8.3.
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Que 'on ait (¢) = (d) (et (¢)==(b)) est établi dans Pursuing Stacks, voir le résumé
des notions W-test dans Pursuing Stacks, §65, p. 168-179; I’énoncé pertinent ici est la
proposition 3, page 173.

Il reste a établir (d) = (a) — mais a présent on joue sur du velours! Je note ici le lemme
suivant, dont la place serait plutot a la fin du §4 des généralités sur les triples de Quillen :

[page 109]
Lemme 8.6. Soit M une catégorie, (C,TF) un précouple de Quillen dans M, et
W C FI(M) une partie de F1(M) stable par facteurs directs. Conditions équivalentes :
a) TFCW.
b) Toute fleche f dans M se factorise en f = pi, aveci € C, p € W.
b’y Comme (b), avec f dans TF.

DEMONSTRATION. Les implications (a) = (b) = (b’) sont tautologiques et ne font pas
appel a 'hypothese de stabilité sur W. Mais pour un f € TF donné, pour voir qu’il est
dans W, si W est stable par facteurs directs, il suffit que cet-f-la se factorise en pi, avec
i€ C,peW. En effet, on voit aussitot qu’alors f est facteur direct de p (car i € C'), et
commep e W, onare W, gq.e.d.

Revenons a 8.4, démonstration de (d) = (a).
[Suit un passage rayé, en bas de la page 109 et en haut de la page 110.]
[page 110]

Finalement, mon projet de démonstration se modifie, car bien que (d) ait l'air tres, tres
fort comme condition, telle quelle je ne vois pas, finalement, comment en déduire (a). Mais
en fait on peut considérer que 1’équivalence de (b), (¢), (d) est mise ici pour mémoire, elle
est établie dans loc. cit., donc je n’ai a me préoccuper que de I'implication (¢) = (a),
qui va résulter

[page 111]

du lemme 8.6, qui nous ramene a prouver que toute fleche f : X — Y dans A" se factorise
en pi, avec ¢ monomorphisme et p € Wy. On fait 'argument du mapping-cone [plutdt
mapping-cylinder], en partant de

(00,01)

eA H eA mono

\\ //A univ

d’ou pour tout X dans A", en prenant le produit par X,

(68%,69%)

XuX ¢ - X x [

mono

\\dld % o
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et on construit le mapping-cone [plutét mapping-cylinder] de f par le diagramme
cocartésien

x—1r .y

g > py déduit de
(8.6.1) N I pr: X x [ —X

- cocart.

6% s f '
X e XX —— zZ(f),
if
la factorisation cherchée de f est
f:pfif, ou if:f/(Sf(.
Ici, comme pri¥ € Wy, on en conclut que

[page 112]

655, 0% (qui en sont des sections) sont dans Wy, comme §3 est un monomorphisme, on
a donc 65 € TC, donc (T'C étant stable par cochangement de base) 3 € Wy, donc enfin
ps (qui est une rétraction de Z(f) sur Y) est aussi dans Wy. Il reste a voir que iy est
un monomorphisme, ce qui se voit sur le diagramme plus complet (c¢f. XII, p. 230) que
j’ai sous les yeux : iy apparait comme composé de deux monomorphismes X — Y'1I.X et
YuX—Z(f) ... Le théoreme 8.4 est démontré.

Je vais quand méme isoler 'argument formel sempiternel (que j’ai utilisé surtout sous
forme duale) dans un

Lemme 8.7. Soit M une catégorie, W un localiseur modérément saturé dans M, C' une
partie stable par composition et par cochangement de base. On se propose, pour X fixé
dans M, de trouver une factorisation fonctorielle de toute fiéche f : X —Y (i.e. du
morphisme costructural d’'un'Y dans X\ M) en pgig, avec iy € C, py € W. On suppose
pour cect qu’on a

[page 113]

(id,id)
—_—

une factorisation de ce type pour X 11X X, i.e. un objet Ix et une factorisation

g

X]'__[X CiX:(ch(,(Sf()‘ ]X pPx ‘X ;
C (dxidy)
avec ix € C, px € W. On associe alors a toute f le mapping cone [plutdt cylinder]
Z(f) comme dans le diagramme (8.6.1) (ou il faut lire Ix au liew de X x I), et on a
alors py € W, iy € C comme voulu. Mais il faut supposer, pour savoir que iy € C, que

X € M¢ (objets C-cofibrants), i.e. que pour tout Y, X — Y 1UX est dans C. (De plus,
on a supposé tacitement M stable par lim finies.)
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Le diagramme complet est

x—1 .y

1N »

injgt cocart. '
X 4 B} 1 Y B

X2, XuX—t-YuX: »

(8.7.1) “px
5 X . cocart. |J .

4 v . Yy .
Ix— ()

[ =npysip, ou if:f’oéf(:jo(f”oinj{() )
A

[page 114]

On a ix € C par hypothese, donc j € C (stabilité de C' par cochangement de base), on a
A X —Y1uX dans C car X dans M, donc le composé iy = jo A est dans C (stabilité
de C par composition) — on gagne!

Commentaires. Pour 'équivalence de (a), (b), (¢) dans le théoréme 8.4, 1°, on n’a donc
pas eu a faire appel aux développements de Pursuing Stacks, qui servent seulement a
établir 1’équivalence des trois conditions en question avec la condition “modélisante” (d).
Pour résumer :
1°) Les implications
(a) = ((0) = (¢) < (d))

sont valables sous les seules conditions
W (1, 2bis, 3) ,
et pour I’équivalence de (a) aux autres conditions, il suffit de
W (1 bis, 2 bis, 3)

(o W (1 bis) renforce W (1) par la condition des facteurs directs, tandis que W (2 bis)
affaiblit W (2), en exigeant seulement que les morphismes W-asphériques soient dans
W). Les conclusions de 8.4, 3°, relatives au cas ou A est W-asphérique, sont valables
également sous les conditions W (1, 2 bis, 3) sans plus.

[page 115]

2°) Le corollaire 8.5, se référant aux conditions (b), (¢), (d) de 1° (a I'exclusion de (a),
qui suppose W stable par facteurs directs), est valable pour un W satisfaisant

W (1, 2bis, 3, 7 ié).
carré
cocartésien
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3°) Pour la validité de 8.4, 2°, i.e. pour avoir un triple de Quillen (Wy, C| F), il nous
faut (presque) tout I’éventail des conditions sur W,
. . . (42)
W (1bis, 2bis, 3, 6 , 7his, 8 ) :
limites carré accessibilité
cocartésien

a l'exclusion de W (4), et en se contentant pour W (2) de la forme affaiblie W (2 bis)
sans plus. (Méme l'axiome de connexité W (5) n’a pas servi, mais je l’avais d’abord
inclus, car il y a peu de chances qu’on aura jamais a travailler avec des W qui n’y
satisfont pas! Il se pourrait d’ailleurs, en présence des autres axiomes, ou seulement
de W (1bis, 2bis, 3, 7his), que si W (5) n’est pas satisfait, on ait W = F1Cat tout
entier, donc W4 = F1 AM!)

[page 116]

9 Révision des notations, pour les axiomes d’un

localiseur fondamental (43

Loc (1) (Saturation).

a) Les isomorphismes sont dans WW.

b) Si f, g sont composables, et deux parmi f, g, ¢gf sont dans W, le
troisieme aussi.

)

c) Si X Y, sigf et fg sont dans W, alors f et g aussi.
Variante renforcée : !
Loc (1 bis) Loc (1) plus

d) W est stable par facteurs directs.

Loc (2) (Axiome de l'objet final). Si X dans Cat a un objet final, alors X est
W-asphérique, i.e. X — e est dans W.

Loc (3) (Axiome de localisation, forme faible). Soit f : X — Y tel que pour tout
y € Y, X/y soit W-asphérique (i.e. le morphisme f/y : X/y — Y /y déduit
de f par changement de base Y/y — Y est dans W). Alors f € W.

Variante renforcée de Loc (3) :

Loc (3 bis) (Axiome de localisation, forme forte). Soit f : X — Y un morphisme dans
Cat/S, tel que Vs €S, f/s: X/s—Y/s (déduit de f par changement de
base S/s—S) soit dans W. Alors f € W. (N.B. Sauf erreur, il suffit le
Iexiger si X, Y sont Cat-fibrés scindés sur S, et f S-cartésien compatible
avec le scindage — en supposant Loc (1, 2)).

42 N.B. On devrait renuméroter les axiomes W (...).
43 Cf. XVII [plutst XVII pour une version définitive (7).
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Loc (4) (Axiome du carré cocartésien). Soit X dans Cat, X, X deux ouverts de
réunion X, Xg = X; N X5, d’ot un diagramme cocartésien dans Cat,

Xo—"1 v X,

Xo— 1w X
On a alors iy € W <= j; € W (et symétriquement i € W <= j, € W).

Loc (6) Y (Axiome des W-fibrations). Il y a des variantes (a), ('), (b), (b'), (b"), (c),
(¢'), ¢f. XII, p. 53-59. La forme la plus forte @ est celle-ci :

Soit f : X — Y dans Cat une W-fibration au sens ancien, i.e. telle que pour
toute Y — Y’ dans Cat/Y, avec Y’ Y contractiles, la fleche X" — X’
déduite par le changement de base X — Y soit dans W. Alors f est dans
Fiby, i.e. le foncteur de changement de base par f, Cat/Y — Cat/ X, trans-
forme fleches dans W en fleches dans W'.

Loc (7) (Axiome des limites inductives). W est stable par limites inductives filtrantes.

Forme renforcée de Loc (7) :

Loc (7 bis) (L-accessibilité). W est stable par lim filtrantes et accessible, i.e. il existe
une petite partie W, de F1(Cat), telle que W soit la plus petite partie de
F1(Cat) stable par lim filtrantes, contenant W.

[page 118]

Loc (8) () (Axiome de connexité). f € W = m(f) bijectif.

N.B. Tous les axiomes, sauf le dernier (et un chouia de I’avant dernier) sont des axiomes
de stabilité — ils disent tous que W est “grand” : il contient certaines fleches, et s’il contient
telles fleches, il contient telles autres. Loc (8), et dans une certaine mesure Loc (7 bis), sont
des axiomes “limitatifs” sur la taille de W : Loc (7) nous dit que W C Wy (= ensemble
des f € Fl1Cat telles que mo(f) soit bijectif), Loc (7 bis) nous dit I'existence d’un cardinal
tel que W soit égal a la L-enveloppe de W™ (donc W C L-env(WW7)).

J’ai essayé de ranger les axiomes par ordre d’importance pratique. J’ai fini par rajouter
I’axiome de connexité a la fin, car dans les développements théorique sur les localiseurs
généraux, il n’intervient pratiquement jamais. Mais je rappelle (XII, p. 20, th. 2) que si
W satisfait Loc (1, 2, 3, 6), et si Loc (8) n’est pas satisfait, alors W = F1(Cat) ; donc en
présence de Loc (1, 2, 3, 6), Loc (8) équivaut a W # F1(Cat) tout entier.
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Les axiomes qui ont servi pour 8.4, 1°, 3° et 8.5, (b) sont

Loc (1bis, 2, 3) .

4471 y aura un Loc (5) plus “basique” plus bas.
45 J’ai changé la numérotation, pour tenir compte d'un Loc (5) plus bas, qui est encore un axiome de
stabilité [initialement les axiomes Loc (6) & Loc (8) étaient notés Loc (5) a Loc (7)].
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Ceux qui sont nécessaires pour 8.5, (a) sont
Loc (1bis, 2, 3, 4) .
Enfin, ceux nécessaires pour 8.4, 2° sont
Loc (1bis, 2, 3, 4, 7bis) ,
et ils impliquent la saturation forte de W (cf. paragraphe suivant).

I1 me faut réparer un oubli, ayant traité un peu par le mépris (!) les questions de compo-
santes connexes, jusqu’a présent.

Proposition 9.1. Supposons que W satisfait Loc (1, 2, 3, 4) sans plus. Soit f; : X; —Y;
(i € I) une famille finie de fliéches de Cat. Pour que f =] f; : [[ Xi — [1Y: soit dans
W, il suffit que ¥V i € I, on ait f; € W. Si W satisfait de plus a Loc (7) (aziome des
limites inductives), alors cette conclusion reste valable sans condition de finitude sur I.

DEMONSTRATION. Le cas I fini se traite par récurrence sur n = card I, on est ramené
aussitot au cas ott n = 2 (49 On voit d’abord le

[page 120]

Corollaire 9.2. Sous l’hypothése Loc (1, 4), soit f : X — Y wune fléeche de Cat, et Z un
objet de Cat. Alors f € W si et seulement si fuidy : X1uuZ —Y1UZ est dans W.

Immédiat sur le carré cocartésien, ot inj; est une immersion ouverte de Dwyer,

X L
injg injy
Xuz Yuz,
f'=fllidz

qui montre que f € W < f' € W.
En itérant ce résultat, on trouve, si
it Xi — Y, fa i Xo — Y,

sont donnés, que
f1€W,f2€W — flquEW,

en regardant le diagramme de deux carrés cocartésiens :

X4

Y;

Y

YiuXo
fi=fillidx,

f3=1idx, LLf2 g2 = idy; L1 f2

Y Y

X1 L[XQ

gi=f1ll idy2

46 Le cas infini s’y rameéne sous I’hypothese Loc (7), par passage a la limite.

Version 5 novembre 2010 65



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XV, Edition des Universités de Montpellier IT et Paris VII

Si f1 et fo sont dans W, il en est de méme de f|, f3, g1, g2, par 9.2, donc aussi de
filfo = gafi.
[page 121]

Mais je ne vois aucun moyen de prouver la réciproque, que filifs € W = f1, fo € W.
Grace a ce qui a été prouvé, on est ramené au cas ou fi, fo sont des immersions ouvertes
de Dwyer, mais il ne semble pas que cela nous avance d’un cheveu! En somme, il faut
savoir que les applications canoniques Y; C~ [[Y; sont dans Fiby,. Comme Y; est un
sommand direct, on est ramené au cas d’une immersion canonique Y; C Yj11Y, =Y :si
f: X —Y est dans W, en est-il de méme de X; = X xy Y] — Y] 7 C’est une propriété
qui, bien sur, serait conséquence de I'ancien W (4a) (XII, p. 53), ou seulement W (4a’),
donc de l'actuel Loc (6a’). Il suffit méme de la forme W (4¢’) = Loc (6¢’) la plus faible

de toutes, comme on voit en décomposant X; — Y en X e x A Y, avec i € W (plus
précisément, iy : X7 — X7 et iy : Xo — X} dans W), et p € Parfy,. Par Loc (6¢'),
f €W, donc p € W implique que les fibres de p sont W-asphériques, ce qui implique que
p est dans Wiy, done py @ X{ — Y] est dans W.
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Donc notons par acquis de conscience :

Corollaire 9.3. Si W satisfait Loc (1, 2, 3, 6¢’) (ot Loc (6¢’) est la variante la plus
faible de toutes de 'axiome des fibrations), alors pour toute famille (f; : X; — Y;)ier de
fleches dans Cat, f =[] fi € W = les fi sont dans W ¥ i€ 1 47, Bt sii:Yy Y est
une fleche qui est a la fois immersion ouverte et immersion fermée (i.e. un isomorphisme
avec un sommand direct de Y'), alors i est dans Fiby, i.e. si f: X — X' est une fléche

dans Cat/Y, alors f € W implique (fo : Xo—Yp) € W, ot Xy = XYy, X = X'|Ys.

Mais il est assez scandaleux d’avoir a utiliser un axiome aussi fort, pour en conclure un
résultat aussi anodin! Je note ceci :

Proposition 9.4. Soit W C F1(Cat), satisfaisant Loc (1) sans plus. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes (et impliquées par Loc (1,2, 3,4, 6¢’)).
a) Si f1: Xy —Y1, fo: Xo— Y, sont deux fleches de Cat, alors

fillfa €W <= fLeW, fLeW.

b) Les deux conditions suivantes sur W sont satisfaites :
[page 123]

1°) Si f: X —Y est dans W, alors il l’est cotiniversellement sous 0, i.e. pour
tout Z dans Cat, fuidy : XuZ —YuZ est dans W. (N.B. Ceci équivaut a :
toute somme finie de fleches f; € W est dans W — et itou méme pour sommes
infinies, si Loc (7), axiome des limites, est satisfait.)

2°) Soit Yo ¢+ Y une inclusion d’un sommand direct d’un objet de Cat. Alors si
X—f>Y est dans W, de méme Xo = X|Yo—Y,. (N.B. Ceci équivaut a la

condition que linclusion d’un sommand direct est toujours une W -fibration.)

De plus, si mo(Y') est fini, ou si W satisfait 'axiome des limites Loc (7), il suffit
d’exiger 2° pour Yy une composante connexe de Y .

47T En fait, je ne sais prouver l'implication en sens inverse, moyennant seulement Loc (1, 2, 3, 6¢’).
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¢) Pour toute famille finie (f;);cr de fleches f; : X; —Y; dans Cat,
HfiEW <~ fi € W pourtouticl.

De plus, si W satisfait Loc (7), alors il est inutile dans (c) de se borner a I fini. (Et en
tous cas, les conditions équivalentes (a), (b), (c) impliquent pour toute famille de fléches
(fi)ier, [1 i e W = fieWViel.)

[page 124]

D’apres 9.3, ces conditions sont satisfaites moyennant Loc (1, 2, 3, 4, 6¢’), mais Loc (6¢’)
est un marteau-pilon pour une mouche! On aurait envie plutot d’ajouter un axiome aux
axiomes Loc (1) a Loc(4) et Loc(6) a Loc(8), qui avec Loc (8) serait I’axiome le plus
anodin de tous.

Loc (5) (Axiome de décomposition, forme faible). Si (f;)ier est une famille finie de
fleches de Cat, alors f = [] f; est dans W si et seulement si les f; le sont.
(Ce sont les conditions équivalentes de 9.4.) (48)

Loc (5 bis) (Axiome de décomposition, forme forte). Comme Loc (5), mais sans supposer
I finie. (49)

Ainsi, moyennant 'axiome des limites Loc (7), les deux axiomes précédents sont équi-
valents. De plus, notons ceci :
Corollaire 9.5 (de la proposition 9.4). L’aziome Loc (5bis) équivaut a chacune des pro-

priétés suivantes :

(a) Pour tout'Y de Cat, décomposé en ses composantes connezes Y; (i € I = mo(Y)),
et pour toute fleche f : X —Y dans Cat, on a f € W si et seulement si les
fi: Xi = X|Y; — Y, sont dans W.

@ Pour Y, Y; comme dans @, pour toute
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fleche f : X — X' dans Cat/Y, on a f € W si et seulement si ¥ i € I, le
morphisme f; : X; — X[ au-dessus de Y; est dans W.

Corollaire 9.6. Si l'axiome Loc (5) est satisfait, alors l'aziome de connexité Loc (8)
équivaut a ceci : pour toute fleche f : X —Y dans W, avec Y 0-connexe, X est
0-connexe.

4811 peut étre commode aussi d’introduire la condition encore plus faible :

Loc (5a) Si fi, fo sont dans W, alors fi1I fo € W.
C’est aussi la condition (b), 1° de la proposition 9.4.

Loc (5b) Si fi1I fo est dans W, alors f et fo aussi.
<= Si Yy C Y est un sommand direct, alors Yy C— Y est dans Fiby, .

49 [Réécrivons :]
Loc (5) a) Sifi,fo € W,alors f1ll fo € W.
b) Si fillfo € W, alors f1, fo € W
(<:> b’) tout Yy C— Y sommand direct est dans Fiby, )

Loc (5 bis) Comme Loc (5), mais (a) remplacé par (abis) une famille (pas nécessairement finie).
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N.B. Les axiomes Loc (8) (connexité) et Loc (5 bis) (de décomposition) ont ’air de nature
voisine, étant liés I'un et 'autre a la décomposition des objets de Cat en composantes
connexes. (Néanmoins, je pense qu’ils sont indépendants.) Je présume qu’on n’aura ja-
mais a travailler vraiment avec des W qui ne satisfont a ces deux axiomes! (En plus
de Loc (1, 2, 3), qui eux constituent le “minimum vital”.) Mais apparemment il n’y en
a pas besoin dans les développements théoriques généraux jusqu’ici. (Mais 'axiome de
connexité Loc (8) pourrait jouer un role, quand on parle de la détermination réciproque
des structures de contractibilité, et de W-asphéricité, cf. Pursuing Stacks.

[page 126]
Notons ceci :

Proposition 9.7. 0 Supposons que W satisfait Loc (1, 2, 3, 5), i.e. c’est un localiseur
fondamental satisfaisant la condition de décomposition (forme faible). Si l’axiome Loc (8)
de connexité n’est pas satisfait, alors la sous-catégorie Hoty, des X € Cat non vides
est équivalente a la catégorie ponctuelle (donc Hoty, est équivalente soit a la catégorie
ponctuelle, si () — e est un isomorphisme dans Hoty,, soit a A, dans le cas contraire (51).)

Ceci est une variante du th. 2 de XII (p. 20), ou on faisait I'hypothese Loc (6 ¢'), plus forte
que Loc (5) et méme que Loc (5 bis), mais avec la conclusion plus forte que W = F1(Cat).

DEMONSTRATION. Soit
f: X —Y, few,

telle que mo(f) ne soit pas surjective. Si Yy est une composante connexe qui n’est pas dans

Immo(f), alors Xo = X|Yj est vide, et par Loc (7), ) — Yj est dans W. Donc V Z dans Cat,

) x Z —Yyx Z est dans W, et pour toute fleche g : Z — 7', idy, X g : Yox Z —= Yy x 7'
=0

est dans . Prenant g telle que my(g) ne soit pas injective, p. ex. elie — e, on trouve

une fleche ¢ = idy, x g dans W telle que my(¢) ne soit pas injective.
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Soit donc ¢ : I — J dans W, avec mo(p) non injective. Procédant comme tantdt en
utilisant Loc (5), on est ramené au cas ou de plus J est O-connexe. (N.B. Dans les deux
cas, on aurait pu aussi invoquer 9.6.) Choisissons deux éléments iy, i; dans I dans deux
composantes connexes distinctes, soient jo, j; leurs images dans J. On va traiter (I, i, i;)
et (J, jo,j1) comme des “intervalles homotopiques”. Le fait que iy, i; appartiennent a des
composantes distinctes de I implique que deux fleches fy, f1 : X — Y sont “homotopes
par rapport & (I,ig,7,)”, i.e. il existe h : X x [ —Y dans Cat telle que fo = hdy,
f1 = hoX, ot
o , 08 + X — IxX

sont données par &+ (i, z) (o € {0,1}). Pour trouver h, on décompose I en
1 = Iyl avec 1o € Iy, i1 € I,

d'on I x X ~ (ly x X)u(l; x X), et on définit h par ses restrictions hg, hy aux deux
morceaux [y x X, [; x X, savoir

ho = fooprs, hy = fiopry',

50 Cf. version plus forte dans 9.9 plus bas (débarrassée de 'hypothese Loc (5).)
5! Le premier cas est aussi celui o 3 f € W avec mo(f) non surjectif, ou encore ) — X dans W, avec
X non vide.
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ol
prie Iy x X — X |
[page 128]

Considérons maintenant le diagramme (traits pleins)

XuX

[x x—£dx=ex 7o x

\h\ W
’7,

Y

Y

ot 95X, 91X sont définis comme 93, 9;¥, mais utilisant jy, j; € Ob J au lieu de ig,i; € Ob I.
S’il existait dans Cat une fleche b’ (pointillée) telle que b’ o px = h, il s’ensuivrait que A’
est une homotopie de fy et fi suivant (J, jo,j1). Comme J est 0-connexe, il s’ensuivrait
aussitot que fy, f1 sont homotopes au sens habituel dans Cat, donc que fj et f; ont méme
image dans Hoty,. Mais si on ne peut trouver une fleche A’ dans Cat, du moins peut-on
la trouver dans Hoty, puisque px € W, donc un isomorphisme dans Hoty, (et A’ dans
Homy (J x X,Y’) sera méme uniquement déterminé). Donc dans Hoty,, on a

fo = Wo§~, fi = nox.
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Pour prouver que
fo =N dans Homy (X,Y),

il suffit de voir que

o = o dans Homp (X, J x X) .

Jo
Or en fait 95% et 91X sont homotopes, car e — J sont homotopes (jo et j; appartenant a
J1
la méme composante connexe de J), donc aussi leur produit par idy.
On voit donc que pour deux objets quelconques X, Y de Cat, toutes les fleches de X dans
Y sont égales dans Hot. L’argument fait prouve méme que toutes les fleches dans Hoty, de
X dans Y sont égales. Cela signifie que la catégorie Hotyy, (ot pour deux objets quelconques
X, Y, Homey (X, Y), et a fortiori Homyy (X,Y) est # 0)) est équivalente a la catégorie
ponctuelle. Quant & Hoty elle-méme, dont 1'ensemble des objets est {(}} 11Ob Hoty,, avec
() objet initial, elle sera donc équivalente & la catégorie ponctuelle, ou bien & Aj, selon
que ) — e est un isomorphisme dans Hoty, ou non.

[page 130]

Commentaire 9.8. Si les axiomes Loc (1, 2, 3, 5) ©°% sont satisfaits, alors 'axiome de
connexité Loc (8) équivaut a chacun des suivants :

52 En fait, ce commentaire vaut méme en I'absence de I'hypothese Loc (5), cf. 9.9 ci-dessous.
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a) Hoty n’est équivalente ni & e, ni a Aj.
b) Hoty a une infinité de classes d’isomorphie.

¢) fo: Xo— Y (fleche donnée d’avance dans Cat, telle que my(fy) n’est pas un iso-
morphisme, et Xy # )) n’est pas un isomorphisme de Hotyy .

d) Xo et Yy ne sont pas isomorphes dans Hoty, (ou Xy, Yy sont deux objets donnés
d’avance dans Cat, avec Xy, Yy non vides et card mo(Xg) # card mo(Yp)).

On peut donc dire que 'axiome de connexité joue le role d'un aziome de non trivialité
pour la catégorie Hoty, localisée de Cat. Il sera satisfait automatiquement pour tous les
localiseurs fondamentaux W qu’on sera amené a construire ou a introduire. Mais on n’aura
pratiquement jamais a l'invoquer comme une hypothese, en vue de certaines conclusions.

Je m’apercois finalement que dans la proposition 9.7 I'hypotheése Loc (5) est inutile :

Proposition 9.9. ) Soit W un localiseur fondamental dans Cat (i.e. on a Loc (1, 2, 3)
sans plus), plus la condition que la somme de fi, fo € W est dans W Y. Si laziome
de connezité n'est pas satisfait, alors Hoty est équivalente a la catégorie ponctuelle (si
() — e est un isomorphisme dans Hoty °®)) ou ¢ Ay (dans le cas contraire), et Hotjy

(cﬁf Hoty \{0}) est équivalente a la catégorie ponctuelle.
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La condition sur les sommes assure que dans Hoty, la somme de deux objets existe, et
que Cat — Hoty, commute aux sommes de deux objets. Ceci dit, soit

(%) FiX —~Y

une fleche telle que f € W, mais m(f) non surjectif. Supposons d’abord X # ) (cas le
moins évident). Si Yj est un sommand non vide de Y tel que f se factorise par Y; = Y'\Yj,
alors f est somme de

h: X =X — Y et fo:Xo=0—Y,

dans Cat, donc aussi dans Hoty,. Donc on a une somme f = folI fi dans Hoty, qui est
un isomorphisme, donc pour tout Z dans Hotyy,

Homy (Yo, Z) x Homy (Y3, Z) = Homy (Xy, Z) xHomy (X3, Z)
~—_— —

=€

(N.B. () est objet initial de Hoty,, 'étant de Cat), i.e. le composé
Iy Z(f1
Z(vo) x Z2(v) % z(v) Y 2(x))

est bijectif. Comme X = X; # (), donc aussi Y; # 0, et Yy # (), les ensembles Z(Yp),
Z(Y1), Z(Xy) sont # () si Z # (car. Le composé étant bijectif, la premiere fleche pry est
injective, ce qui implique

53 Cf. meilleur énoncé 9.12 (p. 133 bis).

54 Cette condition Loc (5a) est vérifiée notamment si W satisfait de plus I'un des deux axiomes Loc (4)
(¢f- 9.1), ou Loc (6¢') (cf. 9.3).

55 Cela signifie aussi qu'il existe Z # () dans Cat, tel que ) — Z soit un isomorphisme dans Hotyy .
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[page 132]

que Z(Yp) est réduit & un point (les deux facteurs Z(Yy), Z (Y1) étant # ). Cela signifie que
Y, est un objet initial dans Hotjy,. Il s’ensuit notamment que Yy1Y) est aussi un objet ini-
tial, et 'application canonique Yy1Yy — Yy est donc un isomorphisme dans Hoty,, alors
que Papplication induite sur les my n’est pas injective. (C’est mo(Yp) 1 mo(Yy) — mo(Yo),
avec my(Yp) non vide.) Ce cas va étre traité ci-dessous.

Si dans () X est vide, Y non vide (puisque 7o (f) non surjectif), alors Y est objet initial
de Hoty,, et on voit encore que Y1IY — Y est un isomorphisme dans Hoty,, bien que
n’induisant pas un isomorphisme des my. La proposition 9.9 va donc résulter du

Lemme 9.10. Soit W localiseur fondamental sans plus (aziomes Loc (1, 2, 3)). Supposons
qu’il existe f : I — J dans Cat tel que hoty (f) soit un isomorphisme, mais que mo(f)
ne soit pas injectif °%). Alors Hotjy, est équivalente a la catégorie ponctuelle e, et Hoty,
est équivalente a e (si ) — e est un isomorphisme dans Hoty ) ou a Ay (dans le cas
contraire).

[page 133]

La démonstration est celle donnée pour 9.7 : on prouve que si X, Y sont deux objets de
Cat, non vides, alors deux fleches fo, f1 : X —2 Y sont égales dans Hoty,, par un argu-
ment d’homotopie, en choisissant deux points ¢, 7; de I qui sont dans deux composantes
connexes distinctes, et tels que leurs images jg, j1 dans J soient dans la méme composante.

Proposition 9.11. Soit W un localiseur fondamental (i.e. on a Loc (1, 2, 3)). Alors les
conditions suivantes sont équivalentes.

a) On a Loc(5bis) (aziome de décomposition, forme forte) et Loc (8) (axiome de
connexité).

b) On a Loc (5bis), et Hoty n’est pas équivalente a e ou a Ay (cf. commentaire 9.8).

c) Pour toute f: X —Y, on a f € W si et seulement si mo(f) est un isomorphisme,
et pour toute composante connexe X; de X, si Y; désigne la composante connexe
correspondante de Y, la fleche induite f; : X; —Y; est dans W.

La raison pour laquelle je n’isole pas cette propriété en un des axiomes Loc (.. .), c’est que
ce n'est pas un axiome de stabilité, mais un axiome de nature mixte.

[page 133 bis]
Proposition 9.12. Soit W un localiseur fondamental (sans plus), i.e. satisfaisant
Loc (1, 2, 3). Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) W satisfait Uaxiome de connexité Loc (8), i.e. f € W = mo(f) bijectif.

b) Sif,g: X —=Y dans Cat sont telles que hoty (f) = hotw (g), alors mo(f) = mo(g).

c) Ilexiste X,Y dans Cat tel que lapplication hot)m(/’yz Home, (X, Y) — Homy (X, Y)
ne soit pas constante.

') La sous-catégorie Hoty, de Hoty, formée des objets non vides, n’est pas équivalente
a la catégorie ponctuelle.

c") La catégorie Hoty n'est pas équivalente a la catégorie e ni a la catégorie A;.

d) L’ensemble des classes d’isomorphie d’objets de Hoty, est infini.

5 Ou bien tel que I soit O-connexe, et J non O-connexe (i.e. cardmo(I) = 1, cardmo(J) > 2). Ce
deuxieme cas se traite par la méme méthode essentiellement.
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DEMONSTRATION. On a (a) = (b), puisque (a) équivaut a dire que le foncteur
7 - Cat — Ens se factorise par Hoty,. D’ailleurs le foncteur correspondant

Hoty — (Ens)

est essentiellement surjectif — il y a un inverse a isomorphisme pres, I — hoty, (I). Cela
prouve que (a) implique (d), et on a (d) = (¢/), (d) = (") tautologiquement. Un
argument plus ou moins tautologique montre d’ailleurs que si Hoty, est équivalente a
e, alors Hoty, est équivalente & e ou a A; (car () est objet initial de Hoty) — donc
(") = (¢’). Donc on a plus ou moins tautologiquement

ou les implications (b) = (¢) = (¢’) sont elles aussi triviales [c’est plutdt 1’impli-
cation (¢’) = (c¢) qui est triviale; 1’implication (c¢c) = (c¢’) est démon-
trée aprés 1’énoncé du corollaire 9.13, avant la preuve de ce dernier]. Donc

[page 133 ter]
tout revient a prouver que (¢) = (a), ou encore :

Corollaire 9.13. Si l'axiome de connexité n’est pas satisfait, alors si X, Y sont deux
objets de Cat, toutes les fleches X — Y dans Cat sont égales dans Hotyy, i.e. application
Homga (X, Y) — Homyy (X, Y) est constante.

Cela implique donc que tous les objets de Cat™, i.e. tous les objets non vides de Cat,
sont isomorphes dans Hoty,, et on trouve un isomorphisme canonique entre elles, avec
transitivité. Soit alors H la catégorie quotient de Cat, ayant mémes objets que Cat, et
ayant exactement une fleche entre deux objets non vides de Cat et exactement une fleche
de () dans tout autre objet de Cat (et pas de fleche d’un objet non vide de Cat dans 0).
C’est donc une catégorie équivalente a A;. On a vu que Cat — Hoty, se factorise en

can.

Cat — H — Hoty .

Si Cat — H transforme toute fleche appartenant a W en isomorphisme, alors il est im-
médiat que H est solution au probleme universel définissant Hotyy, donc que H — Hoty,
est un isomorphisme. Cela signifie aussi que W ne contient pas de fleche ) — X avec X
non vide (auquel cas W contient toutes les fleches). Donc dans ce cas Hoty ~ A;. Dans
le cas contraire, soit H’ la catégorie déduite de H en inversant les fleches ) — X, i.e. le
groupoide 1-connexe sur I’ensemble d’objets Ob Cat. Ce n’est plus une catégorie quotient
de Cat, mais on a encore une factorisation

épi loc.

Cat — H — H' — Hoty
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[page 133 quater]

et cette fois c’est H' qui est solution du probléme universel (Cat — H’ transformant
fleches de W en isomorphismes). Donc dans ce cas, H' —» Hoty, est un isomorphisme, et
Hoty, est équivalente a e. Dans les deux cas, Hotj, est équivalente a e.

Dong, la proposition 9.12 résulte du corollaire 9.13, qu’il s’agit a présent de démontrer.

Soit f : I — J dans Cat telle que 7o (f) ne soit pas injective. On a vu dans la démonstra-
tion de 9.7 comment on en déduit (en choisissant deux éléments iy, i; dans deux compo-
santes connexes distinctes de I, telles que jo = f(ig) et j; = f(i1) soient dans une méme
composante connexe de J) que pour X, Y dans Cat, deux fleches fy, fi : X =Y sont
toujours égales dans Hoty, (cf. lemme 9.10).

Soit maintenant

f:1l—J

dans Cat telle que mo(f) ne soit pas surjective, donc J = Jy11.Jp, avec f se factorisant par
Jo, et J; # (. Considérons alors la catégorie discrete a deux objets,

e = {0,1},
et deux fleches
9o, 91 - J e €,
go €tant constante de valeur 0, et g; étant égale a 0 sur Jy, a 1 sur J;. On a

9f = af,

donc, comme f € W,
Jdo = 1 dans Hoty .

On en conclut, en prenant un point j; dans Ji, et I'inclusion «;, : e — J correspondante,
que

[page 133 quinquies]

Joy;, = G104, ,

i.e. les deux sections de ¢ sur e sont égales dans Hoty,. Comme le foncteur Cat — Hotyy,
commute aux produits finis [cette propriété n’est pas établie sous les seules
conditions Loc (1, 2, 3) ; elle est démontrée dans Pursuing Stacks, section 64,
en remplagant Loc (3) par 1l’axiome plus fort Loc (3bis)], il s’ensuit que pour X
dans Cat, les deux fleches

sont égales dans Hoty,. Si alors
Jo, i 1 X XY
sont deux fleches dans Cat, elles sont de la forme
fo = hdy, fi = hot,

avec

ho= (fo.f1) + XuX — X,

et comme 9 = 9;* dans Hoty, on en conclut fy = f; dans Hoty,, g.e.d.
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[page 134]

10 Application au dérivateur HOTyy

Théoréme 10.1. Soit W un localiseur dans Cat satisfaisant les conditions Loc (1, 2, 3, 4,
7bis) (azxiomes de saturation forme forte (facteurs directs), de l’objet final, de localisation
forme faible, du carré cocartésien, de la L-accessibilité 7). Soit HOTy le prédérivateur
sur (Cat) associé a (Cat, W) de la fagon habituelle,

(10.1.1) [+ Cat(I)W(I)™" = Hom(I° Cat) W ()™ .

On a alors ce qui suit.

1°) Pour toute fléche u : [ — J dans Cat, le foncteur u, (adjoint a gauche de u*) existe
(N.B. On n’a pas besoin pour ceci de Loc (4) ni de Loc (7 bis), il suffit que W soit un lo-
caliseur fondamental [on a néanmoins besoin de 1l’axiome de localisation forme
forte Loc (3bis)]), et il se calcule de la fagon standard (axiomes Der 4 bis et Der 5 bis).
Le foncteur u., adjoint & droite de u*, eviste %) [si u est de la forme v x idg, ou
v Ig— Jy est une fleche entre catégories ordonnées finies, et S un objet quelconque
de Cat], et ce foncteur u, se calcule de fagon standard (aziomes Der 4 et Der 5). Donc
on a une théorie des carrés W -cartésiens et des carrés W -cocartésiens dans les catégories

HOTw (S), et des suites
[page 135]

longues de suspension et de cosuspension dans les catégories HOTY, (S). (Plus exacte-
ment, ce sont des théories relatives aux dérivateurs induits HOTyw,s, HOTY, ¢ sur S,
I'+—HOTw (S x I) resp. [+—HOT}, (S x I) ...). De plus, les carrés cocartésiens et
les carrés cartésiens relatifs aur dérivateurs induits HOTy s sont exacts, i.e. les suites
longues de suspension et de cosuspension sont exactes (axiomes d’exactitude a droite et
gauche Der 6bis et Der 6).

2°) Le prédérivateur HOTy satisfait aussi l'aziome Der 1 de décomposition finie (°%)

(pour I = 1], 1), et laziome Der 2 de localisation. De plus, W est fortement saturé,
ie. f € W <= hoty(f) isomorphisme.

3°) Concernant l'axiome Der 3 et ses variantes (cf. I, pages 111-112, 125), on a ceci :

a) (60 Soit f : ' —~ S une fleche dans Cat. Pour que ce soit une HOTyy -équivalence,
i.e. pour que le foncteur f*: HOTw (S) — HOTy (S’) induise une équivalence entre les
sous-catégories pleines formées des objets constants sur S, S’, il faut et il suffit que f
soit dans W. L’énoncé correspondant dans les dérivateurs induits HOTy ; est également
valable, pour I # 0. Donc a fortiori, HOTy et HOTw,; satisfont

[page 136]

STN.B. Loc (1bis), i.e. W = W¥, est déja impliqué par la condition que W soit stable par lim,
filtrantes.

58 Toujours! Cf XIX, p. 29.

59 Sans aucun axiome sur W! [On a besoin simplement que les identités soient dans W.]

50 0On n’a besoin ici que de Loc (1 ter, 2, 3) (Loc (1 ter) est la saturation forte, i.e. f € W <= hoty (f)
isomorphisme).
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l'axiome de ['objet final, ie. si S dans Cat a un objet final, alors S—e est une
HOTw -équivalence, et méme une HOTyy r-équivalence pour toute I dans Cat.

b) Supposons que W satisfasse Loc (1ter, 2, 3, 5b) (donc l'axiome Loc(5b) des
W -fibrations, variante b). Alors pour toute f : S’ — S dans W, HOT;;,(S) — HOT; (")
est une équivalence de catégories (la réciproque étant clair par (a)). Itou pour

HOTE, ;(S) — HOT, ,(8")  (i.e. pour HOT (S x I) —HOTy (8" x I) ).

En d’autres termes, pour le dérivateur HOTy et pour tous les HOTyw,; (D étant un
des ces dérivateurs) (V| toute D-équivalence est une D-équivalence 2-compléte, i.e. pour
[ 8"—S, pour que f* : D(S)—D(S’) induise une équivalence entre les sous-
catégories D'(S) — D'(S"), il suffit déja qu’elle induise un foncteur pleinement fidéle
sur les sous-catégories pleines formées des objets constants, et ceci équivaut (si I # 0) a
la condition que f € W.

[page 137]

Commentaire. Dans cet énoncé récapitulatif de ce que je sais prouver a présent pour
HOTyy, j’ai un peu mélangé les provenances diverses — ce qui est mis “pour mémoire” de
VI (et qui ne dépend pas de Loc (4, 7 ou 7his)), i.e. ce qui dépend pour ’essentiel de la
construction de u; donnée dans VI (donc ce qui concerne wy dans 1°, moins I'exactitude a
droite, et tout ce qui concerne 3°, (a), (b)).

La démonstration de 10.1 résultera des développements du paragraphe suivant [qui
n’existe pas], compte tenu du résultat principal du paragraphe 8 (th. 8.4), et du para-
graphe 7 (cor. 7.4), qui sont les ingrédients “durs” du théoreme 10.1.

61 A vérifier avec soin dans le cas D = HOT ;.
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