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GROUPE FONDAMENTAL DU COMPLEMENTAIRE
D’UNE COURBE A POINTS DOUBLES ORDINAIRES
PAR

DaAnNieEL ALIBERT ET GEORGES MALTSINIOTIS

RESUME. — La variété V, , des courbes planes C de degré n, a d points doubles
ordinaires est irréductible si 4 d > 2 n>—9 n + 4, c’est-a-dire n > (4/3) g. De plus, elle
contient un point représentant une courbe formée de » droites en position générale.
Le groupe fondamental du complémentaire d’une telle courbe étant commutatif,
(¢f. ABHYANKAR), il en résulte, suivant Popp, que lorsque 1’inégalité ci-dessus est véri-
fiée, le groupe fondamental du complémentaire de C est commutatif.

Introduction

Dans [14], ZAriskI pose le probléme de la commutativité du groupe
fondamental du complémentaire d’une courbe plane de degré n, & d points
doubles ordinaires. La démonstration qu’il propose consiste & déformer
la courbe en n droites en position générale.

Popp reprend cette méthode, et étudie la variation du groupe fondamental
quand la courbe varie dans une famille irréductible. Il démontre que,
dans une famille irréductible de courbes planes de degré » a points doubles
ordinaires, si I’'une des fibres est formée de n droites en position générale,
alors le groupe fondamental du complémentaire de toute fibre est commu-
tatif. Il indique que la variété ¥, ; des courbes planes de degré n, a d points
doubles ordinaires, est irréductible pour d > (n—2)%/2, c’est-a-dire
n > 2 g+2. Il conclut a la commutativité dans ce cas.

Dans cet article, nous démontrons effectivement I’irréductibilité de V, ,,
et la commutativité du groupe fondamental pour d > (2 n>—9 n+4)/4,
c’est-a-dire n > (4/3) g.

Signalons enfin, & propos de ce probleme, les résultats de EDMUNDS
suivant lesquels il suffit, pour avoir la commutativité du w; , de montrer
que ce groupe est résoluble [4].

ABHYANKAR, par une méthode différente, montre que ce 7, est commu-
tatif pour d < (n*+3 n—4)/6.
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336 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

1. Courbes a points doubles ordinaires

1.1. DEFINITION. — Soient k un corps, ¥ une courbe du plan projectif PZ.
On dit que Y est une courbe a points doubles ordinaires si, pour tout
point x de Y, on a

— ou bien Y est lisse sur k en x;

— ou bien Y n’est pas lisse sur k en x et, si x est un point de ’ouvert
spec k [Ty, Ty] de P2, f une équation de Y dans k [T,, T,], alors

) 12 () Sy ()= fror, (%) # 0.

1.2. Soient S un schéma, X = P le plan projectif sur S, D un diviseur
positif relatif de X sur S, et Y le support de D. Localement sur X, Y est
défini par une équation f; soit J I'idéal de 0y, défini par f et les dérivées
partielles 17, f7,. On remarquera que I’idéal J est indépendant du choix de 1.
Le support 7 de J est le fermé de non-lissité du morphisme ¥ — S.

Dans toute la suite, chaque fois qu’il sera question de T en tant que
schéma, on le munira de la structure définie par J.

1.3. Il résulte du critére jacobien de netteté que dans la situation de 1.2,
pour un point s de S, les conditions suivantes sont équivalentes :

1° La fibre Y (s) est une courbe & points doubles ordinaires,
2° T est net sur S en tout point x au-dessus de s.

1.4. PROPOSITION. — Soient S un schéma régulier (normal et factoriel
suffirait) et intégre, X = PZ, D un diviseur positif relatif de X sur S et Y le
support de D.

On suppose que les fibres de Y sont des courbes a points doubles ordinaires.
Soit T le fermé de non-lissité du morphisme Y — S. Alors D est un diviseur
relatif @ croisements normaux relatifs sur S au voisinage de tout point x de Y
ayant une des propriétés suivantes :

1° x¢T.

2° x e T, et il existe une générisation de x dans la fibre de T au-dessus du
point générique de S.

Démonstration. — Le 1° est clair.
D’aprés 1.3, T est net sur S. Le 2° résulte donc du fait que S est régulier,
et de I’hypothése que T est étale sur S en x ([5], EGA 1V, 18.10.1). On
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GROUPE FONDAMENTAL 337

peut donc (quitte a faire un changement de base étale, et & localiser) supposer
que T— S est un isomorphisme local en x, et S affine d’anneau A4 local.
Identifions P2 & Proj A [To, Ty, T,], et supposons que x soit un point de
I’ouvert spec A [T, , T, ].

Soit 7 I'idéal de A4 [T,, T,] définissant T en x. On peut suppo-
ser I =(Ty,, T;). Soient f une équation de Y dans A4 [T, T,],
B = 0p,, et My son idéal maximal. On a feI>?—I° car Y a un point
double dans la fibre générique.

1.4.1 LeMME. — 1l existe un couple f,, f, d’éléments de I’hensélisé
strict "B, satisfaisant a

f = f1f2,
fie(My—ME) B, i=1,2.

Démonstration. — Le lemme est clair si f n’est pas irréductible. On sup-
pose, dans la suite, f4 [T, , T,] premier.

Le nombre des idéaux premiers minimaux de **B/f "B est égal au nombre
d’idéaux maximaux du normalisé de B/fB ([11], ch. IX, cor. 1 de la prop. 1).
Pour chercher ce nombre, nous allons éclater le fermé de non-lissité 7 dans
la courbe Y.

1.4.2 LEMME. — Soit E— Y P’éclaté de T dans Y.

Soient k, le corps résiduel de A, et k une extension quelconque de k,.
Posons

;= T®Ak,
Y=Y®,k

Soit E— Y Péclaté de T dans Y. On a un isomorphisme
E~E® 4k
Démonstration. — Posons
M=@.LoI" et N=Q.LoU/(f)"
On a une suite exacte
0-0I"n(f)>M->N-0.
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338 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

Sin<2 I"n(f) = (f).
Sinz2 I"n(f)=I""%f
Il en résulte un isomorphisme

2 ProjM|[f M (2) S Proj N.
Soit 1 (resp. f ) I'image de 7 (resp. de f) dans k [T, T,]. Si ’on pose
M=QI" e N=®U[f),
on a de méme un isomorphisme
©) (Proj M|f M(2)) 3 Proj N,

Y ® , k ayant un point double a I’origine. Le plan P3 étant normalement
plat le long de 7, on a un isomorphisme

C)) M~M ® k.
Il résulte des isomorphismes (2), (3) et (4), un isomorphisme
ProjTV ~ (Proj N) ® 4 k.

Ce qui démontre 1.4.2.

On conserve les notations de 1.4.2. Le schéma E est normal. Le
morphisme E— Y est fini et birationnel, et ses fibres ont deux points
au-dessus d’un point de 7.

1.4.3. Le schéma E est par suite un normalisé de Y. Donc la cloture
intégrale de B/fB a deux idéaux maximaux, par suite **B/f "B a deux idéaux
premiers minimaux. La courbe Y étant réduite, on a donc une décomposition

©) f="Fif

car B est factoriel. Ce qui démontre 1.4.1.

1.5. COROLLAIRE. — Y est normalement plat le long de T, en tout point
de T satisfaisant le 2°.

1.6. COROLLAIRE. — Supposons, de plus, que les fibres de Y aient le méme
nombre de points géométriques singuliers. Alors D est un diviseur relatif
a croisements normaux relatifs.
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GROUPE FONDAMENTAL 339

2. Variété des courbes projectives planes de degré n a d points doubles
ordinaires

2.1. Soient k un corps algébriquement clos, n e N*, N = (n(n + 3))/2.
Soient P? (resp. P") le plan projectif sur k (resp. ’espace projectif des
équations des courbes sur k planes de degré n).

Soient (X, Y, T') (resp. (4,4,), a+b+c =n, a, b, c = 0) un systéme
de coordonnées homogenes de P? (resp. de PV).

On note I" (P") le diviseur de PN x P2, défini par 1’équation
(6) F(X’ Y, T)=Za,b,c§OAa,b,ch Yb Tc=0

Le diviseur I' (PY) est un diviseur relatif de P¥x P2 au-dessus de PV
de degré n. De plus, le couple (PV, I" (PV)) représente le foncteur contra-
variant D, qui, a tout k-schéma localement noethérien S, associe 1’ensemble
des diviseurs relatifs de P x S au-dessus de S, de degré n.

2.2. Soit d un entier tel que d < ((n—1) (n—2))/2. On considére le
schéma PN x (P?)%. Les points fermés de ce schéma correspondent aux
couples formés d’une courbe plane de degré n, et d’un d-uple de points de P2.
Soit (X, Y}, Z;) un systéme de coordonnées homogénes du j-iéme facteur
de (P?4. Soit U l’ouvert de PN x(P?),, produit de PN et du complé-
mentaire dans (P?)? des diagonales partielles.

DEFINITION. — On notera par W, ; ’'adhérence dans P¥ x (P%)? du sous-
schéma fermé de U, défini par les trois équations

F (st ),ja Z_,) = 0’
) Fx(X; Y, Z2)=0, 1=sj=d.
Fy(X;, Y, Z)=0.
2.3. PROPOSITION. — Soit I une courbe projective plane de degré n

a points doubles ordinaires. Soient My, ..., M,, d de ces points doubles
deux a deux distincts.

Alors le point fermé de W, ,, correspondant a (I'; M, , ..., M,), est un
point lisse de dimension (n (n+3)/2)—d.

Pour la démonstration, voir [9].
2.4. Soit S, 4 I'image de W, ; par la premiére projection

PY¥ x (P*? - PV,
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340 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

Le schéma S,, est I’adhérence de I’ensemble des points de PN qui
représente une courbe ayant au moins d points singuliers distincts deux a
deux. Soit p : W, 4— S, 4 le morphisme induit par la projection.

Le morphisme p est fini et surjectif.

2.5. CorOLLAIRE. — Toute composante irréductible de S, ,, qui contient
un point qui représente une courbe a points doubles ordinaires, est de
dimension (n (n+3)/2)—d.

Démonstration. — Si S est une telle composante, S est I’image d’une

composante irréductible de W, , qui contient un point (I'; M, , ..., M),
ou M,, ..., M, sont des points doubles ordinaires de I. On conclut

par 2.3.

2.6. PROPOSITION. — Soit x = (I'; My, ..., M,) un point fermé de W, ,
tel que T représente une courbe a points doubles ordinaires et que les M;
soient des points singuliers de I" deux a deux distincts. Alors p est nette en x.

Si, de plus, M ,, . .., M, sont les seuls points singuliers de T, p est étale en x.

Démonstration. — La netteté de p résulte du critére jacobien.

Supposons dans la suite que I n’a pas d’autre singularité que les M.
Le groupe symétrique G, opére par permutation de facteurs sur (P%)%
donc sur P¥x(P?? et W,, est stable par cette action. Soit ﬁ’m le
quotient de W, 4 par I’action de G;. Notons g : W, ; — I7V,,,,, I’épimorphisme
canonique.

Le morphisme p, étant invariant par G, , se factorise par q :

Wa,a

/ ’\,,
1 N

r

~

Wa,a

-* Sn,d

Le morphisme ¢ est étale en tout point x' de W,, de la forme
T'; M, ..., M) tel que les M soient deux a deux distincts, car en un
tel point le groupe d’inertie est trivial. Posons y = p(x). La fibre
p 1 (») = g 1 (r~! (»)) est réduite. Donc r~! () est réduite.

Or, r ~! () contient un seul point z, car I" n’a pas d’autre point singulier
que les M,.
Il en résulte r ~1 (y) = spec k.
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Considérons le diagramme cartésien

~ ~

W' = (Spec (OSn,d, y) X Sn,d] VVH, i VVn,d

spec (Ds.,,d,y = S,.4

Le morphisme r’ est fini, donc W' = spec B, B étant une Sg_, algébre

finie et locale. On conclut donc, avec NAKAYAMA, que

Wy

(Dsn,-‘h y = B.
Ce qui démontre que r est étale en z, et p étale en x.

2.7. CoROLLAIRE. — Soit T €S, 4. On suppose que T' représente une
courbe a points doubles ordinaires ayant d singularités. Alors S, , est lisse
en I, de dimension (n (n+3)/2)—d.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 2.6 et 2.3.

3. Etude du morphisme U, , — M,

3.1. LEMME. — Soient T' <_s P2 (X) un diviseur relatif au-dessus d’un
schéma X, x € X, et y une générisation de x dans X. Si la fibre géométrique
de x dans X est une courbe a points doubles ordinaires ayant d points singuliers
distincts, alors la fibre géométrique de y est une courbe a points doubles
ordinaires ayant au plus d points singuliers.

Démonstration. — Soit T — X le fermé de non-lissité de I'. Le schéma T
est net au-dessus de x, il est donc net au voisinage de x donc en y. Par
suite, la fibre de y a des points doubles pour seules singularités (1.3).

Soit A un anneau de valuation discréte strictement hensélien,
spec A — X un morphisme tel que I’image du point fermé de spec 4 soit x,
et "image du point générique y, et

T,—»T,—specA
la figure obtenue par changement de base.
Le schéma 7, étant fini sur 4, on a T, 5 [[; 7, ,, ou les T, , sont

des schémas locaux.

Ceux qui ne sont pas concentrés au-dessus du point fermé de A4 sont de
dimension 1, donc étales sur 4; ils sont donc intégres.
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342 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

Un point singulier de la fibre spéciale a donc au plus une générisation
dans T, ce qui termine la démonstration du lemme.

3.2. DEFINITION. — On note I'(W,,) (resp. I'(S,,) le diviseur
de W, x P? (resp. S, 4% P %), défini par I’équation (6)

F(X, Y, T)=0,

I' (W, (resp. I'(S,,) est une courbe et un diviseur relatif au-dessus
de W, 4 (resp. S,, ).

On note V, 4 la réunion des composantes irréductibles de S, , dont la
fibre générique géométrique dans I (S,,) est une courbe irréductible
possédant d points doubles ordinaires pour seules singularités.

Remarquons que, pour qu’une composante irréductible de S,, soit
incluse dans V, ,, il suffit qu’elle contienne un point dont la fibre
géométrique dans I' (S, ,) soit une courbe irréductible ayant d points
doubles ordinaires pour seules singularités. En effet, cela résulte de (3.1)
et de la définition de S, ;.

On note U, 4 I’ensemble des points de V,, dont la fibre géométrique
dans I" (S, ) est une courbe possédant d points doubles ordinaires pour
seules singularités. U, , est un ouvert dense de V,, : en effet, il contient
les points génériques des composantes irréductibles de ¥, ;, et, de plus,
il est I’intersection de 1’ouvert au-dessus duquel 7 est net et de I’ouvert
complémentaire de

Ud'>d Sn, d’

L’ouvert U, ; est lisse (2.7), et T est net sur U, , a fibres de cardinal
constant, donc étale sur U, ,; de plus, I'(S,,) est normalement plat le
long de T(1.95). -

Eclatons T dans I' (U, 4). On obtient une courbe

‘Y(Un,d)_’r(Un,d)—) Un,d’ 0':1 ‘Y(Un,d)_) Un,d
est lisse, et pour tout x de U, 4,

Y (Un, d)x - r (Un, d)x
est birationnel, et v (U, 4), est non singuliére.

Le morphisme y (U, ) — U,  est propre et plat, a fibres génériques
géométriquement connexes, donc a fibres géométriquement irréductibles.

Ce morphisme définit un morphisme V : U, ;, » M,. ou M, est le module
des courbes de genre g = [(n—1) (n—2))/2]—d.
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3.3. Soient C une courbe projective lisse irréductible sur un corps
algébriquement clos k, L un faisceau inversible sur C, et V = V (" (C, L)*)¥)
([5], EGA 11, 1.7.8). Soient

p: VxC-V,

q: VxC-C
les projections.
Comme ¥ x C est universel pour la donnée de trois sections de L, on a un
morphisme
m: Op.c—q* L.
L’ensemble U des points z de V, tels que m soit surjectif en tout point
de {z } x C, est ouvert dans V; en effet, on a

U = V- p(Supp (coker m)),

coker (m) est de type fini, et p propre.
Au-dessus de U, le morphisme m définit un morphisme

h

— UXP2

N
N\ .//

U

UxC

3.4. LEMME. — L’ensemble des points z de U, tels que h, soit une application
birationnelle de C sur son image et que h,(C) soit une courbe a points
doubles ordinaires, est ouvert dans U.

Démonstration. — 1° L’ensemble considéré est contenu dans ’ensemble U’
des points z de U ou 4, est fini. L’ensemble U’ est ouvert dans U. En effet,
soit

F={zeUxC;dim(h™"(h(z) 21},

F est fermé, et U’ = U—p (F). Le morphisme 4 : U'xC —» U x P? est
fini, car propre et quasi-fini.

2° Soit E I’image schématique de U’x C par h. Notons S le conoyau
du morphisme

Oy xp2— h*(@U'xc)-
On a la suite exacte

®) 0 0p— hy(Oyxc) > S—0.
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344 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

Le sous-schéma E de U’x P2 est intégre, car U’ x C I’est, et c’est un
diviseur de U’ x P2, car U’ x P? est régulier, et E intégre de codimension 1.
De plus, E est un diviseur relatif au-dessus de U’. En effet, pour tout ze U’,
E, = E Xy, spec k (2) est ensemblistement I'image de {z } x C dans {z } x P?
par k., par suite E, est de codimension 1 dans {z } x P 2. En particulier,
Oy est U'-plat.

Le morphisme 4 au-dessus de U’ étant fini, on a

h*(@U'XC)Hz}XPz =h,x(0c)
([5] EGA 1L, 1.5.2). Donc S|, p: est le conoyau de

w{z}xPz = h,+(Oc)
et on a une suite exacte

0 Oh.c) = o (0) > S|y xp2 = 0,

ou h, (C) désigne 'image schématique de {z }x C par h,, et par suite
une surjection
.iz
Ok |¢zyxp2 = Onycy > 0.

Il en résulte que 4, (C) est un sous-schéma de E..

3° L’ensemble considéré est contenu dans I’ouvert U” des points z
de U’ tels que la fibre en z du support de S soit de dimension strictement
inférieure & un. Au-dessus de tout point z de U”, A, est un morphisme
birationnel de C sur 4, (C).

4° Le faisceau S étant génériquement plat sur U”, j, est génériquement
un isomorphisme. Donc le degré de E, est génériquement égal au degré
de A, (C), et ce dernier est égal & n pour tout z de U". Comme E est plat
sur U’, le degré de E, est constant sur U’. Donc j, est un isomorphisme
sur U”".

'5° L’ensemble considéré U” est I’ensemble des points z de U” tels
que A4, (C) soit une courbe a points doubles ordinaires. Il résulte donc
du 4° et de (1.3) que U” est ouvert.

3.5. THEOREME. — Soit x un point fermé de U, ;. Si n > (4/3) g, toutes
les composantes irréductibles de ™!\ (x) sont de dimension inférieure
ouégalea3n—2g+2—p(p=0sig=22,p=1sig=1,p=3sig=0),
et il y a au plus une composante irréductible de cette dimension.
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GROUPE FONDAMENTAL 345
-1
Démonstration. — Notons 4 (x) = ¥ (¥ (x)), et considérons
u v

Yax) rA(x) - A(x).

Les fibres fermées de v o u sont toutes isomorphes a I’unique courbe C,
projective, lisse, obtenue en désingularisant la fibre de x dans I' (U, ).
Considérons le schéma

I =TIsom(C x A(X), Y 4¢x))

au-dessus de A (x) qui représente le foncteur qui associe a tout A (x)-
schéma X I’ensemble

Isomy (C XX, ¥ 4(x) X 40 X)-

Soit aelsom (CxI, Y, X 4 1), I'isomorphisme universel qui est
une trivialisation de v, = ¥, X 4 I-
Le schéma I'; = I,y X 4/ est un sous-schéma fermé de P* (),
on a donc un morphisme
2
YI - P (I )’
et donc une surjection
02 > L-0,
Yr

L étant un faisceau inversible sur vy, de degré n.
Le faisceau L et la trivialisation o définissent un morphisme
B: I->J",
J" étant la composante de degré n de Pic (C).

3.5.1. LEMME. — Pour tout point fermé y de I, B~ B (y) est irréductible
de dimension 31(B (»))—1, ou 1(B(y)) désigne la dimension de I’espace
vectoriel des sections globales du faisceau inversible sur C correspondant
au point B (y) de J".

Démonstration. — Soit y’ I'image de y dans 4 (x). Les corps & (), k ('),
et k s’identifient canoniquement, ainsi que les courbes fibres dans vy,
et y, respectivement, et le morphisme

speck = speck(y) > I
définit, par la propriété universelle de 7, un isomorphisme
o, C—vy,.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



346 D. ALIBERT ET G. MALTSINIOTIS

Soit L, = L ®,_k (»). Soit G = o, (L,). En gardant les notations de 3.4,
le diviseur relatif de P2 (U"™), E, de degré n au-dessus de U”, définit un

morphisme
v: U"-PY (2.1

tel que E =T wx v U”, qui se factorise a travers A (x). On notera
encore v le morphisme induit de U” dans A4 (x), et on remarquera que

E = rA(x) X A(x) U m'

Alors y,.. est canoniquement isomorphe & Cx U " puisque tous deux sont
des normalisations de E, et cet isomorphisme permet de factoriser v a

travers / suivant le diagramme
A

UIII
N S
N
V()

1l est immédiat que ensemblistement A (U”) = B~ B(y) et que les fibres
de A sont de dimension 1. Or U” est irréductible, non vide, car y" € U, ,4,
de dimension 3 /(B (»)) puisque c’est un ouvert de V ((I'(C, G)*)*).
Donc B! B (») est irréductible de dimension 3 /(B (y))—1.

- I

3.5.2 LEMME. — Soit k € N *, et posons
Je={jeJ" I()=n—g+I+k}.

Alors :
1° J,! est un fermé de J".

. n 2g-—n
2 dimJ;'=<2g—n-2k pour 1§k._<_T,

2o—
Ji=g pour k> £7h,

Démonstration. — Voir [8].
3.5.3. Suite de la démonstration du théoréme 3.5. — Démontrons que

toutes les composantes irréductibles de I sont de dimension inférieure ou
égale 3 3n—2g+2, et qu’il y a au plus une composante irréductible de
cette dimension.

En effet, soit ¥V = J"—J] qui est un ouvert de J". Considérons la
restriction de B au-dessus de I’ouvert V :

BN - .
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Suivant 3.5.1, la dimension des fibres de B au-dessus de V est
3(n—g+1)—1=3n-3g+2.

La dimension de V étant g, les composantes irréductibles de B~ (V)
sont de dimension inférieure ou égale a

3n—-3g+2+g=3n—-2g+2.
Il y a au plus une composante de dimension 3 n—2 g+2, car une telle

composante est dominante, et la fibre générique est irréductible.

Montrons que les composantes irréductibles de I, qui sont au-dessus
de J"—V, sont de dimension strictement inférieure a 3 n—2 g+2; pour
cela, il suffit de le démontrer au-dessus de J;—J};,,, pour tout k, tel
que 1 £k = (2g—n)2.

Considérons

B_I(Jkn_'*]kn+1)_’Jkn—']kn+1‘

Suivant le lemme 3.5.1, les fibres de B ont une dimension égale
a3(m—g+k+l)—1=3n—-3g+3k+2, et suivant le lemme 3.5.2, la
dimension de J;—J%, | est inférieure ou égale 3 2 g—n—2 k.

Donc les composantes irréductibles de B~ (J2—J® +1) sont de dimension
inférieure ou égale a

3n—3g+3k+2+2g—n—2k=2n—g+k+2§;n+2,
car
2g—n
S
Or n > (4/3)g, donc (3/2) (n+2) <3n—2g+2, d’ou le résultat.

Enfin le morphisme 7 — ™! { (x) est surjectif & fibres de dimension p
d’ou le théoréme.

k=

3.6. THEOREME. — Sin > (4/3) g, V, 4 est irréductible.

Démonstration. — L’ouvert U, , est dense dans V, , donc il suffit de
voir que U, 4 est irréductible. Comme il est lisse, il suffit de voir qu’il est
connexe (2.7).

Soit U une composante connexe de U, ,.

_ n(n+3)

dim U ) _d=3n+g—1 (2.5).
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La dimension des composantes irréductibles des fibres de | étant infé-
rieure ou égale a 3n—2g+2—p, pour n > (4/3) g (3.5), on déduit

dimy(U)=z3n+g—1-3n+2g—2+ p=3g—3+ p=dimM,.

Or M, est irréductible [3], donc U est dominant et, par suite, la fibre
générique de U — M, est de dimension 3n—2g+2—p. Comme la fibre
générique de  posséde au plus une composante de cette dimension (3.5),
ona U= U,,

4. Droites en position générale

4.1. LEMME. — Soit A un anneau de valuation discréte strictement hensé-
lien. Soit D -_, P% un diviseur positif relatif au-dessus de spec A, dont la
fibre fermée D, est une courbe a points doubles ordinaires.

Soit S I’ensemble des points singuliers de D, qui ont une générisation non
lisse dans la fibre générique D,.

Si Dy— S est connexe, D, est géométriquement irréductible.

Démonstration. — Soit T— D le fermé de non-lissité (1.2) du
morphisme D — spec 4. On a
T~ Hiel Ti’

ou 7 est un ensemble fini, et les 7; des schémas locaux finis sur spec 4.
Soient J = {iel; dimT; =1}, T’ =[]y T

Le schéma T’ est étale sur spec A. Soit & le schéma obtenu en éclatant 7"’
dans D. La fibre générique 2, de 2 est lisse (1.4.2), et la fibre fermée 9,
connexe par hypothése.

Le morphisme &2 — spec A est propre et plat, il en résulte que 2, est
géométriquement connexe, donc géométriquement irréductible.

4.2. PROPOSITION. — Soient W une composante irréductible de W, 4 et
x=(@; M, ..., M,) un point de W. On suppose que I" est une courbe
Jformée de n droites en position générale. On suppose, de plus, que si I’on
enléve de T les d points singuliers M, , ..., M,, I’espace obtenu est connexe.
Alors il existe un ouvert U de W formé de points (C; Ny, ..., N,), o C
représente une courbe irréductible a points doubles ordinaires dont les N,
sont les seules singularités.
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Démonstration. — Soit I' (W) le diviseur relatif induit au-dessus de W
par I' (W, ,) (3.2). La fibre de I (W) au-dessus de x est une courbe formée
de n droites en position générale. En particulier, ses seules singularités
sont des points doubles ordinaires.

Il existe un ouvert V contenant x tel que les fibres de I'" (W) au-dessus
des points de V soient des courbes a& points doubles ordinaires (1.3).
Drautre part, dim W = (n (n+3)/2)—d (2.3).

Soient S, ..., S", les composantes irréductibles de S, ,.; qui passent
parI". On a

dimsi=""*3) 44,

Donc si, comme précédemment, p désigne le morphisme canonique
p: W-3S, .
on a

dim Uiz (57 (57 5 7P a1,

Par suite, V' = V—{Ji=7 (p™! (S)) est un ouvert non vide de W. Les
fibres de I" (W) au-dessus des points de V' sont des courbes qui ont
exactement d points doubles ordinaires comme singularités. Soit n le
point générique de W, ne V.

Le point M; est spécialisé d’'un point non lisse de la fibre générique,
et cette fibre n’a pas d’autre point singulier que ces d générisations, car
elle n’en a que d.

II résulte donc, de (4.1) et de ’hypothése de la proposition, que I' (W),
est géométriquement irréductible. On conclut avec ([5], EGA IV, 9.7.3).

4.3. COROLLAIRE. — Il existe un point de V, 4 qui représente une courbe
formée de n droites en position générale.

Démonstration. — Soit I’ une courbe formée de n droites en
position générale. Il existe d points singuliers de I', My, ..., M, tels
que '—{ M, ..., M, } soit connexe, car

égn—l)(n—Z).
2

Soit W une composante irréductible de W, , qui contient (I'; M4, ..., M)).
Soit S sa projection dans PY. Il résulte de (4.2) que S contient un point
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représentant une courbe irréductible & points doubles ordinaires ayant d
singularités.

On adonc S < V,,(3.2), et I'e S, ce qui démontre le corollaire.

6. Résultat de commutativité

THEOREME. — Soient k un corps algébriquement clos de caracté-
ristique p = 0, C une courbe projective plane irréductible, de degré n, a
points doubles ordinaires.

Soit n' le plus grand quotient premier a p de n.

Notons n'P (P*—C, a) la limite projective des quotients du groupe
fondamental , (P> —C, a) finis, de cardinal premier @ p (cf. [10]).
Sin> (4/3)g, on a

P (P2-C, a) ~ z

n'Z
Démonstration. — Elle résulte de (4.3), (3.6), et des résultats
de Porp [10].
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