
Alg�ebre/Algebra GROUPO�IDES QUANTIQUESGeorges MaltsiniotisR�esum�e - Le but de cette note est d'introduire une notion g�en�eralisant �a la fois celle de groupo��de et celle degroupe quantique, notion qu'on pourrait appeler groupo��de quantique.QUANTUM GROUPOIDSAbstract - The aim of this note is to introduce a notion that generalizes simultaneously the notion of agroupoid and the notion of a quantum group. This new mathematical object can be called a quantum groupoid.On se �xe un anneau commutatif K. Dans la suite, on dira module pour K-module,application lin�eaire pour application K-lin�eaire, alg�ebre pour K-alg�ebre associative unif�ereet on notera 
 le produit tensoriel 
K sur K.x 1. On appelle cog�ebro��de (cf. [De]) un quadruplet (A;M;�; "), o�u A d�esigne une alg�e-bre, M un (A;A)-bimodule (les deux structures de K-module sous-jacent �etant suppos�eesidentiques) et � : M ! M 
AM et " : M ! A des morphismes de (A;A)-bimodules,tels que (�
A 1M )� = (1M 
A �)� et (" 
A 1M )� = 1M = (1M 
A ")�.Soient (A0;M 0;�0; "0) et (A00;M 00 ;�00; "00) deux cog�ebro��des. On d�e�nit un cog�ebroideproduit tensoriel (A;M;�; ") comme suit: A = A0 
 A00 est l'alg�ebre produit tensoriel,M =M 0
M 00 est le (A;A)-bimodule produit tensoriel, " = "0
 "00 et � = �(�0
�00), o�u� : (M 0
A0 M 0)
 (M 00
A00 M 00)! (M 0
M 00)
A0
A00 (M 0
M 00) d�esigne l'isomorphismecanonique d�e�ni par �((x1 
A0 x2) 
 (y1 
A00 y2)) = (x1 
 y1) 
A0
A00 (x2 
 y2), pourx1; x2 2M 0 et y1; y2 2M 00.x 2. On appelle graphe un quadruplet (C;B; s; b), o�u C d�esigne une alg�ebre commutative,



B une alg�ebre (non n�ecessairement commutative) et s : C ! B et b : C ! B desmorphismes d'alg�ebres, dont l'image est contenue dans le centre de B.Ainsi B est muni par s et b de deux structures de C-module �a gauche (resp. �a droite),not�ees sB et bB (resp Bs et Bb), de quatre structures de (C;C)-bimodule not�ees sBs, sBb,bBs et bBb, et on remarque que pour tout � 2 fs; bg, � : C ! �B� est un morphismede (C;C)-bimodules. De même, s et b d�e�nissent deux structures de C-alg�ebre sur B etla multiplication � : B 
 B ! B de B d�e�nit par passage au quotient deux applicationslin�eaires �s : Bs
C sB ! B et �b : Bb
C bB ! B. Pour tout �; �; 
 2 fs; bg, l'applicationlin�eaire �� : �B� 
C �B
 ! �B
 est un morphisme de (C;C)-bimodules, l'associativit�ede la multiplication � implique que l'on a ��(1B 
C ��) = ��(�� 
C 1B) et la propri�et�ede l'unit�e que ��(1B 
C �) = 1B = ��(� 
C 1B).Soient (C;B0; s0; b0) et (C;B00; s00; b00) deux graphes. On d�e�nit un graphe produit ten-soriel (C;B; s; b) comme suit: B = B0s0 
C b00B00 et s : C ! B et b : C ! B sont d�e�nispar s(c) = 1
C s00(c) et b(c) = b0(c) 
C 1, pour c 2 C.x 3. Soient A une alg�ebre, C une alg�ebre commutative, ' : A ! C un morphismed'alg�ebres,M = (A;M;�; ") un cog�ebro��de etG = (C;B; s; b) un graphe. On va d�e�nir unecat�egorie C = CM;G;' comme suit. L'ensemble des objets de C est l'ensembleOb(C) = fs; bg.Pour tout �; � 2 fs; bg l'ensemble des 
�eches de � dans � est l'ensemble des morphismes de(A;A)-bimodules de M dans le (A;A)-bimodule associ�e par ' au (C;C)-bimodule �B� .Pour tout �; �; 
 2 fs; bg, la composition d'une 
�eche f 2 HomC(�; �) et d'une 
�echeg 2 HomC(�; 
) est d�e�nie par g �f = ��(g
' f)� et la 
�eche identique 1� par 1� = �'".La composition ci-dessus est associative: Soient �; �; 
; � 2 fs; bg et f 2 HomC(�; �),g 2 HomC(�; 
), h 2 HomC(
; �). On ah � (g � f) = �
(h
' [��(g 
' f)�])� = �
(1B 
C ��)(h
' g 
' f)(1M 
A �)�= ��(�
 
C 1B)(h 
' g 
' f)(� 
A 1M )� = ��([�
(h
' g)�]
' f)�= (h � g) � f : 2



Il reste �a v�eri�er la propri�et�e de l'unit�e: Soient �; � 2 fs; bg et f 2 HomC(�; �). Ona f � 1� = ��(f 
' (�'"))� = ��(1B 
C �)(f 
' ')(1M 
A ")� = f et 1� � f =��((�'") 
' f)� = ��(� 
C 1B)('
' f)(" 
A 1M )� = f .x 4. Soit C une alg�ebre commutative. On appelle big�ebro��de un sextupletB = (C;B; s; b;�; "),o�u (C;B; s; b) est un graphe et (C; bBs;�; ") un cog�ebro��de, tels que � et " soient des mor-phismes d'alg�ebres (la structure de K-alg�ebre de Bs
C bB �etant la structure sous-jacente�a celle de C-alg�ebre produit tensoriel de celle d�e�nie par s et de celle d�e�nie par b). Onremarque que si C = K, alors s = b et B est simplement une K-big�ebre.Le big�ebro��de oppos�e au big�ebro��de B est le big�ebro��de B� = (C;B�; b; s;��; "), o�u B�d�esigne l'alg�ebre oppos�ee �a B et �� = ��, o�u � : Bs
C bB ! Bb
C sB est l'applicationlin�eaire d�e�nie par � (x
C y) = y 
C x, x; y 2 B.Soient B1 = (C;B1; s1; b1;�1; "1) et B2 = (C;B2; s2; b2;�2; "2) deux big�ebro��des. Onappelle C-morphisme de B1 dans B2 un morphisme d'alg�ebres  : B1 ! B2 tel que s1 = s2,  b1 = b2, "2 = "1 et �2 = ( 
C  )�1.Proposition 1. Soit B = (C;B; s; b;�; ") un big�ebro��de. Alors on a:i) "s = 1C, "b = 1C;ii) �s(c) = 1
C s(c), �b(c) = b(c)
C 1, c 2 C.x 5. D�e�nition. On dit qu'une application lin�eaire I : B ! B est un antipode dubig�ebro��de B = (C;B; s; b;�; ") si:a) I : bBs ! sBb est un morphisme de (C;C)-bimodules;b) �b(I 
C 1B)� = s" et �s(1B 
C I)� = b".On appelle big�ebro��de de Hopf un big�ebro��de muni d'un antipode.En consid�erant la cat�egorie C d�e�nie ci-dessus, correspondant au cog�ebro��de (C; bBs;�; "),au graphe (C;B; s; b) et au morphisme identique de l'alg�ebre C, une application lin�eaireI : B ! B est un antipode du big�ebro��de B, si et seulement si I est l'inverse de3



1B : bBs ! bBs consid�er�e comme 
�eche de s dans b, 1B 2 HomC(s; b). En particulier, onen d�eduit la proposition suivante.Proposition 2. Un big�ebro��de poss�ede au plus un antipode.Proposition 3.Un antipode I d'un big�ebro��de B = (C;B; s; b;�; ") est un C-morphismedu big�ebro��de oppos�e B� dans B.D�emonstration. a) Ib = s et Is = b. L'�egalit�e �b(I 
C 1B)� = s" (resp. �s(1B 
CI)� = b") implique que pour tout c 2 C, �b(I 
C 1B)�b(c) = s"b(c) (resp. �s(1B 
CI)�s(c) = b"s(c)), et en vertu de la proposition 1, que Ib(c) = s(c) (resp. Is(c) = b(c)).b) I� = ��(I
I), o�u � : B
B ! B
B d�esigne l'application lin�eaire d�e�nie par �(x
y) = y 
 x, x; y 2 B. Consid�erons le cog�ebro��de M = (C 
 C;M;�0; "0), produit tensorieldu cog�ebro��de (C; bBs;�; ") avec lui même, et la cat�egorie C = CM;G;�0 correspondant �ace cog�ebro��de, le graphe G = (C;B; s; b) et la multiplication �0 : C 
 C ! C de C (quiest un morphisme d'alg�ebres, puisque C est commutative). On a � 2 HomC(s; b) et si l'onpose � = I� et � = ��(I 
 I) on a �; � 2 HomC(b; s). Une v�eri�cation analogue �a celle de[Ab], th. 2.1.4, p. 63, montre que � (resp. �) est un inverse �a gauche (resp. �a droite) de �dans la cat�egorie C, ce qui prouve que � = �.c) "I = ". L'�egalit�e �b(I 
C 1B)� = s" implique que "�b(I 
C 1B)� = "s", d'o�u (prop.1) " = ("
C ")(I 
C 1B)� = "I(1B 
C ")� = "I.d) �I = (I 
C I)��, o�u � : Bs 
C bB ! Bb 
C sB d�esigne l'application lin�eaired�e�nie par � (x 
C y) = y 
C x, x; y 2 B. Consid�eront le produit tensoriel (C;Bs 
CbB; s0; b0) du graphe (C;B; s; b) avec lui même et la cat�egorie C correspondant au cog�e-bro��de (C; bBs;�; "), �a ce graphe et au morphisme identique de l'alg�ebre C. Alors � 2HomC(s0; b0) et si l'on pose � = �I et � = (I 
C I)�� on a �; � 2 HomC(b0; s0). Unev�eri�cation analogue �a celle de [Ab], th. 2.1.4, p. 64, montre que � (resp. �) est un inverse�a gauche (resp. �a droite) de � dans la cat�egorie C, ce qui prouve que � = �.x 6. Exemple. Soient p, q, ps, qs, pb, qb et (aij)1�i;j�2 des ind�etermin�ees,C = K[p; q; p�1; q�1]4



l'alg�ebre des polynômes de Laurent, B0 = K[ps; qs; pb; qb; p�1s ; q�1s ; p�1b ; q�1b ]=(psqs � pbqb)et B = B0ha11; a12; a21; a22i=J la B0-alg�ebre des polynômes non commutatifs en (aij )1�i;j�2,quotient�ee par l'id�eal bilat�ere J engendr�e par a12a11� qsa11a12, a22a21� qsa21a22, a21a11 � pba11a21,a22a12 � pba12a22, qsa21a12 � pba12a21 et qba22a11 � qsa11a22 � (psqs � 1)a12a21. On d�e�nit des mor-phismes d'alg�ebres s; b : C ! B par s(p) = ps, s(q) = qs, b(p) = pb, b(q) = qb et on v�eri�equ'il existe un unique morphisme de K-alg�ebres " : B ! C (resp. � : B ! Bs 
C bB) telque "(ps) = "(pb) = p, "(qs) = "(qb) = q, "(a11) = "(a22) = 1 et "(a12) = "(a21) = 0 (resp.�(ps) = 1
C ps, �(qs) = 1
C qs, �(pb) = pb
C1, �(qb) = qb
C1 et �(aij) = ai1a1j+ai2a2j ,pour 1 � i; j � 2). Le sextuplet (C;B; s; b;�; ") est alors un big�ebro��de et si l'on posed = a11a22� q�1s a12a21, on a Bd = dB, �(d) = d
C d et "(d) = 1. Soient B0 l'alg�ebre obtenueen \rendant d inversible" (B0 = B0ha11; a12; a21; a22; �i=J 0, o�u � d�esigne une nouvelle ind�eter-min�ee et J 0 l'id�eal bilat�ere engendr�e par J , d� � 1 et �d� 1) et s0 (resp. b0) le compos�e des (resp. b) avec le morphisme canonique de B dans B0. On d�emontre que les morphismes� et " se prolongent en des morphismes d'alg�ebres �0 : B0 ! B0s0 
C b0B0 et "0 : B0 ! C,qu'il existe un unique anti-homomorphisme d'alg�ebres I de B0 dans B0 tel que I(ps) = pb,I(qs) = qb, I(pb) = ps, I(qb) = qs, I(a11) = a22d�1, I(a12) = �qba12d�1, I(a21) = �q�1s a21d�1,I(a22) = q�1s qba11d�1, et que (C;B0; s0; b0;�0; "0; I) est un big�ebro��de de Hopf.x 7. Soit (C;B; s; b;�; "; I) un big�ebro��de de Hopf et supposons que B soit une alg�ebrecommutative. Si l'on pose S = Spec(C),X = Spec(B), s = Spec(s) : X ! S, b = Spec(b) :X ! S,m = Spec(�) : X�SX ! X, e = Spec(") : S ! X et i = Spec(I) : X ! X, alors(S;X; s;b;m; e; i) est un K-groupo��de agissant sur S (cf. [De]). La notion de big�ebro��de deHopf g�en�eralise donc celle de groupo��de (et on peut consid�erer qu'un big�ebro��de de Hopfest \l'alg�ebre des fonctions sur un groupo��de quantique"). Supposons que K soit un corpset soient Q une K-alg�ebre commutative, � : Q ! K un morphisme surjectif d'alg�ebres,tel que Ker(�) = hQ, o�u h d�esigne un �el�ement de Q qui n'est pas diviseur de z�ero, et(C 0; B0; s0; b0;�0; "0; I 0) un Q-big�ebro��de de Hopf tel que C 0 et B0 soient plats sur Q et telque C = C 0 
Q K = C 0=hC 0, B = B0 
Q K = B0=hB0, s = s0 
Q 1K , b = b0 
Q 1K ,� = �0 
Q 1K , " = "0 
Q 1K et I = I 0 
Q 1K . Alors, pour tout x; y 2 B0 il existe un5



unique z 2 B0 tel que xy � yx = hz et on v�eri�e aussitôt que si l'on pose �0 = 1B0 
Q �,�0(z) ne d�epend que de �0(x) et de �0(y). En posant f�0(x); �0(y)g = �0(z), on d�e�nit uncrochet de Poisson sur B, autrement dit une structure de Poisson sur X ([Dr]). En vertudes propri�et�es des big�ebro��des, ce crochet satisfait aux conditions suivantes:i) pour tout c 2 C et tout x 2 B on a fs(c); xg = 0 = fb(c); xg (B est uneC-alg�ebre de Poisson pour chacune des structures de C-alg�ebre d�e�nie par s ou b);ii) � est un morphisme d'alg�ebres de Poisson (la structure deK-alg�ebre de PoissondeBs
C bB �etant la structure sous-jacente �a celle de C-alg�ebre de Poisson produit tensorielde celle d�e�nie par s et de celle d�e�nie par b (cf. �a i)), autrement dit, X �S X est unesous-vari�et�e de Poisson de X �X (�eventuellement singuli�ere) et m est un morphisme devari�et�es de Poisson;iii) pour tout x; y 2 B on a "fx; yg = 0 (e est un morphisme de vari�et�es de Poissonpour la structure de Poisson triviale sur S);iv) pour tout x; y 2 B on a Ifx; yg = fI(y); I(x)g = �fI(x); I(y)g (i est unantihomomorphisme de vari�et�es de Poisson).On dit qu'un crochet satisfaisant aux propri�et�es (i) �a (iv) munit X d'une structure degroupo��de de Poisson. R�ef�erences[Ab] E. Abe, \Hopf algebras," Cambridge Tracts in Math., Vol.74, Cambridge Univ. Press, 1980.[De] P. Deligne, Cat�egories tannakiennes, in \The Grothendieck Festschrift," Vol. II, Progress in Math-ematics 87, Birkh�auser, 1990, pp. 111-195.[Dr] V. G. Drinfel'd, Quantum groups, in \Proceedings of the International Congress of Mathemati-cians," Berkeley, California, 1986, pp. 798-820.C.N.R.S, Universit�e de Paris VII, UFR de Math�ematiques, URA 212,2, Place Jussieu, 75251 Paris CEDEX 05.6


