CALCUL DIFFERENTIEL SUR LE GROUPE LINEAIRE QUANTIQUE.
G. Maltsiniotis

(Exposé au Séminaire de Géométrie des Systemes Différentiels

et Dynamiques, le 22 Mai 1990)

Le but de cet exposé est de définir un calcul différentiel non-commutatif sur une dé-
formation quantique, a plusieurs parametres, du groupe linéaire GL(n), introduite par
M. Artin, W. Schelter et J. Tate [Arl] et [Ar2], A. Sudbery [Su] et N. Yu. Reshetikhin
[Re]. En plus, on propose une autre facon d’introduire ces déformations en utilisant un
calcul différentiel non-commutatif sur une déformation quantique a plusieurs parametres

de Vespace affine de dimension n et en appliquant les méthodes de [Mal].

(1.1) On va s’intéresser aux objets suivants. On se fixe un corps commutatif &k, un

ensemble fini I a n éléments et une famille (a{)mg d’indéterminées. On considere ’algebre
M = k<(a{)i,j61>
des polynomes non commutatifs, graduée par le degré total. Les applications k-linéaires
A:M-sMeoM A(a{)zZaf@ai
k

et

e: M =k 5(ai):51

(out ¢ désigne le symbole de Kronecker) définissent une structure de bigebre sur M. On
s’intéresse aux bigebres quotients de M , autrement dit, aux bigebres N de la forme M/R ,

ou R désigne un idéal bilatere gradué de M tel que

A(R)CROM+M®R et R C Ker(¢)



Exemple (1.2). L’algebre des polynomes commutatifs, N = k[(a{)mg], I'idéal R

étant 1'idéal bilatere engendré par

a{aé—aéaf, 1, g, k, el

On s’intéresse plus particuliérement aux bigebres quotients qui sont des “déformations”
du cas commutatif. On demandera en particulier que la dimension des composantes ho-
mogenes de la bigebre quotient N soit donnée par la formule

dimg(Np) = C7l

n24+m—1

autrement dit, que cette dimension soit égale a la dimension de l'espace vectoriel des
polynomes (commutatifs) homogenes de degré m a n indéterminées. On dira alors que N

a la bonne fonction de Hilbert.

Les méthodes de construction de telles bigebres quotient sont en général des variantes
de la méthode de Manin [Ma2]. L’objet de départ est un “espace quantique”, autrement
dit, une algebre graduée de type fini, et on construit en quelque sorte un objet universel
d’automorphismes. Je ne rappellerais pas les détails de la construction de Manin, mais on

vera son application a un exemple qui sera 'objet principal de mon exposé.

(1.3) On va généraliser le g-plan quantique en dimension n. Je rappelle que le ¢-plan

quantique est le quotient de I’algebre des polynomes non commutatifs k(x, y) par la relation

yr = qry

On généralise en dimension n en considérant des indéterminées (z;);er, une famille ¢ =

(¢;)i jes d’éléments de k et en posant
Ay = k(zi)ien)/ T,
ou J est I'idéal bilatere engendré par les relations

Tjl; = 50T njel.



On suppose que ¢;; =1, 1 € I, et que ¢;;q;; = 1, i,j € I. Ces relations assurent que

pour toute relation d’ordre total < sur I les monomes

forment une base du k-espace vectoriel A,. En particulier, cette algebre est une déformation
de l'algebre des polynomes commutatifs k[(x;)ier] -

(1.4) Appliquer la méthode de Manin dans ce cas, consiste a considérer ’algebre

k<(a{)i,jel> @k k((2i)ier)

et écrire que les éléments
1 § : k
wl‘ = al‘ ® wk
k

satisfont aux mémes relations que les x; :

(%:af ®:1:k> (Zaﬁ ®x,> = q;; (Zaf ®:1:k> (Za", ®x,> .

l k l

Si 'on choisit une relation d’ordre < sur [ on a:

kI kI kol kol
aja; QT+ ) a;a; QT T =gy ) ;05 QT+ gy ) ;05 O Ty

k<l k>l k<l k>l

et comme la famille (wkwl)kgl forme un systeme libre on a:

k _k k _k

Cl]‘ai —q]‘iala]‘ 5 k—l
k1 Uk k1 l k
aja; + Gy, @50 = q5;0; a; + qjidy, a5 k<l

cette deuxieme relation étant en fait vraie pour tout k et [, puisque le raisonnement ci-
dessus est vrai pour n'importe quelle relation d’ordre. N’empeche qu’on vérifie facilement

qu’il n’y a que

n(n—1) n(n+1) nz(n2 -1)

2> 2 = 4

relations indépendantes. La moitié du nombre des relations attendues pour esperer avoir

la bonne fonction de Hilbert.



On peut completer ces relations en utilisant la méthode de Manin [Ma2], mais on
salt maintenant que ce n’est pas la bonne méthode. (Déja pour le “plan quantique de
Jordan” ce qu’on obtient n’a pas la bonne fonction de Hilbert). On peut utiliser deux
variantes. Ou bien, définir une structure différentielle sur A, et appliquer la méthode de
[Mal] que je développerais a la deuxiéme partie de U'exposé. Ou bien, utiliser la méthode
suivante proposée par plusieurs auteurs. Elle consiste a remarquer que les relations ci-
dessus sont exactement les relations qu’il faut imposer pour qu’il existe une structure de
M/ R-comodule a gauche sur A,. On peut alors considérer un deuxieme “espace quantique”
et imposer en plus des relations précédentes, celles qui assurent 'existence d’une structure
de M/R-comodule a droite sur cet “espace”, et constater que pour un choix judicieux de

cet “espace” on obtient une bigebre quotient ayant la bonne fonction de Hilbert.

Pour cela, on considere des indéterminées (y');er, une famille p = (p%); ;e d’éléments
de k et on pose
B, = k{(y")ier)/J'
ou J' désigne l'idéal bilatere engendré par les relations

vyt ="y
On suppose que p** =1, 1 € I, et pp’* =1, 7,57 € I. (Les indices en haut ne sont pas
fortuites: Si 'on voulait effectuer les constructions de facon intrinseque il faudrait partir
d’un k-espace vectoriel de dimension finie E . définir M comme étant 1’algebre tensorielle
M =T(E ® E*), et considérer A, comme étant un quotient de T(E) et B, un quotient
de T(E*). Bien entendu, si pour tout 7 et j appartenant a [ on a 4 = p% alors B, est

isomorphe & A, .) Cette fois ci, on considere l'algebre
F((y"ier) @k k{(a})ijer)
et on écrit que les éléments
v = vt oa
k
satisfont aux mémes relations que les y'. On obtient ainsi n?(n? — 1)/4 autres relations

qu’on adjoint aux précédentes. Soit M, , la bigebre quotient ainsi obtenue.
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Théoréme (1.5). (Artin, Schelter, Tate) -Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) My, ala bonne fonction de Hilbert;

i) 1l existe une relation d’ordre total sur I et une constante A\, X\ € k, A\ # —1, telles
que pour tout 1 et 37 dans I, 1 < j, on ait qjipji =\

et alors M, , est le quotient de M par [idéal bilatere engendré par les éléments

(1) afaf - qjiafaf ) L, kel, 1<y

(2)  ajaf —ptafag, iklel, k<l

(3) afal—(p) g, alal igkilel, i<j, k<l
(4) aéaf — (pji)_lplkafag — (pji)_l(/\ — 1)a§af . Ly klel, 1<3, k<l

Les remarques suivantes s’ imposent. Si l'on utilisait la méthode de Manin pour “com-
pleter les relations manquantes”, on aurait pour pout tout 7 et j, p/* = q;; et la condition
(ii) ne serait satisfaite que si tous les ¢;i» @ < Jj, étaient égaux ou opposés a une meme
constante g, ¢ € k., telle que A = ¢*. Si tout les ¢;i» 1 < J, sont égaux on retrouve la
g-déformation classique du groupe linéaire. C’est bien entendu, un cas intéressant mais
pas le seul. Le quotient M, , de M par l'idéal bilatere engendré par les éléments (1), (2),

(3), (4) ci-dessus a la bonne fonction de Hilbert méme si A = —1 mais alors M , # M ,.

(2.1) On va maintenant définir un calcul différentiel non-commutatif sur 4, qui perme-
ttra de retrouver ces mémes bigebres en appliquant les méthodes de [Mal]. En plus, ces

bigebres seront ainsi naturellement munies d’un calcul différentiel.

Considérons 'algebre différentielle libre

A = E((zi)ier, (& )ier)

ou (&;)ier désigne une deuxieme famille d’indéterminées et la différentielle d est définie par
les conditions suivantes

i) de; =&, pour @ € I;

ii) d est une antidérivation (pour la graduation définie par le degré total en les ;) ;

iii) 42 = 0.



Par exemple,
d(zierliling) = G&re&iliv — vl &Gl — vilrr&i&ik;

d(zi&ri&ing) = §&wibiry — 2666w + 26266

L’ algebre A est bigraduée par le degré total en les z; et les & . On désigne par A g
composante de bidegré (m,m') (m étant le degré total en les x; et m’ celui en les ;). La

différentielle d est bihomogene de bidegré (-1,1).

On se donne des familles p = (p"); jer, ¢ = (qij)i,jer r = (ri)ijer et v’ = (rgj)i,jEI
d’éléments de k satisfaisant aux conditions:

i) pour tout i et j dans I, ¢ # j, on a
g0 = p7p’t =1 et ri; 70 ou 1 #0
ii) pour tout ¢, ¢ € I, on a
;i =1, p=0 et ri; =0
On désigne par J 'idéal différentiel (stable par d) bilatere engendré par les relations
TjT = QT4

§ixj = rijui&i + ;i€

L& = —pEsG

et par {2 l'algebre différentielle bigraduée quotient de A par I'idéal J.

Théoréeme (2.2). -Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Ualgébre bigraduée Q a la bonne fonction de Hilbert (dimk(ﬂm’m/) = Cz;ln_l -C?/ );

i) pour toute relation d’ordre total < sur I les monomes

ET T TIN S S AR S P2 IO P I AP TOINO

forment une base du k-espace vectoriel §2;



i1) il existe une relation d’ordre total < sur I telle que pour tout 1,5 € I,1<j, on ait

= Ji

Ty = 4P

Lt e
ri; =plt, ri; =0,

— e Jjio__ 1 .
Tje = 455 > Ty = 45:P 1

et alors J est [idéal bilatére engendré par

(1) TjT; — T, n,jel, 1<yg,
(2) Giwy — Nzl el
(3) Civj —p'la;i ijel, i<j,
(4) §ivi — gy — (A — D& njel, 1<y,
(5) i iel,
(6) &+l iLjel, i<y,

odx\j:rjj,pourjef,et/\j:qjipji,pouri,jéf, 1< 7.

PLAN DE LA DEMONSTRATION: L’ implication (ii) = (i) est triviale. L’implication (i) =

(ii) résulte du fait qu’en vertu de la définition de l'idéal J les monomes

(@i, @iy« 3§51 G - &) )iy i< s 1 <o <oy

forment un systeme de générateurs du k-espace vectoriel 2. L’équivalence de (ii) et de

(iii) est une conséquence du “Diamond lemma” de Bergman [Be].

On suppose désormais que I = {1,2,...,n} et que les conditions équivalentes du thé-
oreme sont satisfaites, ce qui implique que r et r’ sont déterminés par ¢ et p sauf r1; . On
pose A=A =ripet \j =r;; = qjipji, 1 <2< j <n,eton désigne par A, , » 'algebre
différentielle quotient de A par I'idéal J engendré par les générateurs (1) - (6) ci-dessus.

Sipour tout et 7,1 <1¢,5 <n,\; =Aj, cette algebre sera notée plus simplement A, , .
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(2.3) On appelle bigébre différentielle graduée un quadruplet (H,d, A, ) tel que
i) (H,d) soit une algebre différentielle graduée:

H= @H" , d= @ dpn , dm:H™ - H" T
meN méeN

oud?=0etd(a-b)=da-b+(-1)"a-db, ac H™ | beH;

i) A et ¢ soient des morphismes d’algebres différentielles graduées:
A:H—-H®H, e:H—Ek

(la stucture d’algebre graduée sur H @ H étant celle du produit tensoriel gauche ([Bo], III,
p. 49):

(a@b)(ad @) =(=1)"" (aa’ @bb') , o EH™, beH™, a, b eH
la différentielle étant définie par
dla@b)=da@b+ (-1)"a®@db acH™ 6 beH

et k étant considéré comme algebre différentielle graduée pour la graduation triviale et la
différentielle nulle);

iii) (H, A, ¢) soit une cogebre coassociative cotinifere :
(A@idy) o A= (idu®A)o A et (¢®idy)o A = (idy®e)o A =idy

(en identifiant k @ Het H@ k a H ).

Exemple (2.4). On note

M = k(@) i<ijns (0)1<ij<n)  da] = o]

J

I'algebre différentielle libre, ou (a{)1<i i<n €6 (a)1<i j<, désignent des indéterminées et

on définit des morphismes d’algebres

A:M—=-MxM et e: M=k



par

M) =Y dFod . Aled)=Yatod+d deal
k=1 k=1 k=1
et
elal)=06 .  elal)=0

Alors (M, d, A, ¢) est une bigebre différentielle graduée.

Remarque (2.5). L’algebre M est bigraduée par le degré total en les a‘z et les oz‘z , Iais

A et € ne respectent que la deuxieme graduation.

On s’intéresse aux bigebres différentielles graduées quotient de M, autrement dit, aux

bigebres W = M/R | ou R désigne un idéal bilatere différentiel bigradué tel que
A(R)CROM+M@ R et R C Ker(e)

et plus particuliérement a celles qui sont des “déformations” du cas “commutatif” (c’est a
dire, de 'algebre produit tensoriel de ’algebre des polynomes (commutatifs) k[(a{)lgi,jgn]
par l'algebre extérieure de 'espace vectoriel engendré par les a‘z ) ou celles qui ont la bonne
fonction de Hilbert:

dim (W™ = Cr,7L o

n24+m—1" “~n2

(2.6) On définit une coaction a gauche de M sur A, autrement dit, un morphisme

d’algebres différentielles graduées
S:A—-MeA |

satisfaisant a

(A®ida)od = (iduy®d)od

en posant
n

Szi) = af@w, . 8&) =) afor +) af o
k=1 k=1

k=1

On dit qu’une bigébre différentielle quotient W de M agit sur A, x , sila coaction § passe

au quotient et définit une coaction

J: Rgpr = WA,

9



Théoreme (2.7). Pour qu’il existe une bigébre différentielle quotient de M agissant
sur Rgp o et ayant la bonne fonction de Hilbert, il faut et il suffit que pour tout 1 et j,
1<i<jy<n,onat = qjipji et alors cette bigebre est unique et notée My, . L’algebre

sous-jacente a My, est le quotient de M par ["idéal bilatere engendré par

(1) afaf—q]iafaf, I1<i<j<n, 1<k<n
(2) atak — p*akal | 1<i<n, 1<k<iI<n
(3) afaﬁ (p’) 1qlkaiaf, I1<i<j<n,1<k<lI<n
(4) aéaf (p]’)_lplkafag (P~ — 1)a£af , I1<i<j<n,1<k<lI<n
(5) aka¥ — Nakak | 1<i:<n, 1<k<n
(6) ozfa"; pjiafaf, I1<i<j<n, 1<k<n
(7) afaf—qjlafaf—(/\—l)afaf, I1<i<j<n, 1<k<n
(8) akal qlkaﬁaf, 1<i<n, 1<k<iI<n
(9) alak — pl*kakal — (N — 1)alat | 1<i<n, 1<k<iI<n
(10) afaé—p]’(plk)_laéaf , I1<i<j<n,1<k<lI<n
(11) aﬁaf—(qjl) lplka;C 5—(qji)_1(A—1)a§af , 1<i<ji<n,1<k<i<n
(12) afaﬁ — qji(plk)_laﬁoz"; — ()7t — 1)a§ozf , 1<i<ji<n,1<k<i<n
(13)  ajaf — q;;(q,) " afal — (p7") (N = Dajaf— (q,,) 7 (A = D)afa]
—(A—2+A_1)a§af, 1<i<j<n, 1<k<li<n
(14)  (ab)?, 1<i:<n, 1<k<n
(15) ozfoz";—l—pjioz";ozf, I1<i<j<n, 1<k<n
(16) ozfozﬁ—l—qlkozﬁozf, 1<i<n, 1<k<iI<n
(17) ozfozl—l—p]’(plk)_lozéozf , I1<i<j<n,1<k<lI<n
(18) ozﬁoz"; + (qjl)_lplkoz";ozi + (q]l)_l(/\ — 1)0z§ozf , 1<i<j<n,1<k<l<n.

IDEE DE LA DEMONSTRATION: On effectue d’abord la construction de [Mal] qui revient

a écrire que les d(x;) et 0(&;) satisfont aux mémes relations que les z; et ;. On obtient
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ainsi une bigebre différentielle quotient W de M qui agit sur A, , » et on constate que

nz(n2 +1)

dimg (W30 < 5

a moins que A = qjipji pour tout 7 et 5, 1 <1 < j <n, dans quel cas

20,2
. n‘(n”+1
dimy, (W?°) = (41 5 )
On supposera donc cette condition satisfaite. Neanmoins, la bigebre Wy n’a pas la bonne
fonction de Hilbert. En particulier, on a
n(n—1)

dimk(Wi’l) =nt 4+ 5

(au lieu de n*). Ensuite, on détermine tous les sous-espaces vectoriels V' de dimension

n(n—1)/2 de Wi’l tels que 'idéal différentiel R de W1 engendré par V' satisfasse a
A(R)YCRoOW,+W,®R

(il s’agit d'une sous-variété de dimension n(n —1)/2 de la grassmannienne des sous-espaces
vectoriels de dimension n(n—1)/2 de Wi’l ). Enfin, en appliquant le “diamond lemma”, on

démontre qu’il y a exactement un sous-espace V' qui convient et on obtient les générateurs

(1) - (18) ci-dessus.

La démonstration ci-dessus n’est pas raisonnable. En effet, la vérification finale que
les générateurs (1) - (18) satisfont au “diamond lemma” démande quatre-vingts pages de
caleuls. Evidemment on peut faire la vérification par ordinateur, mais est-ce une démon-
stration? Il est en tout cas souhaitable de trouver une preuve plus conceptuelle. Avis aux

amateurs ...
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