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1 La définition des dérivateurs

1.1 Historique

Dans la théorie des dérivateurs, on ne peut citer, a ma connaissance, que
quatre noms : A. Grothendieck, A. Heller, B. Keller, et J. Franke. La premiere
fois ou la notion, et le mot, apparait est dans la “Poursuite des champs”,
lettre de plus de six cent pages, d’Alexandre Grothendieck a Quillen, datant
de 1983. Le premier a avoir publié une axiomatique de cette théorie est Alex
Heller dans “Homotopy theories”, Memoirs of the AMS, vol 71, no 383 (1988).
Dans ce texte les dérivateurs sont appelés “théories homotopiques”. A peu
pres a la méme époque, Grothendieck est en train de rédiger un manuscrit de
plus de 1800 pages : “Les Dérivateurs”, dont on peut estimer ’achevement
en 1990, et qui va étre au centre de ces exposés. Dans sa these “Derived
categories and universal problems”, Comm. in Alg. 19, 3, pp. 699-747 (1991),
Bernhard Keller développe une notion proche, dans le cadre des catégories
triangulées, qu’il appelle “tour de catégories triangulées”. Plus récemment,
en 1996, également dans le cadre triangulé, Jens Franke développe une notion
qu’il appelle “systeme de catégories triangulées de diagrammes”.

1.2 La problématique

Le but de la théorie des dérivateurs est de dégager le “bon” cadre de
I’algebre homotopique et ’algebre homologique. Assez rapidement, apres 'in-
troduction par Verdier de la notion de catégorie triangulée comme cadre de
I’algebre homologique, on s’est apercu que ce cadre était insuffisant. FEssen-
tiellement pour deux raisons, d’ailleurs liées :

a) Un diagramme dans une catégorie triangulée ne contient pas suffisam-
ment d’information pour déterminer sa limite ou colimite homotopique, a
isomorphisme canonique pres. Par exemple, le cone d'un morphisme n’est
connu qu’a isomorphisme non canonique pres.

b) La catégorie dérivée d’une catégorie abélienne ne satisfait pas une
propriété universelle.

Dans sa these Bernhard Keller a résolu le deuxieme probleme en con-
sidérant “des tours de catégories triangulées”, a la place des catégories tri-
angulées isolées. Au lieu de considérer uniquement la catégorie dérivée d’une
catégorie abélienne, on considere aussi les catégories dérivées des catégories
abéliennes de diagrammes de type donné de la catégorie abélienne de départ.
Bernhard Keller considere les diagrammes cubiques. FEn fait, on peux con-
sidérer des diagrammes plus généraux. Soit par exemple A une catégorie
de Grothendieck. Pour toute petite catégorie I, la catégorie Hom(/°, A) des



préfaisceaux sur [, a valeurs dans A, est aussi une catégorie de Grothendieck,
et on peut considérer sa catégorie dérivée

D(7) = Der(Hom(/°, A))
Si [ = e est la catégorie ponctuelle,
D(e) = Der(Hom(e®, A)) ~ Der(A)

est la catégorie dérivée de A. On rappelle que si C(A) désigne la catégorie
des complexes de A, la catégorie dérivée Der(A) est la catégorie

Der(A) = C(A)[W:]

qis

obtenue en inversant formellement les quasi-isomorphismes de C(A). En revenant
au cas d’une petite catégorie arbitraire I, D(/) est donc la catégorie

D(1) = C(Hom(I°, A)W;'] .

ou Wy est formé des quasi-isomorphismes de C(Hom(/°, A)). Or, on a un
isomorphisme canonique

C(Hom(1°, A)) ~ Hom(I°, C(A))

(les complexes d'une catégorie de préfaisceaux sont les préfaisceaux de la
catégorie des complexes), les quasi-isomorphismes de C(Hom(/°, A)) s’iden-
tifiant aux morphismes de préfaisceaux qui sont des quasi-isomorphismes de
C(A) argument par argument. Ainsi un objet de D([) s’identifie a un foncteur

I°'— C(A)
et définit en particulier un foncteur (diagramme de type 1°)
I° —— Der(A) = D(A)

Il contient néanmoins plus d’information et permet cette fois ci, a déterminer
la limite ou colimite homotopique a isomorphisme canonique pres. De facon
plus précise, si p : [ — e désigne I'unique foncteur de la catégorie [ vers la
catégorie ponctuelle, ce foncteur définit un foncteur “préfaisceau constant”

C(A) = Hom(e, C(A)) — Hom(1°,C(A))

Y

qui induit un foncteur

p" : Der(A) = D(e) — D(])



Ce foncteur admet un adjoint a gauche pi, et un adjoint a droite p.
pr, pe s D) — D(A)

associant fonctoriellement & un objet de D(7) la colimite, ou la limite, homo-
topique du diagramme de type I° correspondant. Plus généralement, un fonc-
teur u : I — J, entre deux petites catégories, définit un foncteur “préfaisceau
image réciproque”

Hom(u®, 1¢(a)) : Hom(.J?, C(A)) — Hom(/°, C(A))

qui induit un foncteur

u D) — D)
et on démontre que ce foncteur admet un adjoint a gauche wuy, généralisant
les colimites homotopiques, et un adjoint a droite u, généralisant les limites
homotopiques.

De plus, on vérifie facilement que pour tout morphisme de foncteurs

on associe un morphisme de foncteurs o* : v* — u*

et qu’on définit ainsi un 2-foncteur strict de la 2-catégorie des petites catégories
dans la 2-catégorie des catégories (non nécessairement petites)

I—D), fr—f", ar—ao

L’idée de Grothendieck est que c’est ce 2-foncteur qui code l'information
complete de la “structure triangulée” d’une catégorie dérivée. Il s’agit donc
de dégager des axiomes adéquats sur un tel 2-foncteur, en commencant dans
un cadre non additif, puis en étudiant le cas “pointé”, et enfin le cas additif
ou triangulé.



1.3 Prédérivateurs

On note Cat la 2-catégorie des petites catégories. On se fixe une sous-
2-catégorie Dia de Cat, appelée catégorie de diagrammes, et satisfaisant a
toute les conditions de stabilité dont on aura besoin. En pratique, Dia sera
soit Catl toute entiere, soit la sous-2-catégorie pleine formée des catégories
finies, ou des catégories associées a des ensembles ordonnés finis.

Un prédérivateur de domaine Dia est un “2-foncteur contravariant strict”
D : Dia® — CAT

ou CAT désigne la “2-catégorie” des catégories non nécessairement petites.
Cette définition doit étre comprise comme étant une facon concise pour
dire qu'un prédérivateur de domaine Dia est une fonction associant a une
catégorie appartenant a Dia une catégorie (non nécessairement petite) D(7),
a un foncteur v : I — J appartenant a Dia un foncteur

u=up D)= D)

et a un morphisme de foncteurs

s1

[|—————= ] est dans Dia

(Ba)=a"p" 1 =1l



et si

[/Iljj/i_}?[( est dans Dia
\_//7 \/)7

(Brxa) =a" %"
Ces conditions impliquent que si

I /@ J——=K est dans Dia
\//

U

(vxa) =a"*xv* |

et si
[—u>J/i_}?K est dans Dia
\_/)7
Si

D: Dia® — CAT

est un prédérivateur de domaine Dia, on dit que les objets de Dia sont les
catégories d’indices pour D, les D(I) les catégories de coefficients pour D,
et les objets de D(1) les coefficients de type D sur I. Si u : [ — J est
dans Dia, on dit que u* : D(J) — D(I) est le foncteur image inverse. Si e
désigne la catégorie finale, on dit que D(e) est la catégorie fondamentale du
prédérivateur et les objets de D(e) les coefficients fondamentaux ou absolus.
Pour toute petite catégorie I, on note p; : [ — e le foncteur canonique. On
dit qu’un coefficient F' de type D sur [ est constant s’il existe un coefficient

absolu M tel que F' ~ pjM.

Exemple 1.3.1. Un localisateur est un couple (M, W) formé d’une catégorie
M, et d’une partie W de FI(M). Pour toute petite catégorie I, on note M([I)
la catégorie des préfaisceaux sur [ a valeurs dans M

M(I) = Hom(I°,. M) |

et Wy la partie de FI(M(1)) formée des morphismes de préfaisceaux qui sont
dans W argument par argument :

e EW <= VieOb(l) p; €W



A tout localisateur (M, W), on associe (modulo des difficultés ensemblistes)
un prédérivateur D = D), de domaine Dia = Cat, comme suit. Si I est
une petite catégorie, on pose

D(1) = Hom(1°, M)[W;"]
Siu: I — J est un morphisme de Cat, on déduit un foncteur
Hom(u®, 1) : Hom(J°, M) — Hom(/°, M)

tel que
Hom(u®, 1o )(Wy) C Wy

Il induit donc un foncteur

Si

est un morphisme de foncteurs dans Cat, a; : u(i) — v(i), ¢ € Ob([), on
déduit un morphisme de foncteurs

Hom(u®,1 o)

/\
Hom(/°, M) ft Hom(J°, M)

\_/

Hom(v°,1 54)

F.Jo— M Hom(v°, 1p)(F) = Fv° — Fu® = Hom(u®, 10)(F)
Ob(l)3 i1+ F(ay): Fv(i) — Fu(i)

qui, en vertu de la 2-fonctorialité de la localisation, définit un morphisme de
foncteurs

Le plus souvent M sera une catégorie de modeles fermée de Quillen, et W
la partie de FI(M) formée des équivalences faibles. On dit alors que (M, W)

7



est un localisateur de Quillen, et dans ce cas les difficultés ensemblistes dis-
paraissent. [L’exemple des catégories dérivées envisagé dans 'introduction est
le cas particulier ot M = C(A) est la catégorie des complexes d’une catégorie
de Grothendieck, et W = W, est formé des quasi-isomorphismes. D’apres

Fabien Morel, (C(A), W,;5) est un localisateur de Quillen.

Un autre exemple important est le prédérivateur HOT correspondant
au localisateur de Quillen (Top, W, ), ou Wy, est formé des équivalences
faibles topologiques, applications continues f : X — Y telles que :

a) mo(f) : mo(X) — mo(Y') est une application bijective;

b) pour tout n > 1, et tout @ € X, m,(X,z) — m,(Y, f(x)) est un

isomorphisme de groupes.
En vertu de la théorie classique des ensembles simpliciaux, le prédérivateur
HOT peut étre également défini par le localisateur de Quillen (A,Wg),
ot A désigne la catégorie des ensembles simpliciaux, et W3 est formé des
équivalences faibles d’ensembles simpliciaux, morphismes d’ensembles simpli-
ciaux dont la réalisation topologique est une équivalence faible topologique.
Enfin, en vertu de la théorie de Thomason, le prédérivateur HOT est aussi
défini par le localisateur de Quillen (Cat, W), ot W, est formé des mor-
phismes de Cat dont le nerf est une équivalence faible d’ensembles simplici-
aux.

Revenons au cas d’un prédérivateur général D. Un fait crucial et élémentaire
est le suivant.

Proposition 1.3.2. Si (u,v) est un couple de foncteurs adjoints dans Dia
el
eruv — 1 | n:1—ou

les morphismes d’adjonction (supposés dans Dia), alors (u*,v*) est un couple
de foncteurs adjoints et

*

niuvt — 1 gl — "

les morphismes d’adjonction.
DEMONSTRATION. En effet, par hypothése, on a

UKT) EXU n*Y Y*kE
u > UVU Su,

(exu)(uxn)=1, (vke)(nxv)=1, ,

d’ou



Lo = (1) = (o) (vxe) = (075 p) (e *07)

ce qui prouve l'assertion.

Corollaire 1.3.3. Si (u,v) est un couple de foncteurs adjoints dans Dia, et
st u (resp. v) est pleinement fidéle, alors v* (vesp. u*) est pleinement fidéle.

DEMONSTRATION. En effet, si
eruv — 1 n:1—ou

désignent les morphismes d’adjonction, ’hypothese que u (resp. v) est pleine-
ment fidele implique que n (resp. €) est un isomorphisme, donc n* (resp. £*)
aussi, ce qui implique, en vertu de la proposition précédente, que v* (resp.
u*) est pleinement fidele.

Soit w : I — J dans Dia. On dit que u est une D-équivalence si le
foncteur v* : D(J) — D(7) induit un foncteur pleinement fidele sur la sous-
catégorie de D(.J) formée des coefficients constants, autrement dit, si pour

tous coefficients absolus M, N (M, N € Ob D(e)) I"application
Homp s (p3 M, p5 N) — Homp1)(p7 M, pr V')

P r—u"(p)

[t pr=pyu
e pr =u"p]

est bijective. On note Wy la partie de FI(Dia) formée des D-équivalences.
On dit qu’une petite catégorie I dans Dia est D-asphérique si p; : [ — € est
une D-équivalence. Comme tout coefficient absolu est constant, dire que [
est D-asphérique signifie que le foncteur pj est pleinement fidele.

Exemple 1.3.4. On verra que si D est le prédérivateur HOT, alors les
D-équivalences sont exactement les équivalences faibles de Cat, autrement

dit, Wp = We..
Revenons au cas d’un prédérivateur général D.
Proposition 1.3.5. Le localisateur (Dia, Wp) est fortement saturé.

On dit qu’un localisateur (M, W) est fortement saturé si pour toute fleche
u de M, u € W si et seulement si ya(u) est un isomorphisme, ou

Ym M — M[W_l]



désigne le foncteur de localisation.

DEMONSTRATION. Soit ug : Iy — Jo une fleche de Dia telle que yp(ug) soit
un isomorphisme, ou

vp : Dia — Dia[Wp']
désigne le foncteur de localisation. Montrons que wg est dans Wp. Soient M,
N deux coefficients absolus, et considérons le foncteur
Dia L Ens®
I+ Homp(pr(M), p7(N))

u o (e u(p)

Par définition d’une D-équivalence, si v est une D-équivalence, son image
b b

par ce foncteur est une bijection. En vertu de la propriété universelle de la

localisation, on a donc un triangle commutatif

Dia
l v
i)

Dia[W5']

Ens®
M,N

Comme ~p(ug) est un isomorphisme, il en est de méme pour @y n(ug) =
@57 NV (o), autrement dit pour tous coefficients constants M, N, ® a7 n(uo)
est une bijection. On en déduit que uy est une D-équivalence, ce qu’il falait
démontrer.

Corollaire 1.3.6. Le localisateur (Dia, Wrp) est faiblement saturé.

On dit qu’un localisateur (M, W) est faiblement saturé si :
a) Les identités de M sont dans W.

b) Si dans un triangle commutatif deux des trois fleches sont dans W, il
en est de méme pour la troisieme.

¢) Sit: X' — X admet une retraction r : X — X' (ri = lx/), et si
ir € W, alors r € W (et donc aussi i € W, par (a) et (b)).

Proposition 1.3.7. Soient A une petite catégorie dans Dia admettant un
objet final (ou initial), et B une petite catégorie arbitraire dans Dia. Si p :
A x B — B désigne la deuziéeme projection, alors p* est pleinement fideéle.
En particulier, p est une D-équivalence.
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DEMONSTRATION. Supposons, par exemple, que A admet un objet final ¢4,
et notons 1 : B — A x B le foncteur b — (e4,b). Ce foncteur est pleinement
fidele, et (p,1) est un couple de foncteurs adjoints. On en déduit que p* est
pleinement fidele (corollaire 1.3.3).

Corollaire 1.3.8. Une petite catégorie dans Dia admettant un objet final
(ou initial) est D-asphérique.

On rappelle que deux morphismes ug,u; : A — B de Cat sont dits ho-
motopes §’ils appartiennent a une méme composante connexe de Hom( A, B).
La relation d’homotopie est donc la relation d’équivalence engendrée par la
relation : il existe un foncteur A : Ay x A — B tel que hi. = u., ¢ = 0,1,
ou A; désigne la catégorie {0 — 1}, et i. le foncteur a — (g,a), ¢ = 0, 1.
Cette relation est compatible a la composition, ce qui permet de définir une
catégorie Cal, ayant mémes objets que Cat, et telle que

Homz—(A, B) = mo(Hom(A, B)
et un foncteur de passage au quotient
Q:Cat — Cal

On dit qu'une fleche u de Cat est un homotopisme si Q(u) est un isomor-
phisme de Cat. On dit qu'une petite catégorie A est contractile sipy : A — €
est un homotopisme.

Lemme 1.3.9. Soient ug,u; : A — B deux fleches homotopes de Dia. Alors
ug est une D-équivalence si et seulement uy [’est.

DEMONSTRATION. On peut supposer qu’il existe h : A} x A — B telle que
u. = hi., ¢ =0, 1. Notons p: A; x A — A la deuxieme projection. On a

pro =14 =piy ,

et comme A; admet un objet final, en vertu de 1.3.7, p est une D-équivalence,
donc par saturation faible ¢4 et 71 sont aussi des D-équivalences. On en déduit,
toujours par saturation faible, que u. est une D-équivalence si et seulement
si h 'est, ce qui pouve le lemme.

Proposition 1.3.10. Une catégorie contractile est D-asphérique.

DEMONSTRATION. Soit A une catégorie contractile. Par définition, il existe
s:e — A tel que spy soit homotope a 14. 1l résulte du lemme précédent que
spa est une D-équivalence, et comme psgs = 1., il résulte de la saturation
faible que py est une D-équivalence, ce qui prouve 'assertion.
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1.4 Les axiomes des dérivateurs

1.4.1. On dit qu’un prédérivateur D de domaine Dia est un dérwateur faible
a gauche si les axiomes suivants sont satisfaits.

Der 1 a) Si I, J sont dans Dia, alors

D(II.J) "7 D(1) x D(J) |

ount:l — I J, 5:J— [1J désignent les foncteurs canoniques, est une
équivalence de catégories.

b) D(D) est la catégorie finale.

Notation. Pour toute petite catégorie A, et tout objet a de A, on note
144 e — Alefoncteur de la catégorie ponctuelle e vers A défini par l'objet

a de A.

Der 2 Pour tout A dans Dia, la famille de foncteurs % , : D(A) — D(e),
a € Ob(A), est conservative, autrement dit, si ¢ est un morphisme de D(A)
tel que pour tout objet a de A, i} () est un isomorphisme, alors ¢ est un
isomorphisme.

Si F est un coefficient de type D sur A (F' € Ob D(A)), et a un objet de
A, on pose F, = i3 (), et si ¢ : F' — I est un morphisme entre deux
tels coefficients, on pose ¢, = i} ,(¢) : I, — F,. On dit que F;, qui est un
coefficient absolu (F, € Ob D(e)), est la fibre de F en a, et ¢, : F, — F! le
morphisme induit par @ dans les fibres.

L’axiome ci-dessus affirme donc que, pour tout A dans Dia, tout morphisme
¢ : I — F' entre coefficients de type D sur A induisant, pour tout objet «
de A, un isomorphisme dans les fibres, est un isomorphisme.

Der 3g Pour tout u : A — B dans Dia, le foncteur u* : D(B) — D(A)
admet un adjoint a droite u, = u2 : D(A) — D(B).
Le foncteur wu, s’appelle foncteur image directe cohomologique pour w. Si F
est un coefficient de type D sur A, I'objet u.(F) de D(B) s’appelle 'objet de
cohomologie relative de A sur B (par u) a coefficients dans F'.
Notation. Soit A dans Dia. Pour tout coefficient F' de type D sur A, on
pose

H™(A, F) = HR(A, F) = (pa)«(F)
L’objet H*(A, F') de D(e) s’appelle cohomologie de A a coefficients dans F'.
Une terminologie plus classique est d’appeler cet objet limite homotopique

de F', et de le noter bolion F. 51 M est un coefficient absolu, on pose
H™(A, M) = H*(A, p3 (M) = (pa)pa(M)
et cet objet s’appelle cohomologie de A a coefficients dans M.
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Pour énoncer I’axiome suivant, on a besoin de quelques préliminaires. Soit

g

X! X
f’| Y. fh——gf
Y! Y

h

un 2-diagramme de catégories, et supposons que f et f’ admettent des ad-
joints a droite r et r’ respectivement,

fr—=1,  1—Lsrf, =1, ey

étant les morphismes d’adjonction. On en déduit un 2-diagramme

g

X! X
l A hr ——=1'g.,
Y’ Y

h

le morphisme de foncteurs 0 étant défini par
= (r'g*e)(r'« 0 xr)(n x hr)

n'xhr % r!gxe
hr ———= 1" f'hr —"—>7r'gfr ——1'g

Soit maintenant un 2-diagramme dans Dia

Al ——= A
D = u'[ 4, [“
B'——B

On en déduit un 2-diagramme de catégories

*

D(A) «<——D(4)
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et, en vertu de ce qui précede (pourvu que D satisfasse a Der 3g) un
2-diagramme

*

D(A') <~ D(A)

Ux

D(B)

On pose

_ Kk . * A
Cp = OF WUy —> ULV,

et on appelle ¢p le morphisme de changement de base pour les images directes
cohomologiques, relatif au diagramme D.

Soit u : A — B un morphisme de Cat, b un objet de B. On définit un
2-diagramme

ju,b
A/b A
D%b =  Pa/b ﬂo‘u,b u
€ - B )
iB,b

en notant A/b la catégorie dont les objets sont les couples (a,y), a objet de
A,y :u(a) = b morphisme de B, j = j,; le morphisme canonique, associant
a un objet (a,y) de A/b, 'objet a de A, et en définissant le morphisme de
foncteurs o = v, par

Qo) uj(a,y) = ula) == b=ipppas(a,y)

Der 4g Pour tout w : A — B dans Dia, et tout objet b de B, le morphisme
de changement de base
Cup = €D, * ip pUs — (pA/b)*jz,b

est un isomorphisme. Autrement dit, pour tout coefficient F' de type D sur
A, le morphisme

Cup t (Uad)y = g yus B —— (papp)wgyp 7 = H(A/b, j"F) = H*(A/b, F|(A/b))

est un isomorphisme (calcul des fibres des images directes cohomologiques).
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Exemple 1.4.2. Soit M une catégorie admettant des petites limites projec-
tives. Définissons un prédérivateur D de domaine Cat, en posant, pour toute
petite catégorie I,

D(I) = Hom(I°, M)

en définissant, pour tout v : I — J dans Cat, u* comme étant le foncteur
“préfaisceau image inverse”

u* = Hom(u®, 1) : Hom(J°, M) — Hom(I°, M)

et, pour tout morphisme de foncteurs

Ty
dans Cat
w*=Hom(u®,1 )
/\
D(/) = Hom(I°, M) o~ Hom(J°, M) = D(.J)
\/
U*:M(Uovl/\/l)
par
o (F)1) = Flay) F € Hom(J°, M) =0b D(J), i€ Ob([)

Le prédérivateur D ainsi défini n’est autre que le prédérivateur défini par le
localisateur (M, W), ou W est formé des isomorphismes de M (qui est méme
un localisateur de Quillen, pourvu que M admette aussi des limites induc-
tives finies). On remarque que la catégorie fondamentale D(e) = Hom(e°, M)
de D n’est autre que M, que pour toute petite catégorie A et tout coefficient
absolu M, M objet de M, p% (M) est le préfaisceau constant sur A de valeur
M, et que pour tout objet a de A et tout coefficient F' de type D sur A, F
préfaisceau sur A a valeurs dans M, la fibre F, = % ,F' de F' en a est la

valeur F'(a) de F' en a.

Le prédérivateur D est un dérivateur faible a droite. L’axiome Der 1 est
évident, en vertu de la définition d’une somme disjointe et d’un objet initial.
L’axiome Der 2 résulte du fait qu'un morphisme de préfaisceaux qui est un
isomorphisme argument par argument est un isomorphisme.

Comme M admet des petites limites projectives, pour toute petite catégorie
A, le foncteur préfaisceau constant p* : M = D(e) — D(A) = Hom(A°, M)
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admet un adjoint a droite (pa). : D(A) — D(e) = M qui n’est autre que le
foncteur limite projective

fim - D(A) = Hom(A°, M) — M = D(e)
Fo— @Ao F

Plus généralement, la théorie classique des extensions de Kan implique que
pour tout foncteur u : [ — J dans Cat, le foncteur

™ D(J) = Hom(.J°, M) — Hom(I°, M) = I(I)
admet un adjoint 4 droite

w, : D(I) = Hom(I°, M) — Hom(J°, M) = D(.J)
défini par

w(F)(j) = lim F() . F€Hom(I M), jeOb(J),

ce qui prouve Der 3g, et I'axiome Der 4g n’est autre, dans ce cas, que la
formule ci-dessus.

1.4.3. Un dérivateur faible a droite est un prédérivateur satisfaisant aux
axiomes Der 1, Der 2, et aux axiomes Der 3d et Der 4d duaux des
axiomes Der 3g et Der 4g.

Der 3d Pour tout v : A — B dans Dia, le foncteur u* : D(B) — D(A)
admet un adjoint a gauche w; = uf : D(A) — D(B).

Le foncteur wy s’appelle foncteur image directe homologique pour wu. Si F
est un coefficient de type D sur A, l'objet fi(F') de D(B) s’appelle I'objet
d’homologie relative de A sur B (par u) a coefficients dans F.

Notation. Soit A dans Dia. Pour tout coefficient F' de type D sur A, on
pose

Ho(A F) = H (A F) = (pah(F)
L’objet H.(A, F') de D(e) s’appelle homologie de A a coefficients dans F. Une

terminologie plus classique est d’appeler cet objet colimite homotopique de
F et le noter holiQ/A0 F. 51 M est un coefficient absolu, on pose

H*(A, M) = H*(Aapjx(M)) = (PA)IPZ(M) )

et cet objet s’appelle homologie de A a coefficients dans M.
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Si

A —— A
D = ut 7 [u
B — B

est un 2-diagramme dans Dia, une construction duale a celle définissant le
morphisme de changement de base pour les images directes cohomologiques
permet de définir un morphisme de foncteurs

/ !
ep Ut — wiuy

qu’on appelle le morphisme de changement de base pour les images directes
homologiques, relatif au diagramme D.

De méme, si v : A — B est un morphisme de Cat, et b un objet de B, on
définit un 2-diagramme

-t

]u,b
b\ A A
'
D;b = Puna Yu b u
e . B ’
iBb

dualement a D! ,.

Der 4d Pour tout u: A — B dans Dia, et tout objet b de B, le morphisme
de changement de base

o . - %
Cup = Cpyy - (pb\A)!J wb T g Ut

est un isomorphisme. Autrement dit, pour tout coefficient F' de type D sur
A, le morphisme

C;,b : H*(b\A,F|(b\A)) = H*(b\Avj;*,bF) = (pb\A)!j;*,bF — i*B,bu!F = (UIF)b

est un isomorphisme (calcul des fibres des images directes homologiques).

Un dérivateur est un prédérivateur qui est a la fois un dérivateur faible a
gauche et un dérivateur faible a droite.
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1.5 Les conséquences élémentaires des axiomes

Proposition 1.5.1. Soit D un prédérivateur de domaine Dia.

a) Si les axiomes Der 1 (a) et Der 3g sont satisfaits, alors pour tout [
dans Dia, D(I) admet des produits binaires.

b) Si les ariomes Der 1 (b) et Der 3g sont satisfaits, alors pour tout I
dans Dia, D(I) admet un objet final.

Ainsi, pour tout dérivateur faible a gauche D, les catégories D(I), pour I
dans Dia, possedent des produits finis.

DEMONSTRATION. (a) Pour montrer que la catégorie D([) possede des pro-
duits binaires, il suffit de montrer que le foncteur diagonal

Apry : D(I) — D(I) x D(I)
possede un adjoint a droite. Notons
JEELLINY S| iy iy

les foncteurs canoniques, et Vy: I['I1 I — [ le foncteur codiagonal, défini par
Vi =17, k=1, 2. On a un triangle commutatif

car i;Vi = (Vrip)" = 17 = Iy, B = 1, 2. En vertu de Der 3g, V; admet
un adjoint a droite, et en vertu de Der 1 (a), (i],¢5) est une équivalence de
catégories, donc admet aussi un adjoint a droite. On en déduit qu’il en est
de méme pour Apyp.

(b) Pour montrer que la catégorie D(/) possede un objet final, il suffit
de prouver que le foncteur canonique Por) D(/) — e admet un adjoint a

droite. Notons i : ) — I le foncteur canonique. On a un triangle commutatif

*

En vertu de Der 3g, i* admet un adjoint a droite, et en vertu de Der 1 (),
D(#) — e est un isomorphisme. On en déduit que Po(r) admet un adjoint a
droite, ce qui acheve la démonstration.
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Proposition 1.5.2. Soit D un prédérivateur, de domaine Dia, satisfaisant
a Der 2. Si (uj : Aj — A)jecs est une famille de fleches de Dia, telle que
Ob(A) = [J u;(Ob(Ay)), alors la famille de foncteurs (u});c; est conserva-

tive. 7€J

DEMONSTRATION. Soit ¢ : F' — F’ une fleche de D(A) telle que pour tout
J»J € J, ui(p) soit un isomorphisme. Comme

Ob(A) = U u;(Ob(4;))
jed
pour tout objet a de A, il existe 7, 5 € J, et un objet a’ de A; tels que

a = u;(a"). On a alors

ZAjya/

e

€ Uy tAa = u]‘ZAwa/

On en déduit que % ,(¢) = %, uj(¢) est un isomorphisme. Il résulte donc
de Der 2 que ¢ est un isomorphisme.

1.5.3. Soit D un prédérivateur de domaine Dia. Pour tout objet I de Dia,
on définit un foncteur

dia; : D(/) — Hom(I°,D(e))
comme suit. On a un isomorphisme de catégories
I == Hom(e, I)
d’ou, en composant avec le foncteur défini par D
1° = Hom(e, I)° — Hom(D(1), D(¢)) .

on en déduit un foncteur I° — Hom(D(7),D(e)), d’ou par adjonction un
foncteur

dia; : D(I) — Hom(I°,D(e))

appelé foncteur diagramme associé. On vérifie immédiatement que pour toute
fleche uw : I — J de Dia, on a un carré commutatif

dia;

D(J) Hom(J°, D(c))

u*l lHO—MuOJD(E))

Hom(/7°,D(e)) ’
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et en particulier, pour tout A dans Dia, et tout objet a de A, on a un carré

commutatif _
D(A) — "~ Hom(A°, D(c))
iz,a HOJ(Z'%@J]D(F,))
D(e) Hom(e®, D(e))

Comme la famille des foncteurs Hom(:% , 1p(c)), @ € Ob(A), est conservative,
on en déduit :

Proposition 1.5.4. Un prédérivateur D de domaine Dia satisfait a ['axi-
ome Der 2 si et seulement si pour tout A dans Dia, le foncteur

dias : D(A) — Hom(A°, D(e))

est conservatif.

1.5.5. Soit D un prédérivateur de domaine Dia satisfaisant a ’axiome Der
3g. 5iu: A — B est une fleche de Dia, et ' un coefficient de type D sur B
(F € Ob D(B)), on en déduit un morphisme

H*(w, F') : H(B, F) — H*(A,u" F)
Ce morphisme est défini par
H™(w, F7) = (pB)« < n(F)
ou 1 : Ip) — u,u” désigne le morphisme d’adjonction.

H (B, F) = (pg)(F) 22 (o) ™ (F) = (py)u™(F) = H*(A, uF)

Y

U

A B P4 = PpU
Ny
€ (Pa)e 2 (PB).u.
En particulier, si F' est un coefficient constant, ' = pyM, ou M est un

coefficient absolu, on en déduit un morphisme

H* (w,M)

H*(B,M)=H"(B,pgM) H (A, u"ppM) = H* (A, pi M) = H (A, M)

H*(w, M) = (pg). * n(psM) = (pg). *nxps(M) ,
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qui définit un morphisme de foncteurs

H*(B,?)=(pp)«rh

D(e) | H*(u, ")=(pg)rnxp} D(e)

\/

H*(A,7)=(p4) P

Proposition 1.5.6. Soit D un prédérivateur de domain Dia satisfaisant a
l’axiome Der 3g. Siu : A — B est une fleche de Dia, les conditions suiv-
antes sont €quivalentes :

a) u est une D-équivalence ;

b) le morphisme canonique

PB.*N* PR P PR — PaPa

est un isomorphisme canonique ;

c) pour tout coefficient absolu M le morphisme canonique
H*(u, M) : H*(B,M) — H*(A, M)

est un isomorphisme;

d) pour tout coefficient constant F sur B le morphisme canonique
H' (B, F) — H (A, u"F)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. L’équivalence de (b), (¢) et (d) est tautologique. Par
définition, la condition (@) signifie que pour tous coefficients absolus M et
N, lapplication

Hom]D)(B)(p*BNv p*BM) — Hom]D)(A) (p*ANv p*AM)
est bijective, ou par adjonction, que 'application
Hom]D)(e)(N7 pB*p*BM) — HomD(e)(N7 pA*p*A)

est bijective, ce qui équivaut a dire que pour tout coefficient absolu M, le mor-
phisme pg ppM — p, . pi M est un isomorphisme. Cela établit I’équivalence
de (a) et (b), et démontre la proposition.
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Lemme 1.5.7. Soit D un prédérivateur de domaine Dia satisfaisant a Uaziome
Der 3g, et considérons des 2-diagrammes :

’U”:’U’Ul

A" v’ A v A A" A
u”‘ ﬂa’ ‘u/ %[ Iu u”‘ %// Iu
B - B’ — B B — B R
D D DoD

ou " = (wxa)(axv). Alors on a cp i = (cprx V) (W™ * cp).
(ww' ) u, et u!(vv')*

* ", .1*
W w*u, ulv™v*
w’k v
*

W ulv*

DEMONSTRATION. La démonstration est laissée au lecteur.
On dit qu’'un 2-carré D de Dia

A —— A
D = u’[ Wa ju
B —DB

satisfait a la propriété de changement de base (cohomologique) si le mor-
phisme de changement de base ¢p est un isomorphisme.

En gardant les notations du lemme précédent, ce lemme implique que si D
et D' satisfont a la propriété de changement de base, alors il en est de méme

pour Do D',

Lemme 1.5.8. Soit D un prédérivateur de domaine Dia satisfaisant a
l’axiome Der 3g. Pour tout v : A — B dans Dia, st b est un objet final
de B, alors le 2-carré

ju,b

A/b A
D%b — PA/b ﬂau,b u
€ . B

iBb
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satisfait a la propriété de changement de base.

DEMONSTRATION. Comme b est un objet final de B, A/b ~ A, p4s, s'identifie
a pa, et g, a l'identité de A. Ainsi le morphisme de changement de base se
réduit a .

i*B,bu* — Pax = PpiUs
Or, comme b est un objet final de B, (pg,ip,;) est un couple de foncteurs
adjoints, donc (pg,i5,) aussi (1.3.2), et pg, ~ 1%,. On conclut en vérifiant

u,b pA*

Pp., U,

que le triangle

%
ZB,bu*

est commutatif.

Proposition 1.5.9. Soit D un prédérivateur de domaine Dia satisfaisant
auz axiomes Der 2 et Der 3g. Les conditions sutvantes sont €quivalentes :

a) D satisfait a l'aziome Der 4g, autrement dit, pour tout morphisme
u:A— B de Dia, et tout objet b de B, le 2-carré

ju,b

Afb A
D%b = PA/b Wau,b U
€ : B

iB,b

satisfait a la propriété de changement de base ;

b) Pour tout morphisme u: A — B de Dia, et tout objet b de B, le carré
cartésien

A/b ju,b A
Dz,b = u/b U
B/b— B

J1p.

satisfait a la propriété de changement de base.

DEMONSTRATION. Soient u : A — B une fleche de Dia, b un objet de B, et
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(',y : b/ — b) un objet de B/b. Considérons le 2-diagramme

AJY 2 (AL (B y) e 4y g
Pasel oo Wb cart "
e . B/b , B
'B/b,(v ) Jip 0
D' =Dy, ) D=7,

On vérifie immédiatement que
C
Dip © Duppvy) = Dy

On remarque que si b’ = bet y = 1;, (b, y) est un objet final de B/b, et les
deux lemmes précédents entrainent I'implication (o) = (a).

Pour prouver 'implication (a) = (b), il sufit, en vertu de Der 2, de prou-
ver que Der 4g implique que pour tout objet (b,y : b — b) de B/b,
i*B/b (b y)(ch b) est un isomorphisme. Or, en vertu du lemme 1.5.7, on a

_ % %
D, = (CDu/by(b/Vy) *Ju,b)(@B/b,(b/,y) * CD;yb)

sont des isomorphismes, cela

’

Comme Der 4g implique que ¢p , etep

16,(6",y)
démontre ’assertion.

1.5.10. Soit W une partie de FI(Dia). On dit qu’une fleche u : A — B de Dia
est W-asphérique si pour tout objet b de B, le morphisme u/b: A/b — B/b,
induit par wu, est dans W. On dit que la fleche u est W-coasphérique si la
fleche u® : A° — B° est W-asphérique, autrement dit, si pour tout objet b
de B, le morphisme b\u : b\ A — b\ B, induit par u, est dans W.

Si D est un prédérivateur de domaine Dia, on dit qu'une fleche v : A — B
de Dia est D-asphérique (resp. D-coasphérique) si elle est Wp-asphérique
(resp. Wp-coasphérique), ou Wy désigne la partie de FI(Dia) formée des
D-équivalences.

Dans la suite on se fire un prédérivateur D de domaine Dia satisfaisant a
Der 2, Der 3g, Der 4g.

Proposition 1.5.11. Soit v : A — B une fleche dans Dia. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
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a) u est D-asphérique ;

b) pour tout objet b de B, la catégorie A/b est D-asphérique ;

c) le morphisme canonique py — uu*py = wLp’y, défini par le morphisme
d’adjonction, est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Pour tout objet b de B, on a un triangle commutatif

Alb—""~ BJb

pA/b\\ %B/b
€

et comme la catégorie B/b admet un objet final, il résulte des corollaires
1.3.8 et 1.3.6 que u/b est une D-équivalence si et seulement si Pas Iest, ce

Y

qui prouve 1’équivalence de (a) et (b).

Montrons ’équivalence de (b) et (¢). En vertu de Der 2, la condition
(¢) est satisfaite si et seulement si pour tout objet b de B, le morphisme
canonique

Ip(e) = i*BJ)p*B — i*BJ)u*u*p*B
est un isomorphisme. En vertu de Der 4g, on a un isomorphisme
i*B,bu*U*p*B — (pA/b)*jz,bU*p*B = (pA/b)*(pA/b)* )
et on vérifie facilement que le triangle

3k s 3k k%
Ipe) =1p P ————— 1B Ut PR

- 1
adj

(pA/b)*(pA/b)*

est commutatif. On en déduit que la condition (¢) est satisfaite si et seulement
si pour tout objet b de B, le morphisme d’adjonction lp) — (pA/b)*(pA/b)*
est un isomorphisme, autrement dit, si le foncteur Plyyp est pleinement fidele,
ou encore si A/b est D-asphérique. Cela prouve ’équivalence des conditions
(b) et (¢).

Corollaire 1.5.12. Un morphisme D-asphérique est une D-équivalence.
DEMONSTRATION. En effet, en vertu de la proposition précédente, si le mor-
phisme u : A — B est D-asphérique, le morphisme canonique pg — u,p% est
un isomorphisme, et il en est donc de méme pour

PBPB — PR ULDA = Pala

et le corollaire résulte de la proposition 1.5.6.
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Proposition 1.5.13. Soit

A - B
C
un triangle commutatif dans Dia. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tout objet ¢ de C, le morphisme ufc : Ale — B/c induit par u
est une D-équivalence.

b) le morphisme canonique w.py — viply, défini par
L e ko sk ~ e
W * N * Pyt WPy — Wl U Py > VDY

oun : lpy —+ u,u” désigne le morphisme d’adjonction, est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. En vertu de Der 2, la condition (b) est satisfaite si et
seulement si pour tout objet ¢ de (', le morphisme canonique

% e % e
Lo WsPg — 1o UsPg
est un isomorphisme. En vertu de Der 4g, on a des isomorphismes

100 — (PR edm el = (PB/)<(PBJ)"

et
10 0P = (Paje)udu el = (Paje)u(Pase)”

et on vérifie facilement que le carré

NS s NS s
1, W«Pp ————————> 15 UxPy

(pB/c)*(pB/c)* - (pA/c)*(pA/c)*
est commutatif. L’équivalence de (a) et (b) résulte donc de la proposition

1.5.6.

Corollaire 1.5.14. 5S¢ Dia = Cat, et si Wy désigne la partie de FI(Cat)
formée des D-équivalences, alors (Cat,Wp) est un localisateur fondamental
fort.
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On appelle localisateur fondamental fort un localisateur (Cat, W) satis-
faisant aux conditions suivantes :

a) (Cat, W) est faiblement saturé;

b) si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors p, : A — ¢

est dans W ;
¢) Si
A

- B
C
désigne un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de (', le

morphisme u/c: A/c — B/c, induit par u, est dans W, alors u est dans W.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Les propriétés (a) et (b) ont déja été
établies (1.3.6 et 1.3.8). Montrons la propriété (¢). En vertu de la proposition
précédente, 'hypothese que pour tout objet ¢ de ', le morphisme u/c est
une D-équivalence implique que le morphisme canonique w.py — v.p7 est
un isomorphisme. On en déduit qu’il en est de méme pour

* ~ * * ~ *
PB.PB = Po, W Pp — P VPa = PaPa

et il résulte donc de la proposition 1.5.6 que u est une D-équivalence.
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