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1 La d�e�nition des d�erivateurs1.1 HistoriqueDans la th�eorie des d�erivateurs, on ne peut citer, �a ma connaissance, quequatre noms : A. Grothendieck, A. Heller, B. Keller, et J. Franke. La premi�erefois o�u la notion, et le mot, apparâ�t est dans la \Poursuite des champs",lettre de plus de six cent pages, d'Alexandre Grothendieck �a Quillen, datantde 1983. Le premier �a avoir publi�e une axiomatique de cette th�eorie est AlexHeller dans \Homotopy theories", Memoirs of the AMS, vol 71, no 383 (1988).Dans ce texte les d�erivateurs sont appel�es \th�eories homotopiques". �A peupr�es �a la même �epoque, Grothendieck est en train de r�ediger un manuscrit deplus de 1800 pages : \Les D�erivateurs", dont on peut estimer l'ach�evementen 1990, et qui va être au centre de ces expos�es. Dans sa th�ese \Derivedcategories and universal problems", Comm. in Alg. 19, 3, pp. 699-747 (1991),Bernhard Keller d�eveloppe une notion proche, dans le cadre des cat�egoriestriangul�ees, qu'il appelle \tour de cat�egories triangul�ees". Plus r�ecemment,en 1996, �egalement dans le cadre triangul�e, Jens Franke d�eveloppe une notionqu'il appelle \syst�eme de cat�egories triangul�ees de diagrammes".1.2 La probl�ematiqueLe but de la th�eorie des d�erivateurs est de d�egager le \bon" cadre del'alg�ebre homotopique et l'alg�ebre homologique. Assez rapidement, apr�es l'in-troduction par Verdier de la notion de cat�egorie triangul�ee comme cadre del'alg�ebre homologique, on s'est aper�cu que ce cadre �etait insu�sant. Essen-tiellement pour deux raisons, d'ailleurs li�ees :a) Un diagramme dans une cat�egorie triangul�ee ne contient pas su�sam-ment d'information pour d�eterminer sa limite ou colimite homotopique, �aisomorphisme canonique pr�es. Par exemple, le cône d'un morphisme n'estconnu qu'�a isomorphisme non canonique pr�es.b) La cat�egorie d�eriv�ee d'une cat�egorie ab�elienne ne satisfait pas unepropri�et�e universelle.Dans sa th�ese Bernhard Keller a r�esolu le deuxi�eme probl�eme en con-sid�erant \des tours de cat�egories triangul�ees", �a la place des cat�egories tri-angul�ees isol�ees. Au lieu de consid�erer uniquement la cat�egorie d�eriv�ee d'unecat�egorie ab�elienne, on consid�ere aussi les cat�egories d�eriv�ees des cat�egoriesab�eliennes de diagrammes de type donn�e de la cat�egorie ab�elienne de d�epart.Bernhard Keller consid�ere les diagrammes cubiques. En fait, on peux con-sid�erer des diagrammes plus g�en�eraux. Soit par exemple A une cat�egoriede Grothendieck. Pour toute petite cat�egorie I, la cat�egorie Hom(I�; A) des2



pr�efaisceaux sur I, �a valeurs dans A, est aussi une cat�egorie de Grothendieck,et on peut consid�erer sa cat�egorie d�eriv�eeD (I) = Der(Hom(I�; A)) :Si I = e est la cat�egorie ponctuelle,D (e) = Der(Hom(e�; A)) ' Der(A)est la cat�egorie d�eriv�ee de A. On rappelle que si C(A) d�esigne la cat�egoriedes complexes de A, la cat�egorie d�eriv�ee Der(A) est la cat�egorieDer(A) = C(A)[W�1qis]obtenue en inversant formellement les quasi-isomorphismes de C(A). En revenantau cas d'une petite cat�egorie arbitraire I, D (I) est donc la cat�egorieD (I) = C(Hom(I�; A))[W�1I ] ;o�u WI est form�e des quasi-isomorphismes de C(Hom(I�; A)). Or, on a unisomorphisme canoniqueC(Hom(I�; A)) ' Hom(I�;C(A))(les complexes d'une cat�egorie de pr�efaisceaux sont les pr�efaisceaux de lacat�egorie des complexes), les quasi-isomorphismes de C(Hom(I�; A)) s'iden-ti�ant aux morphismes de pr�efaisceaux qui sont des quasi-isomorphismes deC(A) argument par argument. Ainsi un objet de D (I) s'identi�e �a un foncteurI� ��! C(A) ;et d�e�nit en particulier un foncteur (diagramme de type I�)I� ��! Der(A) = D (A) :Il contient n�eanmoins plus d'information et permet cette fois ci, �a d�eterminerla limite ou colimite homotopique �a isomorphisme canonique pr�es. De fa�conplus pr�ecise, si p : I ! e d�esigne l'unique foncteur de la cat�egorie I vers lacat�egorie ponctuelle, ce foncteur d�e�nit un foncteur \pr�efaisceau constant"C(A) ' Hom(e;C(A)) ��! Hom(I�;C(A)) ;qui induit un foncteurp� : Der(A) = D (e) ��! D (I) :3



Ce foncteur admet un adjoint �a gauche p!, et un adjoint �a droite p�p!; p� : D (I) ��! D (A) ;associant fonctoriellement �a un objet de D (I) la colimite, ou la limite, homo-topique du diagramme de type I� correspondant. Plus g�en�eralement, un fonc-teur u : I ! J , entre deux petites cat�egories, d�e�nit un foncteur \pr�efaisceauimage r�eciproque"Hom(u�; 1C(A)) : Hom(J�;C(A)) ��! Hom(I�;C(A)) ;qui induit un foncteur u� : D (J) �! D (I) ;et on d�emontre que ce foncteur admet un adjoint �a gauche u!, g�en�eralisantles colimites homotopiques, et un adjoint �a droite u� g�en�eralisant les limiteshomotopiques.De plus, on v�eri�e facilement que pour tout morphisme de foncteursI u ((v 77�� �� �� � J ;on associe un morphisme de foncteurs �� : v�! u�D (I) D (J)v�hh u�vv � �� �KS�� ;et qu'on d�e�nit ainsi un 2-foncteur strict de la 2-cat�egorie des petites cat�egoriesdans la 2-cat�egorie des cat�egories (non n�ecessairement petites)I 7�! D (I) ; f 7�! f� ; � 7�! �� :L'id�ee de Grothendieck est que c'est ce 2-foncteur qui code l'informationcompl�ete de la \structure triangul�ee" d'une cat�egorie d�eriv�ee. Il s'agit doncde d�egager des axiomes ad�equats sur un tel 2-foncteur, en commen�cant dansun cadre non additif, puis en �etudiant le cas \point�e", et en�n le cas additifou triangul�e. 4



1.3 Pr�ed�erivateursOn note Cat la 2-cat�egorie des petites cat�egories. On se �xe une sous-2-cat�egorie Dia de Cat , appel�ee cat�egorie de diagrammes, et satisfaisant �atoute les conditions de stabilit�e dont on aura besoin. En pratique, Dia serasoit Cat toute enti�ere, soit la sous-2-cat�egorie pleine form�ee des cat�egories�nies, ou des cat�egories associ�ees �a des ensembles ordonn�es �nis.Un pr�ed�erivateur de domaine Dia est un \2-foncteur contravariant strict"D : Dia� ��! CAT ;o�u CAT d�esigne la \2-cat�egorie" des cat�egories non n�ecessairement petites.Cette d�e�nition doit être comprise comme �etant une fa�con concise pourdire qu'un pr�ed�erivateur de domaine Dia est une fonction associant �a unecat�egorie appartenant �a Dia une cat�egorie (non n�ecessairement petite) D (I),�a un foncteur u : I ! J appartenant �a Dia un foncteuru� = u�D : D (J)! D (I) ;et �a un morphisme de foncteursI u ((v 77�� �� �� � Jun morphisme de foncteurs �� = ��D : v�! u�D (I) D (J)v�hh u�vv � �� �KS��satisfaisant aux conditions suivantes. Si I u�! J v�! K est dans Dia(vu)� = u�v� ; 1�I = 1D (I) ;si I u ""�� �� �� � <<w�� �� �� � //v J est dans Dia ;(��)� = ���� ; 1�u = 1u� ;5



et si I u %%u0 99�� �� �� � J v ''v0 77�� �� �� � K est dans Dia ;(� ? �)� = �� ? �� :Ces conditions impliquent que siI u %%u0 99�� �� �� � J //v K est dans Dia ;(v ? �)� = �� ? v� ;et si I //u J v ''v0 77�� �� �� � K est dans Dia ;(� ? u)� = u� ? �� :Si D : Dia� ��! CATest un pr�ed�erivateur de domaine Dia, on dit que les objets de Dia sont lescat�egories d'indices pour D , les D (I) les cat�egories de coe�cients pour D ,et les objets de D (I) les coe�cients de type D sur I. Si u : I ! J estdans Dia , on dit que u� : D (J) ! D (I) est le foncteur image inverse. Si ed�esigne la cat�egorie �nale, on dit que D (e) est la cat�egorie fondamentale dupr�ed�erivateur et les objets de D (e) les coe�cients fondamentaux ou absolus.Pour toute petite cat�egorie I, on note pI : I ! e le foncteur canonique. Ondit qu'un coe�cient F de type D sur I est constant s'il existe un coe�cientabsolu M tel que F ' p�IM .Exemple 1.3.1. Un localisateur est un couple (M;W) form�e d'une cat�egorieM, et d'une partieW de Fl(M). Pour toute petite cat�egorie I, on noteM(I)la cat�egorie des pr�efaisceaux sur I �a valeurs dansMM(I) = Hom(I�;M) ;etW I la partie de Fl(M(I)) form�ee des morphismes de pr�efaisceaux qui sontdans W argument par argument :' 2 WI () 8i 2 Ob(I) 'i 2 W :6



�A tout localisateur (M;W), on associe (modulo des di�cult�es ensemblistes)un pr�ed�erivateur D = D (M;W), de domaine Dia = Cat , comme suit. Si I estune petite cat�egorie, on poseD (I) = Hom(I�;M)[W�1I ] :Si u : I ! J est un morphisme de Cat, on d�eduit un foncteurHom(u�; 1M) : Hom(J�;M) ��! Hom(I�;M)tel que Hom(u�; 1M)(WJ) � WI :Il induit donc un foncteur u� : D (J) ��! D (I) :Si I u ((v 66�� �� �� � Jest un morphisme de foncteurs dans Cat , �i : u(i) ! v(i), i 2 Ob(I), ond�eduit un morphisme de foncteursHom(I�;M) Hom(J�;M)Hom(v�;1M)gg Hom(u� ;1M)ww � �� �KSF : J� �!M Hom(v�; 1M)(F ) = Fv� �! Fu� = Hom(u�; 1M)(F )Ob(I) 3 i 7�! F (�i) : Fv(i) �! Fu(i) ;qui, en vertu de la 2-fonctorialit�e de la localisation, d�e�nit un morphisme defoncteurs D (I) D (J)v�hh u�vv � �� �KS�� :Le plus souvent M sera une cat�egorie de mod�eles ferm�ee de Quillen, et Wla partie de Fl(M) form�ee des �equivalences faibles. On dit alors que (M;W)7



est un localisateur de Quillen, et dans ce cas les di�cult�es ensemblistes dis-paraissent. L'exemple des cat�egories d�eriv�ees envisag�e dans l'introduction estle cas particulier o�uM = C(A) est la cat�egorie des complexes d'une cat�egoriede Grothendieck, et W = Wqis est form�e des quasi-isomorphismes. D'apr�esFabien Morel, (C(A);Wqis) est un localisateur de Quillen.Un autre exemple important est le pr�ed�erivateur HOT correspondantau localisateur de Quillen (Top;WTop), o�u WTop est form�e des �equivalencesfaibles topologiques, applications continues f : X ! Y telles que :a) �0(f) : �0(X)! �0(Y ) est une application bijective ;b) pour tout n � 1, et tout x 2 X, �n(X;x) ! �n(Y; f(x)) est unisomorphisme de groupes.En vertu de la th�eorie classique des ensembles simpliciaux, le pr�ed�erivateurHOT peut être �egalement d�e�ni par le localisateur de Quillen (b�;W b�),o�u b� d�esigne la cat�egorie des ensembles simpliciaux, et W b� est form�e des�equivalences faibles d'ensembles simpliciaux,morphismes d'ensembles simpli-ciaux dont la r�ealisation topologique est une �equivalence faible topologique.En�n, en vertu de la th�eorie de Thomason, le pr�ed�erivateur HOT est aussid�e�ni par le localisateur de Quillen (Cat ;W1), o�u W1 est form�e des mor-phismes de Cat dont le nerf est une �equivalence faible d'ensembles simplici-aux.Revenons au cas d'un pr�ed�erivateur g�en�eral D . Un fait crucial et �el�ementaireest le suivant.Proposition 1.3.2. Si (u; v) est un couple de foncteurs adjoints dans Diaet " : uv �! 1 ; � : 1 �! vules morphismes d'adjonction (suppos�es dans Dia), alors (u�; v�) est un couplede foncteurs adjoints et�� : u�v� �! 1 ; "� : 1 �! v�u�les morphismes d'adjonction.D�emonstration. En e�et, par hypoth�ese, on au u?����! uvu "?u���! u ; v �?v���! vuv v?"���! v ;(" ? u)(u ? �) = 1u ; (v ? ")(� ? v) = 1v ;d'o�u 1u� = (1u)� = (u ? �)�(" ? u)� = (�� ? u�)(u� ? "�) ;8



1v� = (1v)� = (� ? v)�(v ? ")� = (v� ? ��)("� ? v�) ;ce qui prouve l'assertion.Corollaire 1.3.3. Si (u; v) est un couple de foncteurs adjoints dans Dia, etsi u (resp. v) est pleinement �d�ele, alors v� (resp. u�) est pleinement �d�ele.D�emonstration. En e�et, si" : uv �! 1 ; � : 1 �! vud�esignent les morphismes d'adjonction, l'hypoth�ese que u (resp. v) est pleine-ment �d�ele implique que � (resp. ") est un isomorphisme, donc �� (resp. "�)aussi, ce qui implique, en vertu de la proposition pr�ec�edente, que v� (resp.u�) est pleinement �d�ele.Soit u : I ! J dans Dia. On dit que u est une D -�equivalence si lefoncteur u� : D (J) ! D (I) induit un foncteur pleinement �d�ele sur la sous-cat�egorie de D (J) form�ee des coe�cients constants, autrement dit, si pourtous coe�cients absolus M , N (M; N 2 Ob D (e)) l'applicationHomD (J)(p�JM;p�JN) �! HomD (I)(p�IM;p�IN)' � // u�(')I //u��pI <<<<<<<< J�� pJ�������� pI = pJue p�I = u�p�Jest bijective. On note WD la partie de Fl(Dia) form�ee des D -�equivalences.On dit qu'une petite cat�egorie I dans Dia est D -asph�erique si pI : I ! e estune D -�equivalence. Comme tout coe�cient absolu est constant, dire que Iest D -asph�erique signi�e que le foncteur p�I est pleinement �d�ele.Exemple 1.3.4. On verra que si D est le pr�ed�erivateur HOT, alors lesD -�equivalences sont exactement les �equivalences faibles de Cat , autrementdit, WD =W1.Revenons au cas d'un pr�ed�erivateur g�en�eral D .Proposition 1.3.5. Le localisateur (Dia ;WD ) est fortement satur�e.On dit qu'un localisateur (M;W) est fortement satur�e si pour toute 
�echeu deM, u 2 W si et seulement si 
M(u) est un isomorphisme, o�u
M :M��!M[W�1]9



d�esigne le foncteur de localisation.D�emonstration. Soit u0 : I0 ! J0 une 
�eche de Dia telle que 
D (u0) soitun isomorphisme, o�u 
D : Dia ��! Dia [W�1D ]d�esigne le foncteur de localisation. Montrons que u0 est dans WD . Soient M ,N deux coe�cients absolus, et consid�erons le foncteurDia �M;N���������! Ens �I 7�! HomD (I)(p�I(M); p�I (N))u 7�! (' 7! u�(')Par d�e�nition d'une D -�equivalence, si u est une D -�equivalence, son imagepar ce foncteur est une bijection. En vertu de la propri�et�e universelle de lalocalisation, on a donc un triangle commutatifDia ))�M;N SSSSSSSSSSSSSSSS��
DDia[W�1D ] //�M;N Ens� :Comme 
D (u0) est un isomorphisme, il en est de même pour �M;N(u0) =�M;N
D (u0), autrement dit pour tous coe�cients constants M , N , �M;N(u0)est une bijection. On en d�eduit que u0 est une D -�equivalence, ce qu'il falaitd�emontrer.Corollaire 1.3.6. Le localisateur (Dia;WD ) est faiblement satur�e.On dit qu'un localisateur (M;W) est faiblement satur�e si :a) Les identit�es deM sont dans W.b) Si dans un triangle commutatif deux des trois 
�eches sont dans W, ilen est de même pour la troisi�eme.c) Si i : X 0 ! X admet une retraction r : X ! X 0 (ri = 1X 0), et siir 2 W, alors r 2 W (et donc aussi i 2 W, par (a) et (b)).Proposition 1.3.7. Soient A une petite cat�egorie dans Dia admettant unobjet �nal (ou initial), et B une petite cat�egorie arbitraire dans Dia. Si p :A � B ! B d�esigne la deuxi�eme projection, alors p� est pleinement �d�ele.En particulier, p est une D -�equivalence.10



D�emonstration. Supposons, par exemple, que A admet un objet �nal eA,et notons i : B ! A�B le foncteur b 7! (eA; b). Ce foncteur est pleinement�d�ele, et (p; i) est un couple de foncteurs adjoints. On en d�eduit que p� estpleinement �d�ele (corollaire 1.3.3).Corollaire 1.3.8. Une petite cat�egorie dans Dia admettant un objet �nal(ou initial) est D -asph�erique.On rappelle que deux morphismes u0; u1 : A ! B de Cat sont dits ho-motopes s'ils appartiennent �a une même composante connexe de Hom(A;B).La relation d'homotopie est donc la relation d'�equivalence engendr�ee par larelation : il existe un foncteur h : �1 � A ! B tel que hi" = u", " = 0; 1,o�u �1 d�esigne la cat�egorie f0 ! 1g, et i" le foncteur a 7! ("; a), " = 0; 1.Cette relation est compatible �a la composition, ce qui permet de d�e�nir unecat�egorie Cat , ayant mêmes objets que Cat , et telle queHomCat(A;B) = �0(Hom(A;B) ;et un foncteur de passage au quotientQ : Cat ��! Cat :On dit qu'une 
�eche u de Cat est un homotopisme si Q(u) est un isomor-phisme de Cat . On dit qu'une petite cat�egorie A est contractile si pA : A! eest un homotopisme.Lemme 1.3.9. Soient u0; u1 : A! B deux 
�eches homotopes de Dia. Alorsu0 est une D -�equivalence si et seulement u1 l'est.D�emonstration. On peut supposer qu'il existe h : �1 �A ! B telle queu" = hi", " = 0; 1. Notons p : �1 �A! A la deuxi�eme projection. On api0 = 1A = pi1 ;et comme�1 admet un objet �nal, en vertu de 1.3.7, p est une D -�equivalence,donc par saturation faible i0 et i1 sont aussi des D -�equivalences. On en d�eduit,toujours par saturation faible, que u" est une D -�equivalence si et seulementsi h l'est, ce qui pouve le lemme.Proposition 1.3.10. Une cat�egorie contractile est D -asph�erique.D�emonstration. Soit A une cat�egorie contractile. Par d�e�nition, il existes : e! A tel que spA soit homotope �a 1A. Il r�esulte du lemme pr�ec�edent quespA est une D -�equivalence, et comme pAs = 1e, il r�esulte de la saturationfaible que pA est une D -�equivalence, ce qui prouve l'assertion.11



1.4 Les axiomes des d�erivateurs1.4.1. On dit qu'un pr�ed�erivateur D de domaine Dia est un d�erivateur faible�a gauche si les axiomes suivants sont satisfaits.Der 1 a) Si I, J sont dans Dia, alorsD (I q J) (i�;j�)�����! D (I)� D (J) ;o�u i : I ! I q J , j : J ! I q J d�esignent les foncteurs canoniques, est une�equivalence de cat�egories.b) D (;) est la cat�egorie �nale.Notation. Pour toute petite cat�egorie A, et tout objet a de A, on noteiA;a : e! A le foncteur de la cat�egorie ponctuelle e vers A d�e�ni par l'objeta de A.Der 2 Pour tout A dans Dia, la famille de foncteurs i�A;a : D (A) ! D (e),a 2 Ob(A), est conservative, autrement dit, si ' est un morphisme de D (A)tel que pour tout objet a de A, i�A;a(') est un isomorphisme, alors ' est unisomorphisme.Si F est un coe�cient de type D sur A (F 2 Ob D (A)), et a un objet deA, on pose Fa = i�A;a(F ), et si ' : F ! F 0 est un morphisme entre deuxtels coe�cients, on pose 'a = i�A;a(') : Fa ! F 0a. On dit que Fa, qui est uncoe�cient absolu (Fa 2 Ob D (e)), est la �bre de F en a, et 'a : Fa ! F 0a lemorphisme induit par ' dans les �bres.L'axiome ci-dessus a�rme donc que, pour tout A dans Dia , tout morphisme' : F ! F 0 entre coe�cients de type D sur A induisant, pour tout objet ade A, un isomorphisme dans les �bres, est un isomorphisme.Der 3g Pour tout u : A ! B dans Dia, le foncteur u� : D (B) ! D (A)admet un adjoint �a droite u� = uD� : D (A)! D (B).Le foncteur u� s'appelle foncteur image directe cohomologique pour u. Si Fest un coe�cient de type D sur A, l'objet u�(F ) de D (B) s'appelle l'objet decohomologie relative de A sur B (par u) �a coe�cients dans F .Notation. Soit A dans Dia . Pour tout coe�cient F de type D sur A, onpose H�(A;F ) = H�D (A;F ) = (pA)�(F ) :L'objet H�(A;F ) de D (e) s'appelle cohomologie de A �a coe�cients dans F .Une terminologie plus classique est d'appeler cet objet limite homotopiquede F , et de le noter holim ���A� F . Si M est un coe�cient absolu, on poseH�(A;M) = H�(A; p�A(M)) = (pA)�p�A(M) ;et cet objet s'appelle cohomologie de A �a coe�cients dans M .12



Pour �enoncer l'axiome suivant, on a besoin de quelques pr�eliminaires. SoitX 0 Xoo g f 0h //� gfY 0OOf 0 YOO foo h����=E�un 2-diagramme de cat�egories, et supposons que f et f 0 admettent des ad-joints �a droite r et r0 respectivement,fr //" 1 ; 1 //� rf ; f 0r0 //"0 1 ; 1 //�0 r0f 0�etant les morphismes d'adjonction. On en d�eduit un 2-diagrammeX 0��r0 Xoo g �� r<<<<Zbe� hr //e� r0g ;Y 0 Yoo hle morphisme de foncteurs e� �etant d�e�ni pare� = (r0g ? ")(r0 ? � ? r)(�0 ? hr)hr //�0?hr r0f 0hr //r0?�?r r0gfr //r0g?" r0g :Soit maintenant un 2-diagramme dans DiaA0 ����~� � //v��u0 A�� uD = B0 //w B :On en d�eduit un 2-diagramme de cat�egoriesD (A0) D (A)oo v�D (B0)OOu0� D (B)OO u�oo w����� ?G�� ;13



et, en vertu de ce qui pr�ec�ede (pourvu que D satisfasse �a Der 3g) un2-diagramme D (A0)��u0� D (A)oo v� �� u�8888Xf̀��D (B0) D (B)oo w� :On pose cD =f�� : w�u� ��! u0�v� ;et on appelle cD lemorphisme de changement de base pour les images directescohomologiques, relatif au diagramme D.Soit u : A ! B un morphisme de Cat , b un objet de B. On d�e�nit un2-diagramme A=b ����~� �u;b //ju;b��pA=b A�� uDu;b = e //iB;b B ;en notant A=b la cat�egorie dont les objets sont les couples (a; y), a objet deA, y : u(a)! b morphisme de B, j = ju;b le morphisme canonique, associant�a un objet (a; y) de A=b, l'objet a de A, et en d�e�nissant le morphisme defoncteurs � = �u;b par�(a;y) : uj(a; y) = u(a) y��! b = iB;bpA=b(a; y) :Der 4g Pour tout u : A! B dans Dia , et tout objet b de B, le morphismede changement de basecu;b = cDu;b : i�B;bu� ��! (pA=b)�j�u;best un isomorphisme. Autrement dit, pour tout coe�cient F de type D surA, le morphismecu;b : (u�F )b = i�B;bu�F ��! (pA=b)�j�u;bF = H�(A=b; j�F ) = H�(A=b; F j(A=b))est un isomorphisme (calcul des �bres des images directes cohomologiques).14



Exemple 1.4.2. SoitM une cat�egorie admettant des petites limites projec-tives. D�e�nissons un pr�ed�erivateur D de domaine Cat , en posant, pour toutepetite cat�egorie I, D (I) = Hom(I�;M) ;en d�e�nissant, pour tout u : I ! J dans Cat , u� comme �etant le foncteur\pr�efaisceau image inverse"u� = Hom(u�; 1M) : Hom(J�;M) ��! Hom(I�;M) ;et, pour tout morphisme de foncteursI u ((v 66�� �� �� � Jdans Cat D (I) = Hom(I�;M) Hom(J�;M) = D (J)v�=Hom(v�;1M)ii u�=Hom(u�;1M)uu � �� �KS��par��(F )(i) = F (�i) ; F 2 Hom(J�;M) = Ob D (J) ; i 2 Ob(I) :Le pr�ed�erivateur D ainsi d�e�ni n'est autre que le pr�ed�erivateur d�e�ni par lelocalisateur (M;W), o�uW est form�e des isomorphismes deM (qui est mêmeun localisateur de Quillen, pourvu queM admette aussi des limites induc-tives �nies). On remarque que la cat�egorie fondamentale D (e) = Hom(e�;M)de D n'est autre queM, que pour toute petite cat�egorie A et tout coe�cientabsolu M , M objet deM, p�A(M) est le pr�efaisceau constant sur A de valeurM , et que pour tout objet a de A et tout coe�cient F de type D sur A, Fpr�efaisceau sur A �a valeurs dans M, la �bre Fa = i�A;aF de F en a est lavaleur F (a) de F en a.Le pr�ed�erivateur D est un d�erivateur faible �a droite. L'axiome Der 1 est�evident, en vertu de la d�e�nition d'une somme disjointe et d'un objet initial.L'axiome Der 2 r�esulte du fait qu'un morphisme de pr�efaisceaux qui est unisomorphisme argument par argument est un isomorphisme.CommeM admet des petites limites projectives, pour toute petite cat�egorieA, le foncteur pr�efaisceau constant p� :M = D (e) ! D (A) = Hom(A�;M)15



admet un adjoint �a droite (pA)� : D (A) ! D (e) =M qui n'est autre que lefoncteur limite projectivelim �A� : D (A) = Hom(A�;M) �!M = D (e)F 7�! lim �A� FPlus g�en�eralement, la th�eorie classique des extensions de Kan implique quepour tout foncteur u : I ! J dans Cat , le foncteuru� : D (J) = Hom(J�;M)! Hom(I�;M) = D (I)admet un adjoint �a droiteu� : D (I) = Hom(I�;M)! Hom(J�;M) = D (J)d�e�ni paru�(F )(j) = lim �(I=j)� F (i) ; F 2 Hom(I�;M) ; j 2 Ob(J) ;u(i)!jce qui prouve Der 3g, et l'axiome Der 4g n'est autre, dans ce cas, que laformule ci-dessus.1.4.3. Un d�erivateur faible �a droite est un pr�ed�erivateur satisfaisant auxaxiomes Der 1, Der 2, et aux axiomes Der 3d et Der 4d duaux desaxiomes Der 3g et Der 4g.Der 3d Pour tout u : A ! B dans Dia, le foncteur u� : D (B) ! D (A)admet un adjoint �a gauche u! = uD! : D (A)! D (B).Le foncteur u! s'appelle foncteur image directe homologique pour u. Si Fest un coe�cient de type D sur A, l'objet f!(F ) de D (B) s'appelle l'objetd'homologie relative de A sur B (par u) �a coe�cients dans F .Notation. Soit A dans Dia . Pour tout coe�cient F de type D sur A, onpose H�(A;F ) = HD� (A;F ) = (pA)!(F ) :L'objet H�(A;F ) de D (e) s'appelle homologie de A �a coe�cients dans F . Uneterminologie plus classique est d'appeler cet objet colimite homotopique deF et le noter holim���!A� F . Si M est un coe�cient absolu, on poseH�(A;M) = H�(A; p�A(M)) = (pA)!p�A(M) ;et cet objet s'appelle homologie de A �a coe�cients dans M .16



Si A0 //v��u0 A�� uD = B0 //w B����>F�est un 2-diagramme dans Dia, une construction duale �a celle d�e�nissant lemorphisme de changement de base pour les images directes cohomologiquespermet de d�e�nir un morphisme de foncteursc0D : u0!v� ��! w�u! ;qu'on appelle le morphisme de changement de base pour les images directeshomologiques, relatif au diagramme D.De même, si u : A ! B est un morphisme de Cat , et b un objet de B, ond�e�nit un 2-diagramme bnA //j0u;b��pbnA A�� uD0u;b = e //iB;b B����>F�0u;b ;dualement �a D0u;b.Der 4d Pour tout u : A! B dans Dia , et tout objet b de B, le morphismede changement de basec0u;b = c0Du;b : (pbnA)!j0�u;b ��! i�B;bu!est un isomorphisme. Autrement dit, pour tout coe�cient F de type D surA, le morphismec0u;b : H�(bnA;F j(bnA)) = H�(bnA; j0�u;bF ) = (pbnA)!j0�u;bF �! i�B;bu!F = (u!F )best un isomorphisme (calcul des �bres des images directes homologiques).Un d�erivateur est un pr�ed�erivateur qui est �a la fois un d�erivateur faible �agauche et un d�erivateur faible �a droite.17



1.5 Les cons�equences �el�ementaires des axiomesProposition 1.5.1. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia.a) Si les axiomes Der 1 (a) et Der 3g sont satisfaits, alors pour tout Idans Dia, D (I) admet des produits binaires.b) Si les axiomes Der 1 (b) et Der 3g sont satisfaits, alors pour tout Idans Dia, D (I) admet un objet �nal.Ainsi, pour tout d�erivateur faible �a gauche D , les cat�egories D (I), pour Idans Dia, poss�edent des produits �nis.D�emonstration. (a) Pour montrer que la cat�egorie D (I) poss�ede des pro-duits binaires, il su�t de montrer que le foncteur diagonal�D (I) : D (I) ��! D (I)� D (I)poss�ede un adjoint �a droite. NotonsI i1��! I q I i2 �� Iles foncteurs canoniques, et rI : I q I ! I le foncteur codiagonal, d�e�ni parrI ik = 1I , k = 1; 2. On a un triangle commutatifD (I) //r�I ''�D (I) NNNNNNNNNNNNNNNNN D (I q I)�� (i�1;i�2)D (I)� D (I) ;car i�kr�I = (rI ik)� = 1�I = 1D (I), k = 1; 2. En vertu de Der 3g, r�I admetun adjoint �a droite, et en vertu de Der 1 (a), (i�1; i�2) est une �equivalence decat�egories, donc admet aussi un adjoint �a droite. On en d�eduit qu'il en estde même pour �D(I).(b) Pour montrer que la cat�egorie D (I) poss�ede un objet �nal, il su�tde prouver que le foncteur canonique pD (I) : D (I) ! e admet un adjoint �adroite. Notons i : ; ! I le foncteur canonique. On a un triangle commutatifD (I) //i� ((pD (I) PPPPPPPPPPPPPP D (;)�� oe :En vertu de Der 3g, i� admet un adjoint �a droite, et en vertu de Der 1 (b),D (;) ! e est un isomorphisme. On en d�eduit que pD (I) admet un adjoint �adroite, ce qui ach�eve la d�emonstration.18



Proposition 1.5.2. Soit D un pr�ed�erivateur, de domaine Dia, satisfaisant�a Der 2. Si (uj : Aj ! A)j2J est une famille de 
�eches de Dia, telle queOb(A) = Sj2J uj(Ob(Aj)), alors la famille de foncteurs (u�j)j2J est conserva-tive.D�emonstration. Soit ' : F ! F 0 une 
�eche de D (A) telle que pour toutj, j 2 J , u�j(') soit un isomorphisme. CommeOb(A) = Sj2J uj(Ob(Aj)) ;pour tout objet a de A, il existe j, j 2 J , et un objet a0 de Aj tels quea = uj(a0). On a alors Aj�� uje ::iAj;a0 tttttt %%iA;a KKKKKKK iA;a = ujiAj ;a0 :AOn en d�eduit que i�A;a(') = i�Aj ;a0u�j(') est un isomorphisme. Il r�esulte doncde Der 2 que ' est un isomorphisme.1.5.3. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia . Pour tout objet I de Dia,on d�e�nit un foncteurdiaI : D (I) ��! Hom(I�; D (e))comme suit. On a un isomorphisme de cat�egoriesI ���! Hom(e; I) ;d'o�u, en composant avec le foncteur d�e�ni par DI� ���! Hom(e; I)� D��! Hom(D (I); D (e)) ;on en d�eduit un foncteur I� ! Hom(D (I); D (e)), d'o�u par adjonction unfoncteur diaI : D (I) ��! Hom(I�; D (e)) ;appel�e foncteur diagramme associ�e. On v�eri�e imm�ediatement que pour toute
�eche u : I ! J de Dia, on a un carr�e commutatifD (J) //diaJ��u� Hom(J�; D (e))�� Hom(u�;1D(e))D (I) //diaI Hom(I�; D (e)) ;19



et en particulier, pour tout A dans Dia, et tout objet a de A, on a un carr�ecommutatif D (A) //diaA��i�A;a Hom(A�; D (e))�� Hom(i�A;a;1D(e))D (e) //� Hom(e�; D (e)) :Comme la famille des foncteurs Hom(i�A;a; 1D (e)), a 2 Ob(A), est conservative,on en d�eduit :Proposition 1.5.4. Un pr�ed�erivateur D de domaine Dia satisfait �a l'axi-ome Der 2 si et seulement si pour tout A dans Dia, le foncteurdiaA : D (A) ��! Hom(A�; D (e))est conservatif.1.5.5. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia satisfaisant �a l'axiome Der3g. Si u : A! B est une 
�eche de Dia , et F un coe�cient de type D sur B(F 2 Ob D (B)), on en d�eduit un morphismeH�(u; F ) : H�(B;F ) ��! H�(A;u�F ) :Ce morphisme est d�e�ni parH�(u; F ) = (pB)� ? �(F ) ;o�u � : 1D (B)! u�u� d�esigne le morphisme d'adjonction.H�(B;F ) = (pB)�(F ) (pB)�(�F )������! (pB)�u�u�(F ) ' (pA)�u�(F ) = H�(A;u�F )A //u��pA 5555555 B�� pB							 pA = pBue (pA)� ' (pB)�u�En particulier, si F est un coe�cient constant, F = p�BM , o�u M est uncoe�cient absolu, on en d�eduit un morphismeH�(B;M) = H�(B; p�BM) H�(u;M)�����! H�(A;u�p�BM) = H�(A; p�AM) = H�(A;M)H�(u;M) = (pB)� ? �(p�BM) = (pB)� ? � ? p�B(M) ;20



qui d�e�nit un morphisme de foncteursD (e) H�(B;? )=(pB)�p�B ((H�(A; ? )=(pA)�p�A 66�� �� �� H�(u; ? )=(pB)�?�?p�B D (e) :Proposition 1.5.6. Soit D un pr�ed�erivateur de domain Dia satisfaisant �al'axiome Der 3g. Si u : A ! B est une 
�eche de Dia, les conditions suiv-antes sont �equivalentes :a) u est une D -�equivalence ;b) le morphisme canoniquepB� ? � ? p�B : pB�p�B ��! pA�p�Aest un isomorphisme canonique ;c) pour tout coe�cient absolu M le morphisme canoniqueH�(u;M) : H�(B;M) ��! H�(A;M)est un isomorphisme ;d) pour tout coe�cient constant F sur B le morphisme canoniqueH�(B;F ) ��! H�(A;u�F )est un isomorphisme.D�emonstration. L'�equivalence de (b), (c) et (d) est tautologique. Pard�e�nition, la condition (a) signi�e que pour tous coe�cients absolus M etN , l'applicationHomD (B)(p�BN; p�BM) ��! HomD (A)(p�AN; p�AM)est bijective, ou par adjonction, que l'applicationHomD (e)(N; pB�p�BM) ��! HomD (e)(N; pA�p�A)est bijective, ce qui �equivaut �a dire que pour tout coe�cient absoluM , le mor-phisme pB�p�BM ! pA�p�AM est un isomorphisme. Cela �etablit l'�equivalencede (a) et (b), et d�emontre la proposition.21



Lemme 1.5.7. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia satisfaisant �a l'axiomeDer 3g, et consid�erons des 2-diagrammes :A00 ������ �0 //v0��u00 A0 ����}� � //v�� u0 A�� u A00 ����~� �00 //v00=vv0��u00 A�� uB00 //w0 B0 //w B B00 //w00=ww0 B ;D0 D D � D0o�u �00 = (w ? �0)(� ? v0). Alors on a cD�D0 = (cD0 ? v�)(w0� ? cD).(ww0)�u� //cD�D0 u00�(vv0)�w0�w�u� ##w0�?cD GGGGGGGGG u00�v0�v�w0�u0�v� ;;cD0?v�xxxxxxxxxD�emonstration. La d�emonstration est laiss�ee au lecteur.On dit qu'un 2-carr�e D de Dia A0 ����~� � //v��u0 A�� uD = B0 //w Bsatisfait �a la propri�et�e de changement de base (cohomologique) si le mor-phisme de changement de base cD est un isomorphisme.En gardant les notations du lemme pr�ec�edent, ce lemme implique que si Det D0 satisfont �a la propri�et�e de changement de base, alors il en est de mêmepour D � D0.Lemme 1.5.8. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia satisfaisant �al'axiome Der 3g. Pour tout u : A ! B dans Dia, si b est un objet �nalde B, alors le 2-carr�e A=b ����~� �u;b //ju;b��pA=b A�� uDu;b = e //iB;b B22



satisfait �a la propri�et�e de changement de base.D�emonstration. Comme b est un objet �nal deB,A=b ' A, pA=b s'identi�e�a pA, et ju;b �a l'identit�e de A. Ainsi le morphisme de changement de base ser�eduit �a i�B;bu� cu;b�����! pA� ' pB�u� :Or, comme b est un objet �nal de B, (pB; iB;b) est un couple de foncteursadjoints, donc (p�B; i�B;b) aussi (1.3.2), et pB� ' i�B;b. On conclut en v�eri�antque le triangle i�B;bu� //cu;b$$' IIIIIIIII pA�pB�u� ;;' wwwwwwwwwest commutatif.Proposition 1.5.9. Soit D un pr�ed�erivateur de domaine Dia satisfaisantaux axiomes Der 2 et Der 3g. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) D satisfait �a l'axiome Der 4g, autrement dit, pour tout morphismeu : A! B de Dia, et tout objet b de B, le 2-carr�eA=b ����~� �u;b //ju;b��pA=b A�� uDu;b = e //iB;b Bsatisfait �a la propri�et�e de changement de base ;b) Pour tout morphisme u : A! B de Dia, et tout objet b de B, le carr�ecart�esien A=b //ju;b��u=b A�� uDcu;b = B=b //j1B;b Bsatisfait �a la propri�et�e de changement de base.D�emonstration. Soient u : A! B une 
�eche de Dia, b un objet de B, et23



(b0; y : b0! b) un objet de B=b. Consid�erons le 2-diagrammeA=b0 ' (A=b)=(b0; y)����}� �u=b;(b0;y) //ju=b;(b0;y)��pA=b0 A=b cart //ju;b�� u=b A�� ue //iB=b;(b0 ;y) B=b //j1B;b B :D0 = Du=b;(b0 ;y) D = Dcu;bOn v�eri�e imm�ediatement queDcu;b � Du=b;(b0;y) = Du;b0 :On remarque que si b0 = b et y = 1b, (b0; y) est un objet �nal de B=b, et lesdeux lemmes pr�ec�edents entrâ�nent l'implication (b) ) (a).Pour prouver l'implication (a) ) (b), il su�t, en vertu de Der 2, de prou-ver que Der 4g implique que pour tout objet (b0; y : b0 ! b) de B=b,i�B=b;(b0;y)(cDcu;b) est un isomorphisme. Or, en vertu du lemme 1.5.7, on acDu;b0 = (cDu=b;(b0;y) ? j�u;b)(i�B=b;(b0;y) ? cDcu;b) :CommeDer 4g implique que cDu;b0 et cDu=b;(b0;y) sont des isomorphismes, celad�emontre l'assertion.1.5.10. SoitW une partie de Fl(Dia). On dit qu'une 
�eche u : A! B deDiaest W-asph�erique si pour tout objet b de B, le morphisme u=b : A=b! B=b,induit par u, est dans W . On dit que la 
�eche u est W -coasph�erique si la
�eche u� : A� ! B� est W-asph�erique, autrement dit, si pour tout objet bde B, le morphisme bnu : bnA! bnB, induit par u, est dans W.Si D est un pr�ed�erivateur de domaine Dia, on dit qu'une 
�eche u : A! Bde Dia est D -asph�erique (resp. D -coasph�erique) si elle est WD -asph�erique(resp. WD -coasph�erique), o�u WD d�esigne la partie de Fl(Dia) form�ee desD -�equivalences.Dans la suite on se �xe un pr�ed�erivateur D de domaine Dia satisfaisant �aDer 2, Der 3g, Der 4g.Proposition 1.5.11. Soit u : A ! B une 
�eche dans Dia. Les conditionssuivantes sont �equivalentes : 24



a) u est D -asph�erique ;b) pour tout objet b de B, la cat�egorie A=b est D -asph�erique ;c) le morphisme canonique p�B ! u�u�p�B = u�p�A, d�e�ni par le morphismed'adjonction, est un isomorphisme.D�emonstration. Pour tout objet b de B, on a un triangle commutatifA=b //u=b��pA=b ::::::: B=b�� pB=b�������e ;et comme la cat�egorie B=b admet un objet �nal, il r�esulte des corollaires1.3.8 et 1.3.6 que u=b est une D -�equivalence si et seulement si pA=b l'est, cequi prouve l'�equivalence de (a) et (b).Montrons l'�equivalence de (b) et (c). En vertu de Der 2, la condition(c) est satisfaite si et seulement si pour tout objet b de B, le morphismecanonique 1D (e) = i�B;bp�B ��! i�B;bu�u�p�Best un isomorphisme. En vertu de Der 4g, on a un isomorphismei�B;bu�u�p�B ���! (pA=b)�j�u;bu�p�B = (pA=b)�(pA=b)� ;et on v�eri�e facilement que le triangle1D (e) ))adj SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS i�B;bp�B // i�B;bu�u�p�B�� o(pA=b)�(pA=b)�est commutatif. On en d�eduit que la condition (c) est satisfaite si et seulementsi pour tout objet b de B, le morphisme d'adjonction 1D (e) ! (pA=b)�(pA=b)�est un isomorphisme, autrement dit, si le foncteur p�A=b est pleinement �d�ele,ou encore si A=b est D -asph�erique. Cela prouve l'�equivalence des conditions(b) et (c).Corollaire 1.5.12. Un morphisme D -asph�erique est une D -�equivalence.D�emonstration. En e�et, en vertu de la proposition pr�ec�edente, si le mor-phisme u : A! B est D -asph�erique, le morphisme canonique p�B ! u�p�A estun isomorphisme, et il en est donc de même pourpB�p�B ��! pB�u�p�A ' pA�p�A ;et le corollaire r�esulte de la proposition 1.5.6.25



Proposition 1.5.13. Soit A //u��v @@@@@@@ B�� w~~~~~~~Cun triangle commutatif dans Dia. Les conditions suivantes sont �equivalentes :a) pour tout objet c de C, le morphisme u=c : A=c ! B=c induit par uest une D -�equivalence.b) le morphisme canonique w�p�B ! v�p�A, d�e�ni parw� ? � ? p�B : w�p�B ��! w�u�u�p�B ' v�p�A ;o�u � : 1D (B)! u�u� d�esigne le morphisme d'adjonction, est un isomorphisme.D�emonstration. En vertu de Der 2, la condition (b) est satisfaite si etseulement si pour tout objet c de C, le morphisme canoniquei�C;cw�p�B ��! i�C;cv�p�Aest un isomorphisme. En vertu de Der 4g, on a des isomorphismesi�C;cw�p�B ���! (pB=c)�j�w;cp�B = (pB=c)�(pB=c)�et i�C;cv�p�A ���! (pA=c)�j�v;cp�A = (pA=c)�(pA=c)� ;et on v�eri�e facilement que le carr�ei�C;cw�p�B //��o i�C;cv�p�A�� o(pB=c)�(pB=c)� // (pA=c)�(pA=c)�est commutatif. L'�equivalence de (a) et (b) r�esulte donc de la proposition1.5.6.Corollaire 1.5.14. Si Dia = Cat, et si WD d�esigne la partie de Fl(Cat)form�ee des D -�equivalences, alors (Cat ;WD ) est un localisateur fondamentalfort. 26



On appelle localisateur fondamental fort un localisateur (Cat ;W) satis-faisant aux conditions suivantes :a) (Cat ;W) est faiblement satur�e ;b) si A est une petite cat�egorie admettant un objet �nal, alors pA : A! eest dans W ;c) Si A //u��v @@@@@@@ B�� w~~~~~~~Cd�esigne un triangle commutatif de Cat , et si pour tout objet c de C, lemorphisme u=c : A=c! B=c, induit par u, est dans W, alors u est dans W.D�emonstration du corollaire. Les propri�et�es (a) et (b) ont d�ej�a �et�e�etablies (1.3.6 et 1.3.8). Montrons la propri�et�e (c). En vertu de la propositionpr�ec�edente, l'hypoth�ese que pour tout objet c de C, le morphisme u=c estune D -�equivalence implique que le morphisme canonique w�p�B ! v�p�A estun isomorphisme. On en d�eduit qu'il en est de même pourpB�p�B ' pC�w�p�B ��! pC�v�p�A ' pA�p�A ;et il r�esulte donc de la proposition 1.5.6 que u est une D -�equivalence.
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