
LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�EGEORGES MALTSINIOTISR�esum�e. On d�e�nit la notion de d�erivateur triangul�e, et on y associe un espacede K-th�eorie. On �enonce quelques conjectures, et on calcule le K0.1. Introduction.Le but de cet article est de pr�esenter un cadre permettant de d�e�nir la K-th�eoried'une \structure triangul�ee", avec l'espoir de pouvoir montrer que la K-th�eorie d'unecat�egorie exacte co��ncide avec la K-th�eorie de sa \structure triangul�ee d�eriv�ee".L'origine de cette probl�ematique est un th�eor�eme de Thomason [Th] a�rmant qu'unfoncteur exact entre cat�egories exactes induisant une �equivalence des cat�egoriesd�eriv�ees born�ees, induit une �equivalence en K-th�eorie. Ce r�esultat sugg�ere qu'onpuisse peut être reconstruire la K-th�eorie d'une cat�egorie exacte �a partir de sacat�egorie d�eriv�ee born�ee. Amnon Neeman a d�e�ni une K-th�eorie des cat�egories tri-angul�ees [N1], [N2], [N3] telle que la K-th�eorie d'une cat�egorie ab�elienne co��ncideavec celle de sa cat�egorie d�eriv�ee born�ee. Sa th�eorie a trois limitations. Il d�e�nit uneK-th�eorie uniquement pour les cat�egories triangul�ees admettant un certain type demod�eles introduits par Thomason [Th] \les cat�egories de Waldhausen bicomplicia-les" (biWaldhausen complicial categories), sa d�e�nition n'est pas fonctorielle, et ild�emontre le th�eor�eme de comparaison uniquement pour les cat�egories ab�eliennes.Pire, Marco Schlichting [S] fournit un contre-exemple qui prouve qu'il n'existe pasde \bonne" K-th�eorie des cat�egories triangul�ees satisfaisant au \th�eor�eme" de com-paraison pour les cat�egories exactes. De fa�con plus pr�ecise, il montre qu'il n'existepas de foncteur K de la cat�egorie des cat�egories triangul�ees vers celle des \espaces"satisfaisant aux deux conditions suivantes.a) (Localisation.) Si A // B // C est une suite exacte de cat�egories triangul�ees,alors K(A) // K(B) // K(C) identi�e l'espace K(A) �a la �bre homotopique deK(B) // K(C).b) (Comparaison.) Pour toute cat�egorie exacte E , l'espace K(E) de K-th�eorie deE est isomorphe dans la cat�egorie homotopique �a K(Db(E)), o�u Db(E) d�esigne lacat�egorie d�eriv�ee born�ee de E .Pour obtenir une th�eorie satisfaisante, il semble donc qu'il faille modi�er la notion decat�egorie triangul�ee en la rempla�cant par une structure plus riche. Dans cet article,on opte pour celle de d�erivateur triangul�e, en suivant pour cela la philosophie deGrothendieck. La premi�ere fois o�u la notion, et le mot, de d�erivateur apparâ�t estdans la \Poursuite des champs" [PS], lettre de plus de six cent pages, d'AlexandreGrothendieck �a Quillen, datant de 1983. Le premier �a avoir publi�e une axiomatiquede cette th�eorie est Alex Heller dans \Homotopy theories" [H], o�u les d�erivateurssont appel�es \th�eories homotopiques". �A peu pr�es �a la même �epoque, Grothendieckest en train de r�ediger un manuscrit de pr�es de 2000 pages : \Les D�erivateurs" [Der],[M1], dont on peut estimer l'ach�evement en 1990. Dans sa th�ese \Derived categoriesand universal problems" [K], Bernhard Keller d�eveloppe une notion proche, dansle cadre des cat�egories triangul�ees, qu'il appelle \tour de cat�egories triangul�ees".1



2 GEORGES MALTSINIOTISPlus r�ecemment, en 1996, �egalement dans le cadre triangul�e, Jens Franke d�eveloppeune notion qu'il appelle \syst�eme de cat�egories triangul�ees de diagrammes" [F]. Lanotion de d�erivateur triangul�e introduite dans cet article est tr�es proche de celle deFranke, mais la pr�esentation adopt�ee ici permet de mieux comprendre le passagedu cas non additif au cas triangul�e. Elle est obtenue en ajoutant aux axiomesd�e�nissant un d�erivateur ponctu�e de Grothendieck, deux autres inspir�es du textede Franke.Assez rapidement, apr�es l'introduction par Verdier [V] de la notion de cat�egorietriangul�ee comme cadre de l'alg�ebre homologique, on s'est aper�cu que ce cadre�etait insu�sant. Par exemple, la structure de cat�egorie triangul�ee ne permet pas ded�e�nir les limites et colimites homotopiques, et la cat�egorie d�eriv�ee d'une cat�egorieab�elienne, munie de sa seule structure de cat�egorie triangul�ee ne poss�ede pas unepropri�et�e universelle. Pour pallier ces insu�sances, Grothendieck propose [PS] deremplacer la donn�ee de la cat�egorie d�eriv�ee d'une cat�egorie ab�elienne par la donn�eedes toutes les cat�egories d�eriv�ees des cat�egories des diagrammes �a valeurs dansla cat�egorie ab�elienne. On obtient ainsi un 2-foncteur de la cat�egorie des petitescat�egories vers celle des cat�egories, satisfaisant un certain nombre de propri�et�es.Un d�erivateur triangul�e est un 2-foncteur satisfaisant �a ces propri�et�es.Ce texte n'est pas destin�e �a être une introduction �a la th�eorie des d�erivateurs. Lelecteur int�eress�e peut consulter pour cela [Der], [M1], [M2]. Dans les paragraphes2 et 3, on pr�esente la d�e�nition d'un d�erivateur triangul�e, et quelques propri�et�esutiles pour la suite. Le paragraphe 4 est consacr�e �a la d�e�nition de la K-th�eorie d'und�erivateur triangul�e, et le paragraphe 5 �a l'�enonc�e des conjectures. Dans le para-graphe 6, on calcule le K0 d'un d�erivateur triangul�e, et on en d�eduit la conjecturede comparaison pour le K0. Le paragraphe 7, plus technique, sert �a d�emontrer unlemme de stricti�cation permettant de simpli�er l'�etude de la K-th�eorie. Dans unappendice, Bernhard Keller associe �a une cat�egorie exacte un \d�erivateur triangul�ed�eriv�e".2. D�erivateurs triangul�es.On d�esigne par Cat �a la fois la 2-cat�egorie des petites cat�egories, et sa 1-cat�egoriesous-jacente, autrement dit, la cat�egorie des petites cat�egories. On note? la cat�egorievide, et e la cat�egorie ponctuelle (n'ayant qu'un seul objet et comme seule 
�echel'identit�e de cet objet). Si A est une petite cat�egorie, on note Ob(A) l'ensemblede ses objets, Fl(A) l'ensemble de ses 
�eches, et A� sa cat�egorie oppos�ee. Si A etB sont deux petites cat�egories, Hom(A;B) d�esigne la cat�egorie des foncteurs de Avers B. Si u : A // B est un foncteur, et si b est un objet de B, on d�esigne parA=b la cat�egorie dont les objets sont les couples (a; f), o�u a est un objet de A etf : u(a) // b une 
�eche de B, un morphisme de (a; f) vers (a0; f 0) �etant une 
�echeg : a // a0 de A, telle que f = f 0u(g), la loi de composition �etant induite parcelle de A. Dualement, on d�e�nit bnA par bnA = (A�=b)�. On a alors des foncteursd'oubli canoniques A=b // A et bnA // A d�e�nis par (a; f) � // a, et on v�eri�e queles carr�es suivants sont cart�esiens.A=b //u=b �� Au�� bnA //bnu �� Au��B=b // B bnB // B



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 3Une cat�egorie de diagrammes est une 2-sous-cat�egorie pleine (1) Dia de la 2-cat�egoriedes petites cat�egories Cat satisfaisant aux axiomes suivants.Dia 0 Toute cat�egorie associ�ee �a un ensemble ordonn�e �ni est dans Dia.Dia 1 Dia est stable par sommes �nies et par produits �br�es.Dia 2 Pour toute petite cat�egorie A dans Dia, et tout objet a de A, la cat�egorieA=a est dans Dia.Dia 3 Dia est stable par passage �a la cat�egorie oppos�ee.En vertu de Dia 0, la cat�egorie ponctuelle e est dans Dia , et Dia 1 implique doncque Dia est stable par limites projectives �nies. On d�emontre qu'en pr�esence deDia 1, pour avoir Dia 0, il su�t de supposer que la cat�egorie ponctuelle e et lacat�egorie �1 associ�ee �a l'ensemble ordonn�e f0 < 1g sont dans Dia. Les conditionsDia 1 et Dia 2 impliquent que pour tout foncteur u : A // B dans Dia, et pourtout objet b de B, la cat�egorie A=b est dans Dia, et l'axiomeDia 3 que bnA aussi.Les exemples les plus importants de cat�egories de diagrammes sont la 2-cat�egorieCat toute enti�ere, et les sous-2-cat�egories pleines Catf , Ord , Ordf , et Dirf de Catform�ees des cat�egories �nies, des cat�egories associ�ees �a un ensemble ordonn�e, descat�egories associ�ees �a un ensemble ordonn�e �ni, et des cat�egories directes �nies (2)respectivement.Soit Dia une cat�egorie de diagrammes. Un d�erivateur triangul�e D de domaine Diaest un 2-foncteur strict contravariantDia� // Cat ;associant �a un objet I de Dia une cat�egorie D (I), �a une 
�eche u : I // J de Diaun foncteur u� : D (J) // D (I), et �a une 2-
�echeI u ''v 77�� �� �� � J ;de Dia un morphisme de foncteurs �� : v� // u�D (I) D (J)v�gg u�ww � �� �KS�� ;de fa�con compatible aux identit�es et aux diverses compositions, et satisfaisant auxaxiomes suivants Der 1 - Der 7.Der 1 a) Si I, J sont dans Dia, alorsD (I q J) (i�; j�) // D (I) � D (J) ;o�u i : I // I q J , j : J // I q J d�esignent les foncteurs canoniques, est une�equivalence de cat�egories.b) La cat�egorie D (?) est �equivalente �a la cat�egorie ponctuelle e.1Dans le sens le plus fort : si A et B sont deux petites cat�egories objets de Dia, tout foncteurde A vers B est une 1-
�eche de Dia , et tout morphisme de foncteurs de A vers B est une 2-
�echede Dia .2On rappelle qu'une cat�egorie directe �nie est une cat�egorie �nie sans cycles non triviaux, oude fa�con �equivalente une cat�egorie C telle que le graphe orient�e, dont les sommets sont les objetsde C, et dont les arêtes sont les 
�eches non identiques de C, engendre une cat�egorie �nie, ou encoreune cat�egorie C dont le nerf est un ensemble simplicial �ni.



4 GEORGES MALTSINIOTISNotations. Pour toute petite cat�egorie A, et tout objet a de A, on d�esigne pariA;a : e // A le foncteur de la cat�egorie ponctuelle e vers A d�e�ni par l'objet a deA. Quand aucune ambigu��t�e n'en r�esulte, ce foncteur sera not�e a : e // A.Der 2 Pour tout A dans Dia, la famille des foncteurs i�A;a : D (A) // D (e),a 2 Ob(A), est conservative, autrement dit, pour qu'un morphisme f de D (A) soitun isomorphisme, il su�t que pour tout objet a de A, i�A;a(f) soit un isomorphismede D (e).Notations et terminologie. Pour tout A dans Dia , si F est un objet de D (A),on pose Fa = i�A;a(F ), et si ' : F // F 0 est un morphisme de D (A), on pose'a = i�A;a(') : Fa // F 0a. On dit que l'objet Fa de D (e) est la �bre de F en a, etque 'a : Fa // F 0a est le morphisme induit dans les �bres par '.L'axiome ci-dessus a�rme donc que, pour tout A dans Dia, toute 
�eche ' : F // F 0de D (A) induisant, pour tout objet a de A, un isomorphisme dans les �bres, est unisomorphisme.Der 3 Pour tout u : A // B dans Dia, le foncteur u� : D (B) // D (A) ad-met un adjoint �a droite not�e u� : D (A) // D (B), et un adjoint �a gauche not�eu! : D (A) // D (B).Notations et terminologie. Pour tout \2-carr�e" dans Dia,A0 ����~� �v //u0 �� Au��D = � : uv // wu0 ;B0 w // Bsi l'on note " : u�u� // 1D(A) ; � : 1D(B) // u�u� ;"0 : u0�u0� // 1D(A0) ; �0 : 1D(B0) // u0�u0�les morphismes d'adjonction, on d�eduit un morphisme cD : w�u� // u0�v� d�e�nipar cD = (u0�v� ? ")(u0� ? �� ? u�)(�0 ? w�u�),w�u��0?w�u� �� cD // u0�v�u0�u0�w�u� u0�v�u�u�u0�v�?"OOu0�(wu0)�u� u0�?��?u� // u0�(uv)�u�appel�e morphisme de changement de base. Dualement, on d�e�nit un morphismec0D : v!u0� // u�w!, \transpos�e" du pr�ec�edent.Pour toute petite cat�egorie A, on note pA : A // e l'unique foncteur de A vers lacat�egorie ponctuelle e. Si A est dans Dia, et si F est un objet de D (A), on poseholim ���F = pA�(F ) et holim���!F = pA!(F ) ;et on dit que l'objet holim ���F de D (e) est la limite projective homotopique de F ,et que holim���!F en est la limite inductive homotopique. Soit u : A // B dans Dia,et soient b un objet de B et F un objet de D (A). On note F jA=b (resp. F j bnA)l'objet j�(F ) de D (A=b) (resp. de D (bnA)), o�u j d�esigne le foncteur d'oubliA=b // A (resp. bnA // A ) :



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 5En consid�erant les \2-carr�es"A=b ������ � //�� Au�� ete b // B bnA //�� Au��e b // B����?G�0 ;o�u les morphismes de foncteurs � et �0 sont d�e�nis par�(a;f) = f ; (a; f : u(a) // b) 2 Ob(A=b) ;�0(a;g) = g ; (a; g : b // u(a)) 2 Ob(bnA) ;on d�eduit des morphismes canoniques de changement de base(u�F )b // holim ���(F jA=b) et holim���!(F j bnA) // (u!F )b :Der 4 Pour tout u : A // B dans Dia, tout objet b de B, et tout objet F de D (A),les morphismes canoniques(u�F )b // holim ���(F jA=b) et holim���!(F j bnA) // (u!F )bsont des isomorphismes.Commentaire. L'axiomeDer 4 signi�e que les adjoints u� et u! \se calculent" defa�con analogue aux extensions de Kan usuelles.Notations. Soient I et J dans Dia . On d�e�nit un foncteurD (I � J) diaI;J // Hom(I�; D (J))(o�u Hom(I�; D (J)) d�esigne la cat�egorie des foncteurs de I� vers D (J)) comme suit.Soit I // Hom(J; I � J)i � // (j � // (i; j)) ;on en d�eduit par compositionI� // Hom(J; I � J)� D // Hom(D (I � J); D (J)) ;et par adjonction I� � D (I � J) // D (J) :Par une nouvelle adjonction, on d�eduit le foncteurD (I � J) diaI;J // Hom(I�; D (J)) :Quand J est la cat�egorie ponctuelle e, le foncteur diaI;e est not�e plus simplementdiaI : D (I) ' D (I � e) // Hom(I�; D (e)) ;et pour un objet F de D (I), on pose, quand aucune confusion n'en r�esulte,dia(F ) = diaI(F ) : I� // D (e) ;et on dit que dia(F ) est le diagramme sous-jacent �a F . On remarque que pour toutobjet i de I, dia(F )(i) = Fi est la �bre de F en i. Ainsi une formulation �equivalentede l'axiome Der 2 ci-dessus est que pour tout I dans Dia , le foncteur diaI estconservatif.Der 5 Pour tout A dans Dia, le foncteurdia�1;A : D (�1 � A) // Hom(��1; D (A)) ;o�u �1 d�esigne la cat�egorie f0 // 1g, est plein et essentiellement surjectif.



6 GEORGES MALTSINIOTISDer 6 (Axiome de d�erivateur point�e.) Si u : A // B est une immersion ferm�ee(un cocrible) (resp. ouverte (un crible)) dans Dia, alors u� (resp. u!) admet unadjoint �a droite u! (resp. �a gauche u?). 3Notations et terminologie. On note � la cat�egorie ��1 ���1, et , les sous-cat�egories (0; 0) (0; 1)oo ; (0; 1)(1; 0)OO (1; 0) (1; 1)oo OOde �, et i : // �, i : // � les foncteurs d'inclusion. On dit qu'un objet Fde D (�) est homotopiquement cart�esien (resp. homotopiquement cocart�esien), ouplus simplement, quand aucune confusion n'en r�esulte, cart�esien (resp. cocart�esien),si le morphisme d'adjonctionF // i �i�F (resp. i !i� F // F )est un isomorphisme.Der 7 (Axiome de d�erivateur triangul�e.) Un objet F de D (�) est homotopiquementcart�esien si et seulement si il est homotopiquement cocart�esien (on dira alors parfoisqu'il est homotopiquement bicart�esien, ou plus simplement bicart�esien).Commentaires. Les axiomes Der 1 - Der 4 d�e�nissent la notion de d�erivateurau sens de Grothendieck, et si l'on ajoute l'axiome Der 6 (qui implique que lescat�egories D (I) admettent des objets nuls), on obtient sa notion de d�erivateurpoint�e [Der]. L'axiome Der 5 est une version a�aiblie d'un axiome de Heller quidemande que pour toute cat�egorie �nie libre I dans Dia et tout J dans Dia, lefoncteur diaI;J soit plein et essentiellement surjectif [H]. L'axiome Der 7 a �et�eintroduit par Franke [F]. La philosophie des d�erivateurs est de consid�erer que le2-foncteur D : Dia� // Cat constitue une \structure" sur la cat�egorie D (e), ap-pel�ee la cat�egorie fondamentale du d�erivateur D .Quelques cons�equences des axiomes. Pour tout d�erivateur D de domaine Dia,les axiomes Der 1 et Der 3 impliquent aussitôt que pour tout I dans Dia , lacat�egorie D (I) admet des sommes �nies et des produits �nis, et en particulier unobjet initial et un objet �nal. Il r�esulte facilement des axiomes Der 2, Der 3, etDer 4 que si un foncteur u : I // J dans Dia est pleinement �d�ele, alors il enest de même des foncteurs u� et u!, autrement dit, les morphismes d'adjonctionu�u� // 1D(I) et 1D(I) // u�u! sont des isomorphismes, et que si en outre u est uncocrible (resp. un crible), alors pour tout objet F de D (I), et tout objet j de Jn'appartenant pas �a l'image de I, la �bre en j de u�(F ) (resp. u!(F )) est un objet�nal (resp. initial) de D (e), et pour tout carr�e cart�esien dans Dia de la formeA0 v //u0 �� Au��B0 w // B ;les morphismes de changement de basev!u0� // u�w! et w�u� // u0�v�(resp. u�w� // v�u0� et u0!v� // w�u! )3On rappelle qu'un crible (resp. cocrible) d'une cat�egorieB est une sous-cat�egorie pleine A deB, telle que pour objet a de A et tout objet b de B, s'il existe une 
�eche b // a (resp. a // b) deB, alors b est dans A.



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 7sont des isomorphismes. Pour un d�erivateur triangul�e, on d�emontre le th�eor�emesuivant :Th�eor�eme 1. Pour tout d�erivateur triangul�e D de domaine Dia, et tout A dansDia, la cat�egorie D (A) est canoniquement une cat�egorie triangul�ee, et pour toutu : A // B dans Dia, le foncteur u� : D (B) // D (A) est un foncteur exact pourles structures canoniques de cat�egorie triangul�ee sur D (A) et D (B).Ce th�eor�eme r�esulte facilement d'un th�eor�eme plus g�en�eral valable pour un d�erivateurpoint�e arbitraire [M2]. Il peut �egalement être obtenu par une adaptation de la preuvedu th�eor�eme correspondant de Franke [F]. Dans le paragraphe suivant, on donneraune description de la structure de cat�egorie triangul�ee sur la cat�egorie D (e).Exemple. Soit E une cat�egorie exacte. Pour toute petite cat�egorie I, la cat�egorieHom(I�; E) est une cat�egorie exacte, en d�e�nissant les monomorphismes (resp.�epimorphismes) admissibles argument par argument.Th�eor�eme 2. Il existe un d�erivateur triangul�e D E de domaine Dia = Dirf , o�u Dirfd�esigne la sous-2-cat�egorie 2-pleine de Cat form�ee des cat�egories directes �nies, telque pour tout I dans Dia, D (I) soit la cat�egorie d�eriv�ee born�ee DbHom(I�; E) dela cat�egorie exacte Hom(I�; E).Ce th�eor�eme est d�emontr�e dans un appendice par Bernhard Keller.3. La description de la structure de cat�egorie triangul�ee.Dans ce paragraphe, on se �xe un d�erivateur triangul�e D de domaine Dia.Soit I une petite cat�egorie appartenant �a Dia. Comme Dia est stable par produitsbinaires, on d�e�nit un 2-foncteurD I : Dia� // Cat ; J � // D (I � J) ;et on v�eri�e que D I est un d�erivateur triangul�e, appel�e le d�erivateur triangul�e induitpar D sur I. On remarque qu'on a D I (e) = D (I � e) ' D (I), autrement dit, lacat�egorie fondamentale du d�erivateur D I est la cat�egorie D (I). Ainsi pour d�ecrirela structure de cat�egorie triangul�ee sur les cat�egories D (I), il su�t de d�ecrire cellede D (e).Notons i0 : e // ; i1 : e // �les foncteurs i ;(0;0), i�;(1;1) d�e�nis par les objets (0; 0) et (1; 1) de et � respec-tivement. Le foncteur de suspension S : D (e) // D (e) est d�e�ni par S = i�1 i ! i0�.Les axiomes Der 1 - Der 4 et Der 6 d'un d�erivateur point�e impliquent que pourtout objet X de D (e), l'objet S(X) de D (e) est muni d'une structure de cogroupe,fonctorielle en X, et l'axiome Der 7 implique que S est une auto-�equivalence dela cat�egorie D (e). En particulier, on en d�eduit que D (e) est une cat�egorie additive[M2]. On remarque que pour tout objet X de D (e), l'objet i ! i0�X de D (�) esthomotopiquement bicart�esien, et les diagrammes sous-jacent �a i0�X et i ! i0�Xsont dia(i0�X) ' X //�� 00 ;et dia(i ! i0�X) ' X //�� 0��0 // S(X) ;



8 GEORGES MALTSINIOTISo�u 0 d�esigne l'objet nul de D (e) (quitte �a remplacer D (e) par une cat�egorie �equivalente,on peut supposer, pour simpli�er, que l'objet nul est unique).On note �m la cat�egorie�m = f0 // 1 // 2 // � � � // mg :On dit qu'un objet F de D (��m ���n) est homotopiquement polycart�esien, ou plussimplement, quand aucune confusion n'en r�esulte, polycart�esien, si pour tous k0, k1,l0, l1, 0 � k0 � k1 � m, 0 � l0 � l1 � n, si l'on notei : � // ��m ���nle foncteur d�e�ni par i("; �) = (k"; l�) ; "; � = 0; 1 ;l'objet i�F de D (�) est homotopiquement bicart�esien. On d�emontre qu'il su�t quecette condition soit satisfaite pour les \petits carr�es" non triviaux, autrement dit,quand k1 = k0 + 1 et l1 = l0 + 1.Un triangle dans D (e) est un diagramme de la formeX f // Y g // Z h // S(X) ;et on a une notion �evidente de morphisme et d'isomorphisme de triangles. Soit Fun objet homotopiquement polycart�esien de D (��1 ���2) tel que les �bres de F en(1; 0) et en (0; 2) soient nulles, de sorte que le diagramme sous-jacent �a F soit dela forme dia(F ) = F00�� f0 // F01f1�� // 0��0 // F11 f2 // F12 :On a un foncteur i : � // ��1 ���2(0; 0) � // (0; 0) ; (0; 1) � // (0; 2) ; (1; 0) � // (1; 0) ; (1; 1) � // (1; 2) ;et par d�e�nition d'un objet polycart�esien, i�(F ) est un objet homotopiquementbicart�esien de D (�). On remarque quedia(i�(F )) = F00�� // 0��0 // F12 ;ce qui implique par Der 2 que le morphisme d'adjonctioni� i�(F ) // i0� i�0 i� i�(F ) = i0�(F00)(o�u i0 = i ;(0;0)) est un isomorphisme. Comme i�(F ) est en particulier un objethomotopiquement cocart�esien de D (�), le morphisme d'adjonctioni ! i� i�(F ) // i�(F )est aussi un isomorphisme. On en d�eduit des isomorphismesF12 = i�1 i�(F ) i�1 i ! i� i�(F )�oo � // i�1 i ! i0�(F00) = S(F00)(o�u i1 = i�;(1;1)), d'o�u un isomorphisme � : F12 � // S(F00), et un triangleF00 f0 // F01 f1 // F11 �f2 // S(F00) :



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 9On dit qu'un triangle ainsi obtenu, �a partir d'un objet homotopiquement poly-cart�esien de D (��1 � ��2), est un triangle distingu�e standard. Par d�e�nition, untriangle distingu�e est un triangle isomorphe �a un triangle distingu�e standard. Leth�eor�eme 1 a�rme donc que la cat�egorie additive D (e), munie de la suspension Set de la classe des triangles distingu�es ainsi d�e�nis, est une cat�egorie triangul�ee.4. La K-th�eorie d'un d�erivateur triangul�e.On note � la cat�egorie des simplexes, qu'on identi�e �a la sous-cat�egorie pleine deCat form�ee des cat�egories �m, m � 0, et b� la cat�egorie des pr�efaisceaux sur �,autrement dit, celle des ensembles simpliciaux. Soit D un d�erivateur triangul�e dedomaine Dia. On d�e�nit un objet bisimplicial X(D ) de Cat par le compos�e����� � � // Dia� D // Cat Iso // Cat ; X(D )m;n = Iso(D (��m ���n)) ;o�u Iso d�esigne le foncteur associant �a une cat�egorie C la cat�egorie ayant les mêmesobjets que C, et comme 
�eches les isomorphismes de C. On remarque que si pourtous m; n, on note Q(D )m;n la sous-cat�egorie pleine de X(D )m;n form�ee des objetshomotopiquement polycart�esiens de D (��m���n), alors Q(D ) est une sous-cat�egoriebisimpliciale de X(D ). Notons � : � // ����� le morphisme diagonal, etN : Cat // b� le foncteur nerf. Alors ��NQ(D ) est un ensemble simplicial dontles 0-simplexes sont exactement les objets de D (��0 � ��0) ' D (e), o�u e d�esigne lacat�egorie ponctuelle. Ainsi, ��NQ(D ) est un ensemble simplicial point�e par l'objetnul de D (e).D�e�nition.4 On poseKn(D ) = �n+1(��NQ(D )) = �n(
��NQ(D )) :Proposition 1. On a un isomorphisme canonique K0(D ) ' K0(D (e)).En vertu du th�eor�eme 1, D (e) est une cat�egorie triangul�ee, et K0(D (e)) d�esigne leK0 de D (e) en tant que cat�egorie triangul�ee. Cette proposition sera d�emontr�ee auparagraphe 6.Soient D et D 0 deux d�erivateurs triangul�es de domaine Dia . Une �equivalence ded�erivateurs triangul�es de D vers D 0 est un morphisme de 2-foncteurs ' : D // D 0tel que pour tout objet A de Dia, le foncteur 'A : D (A) // D 0(A) soit une�equivalence de cat�egories. On en d�eduit alors un morphisme de cat�egories bisimpli-ciales Q(') : Q(D ) // Q(D 0) .Proposition 2. Si ' est une �equivalence de d�erivateurs triangul�es, le morphismeQ(') induit une �equivalence d'homotopie des espaces correspondants. En particu-lier, on a des isomorphismes de groupes Kn(D ) ' Kn(D 0), n � 0.Cette proposition d�ecoule aussitôt des d�e�nitions. Elle permet, en particulier, desupposer, pour toute question concernant la K-th�eorie d'un d�erivateur triangul�e D ,que la cat�egorie fondamentale D (e) poss�ede un unique objet nul 0 (et de même lescat�egories D (I), pour I dans Dia). On fera cette hypoth�ese simpli�catrice dans toutle reste de cet article.4Cette d�e�nition, l�eg�erement di��erente de ma d�e�nition initiale (qui �etait canul�ee pour und�erivateur triangul�e g�en�eral) m'a �et�e sugg�er�ee par Denis-Charles Cisinski.



10 GEORGES MALTSINIOTIS5. Les conjectures.Il r�esulte de [J] (en utilisant un argument analogue �a celui de [W], corollaire aulemme 1.4.1) que la K-th�eorie d'une cat�egorie exacte E peut être d�e�nie commesuit. On d�e�nit une cat�egorie bisimpliciale����� X(E) // Cat(�m;�n) � // X(E)m;n = Iso Hom(�m ��n; E) :Pour tous m; n, on note Q(E)m;n la sous-cat�egorie pleine de X(E)m;n dont les objetssont les foncteurs F : �m ��n // Etels que pour tous k0, k1, l0, l1, 0 � k0 � k1 � m, 0 � l0 � l1 � n, le carr�eFk0;l0 // //���� Fk0;l1����Fk1;l0 // // Fk1;l1soit un carr�e bicart�esien dont les 
�eches horizontales (resp. verticales) sont des mo-nomorphismes (resp. �epimorphismes) admissibles. On v�eri�e aussitôt qu'on d�e�nitainsi une sous-cat�egorie bisimpliciale Q(E) de X(E). Les 0-simplexes de l'ensemblesimplicial ��NQ(E) sont les objets de E , et ��NQ(E) est point�e par l'objet nul deE . On a alors Kn(E) = �n+1(��NQ(E)) = �n(
��NQ(E)) :Le morphisme canoniqueHom(�m ��n; E) // Db(Hom(�m ��n; E)) = D E(��m ���n)(o�u D E d�esigne le d�erivateur triangul�e associ�e �a la cat�egorie exacte E (cf. th�eor�eme2)) induit un morphisme de cat�egories bisimplicialesQ(E) // Q(D E) :Conjecture 1. (Comparaison). Le morphisme ci-dessus induit une �equivalenced'homotopie des espaces correspondants. En particulier, il induit pour tout n � 0,un isomorphisme Kn(E) ' Kn(D E ).Une suite exacte de d�erivateurs triangul�es D 0 // D // D 00 de domaine Dia est uncouple de morphismes de 2-foncteurs i : D 0 // D , p : D // D 00 tel que pour toutobjet A de Dia, D 0(A) iA // D (A) pA // D 00(A)soit une suite exacte de cat�egories triangul�ees. Autrement dit, on demande que lefoncteur iA identi�e D 0(A) �a une sous-cat�egorie pleine triangul�ee �epaisse de D (A),et que pA identi�e D 00(A) au quotient de D (A) par cette sous-cat�egorie �epaisse [V].Conjecture 2. (Localisation). Toute suite exacte de d�erivateurs triangul�esD 0 // D // D 00de domaine Dia induit un diagramme de cat�egories bisimplicialesQ(D 0) // Q(D ) // Q(D 00)identi�ant l'espace correspondant �a Q(D 0) �a la �bre homotopique du morphismeQ(D ) // Q(D 00). En particulier, on a une longue suite exacte de groupes ab�eliens� � � // Kn+1(D 00) // Kn(D 0) // Kn(D ) // Kn(D 00) // Kn�1(D 0) // � � � // K0(D 00) // 0 :



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 11Soit D un d�erivateur triangul�e de domaine Dia . On rappelle que pour tout objet Ide Dia , on d�e�nit un d�erivateur triangul�eD I : Dia� // CatJ � // D (I � J) ;appel�e d�erivateur induit. Pour tout morphisme u : I 0 // I de Dia, les foncteurs(u� 1J)� : D (I � J) // D (I 0 � J) ; pour J dans Dia ,d�e�nissent un morphisme de d�erivateurs (morphisme de 2-foncteurs), not�e aussi,quand aucune confusion n'en r�esulte,u� : D I // D I0 :On remarque que D e ' D . Consid�erons le d�erivateur induit D �. Un triangle dis-tingu�e global de D (e) est un objet homotopiquement bicart�esien F de D (�) tel quei��;(1;0)(F ) soit l'objet nul de D (e), autrement dit, tel que le diagramme sous-jacent�a F soit de la forme F00�� // F01��dia(F ) = 0 // F11 :Cette terminologie est justi��ee par le fait qu'un tel objet d�etermine canoniquementun triangle distingu�e standardF00 // F01 // F11 // S(F11) :Plus g�en�eralement, pour tout objet J de Dia , un triangle distingu�e global de D (J)est un objet F de D (� � J) = D �(J) tel que pour tout objet j de J , l'objet(1� � iJ;j )�(F ) de D (�) soit un triangle distingu�e global de D (e). Notons D tr (J)la sous-cat�egorie pleine de D �(J) form�ee des triangles distingu�es globaux de D (J).On d�emontre que D tr : Dia� // CatJ � // D tr (J)est un d�erivateur triangul�e de domaine Dia, appel�e le d�erivateur des triangles dis-tingu�es de D , et que les inclusionsD tr (J) � � // D �(J) ; J 2 ObDia ;d�e�nissent un morphisme de d�erivateurs D tr // D �. D'autre part, les morphismesi�;(0;0); i�;(1;1) : e // �de Dia d�e�nissent des morphismes de d�erivateursi��;(0;0); i��;(1;1) : D � // D e = D ;et en les composant avec le morphisme D tr // D �, on obtient des morphismes ded�erivateurs s; t : D tr // D :De fa�con explicite, pour tout objet J de Dia , et tout objet F de D tr (J), siF00�� // F01��dia�;J F = 0 // F11 ;



12 GEORGES MALTSINIOTISalors sJ (F ) = F00 et tJ (F ) = F11. On v�eri�e facilement que les morphismes ded�erivateurs s; t : D tr // D induisent des morphismes de cat�egories bisimplicialesQ(s); Q(t) : Q(D tr ) // Q(D ).Conjecture 3. (Additivit�e). Le morphisme(Q(s); Q(t)) : Q(D tr ) // Q(D ) �Q(D )induit une �equivalence d'homotopie des espaces correspondants. En particulier, ona des isomorphismes de groupes Kn(D tr ) ' Kn(D )� Kn(D ), n � 0.Cette conjecture vient d'être d�emontr�ee par Amnon Neeman et Denis-CharlesCisinski [CN]. Elle avait �et�e pr�ec�edemment d�emontr�ee dans un cas particulier parGrigory Garkusha [G].6. Le K0 d'un d�erivateur triangul�e.Rappels. Soit T une cat�egorie triangul�ee. On rappelle que le groupe de Grothen-dieck K0(T ) est d�e�ni par g�en�erateurs et relations comme suit :G�en�erateurs : [X] , X 2 Ob(T ) .Relations : [X] [Z] = [Y ] , X // Y // Z // S(X) , triangle distingu�e de T .Le triangle distingu�e 0 // 0 // 0 // S(0) = 0 implique que [ 0 ] [ 0 ] = [ 0 ], et parsuite que [ 0 ] est l'�el�ement neutre du groupe. Les triangles distingu�esX u // Y // 0 // S(X) ;pour u isomorphisme de T , impliquent que si X est isomorphe �a Y , on a [Y ] =[X] [ 0 ] = [X]. Le triangle distingu�eX �10� // X � Y (0;1) // Y 0 // S(X)implique que [X] [Y ] = [X�Y ], et commeX�Y ' Y �X, cela montre que le groupeK0(T ) est commutatif. Ainsi ce groupe sera not�e, le plus souvent, additivement.En�n, le triangle distingu�e X // 0 // S(X) // S(X) montre que [S(X)] = �[X].En particulier, on en d�eduit que tout �el�ement de K0(T ) peut s'�ecrire sous la forme[X1] + [X2] + � � �+ [Xn], n � 1.Si D est un d�erivateur triangul�e, et T la cat�egorie D (e) munie de la structure decat�egorie triangul�ee du th�eor�eme 1, le groupe K0(T ) peut, de fa�con �equivalente,être d�e�ni par g�en�erateurs et relations comme suit :G�en�erateurs : [X] , X 2 Ob(D (e)) .Relations : a) [ 0 ] = 1 ;b) [X] = [Y ], pour tout couple X;Y d'objets isomorphes de D (e) ;c) [X00] [X10]�1[X11] [X01]�1 = 1, pour tout objet cart�esien X deD (�) de diagramme sous-jacentdia(X) = X00 //�� X01��X10 // X11 :En e�et, on a d�ej�a vu que les relations (a) et (b) sont satisfaites dans K0(T ).Pour montrer la relation (c), on remarque qu'il existe un objet polycart�esien X 0 de



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 13D (��2 ���1) induisant X sur � = ��1 ���1, et dont la �bre en (2; 0) est nulle, au-trement dit, un objet polycart�esien X 0 ayant un diagramme sous-jacent isomorphe�a un diagramme de D (e) de la formeX00 //�� X01��X10 //�� X11��0 // X21 :(On peut prendre X0 = j!i�(X), o�u8<: (0;0) (0;1)oo(1;0)OO (1;1)oo OO 9=; � � i // 8>>>><>>>>: (0;0) (0;1)oo(1;0)OO (1;1)oo OO(2;0)OO 9>>>>=>>>>; � � j // 8>>>><>>>>: (0;0) (0;1)oo(1;0)OO (1;1)oo OO(2;0)OO (2;1)OOoo 9>>>>=>>>>;d�esignent les inclusions �evidentes.) On en d�eduit, par d�e�nition de la structure decat�egorie triangul�ee de D (e), qu'on a des triangles distingu�esX00 // X01 // X21 // S(X00)X10 // X11 // X21 // S(X10) ;d'o�u [X10]�1[X11] = [X00]�1[X01], ce qui prouve la relation (c).Montrons r�eciproquement que les relations (a), (b), (c) impliquent que pour touttriangle distingu�e X // Y // Z // S(X), on a [X] [Z] = [Y ]. Par d�e�nition destriangles distingu�es de D (e), il existe un objet cart�esien de D (�) dont le diagrammesous-jacent soit isomorphe �a X //�� Y��0 // Z :Il r�esulte donc des relations (b) et (c) que [X] [ 0 ]�1[Z] [Y ]�1 = 1, et de la relation(a) que [X] [Z] [Y ]�1 = 1, ce qui prouve l'assertion.Remarque. Ce qui pr�ec�ede prouve en particulier que le groupe d�e�ni par les rela-tions (a), (b), (c) est commutatif.Dans la suite, on se �xe un d�erivateur triangul�e D . On supposera pour simpli�er(outre l'hypoth�ese d�ej�a faite que pour tout I dans Dia, D (I) poss�ede un uniqueobjet nul) que le d�erivateur triangul�e D satisfait aux conclusions de la proposition 5du paragraphe suivant, et en particulier aux propri�et�es (i) et (ii) de la remarque quisuit cette proposition, autrement dit, que certains isomorphismes canoniques sonten fait des �egalit�es. Grâce �a cette proposition de \stricti�cation" et �a l'invariancede la K-th�eorie par �equivalence de d�erivateurs triangul�es, cette hypoth�ese n'est pasrestrictive.Le groupo��de K0(D ). La description g�en�erale du groupo��de fondamental d'unensemble simplicial, appliqu�ee �a ��NQ(D ), fournit la description suivante de songroupo��de fondamental, not�e K0(D ). Il est le quotient du groupo��de libre engendr�epar le graphe � = �1 s //t // �0 ;



14 GEORGES MALTSINIOTISo�u �0 est l'ensemble des objets de D (e), �1 est l'ensemble des isomorphismes entreobjets cart�esiens de D (�), et si f : X0 � // X1 est un �el�ement de �1 tel quedia(X0)dia(f) �� =dia(X1) X000 //zzuuu X001zzuuu ��X010 //�� �� X011��X100zzuuu // X101zzuuuX110 // X111 ;alors s(X0 // X1) = X000 et t(X0 // X1) = X111, quotient�e par les relations sui-vantes : pour tout couple d'isomorphismes composables entre objets polycart�esiensde D (��2 ���2) X = ( X0 � // X1 � // X2 ) ;on a la relation d0(X) � d2(X) = d1(X) ;o�u les di d�esignent les op�erateurs face de l'ensemble simplicial ��NQ(D ).De fa�con imag�ee, sidia(X) = X000 //zzuuu X001 //zzuuu X002zzuuu ��X010 //zzuuu X011 //zzuuu X012zzuuu ��X020 //�� �� �� X021 //�� �� �� X022��X100zzuuu // X101zzuuu // X102zzuuu ��X110zzuuu // X111zzuuu // X112zzuuu ��X120 //�� �� �� X121 //�� �� �� X122��X200zzuuu // X201zzuuu // X202zzuuuX210zzuuu // X211zzuuu // X212zzuuuX220 // X221 // X222 ;alors la relation ci-dessus peut s'illustrer par la formuleX000 //||yyy X002||yyy �� =X020 //�� �� X022��X200||yyy // X202||yyyX220 // X222 X111 //||yyy X112||yyy �� �X121 //�� �� X122��X211||yyy // X212||yyyX221 // X222 X000 //||yyy X001||yyy ��X010 //�� �� X011��X100||yyy // X101||yyyX110 // X111(de fa�con l�eg�erement incorrecte, puisque en r�ealit�e il s'agit d'une relation entreisomorphismes d'objets cart�esiens de D (�), et non pas entre leurs diagrammes).Autrement dit, on demande que le grand cube soit le compos�e du petit cube enhaut, �a gauche, �a l'arri�ere, suivi du petit cube en bas, �a droite, �a l'avant.On v�eri�e facilement que cette relation implique que pour tout objet X de D (e),l'identit�e de X, consid�er�e comme objet du groupo��de K0(D ), est repr�esent�ee parl'isomorphisme identique de l'objet cart�esien p��(X) de D (�), dont le diagramme



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 15est dia�1p��(X)� = X //����� X����� ��X //�� �� X��X����� // X�����X // X :On notera q : � // K0(D ) le morphisme canonique du graphe � vers le graphesous-jacent au groupo��de K0(D ). Pour tout couple d'isomorphismes composablesentre objets polycart�esiens de D (��2 ���2)X = ( X0 � // X1 � // X2 ) ;on a donc par d�e�nition l'�egalit�e suivante dans K0(D ).(�) q(d0(X)) � q(d2(X)) = q(d1(X))En distinguant ainsi un isomorphisme entre objets cart�esiens de D (�), de son imagedans K0(D ), on �evite toute confusion entre la composition dans D (�) et celle dansK0(D ), qui est di��erente en g�en�eral (deux tels isomorphismes �etant d'ailleurs rare-ment composables �a la fois dans D (�) et dans K0(D )). Les deux lemmes suivantsexpriment quelques compatibilit�es entre ces deux compositions.Dans la suite, on notera ��1 ��1 ���1p1oo p2 // ��1les deux projections, et on utilisera les notations simpliciales habituelles : pour toutm, et tout k, 0 � k � m, �k : ��m�1 // ��m d�esignera le k-i�eme op�erateur face,unique injection croissante dont l'image ne contient pas k, et �k : ��m+1 // ��mle k-i�eme op�erateur de d�eg�en�erescence, unique surjection croissante telle que lapr�eimage de k soit un ensemble �a deux �el�ements. On identi�era ��0 �a la cat�egorieponctuelle e, de sorte que l'on ait i��1 ;0 = �1, i��1 ;1 = �0, et p�1 = �0.Lemme 1. Pour tout couple d'isomorphismes composables X f // Y g // Z deD (��2), dia0BBBB@ Xf��Y g��Z 1CCCCA = X0 //f0 �� X1 //f1�� X2f2��Y0 //g0 �� Y1 //g1�� Y2g2��Z0 // Z1 // Z2 ;on a les �egalit�es(��) q(p�1��1(gf)) = q(p�1��0(g)) � q(p�1��2(f)) ;q(p�2��1(gf)) = q(p�2��0(g)) � q(p�2��2(f)) :D�emonstration. Ces �egalit�es r�esultent de la relation (�) appliqu�ee aux couples d'iso-morphismes composables d'objets polycart�esiens de D (��2 ���2)pr�1X pr�1 f // pr�1Y pr�1g // pr�1Z ;pr�2X pr�2 f // pr�2Y pr�2g // pr�2Z ;o�u pr1 et pr2 d�esignent les projections ��2 ��2 ���2pr1oo pr2 // ��2 . �



16 GEORGES MALTSINIOTISCette preuve est mieux visualis�ee en consid�erant les diagrammes correspondantsaux couples d'isomorphismes composables d'objets polycart�esiens ci-dessus :X0 //~~}} X0 //~~}} X0~~}} ��X1 //~~}} X1 //~~}} X1~~}} ��X2 //�� �� �� X2 //�� �� �� X2��Y0~~}} // Y0~~}} // Y0~~}} ��Y1~~}} // Y1~~}} // Y1~~}} ��Y2 //�� �� �� Y2 //�� �� �� Y2��Z0~~}} // Z0~~}} // Z0~~}}Z1~~}} // Z1~~}} // Z1~~}}Z2 // Z2 // Z2
X0 //~~}} X1 //~~}} X2~~}} ��X0 //~~}} X1 //~~}} X2~~}} ��X0 //�� �� �� X1 //�� �� �� X2��Y0~~}} // Y1~~}} // Y2~~}} ��Y0~~}} // Y1~~}} // Y2~~}} ��Y0 //�� �� �� Y1 //�� �� �� Y2��Z0~~}} // Z1~~}} // Z2~~}}Z0~~}} // Z1~~}} // Z2~~}}Z0 // Z1 // Z2donnant naissance aux �egalit�es un peu abusivesX0 //~~}} X0~~}} �� =X2 //�� �� X2��Z0~~}} // Z0~~}}Z2 // Z2 Y1 //���� Y1���� �� �Y2 //�� �� Y2��Z1���� // Z1����Z2 // Z2 X0 //~~}} X0~~}} ��X1 //�� �� X1��Y0~~}} // Y0~~}}Y1 // Y1X0 //~~}} X2~~}} �� =X0 //�� �� X2��Z0~~}} // Z2~~}}Z0 // Z2 Y1 //���� Y2���� �� �Y1 //�� �� Y2��Z1���� // Z2����Z1 // Z2 X0 //~~}} X1~~}} ��X0 //�� �� X1��Y0~~}} // Y1~~}}Y0 // Y1illustrant les relations (��).Notations. Soient m;n � 0, et X un objet de D (��m ���n). Pour tout couple i; j,0 � i � m, 0 � j � n, on note Xij la �bre de X en (i; j), et Xi� (resp. X�j) l'imageinverse de X dans D (��n) (resp. D (��m)) par l'inclusion��n // ��m ���n ; j � // (i; j) (resp. ��m // ��m ���n ; i � // (i; j) ) :On d�e�nit de fa�con analogue fij , fi�, f�j, pour une 
�eche f de D (��m ���n).Lemme 2. Pour tout couple d'isomorphismes composables X f // Y g // Z entreobjets cart�esiens de D (�), on a les �egalit�es(� � �) q(p�2(g1�)) � q(p�1(f�0)) = q(gf) = q(p�1(g�1)) � q(p�2(f0�)) :D�emonstration. Ces �egalit�es r�esultent de la relation (�) appliqu�ee aux couples d'iso-morphismes composables d'objets polycart�esiens de D (��2 ���2)r�1X r�1 f // r�1Y r�1g // r�1Z ;r�2X r�2 f // r�2Y r�2g // r�2Z ;o�u r1; r2 : ��2 � ��2 // ��1 � ��1 = � d�esignent les applications r1 = �1 � �0,r2 = �0 � �1. �



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 17Cette preuve est mieux visualis�ee en consid�erant les diagrammes correspondantsaux couples d'isomorphismes composables d'objets polycart�esiens ci-dessus :X00 //}}|| X00 //}}|| X01}}|| ��X10 //}}|| X10 //}}|| X11}}|| ��X10 //�� �� �� X10 //�� �� �� X11��Y00}}|| // Y00}}|| // Y01}}|| ��Y10}}|| // Y10}}|| // Y11}}|| ��Y10 //�� �� �� Y10 //�� �� �� Y11��Z00}}|| // Z00}}|| // Z01}}||Z10}}|| // Z10}}|| // Z11}}||Z10 // Z10 // Z11
X00 //}}|| X01 //}}|| X01}}|| ��X00 //}}|| X01 //}}|| X01}}|| ��X10 //�� �� �� X11 //�� �� �� X11��Y00}}|| // Y01}}|| // Y01}}|| ��Y00}}|| // Y01}}|| // Y01}}|| ��Y10 //�� �� �� Y11 //�� �� �� Y11��Z00}}|| // Z01}}|| // Z01}}||Z00}}|| // Z01}}|| // Z01}}||Z10 // Z11 // Z11donnant naissance aux �egalit�es un peu abusivesX00 //}}zz X01}}zz �� =X10 //�� �� X11��Z00}}zz // Z01}}zzZ10 // Z11 Y10 //}}|| Y11}}|| �� �Y10 //�� �� Y11��Z10}}|| // Z11}}||Z10 // Z11 X00 //}}zz X00}}zz ��X10 //�� �� X10��Y00}}zz // Y00}}zzY10 // Y10X00 //}}zz X01}}zz �� =X10 //�� �� X11��Z00}}zz // Z01}}zzZ10 // Z11 Y01 //}}|| Y01}}|| �� �Y11 //�� �� Y11��Z01}}|| // Z01}}||Z11 // Z11 X00 //}}zz X01}}zz ��X00 //�� �� X01��Y00}}zz // Y01}}zzY00 // Y01illustrant les relations (� � �).Notations. Soit f : X // Y un isomorphisme de D (e). On note if ; jf les isomor-phismes de D (�) d�e�nis parif = p�1�(i��1 ;0)�(f)� ; jf = p�2�(i��1 ;0)�(f)� :On a dia�(i��1 ;0)�(f)� = X //f �� 0��Y // 0 ;dia(if ) = X //����� f X����� f��0 //�� �� 0��Y����� // Y�����0 // 0 ; dia(jf ) = X //����� f 0����� ��X //f �� �� 0��Y����� // 0�����Y // 0 :Pour tout objet X de D (e), on pose iX = i1X et jX = j1X . On remarque que i0 etj0 repr�esentent l'identit�e de l'objet 0 dans K0(D ) :q(i0) = 10 = q(j0) :Lemme 3. Pour tout isomorphisme f : X // Y de D (e), on aq(if ) = q(iX ) et q(jf ) = q(jX) :



18 GEORGES MALTSINIOTISD�emonstration. La premi�ere (resp. deuxi�eme) relation r�esulte de la premi�ere (resp.deuxi�eme) �egalit�e du lemme 2, appliqu�e au couple d'isomorphismes composablesif // if�1 // (resp. jf // jf�1 // )de D (�). �Lemme 4. Pour tout isomorphisme f : X // Y de D (��1) tel quedia(f) = X0 //f0 �� X1f1��Y0 // Y1 ;on a q(p�1(f)) = q(iY1)�1� q(iX0 ) et q(p�2(f)) = q(jY1)�1� q(jX0 ) :D�emonstration. En appliquant le lemme 1 au couple d'isomorphismes composables�2�(X) �2�(f) // �2�(Y ) = // �2�(Y )de D (��2), dont le diagramme estX0 //f0 �� X1 //f1�� 0��Y0 //1Y0 �� Y1 //1Y1�� 0��Y0 // Y1 // 0 ;on obtient les relationsq(if0 ) = q(iY1) � q(p�1(f)) et q(jf0 ) = q(jY1) � q(p�2(f)) ;ce qui prouve l'assertion, en vertu du lemme pr�ec�edent. �Lemme 5. Pour tout isomorphisme f : X // Y entre objets cart�esiens de D (�)tel que dia(f) = X00 //}}zz X01}}zz ��X10 //�� �� X11��Y00}}zz // Y01}}zz ;Y10 // Y11on a les relationsq(jY11)�1q(jY10) q(iY10)�1q(iX00 ) = q(f) = q(iY11)�1q(iY01 ) q(jY01)�1q(jX00 ) ;q(jY11 )�1q(jX10 ) q(iX10 )�1q(iX00 ) = q(f) = q(iY11)�1q(iX01 ) q(jX01 )�1q(jX00 ) :D�emonstration. Ces �egalit�es r�esultent aussitôt du lemme pr�ec�edent, et du lemme 2appliqu�e aux suites composables d'isomorphismesX f // Y 1Y // Y et X 1X // X f // Yde D (�). �Remarque et notations. Ce lemme implique en particulier que les morphismesq(iX ); q(jX ),X 2 Ob(D (e)), de K0(D ), de source X et de but 0, forment un syst�emeg�en�erateur des 
�eches du groupo��de K0(D ). Pour tout objet X de D (e), on pose



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 19aX = q(iX ) et bX = q(jX ). En gardant les notations du lemme pr�ec�edent, on aalors les �egalit�es suivantes(#) b�1Y11bY10a�1Y10aX00 = q(f) = a�1Y11aY01b�1Y01bX00 ;b�1Y11bX10a�1X10aX00 = q(f) = a�1Y11aX01b�1X01bX00 ;et on rappelle qu'on aa0 = q(i0) = 10 et b0 = q(j0) = 10 :Ces g�en�erateurs et relations fournissent une nouvelle pr�esentation du groupo��deK0(D ). De fa�con plus pr�ecise, on a la proposition suivante.Proposition 3. Le groupo��de K0(D ) est isomorphe au groupo��de K00(D ), quotientdu groupo��de libre engendr�e par le graphe�0 = �01 s0 //t0 // �00 ;o�u �00 = �0 = Ob(D (e)), �01 est l'ensemble des symboles �X ; �X , X 2 Ob(D (e)),(�0 ' �0 q �0), et s0(�X) = s0(�X ) = X, t0(�X) = t0(�X ) = 0, par les relationssuivantes :0) �0 = �0 = 10 ;1) pour tout isomorphisme f : X // Y entre objets cart�esiens de D (�) tel quedia(f) = X00 //}}zz X01}}zz ��X10 //�� �� X11��Y00}}zz // Y01}}zz ;Y10 // Y11(##) ��1Y11�Y01��1Y01�X00 = ��1Y11�X10��1X10�X00 :D�emonstration. En vertu de la propri�et�e universelle de K00(D ) et des consid�erationsde la remarque pr�ec�edente, il existe un unique foncteurI : K00(D ) // K0(D ) ;induisant l'identit�e sur l'ensemble des objets, et tel que pour tout objet X de D (e),on ait I(�X ) = aX et I(�X ) = bX :De même, il existe un unique foncteurJ : K0(D ) // K00(D ) ;induisant l'identit�e sur l'ensemble des objets, et tel que pour tout isomorphismef : X // Y entre objets cart�esiens de D (�) tel quedia(f) = X00 //}}zz X01}}zz ��X10 //�� �� X11��Y00}}zz // Y01}}zz ;Y10 // Y11on ait J(q(f)) = ��1Y11�Y01��1Y01�X00 :En e�et, pour cela, il su�t de montrer que pour tout couple d'isomorphismes com-posables entre objets polycart�esiens de D (��2 ���2),X = ( X0 �f // X1 �g // X2 ) ;



20 GEORGES MALTSINIOTIStel quedia(X) = X000 //zzuuu X001 //zzuuu X002zzuuu ��X010 //zzuuu X011 //zzuuu X012zzuuu ��X020 //�� �� �� X021 //�� �� �� X022��X100zzuuu // X101zzuuu // X102zzuuu ��X110zzuuu // X111zzuuu // X112zzuuu ��X120 //�� �� �� X121 //�� �� �� X122��X200zzuuu // X201zzuuu // X202zzuuuX210zzuuu // X211zzuuu // X212zzuuuX220 // X221 // X222 ;on ait l'�egalit�e��1X222�X202��1X202�X000 = ��1X222�X212��1X212�X111��1X111�X101��1X101�X000 ;ou de fa�con �equivalente��1X212�X202��1X202�X101 = ��1X212�X111��1X111�X101 ;qui n'est autre que la relation (##) relative �a l'isomorphisme (�2��0)�(g), d'objetscart�esiens de D (�), dont le diagramme estX101 //||yyy X102||yyy ��X111 //�� �� X112��X201||yyy // X202||yyy ;X211 // X212correspondant au petit cube en bas, �a droite, �a l'arri�ere du diagramme de X.Il reste �a prouver que les deux compos�es IJ et JI sont des identit�es, et pour cela,il su�t de le v�eri�er sur les g�en�erateurs. En vertu de la relation (#), pour toutisomorphisme f : X // Y d'objets cart�esiens de D (�), on aIJ(q(f)) = I(��1Y11�Y01��1Y01�X00 ) = a�1Y11aY01b�1Y01bX00 = q(f) ;et en vertu de la relation (0), on aJI(�X ) = J(aX ) = J(q(iX )) = ��10 �X ��1X �X = ��10 �X = �X ;JI(�X ) = J(bX ) = J(q(jX )) = ��10 �0 ��10 �X = ��10 �X = �X ;ce qui ach�eve la d�emonstration. �Lemme 6. Soient G un groupo��de connexe, 0 un objet de G, et pour tout objetX de G, "X : X // 0 une 
�eche de G. On suppose que "0 = 10. Alors pour toutgroupe G, l'application associant �a un foncteur de source le groupo��de G et de butG, consid�er�e comme groupo��de �a un seul objet, sa restriction au groupe d'automor-phismes AutG(0) de l'objet 0 de G, �etablit une bijection entre les morphismes degroupes de AutG(0) vers G, et les foncteurs de G vers G envoyant les 
�eches "Xde G sur l'unit�e de G. Le foncteur F : G // G, correspondant par cette bijection �aun morphisme de groupes ' : AutG(0) // G, est d�e�ni en posant pour toute 
�echef : X // Y de G, F (f) = '("Y f"�1X ).La d�emonstration de ce lemme est imm�ediate, et elle est laiss�ee au lecteur.Notations. Pour tout objet X de D (e), on note hXi la 
�eche �X ��1X : 0 // 0 dugroupo��de K00(D ).



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 21Proposition 4. Les automorphismes hXi, X 2 Ob(D (e)), de l'objet 0 du groupo��deK00(D ) engendrent le groupe AutK00(D)(0), satisfont aux relations suivantes :a) h 0 i = 10 ;b) hXi = hY i, pour tout couple X; Y d'objets isomorphes de D (e) ;c) hX00i hX10i�1hX11i hX01i�1 = 10, pour tout objet cart�esien X de D (�) dediagramme sous-jacent dia(X) = X00 //�� X01��X10 // X11 ;et on obtient ainsi une pr�esentation du groupe AutK00(D)(0) par g�en�erateurs et rela-tions.D�emonstration. V�eri�ons d'abord les relations (a), (b) et (c). La relation (a) r�esultede la relation (0) de la proposition 3. Pour tout isomorphisme f : X // Y de D (e),la relation (##) de cette même proposition, appliqu�ee �a l'isomorphisme if de D (�),implique que ��10 �Y ��1Y �X = ��10 �0 ��10 �X ;d'o�u �X ��1X = �Y ��1Y , ce qui prouve la relation (b). La relation (c) est une refor-mulation de la relation (##), appliqu�ee �a f = 1X , pour un objet cart�esien X deD (�). En vertu du lemme pr�ec�edent, pour prouver que les automorphismes hXi,X 2 Ob(D (e)), engendrent le groupe AutK00(D)(0), et qu'on obtient ainsi �a l'aide desrelations (a), (b), (c) une pr�esentation de ce groupe, il su�t de montrer que pourtout groupe G et toute famille gX , X 2 Ob(D (e)), d'�el�ements de G telle quei) g0 = 1 ;ii) gX = gY , pour tout couple X; Y d'objets isomorphes de D (e) ;iii) gX00�g�1X10 �gX11�g�1X01 = 1, pour tout objet cart�esien X de D (�) de diagrammesous-jacent dia(X) = X00 //�� X01��X10 // X11 ;il existe un unique foncteur F : K00(D ) // G, de K00(D ) vers G, consid�er�e commegroupo��de �a un seul objet, tel que pour tout objet X de D (e), on aitF (hXi) = gX et F (�X) = 1 ;autrement dit, F (�X) = gX et F (�X) = 1 :Pour cela, par d�e�nition du groupo��de K00(D ), il su�t de v�eri�er les relations (0)et (1) de la proposition 3. La relation (0) r�esulte de la relation (i) ci-dessus. Pourprouver la relation (1), on doit montrer que pour tout isomorphisme f : X // Yentre objets cart�esiens de D (�) tel quedia(f) = X00 //}}zz X01}}zz ��X10 //�� �� X11��Y00}}zz // Y01}}zz ;Y10 // Y11on a 1�1 � 1 � g�1Y01 � gX00 = g�1Y11 � gX10 � 1�1 � 1 ;



22 GEORGES MALTSINIOTISautrement dit en vertu de (ii), queg�1X01 � gX00 = g�1X11 � gX10 ;qui est une r�e�ecriture de (iii), ce qui prouve la proposition. �Remarque. La proposition 1 du paragraphe 4 est cons�equence directe des pro-positions 3 et 4, et de la deuxi�eme description du groupe K0(D (e)), pr�esent�ee aud�ebut du paragraphe. En particulier, cela prouve la conjecture 1, pour le cas n = 0,puisque le K0 d'une cat�egorie exacte co��ncide avec le K0 de sa cat�egorie d�eriv�ee,consid�er�ee comme cat�egorie triangul�ee.7. Un lemme de stricti�cation.Soient m et m0 deux entiers, 0 � m0 � m. On note im;m0 l'inclusion canoniqueim;m0 : ��m0 � � // ��m ; k � // k ; 0 � k � m0 ;qui est une immersion ferm�ee (��m0 est un cocrible de ��m). En particulier, on aim;0 = i��m ;0 ; im;m�1 = �m ; im;m = 1��m :Proposition5. Soit D un d�erivateur triangul�e de domaine Dia = Ordf , la cat�egoriedes ensembles ordonn�es �nis (consid�er�es comme petites cat�egories). Quitte �a rem-placer D par un d�erivateur triangul�e �equivalent, on peut choisir les adjoints �a droite(im;m0 )� : D (��m0 ) // D (��m), 0 � m0 � m, des foncteurs i�m;m0 : D (��m) // D (��m0 )de sorte que les isomorphismes canoniques suivants soient des �egalit�es :1) pour tout m � 0, (im;m)� = 1D(��m) ;2) pour tout carr�e cart�esien de la forme��n0 j0 //in;n0 �� ��m0im;m0����n j // ��m ;avec j (donc aussi j0) application strictement croissante, j�(im;m0 )� = (in;n0)�j0�.D�emonstration. Soient I un ensemble ordonn�e �ni, et P(I) l'ensemble ordonn�e parinclusion des parties de I, consid�er�e comme sous-cat�egorie pleine de Dia =I. On aun foncteur compos�e FI : P(I)� // Cat ,P(I)� � � // (Dia =I)� oubli // Dia� D // Cat Iso // Cat ;associant �a une partie I 0 de I la cat�egorie ayant les mêmes objet que D (I 0), et commemorphismes les isomorphismes de D (I 0). La \construction de Grothendieck" associeau foncteur FI une cat�egorie �br�ee sur P(I),FibD(I) PI // P(I) :On note eD (I) la cat�egorie des sections du foncteur PI, qui est une \2-limite projec-tive" du foncteur FI. Explicitement, les objets de eD (I) sont les couples de familles�(XI0 )I0�I ; ('I0I00)I00�I0�I� ;o�u pour tout I0 � I, XI0 est un objet de D (I 0), et pour tous I00 � I 0 � I, si l'on notei : I 00 � � // I0 le foncteur d'inclusion, 'I0I00 : XI00 // i�(XI0 ) est un isomorphisme deD (I 00), satisfaisant aux conditions suivantes :i) pour tout I0 � I, 'I0I0 = 1XI0 ;



LA K-TH�EORIE D'UN D�ERIVATEUR TRIANGUL�E 23ii) pour tous I000 � I00 � I0 � I, si l'on note i : I00 � � // I 0 et i0 : I000 � � // I 00 lesfoncteurs d'inclusion, alors on a l'�egalit�eXI000'I0I000 �� 'I00I000 // i0�(XI00 )i0�('I0I00 )�� 'I0I000 = i0�('I0I00)'I00I000 :(ii0)�(XI0) i0�i�(XI0 )Un morphisme�(XI0 )I0�I ; ('I0I00)I00�I0�I� // �(YI0 )I0�I ; ( I0I00 )I00�I0�I�de eD (I) est une famille (�I0 )I0�I , o�u pour tout I0 � I, �I0 : XI0 // YI0 est unmorphisme de D (I 0), telle que pour tous I00 � I0 � I, on ait l'�egalit�eXI00'I0I00 �� �I00 // YI00 I0I00��  I0I00�I00 = i�(�I0 )'I0I00 :i�(XI0) i�(�I0 ) // i � (YI0)Les propri�et�es fonctorielles de la construction de Grothendieck permettent de v�eri�erfacilement qu'on d�e�nit ainsi un 2-foncteur stricteD : Dia� // Cat ; I � // eD (I) :Concr�etement, si u : J // I est dans Dia , on d�e�nit un foncteur eu� : eD (I) // eD (J),en associant �a un objet �(XI0 ); ('I00I0)� de eD (I) l'objet �(YJ 0 ); ( J 00J 0)� de eD (J),d�e�ni comme suit. Pour tout J 0 � J , on note uJ 0 : J 0 // u(J 0) la restriction de u�a J 0, et on poseYJ 0 = u�J 0 (Xu(J 0)) ; J 0 � J ; J 0J 00 = u�J 00('u(J 0);u(J 00)) ; J 00 � J 0 � J :On va montrer que les 2-foncteurs D et eD sont �equivalents. Pour cela, on d�e�nit desmorphismes (non stricts) de 2-foncteurs� : D // eD et 	 : eD // Dcomme suit. Pour tout I dans Dia, le premier associe �a un objet X de D (I) l'objet�(i�I0 (X))I0�I ; (1i�I00 (X))I00�I0�I� de eD (I), o�u pour tout I 0 � I, iI0 : I0 � � // I d�esignele foncteur d'inclusion. Le second associe �a un objet �(XI0 ); ('I0I00)� de eD (I) l'ob-jet XI de D (I). On v�eri�e alors facilement que � et 	 sont des �equivalences de2-foncteurs quasi-inverses l'une de l'autre. L'invariance des axiomes d'un d�erivateurtriangul�e par �equivalence de 2-foncteurs prouve donc que eD est un d�erivateur tri-angul�e.Il reste �a d�e�nir, pour m � m0 � 0, des adjoints (e{m;m0 )� : eD (��m0) // eD (��m) desfoncteurs e{ �m;m0 : eD (��m) // eD (��m0), satisfaisant aux conditions de la proposition.Pour cela, on choisit des adjoints �a droite (im;m0 )� : D (��m0) // D (��m) des fonc-teurs i �m;m0 : D (��m) // D (��m0), de fa�con arbitraire, avec la seule pr�ecaution deprendre (im;m)� = 1D(��m), et on d�e�nit (e{m;m0 )� comme suit. Soit�(XI)I�f0;1;:::;m0g ; ('II0 )I0�I�f0;1;:::;m0g�



24 GEORGES MALTSINIOTISun objet de eD (��m0 ). On va d�e�nir(e{m;m0 )��(XI) ; ('II0)� = �(YJ )J�f0;1;:::;mg ; ( JJ 0 )J 0�J�f0;1;:::;mg�comme suit. Soit J � f0; 1; : : :;mg. Il existe une unique injection croissantejJ : ��nJ // ��m (resp. j0J : ��n0J // ��m0 ) ;o�u nJ = card(J) � 1 (resp. n0J = card(J \ f0; 1; : : : ;m0g) � 1 ), d'image �egale �a J(resp. �a J \ f0; 1; : : : ;m0g ). Notons|J : ��nJ // J (resp. | 0J : ��n0J // J \ f0; 1; : : : ;m0g = i�1m;m0 (J) )les isomorphismes correspondants. On poseYJ = (|�1J )�(inJ ;n0J )�(| 0J )��Xi�1m;m0 (J)� :Pour d�e�nir  JJ 0 , J 0 � J � ��m, formons le diagramme commutatif suivant��n0J0inJ0 ;n0J0 �� k0 //| 0J0 $$HHHHHHHHH $d ��n0JinJ;n0J�� | 0J ##GGGGGGGGG j0J **VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV #ci�1m;m0 (J 0)�� j0 // i�1m;m0 (J)�� // ��m0im;m0����nJ0 k //|J0 $$IIIIIIIIII $d ��nJ |J $$HHHHHHHHHH $d jJVVVVVVVVV ++VVVVVVVVVVVVVVVVJ 0 j // J // ��mdont tous les carr�es sont cart�esiens. On a un isomorphisme de changement de basec : k�(inJ ;n0J )� // (inJ0 ;n0J0 )�k0� ;correspondant �a la face arri�ere du cube, et en posant I = i�1m;m0 (J) et I0 = i�1m;m0 (J 0),on en d�eduit des morphismes JJ 0 = (|�1J 0 )��c�1| 0�J (XI )� � (|�1J 0 )�(inJ0 ;n0J0 )� | 0�J 0 ('II0) :YJ 0 = (|�1J 0 )�(inJ0 ;n0J0 )� | 0�J 0(XI0 )(|�1J0 )�(inJ0 ;n0J0 )� | 0�J0 ('II0) ��  JJ0 ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV j�(YJ )(|�1J 0 )�(inJ0 ;n0J0 )� | 0�J 0 j0�(XI) j�(|�1J )�(inJ ;n0J )� | 0�J (XI )(|�1J 0 )�(inJ0 ;n0J0 )� k0� | 0�J (XI ) (|�1J0 )�(c�1| 0�J (XI )) // (|�1J 0 )�k�(inJ ;n0J )� | 0�J (XI )On laisse le soin au lecteur de v�eri�er que �(YJ ); ( JJ 0)� est un objet de eD (��m), etqu'on d�e�nit ainsi des adjoints �a droite (e{m;m0 )� : eD (��m0 ) // eD (��m) des foncteurse{ �m;m0 : eD (��m) // eD (��m0 ), satisfaisant aux conditions de la proposition. �
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26 GEORGES MALTSINIOTIS[Th] R. W. Thomason, T. F. Trobaugh, Higher algebraic K-theory of schemes and of derivedcategories, in The Grothendieck Festschrift, Vol. III, pp. 247{435, Progr. Math., 88, Birkh�auser(1990).[V1] A. Vaknin, Virtual triangles, K-Theory, Vol. 22, pp. 161-198 (2001).[V2] A. Vaknin, K1 for triangulated categories, K-Theory, Vol. 24, pp. 1-56 (2001).[V3] A. Vaknin, Determinants in triangulated categories, K-Theory, Vol. 24, pp. 57-68 (2001).[V] J.-L. Verdier, \Des cat�egories d�eriv�ees des cat�egories ab�eliennes", �edit�e par G. Maltsiniotis,Ast�erisque 239 (1996).[W] F. Waldhausen,Algebraic K-Theory of spaces, in Algebraic Geometric Topology Proceedings,Rutgers 1983, Lecture Notes in Mathematics 1126, pp. 318-419, Springer-Verlag (1985).Georges Maltsiniotis, CNRS, Universit�e Paris 7, UFR de Math�ematiques,Case 7012, 2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, Francemaltsin@math.jussieu.frwww.math.jussieu.fr/emaltsin APPENDICELE D�ERIVATEUR TRIANGUL�E ASSOCI�E �A UNECAT�EGORIE EXACTEBERNHARD KELLERR�esum�e.Nous esquissons une d�emonstrationdu fait que la cat�egorie d�eriv�ee d'unecat�egorie exacte est la cat�egorie fondamentale d'un d�erivateur triangul�e.1. La cat�egorie d�eriv�eeSoit E une cat�egorie exacte au sens de Quillen [2]. Suivant la terminologie deGabriel [1], nous appelons con
ations ses suites exactes admissibles, in
ations sesmonomorphismes admissibles et d�e
ations ses �epimorphismes admissibles. Un com-plexe : : : // Mp dp // Mp+1 // : : : ; p 2Z; d2 = 0 ;sur E est born�e si Mp s'annule pour tout jpj � 0. On note CbE la cat�egorie descomplexes born�es sur E et HbE la cat�egorie quotient de CbE par l'id�eal des mor-phismes homotopes �a z�ero. Rappelons que la cat�egorie HbE est triangul�ee au sensde Verdier [3].Un complexe M est contractile s'il est isomorphe au complexe nul dans HbE . Ilest acyclique s'il existe des con
ationsZp ip // Mp qp // Zp+1 ; p 2Z;telles que dp = ip+1qp pour tout p 2Z. Si E est karoubienne (c'est-�a-dire que toutendomorphisme idempotent d'un objet de E admet un noyau), alors tout complexecontractile est acyclique. On note N = NE la sous-cat�egorie pleine de HbE dont lesobjets sont les complexes qui, dans HbE , sont isomorphes �a des complexes acycliques.



LE D�ERIVATEUR TRIANGUL�E ASSOCI�E �A UNE CAT�EGORIE EXACTE 27Voici une autre description de N : soit E // eE le foncteur additif universel de E versune cat�egorie additive karoubienne. La cat�egorie eE devient exacte si on la munitdes suites qui sont des facteurs directs d'images de con
ations de E . On montrealors qu'un complexe sur E appartient �a N si et seulement si son image dans Hb eEest acyclique. La cat�egorie NeE est une sous-cat�egorie triangul�ee �epaisse de Hb eE . Onen d�eduit que N est une sous-cat�egorie triangul�ee �epaisse de HbE . On note � lesyst�eme multiplicatif associ�e �a N et on appelle quasi-isomorphismes les �el�ementsde �. Un morphisme s de HbE est donc un quasi-isomorphisme si et seulement sidans tout triangle L s // M // N // L[1] ;le complexe N appartient �a N . La cat�egorie d�eriv�ee DbE est la localis�ee de HbE parrapport �a �. Il en r�esulte que DbE est une cat�egorie triangul�ee, 2-fonctorielle en lacat�egorie exacte E . 2. Le d�erivateur triangul�eSoit E une cat�egorie exacte. SoitA une petite cat�egorie. La cat�egorie des pr�efaisceauxE(A) = Hom(A�; E)devient une cat�egorie exacte si on la munit des suites qui sont des con
ationsargument par argument. Nous avons un isomorphisme de cat�egories exactes]E(A) � // eE(A):On en d�eduit qu'un morphisme s de Hb(E(A)) appartient �a �E(A) si et seulementsi s(a) appartient �a �E pour tout objet a de A. On poseD (A) = D E (A) = Db(E(A)):On obtient ainsi un 2-foncteur D : Cat� // Cat d�e�ni sur la 2-cat�egorie des petitescat�egories. On montre que D satisfait aux axiomesDer 1 et Der 2 d'un d�erivateur.Dor�enavant nous consid�erons la restriction de D �a la 2-cat�egorie des cat�egoriesdirectes �nies. Nous la notons encore D . Nous allons esquisser une d�emonstrationdu fait qu'elle est un d�erivateur triangul�e.Soit A une cat�egorie directe �nie et a un objet de A. Notons iA;a : e // A lefoncteur d�etermin�e par a. Le foncteur d'�evaluationi�A;a : E(A) // E(e) ; F � // F (a)admet un adjoint �a droite iA;a � qui envoie un objet M de E sur le pr�efaisceaub � // YHomA(a;b)M:Les foncteurs i�A;a et iA;a � sont exacts. Ils induisent donc un couple de foncteursadjoints, d�esign�es par les mêmes symboles, entre D (A) et D (e).Lemme 1. La cat�egorie triangul�ee D (A) est engendr�ee par les objets iA;a�M , o�ua parcourt les objets de A et M ceux de E .D�emonstration. Comme D (A) est engendr�ee par E(A), il su�t de montrer que toutobjet de E(A) appartient �a la sous-cat�egorie triangul�ee de D (A) engendr�ee par lesiA;a �M . Soit F un objet de E(A). Consid�erons le morphismeF 'F // Ya2Ob(A) iA;a �(F (a))dont les composantes sont les morphismes d'adjonction. Pour tout objet a de A,le morphisme ('F )(a) admet une r�etraction. Donc 'F est une in
ation de E(A).



28 BERNHARD KELLERNotons IF son but et CF son conoyau. Nous obtenons un complexe acycliquenaturel 0 // F // IF // ICF // : : : // ICpF // : : : ;d'o�u un quasi-isomorphisme entre F et ce complexe amput�e de F . On v�eri�e queCpF s'annule d�es que p exc�ede la longueur maximale d'une châ�nea0 // a1 // : : : // ande morphismes non identiques de A. L'a�rmation en d�ecoule. pLemme 2. Soient S et T des cat�egories triangul�ees. Supposons que T est en-gendr�ee, en tant que cat�egorie triangul�ee, par une classe d'objets X .a) Un foncteur triangul�e F : S // T admet un adjoint �a droite si (et seule-ment si) pour tout objet X 2 X , le foncteurHomT (F ( ? ); X) : S� // Abest repr�esentable. Dans ce cas, cet adjoint se compl�ete de mani�ere canoniqueen un foncteur triangul�e.b) Soient G; G0 : T // S deux foncteurs triangul�es et ' : F // G un mor-phisme de foncteurs triangul�es. Le morphisme ' est inversible si (et seule-ment si) 'X est inversible pour tout objet X 2 X . pSoit u : A // B un foncteur entre cat�egories directes �nies. Pour montrer l'exis-tence de l'adjoint �a droite u�, a�rm�ee par l'axiome Der 3, v�eri�ons la conditiondu point a) du lemme 2. Soient a un objet de A, M un objet de E et F un objetde D (B). Alors nous avons des bijections, fonctorielles en F ,HomD(A)(u�F; iA;a�M ) � // HomD(e)(F (u(a));M ) � // HomD(B)(F; iB;u(a)�M ) :Le foncteur HomD(A)(u�( ? ); iA;a�M ) est donc bien repr�esentable et u� admet unadjoint �a droite.A l'aide du point b) du lemme 2, on v�eri�e facilement la partie de l'axiomeDer 4 relative �a u�. En e�et, par le lemme, il su�t de v�eri�er l'a�rmation pourF = iA;a�(M ), o�uM est un objet de E et a un objet de A. Avec ces notations, nousavons u�(F ) = u�iA;a�(M ) = iB;u(a)�(M )et cet objet est le pr�efaisceau b � // YHomB(u(a);b)M:Ainsi, pour un object b de B, nous avons(u�(F ))b = YHomB(u(a);b)M:De l'autre côt�e, l'objet F jA=b est le pr�efaisceau qui envoie un couple (a0; u(a0) // b)sur YHomA(a;a0)M:Pour chaque (a0; g : u(a0) // b), l'ensemble HomA(a; a0) est la r�eunion disjointe desensembles de morphismes d'un (a; f : u(a) // b) vers (a0; g : u(a0) // b). Ainsi, lepr�efaisceau F jA=b est le produit des pr�efaisceaux(iA=b;(a;f))�(M ) ;



LE D�ERIVATEUR TRIANGUL�E ASSOCI�E �A UNE CAT�EGORIE EXACTE 29o�u f parcourt les 
�eches f : u(a) // b de B. On aholim ���(iA=b;(a;f))�(M ) = (pA=b)�(iA=b;(a;f))�(M ) = (1e)�(M ) = Met donc holim ���F jA=b = Yf :u(a) // bM ;ce qu'il fallait d�emontrer.Consid�erons l'axiome Der 6. Si u est pleinement �d�ele on montre que u� l'estaussi, c'est-�a-dire que le morphisme d'adjonction u�u� // 1D(A) est inversible (onutilise le point b) du lemme 2). Si u est un cocrible, on se sert du point a) dulemme 2, pour montrer l'existence de l'adjoint �a droite de u�.Les assertions des axiomes Der 3, Der 4 et Der 6 relatives �a l'existence etles propri�et�es de l'adjoint �a gauche u! d�ecoulent de ce qui pr�ec�ede appliqu�e �a lacat�egorie exacte E� grâce �a l'isomorphisme entre D E� et le 2-foncteurA � // (D E(A�))�:Consid�erons l'axiomeDer 7. L'inclusioni : // � (resp. i : // �)est un crible (resp. un cocrible). Donc les foncteurs i � et i ! sont pleinement �d�eles.Il s'agit de v�eri�er que les images essentielles de ces deux foncteurs co��ncident.Pour cela, il su�t de prouver que l'image essentielle de i � est form�ee d'objetscocart�esiens et celle de i ! d'objets cart�esiens. Pour montrer la premi�ere de cesassertions, il su�t de v�eri�er que les images par i � des g�en�erateurs i ;a �M ,a 2 Ob( ), M 2 Ob(E), sont cocart�esiennes. Or ces images ne sont autres quei�;a �M , a 2 Ob( ), et la v�eri�cation est facile. La deuxi�eme assertion se d�eduit dela premi�ere appliqu�ee �a la cat�egorie exacte oppos�ee E�.Consid�erons l'axiomeDer 5. Il su�t de montrer que le foncteur canoniqueDb(Hom(��1; E)) // Hom(��1;DbE)est plein et essentiellement surjectif. �A l'aide du calcul des fractions pour la classe �Ede HbE , on montre ais�ement qu'il est essentiellement surjectif. Soient maintenantL et M deux objets de Db(Hom(��1; E)). On note L1 // L0 l'image de L dansHom(��1;DbE). Soit L1 f1 //�� M1��L0 f0 // M0un morphisme de Hom(��1;DbE). �A l'aide du calcul des fractions, on montre qu'ilexiste un objet M 0 de Db(Hom(��1; E)) et un diagramme commutatif dans HbEL1�� g1 // M 01�� M1s1oo ��L0 g0 // M 00 M0s0oo ;



30 BERNHARD KELLERo�u s1 et s0 sont des quasi-isomorphismes tels que s�11 g1 = f1 et s�10 g0 = f0 dansDbE . Ainsi, il reste �a montrer que tout carr�e commutatifU1u �� w1 // V1v��U0 w0 // V0de HbE se rel�eve en un morphisme de Db(E(�1)). Ici, nous notons f la classe d'ho-motopie d'un morphisme de complexes f . Choisissons une factorisationvw1 �w0u = hk�a travers un complexe contractile I. Consid�erons le diagramme commutatif de CbEU1u �� U11oo w1 //� uk ��� V1v��U0 U0 � I[1 0]oo [w0 h] // V0Clairement, il fournit un morphisme de Db(E(�1)) qui rel�eve le morphisme donn�e(w0; w1). R�ef�erences[1] B. Keller, Chain complexes and stable categories, Manus. Math. 67 (1990), 379{417.[2] D. Quillen, Higher Algebraic K-theory I, Springer LNM 341 (1973), 85{147.[3] J.-L. Verdier, Des cat�egories d�eriv�ees des cat�egories ab�eliennes, �edit�e par G. Maltsiniotis,Ast�erisque 239 (1996).Bernhard Keller, UFR de Math�ematiques, UMR 7586 du CNRS, Uni-versit�e Paris 7,Case 7012, 2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, Francekeller@math.jussieu.frwww.math.jussieu.fr/ekeller


