LA K-THEORIE D'UN DERIVATEUR TRIANGULE

GEORGES MALTSINIOTIS

REsUME. On définit la notion de dérivateur triangulé, et on y associe un espace
de K-théorie. On énonce quelques conjectures, et on calcule le Kg.

1. Introduction.

Le but de cet article est de présenter un cadre permettant de définir la K-théorie
d’une “structure triangulée”; avec ’espoir de pouvoir montrer que la K-théorie d’une
catégorie exacte coincide avec la K-théorie de sa “structure triangulée dérivée”.
L’origine de cette problématique est un théoréme de Thomason [Th] affirmant qu’un
foncteur exact entre catégories exactes induisant une équivalence des catégories
dérivées bornées, induit une équivalence en K-théorie. Ce résultat suggere qu’on
puisse peut étre reconstruire la K-théorie d’une catégorie exacte a partir de sa
catégorie dérivée bornée. Amnon Neeman a défini une K-théorie des catégories tri-
angulées [N1], [N2], [N3] telle que la K-théorie d’une catégorie abélienne coincide
avec celle de sa catégorie dérivée bornée. Sa théorie a trois limitations. Il définit une
K-théorie uniquement pour les catégories triangulées admettant un certain type de
modéles introduits par Thomason [Th] “les catégories de Waldhausen bicomplicia-
les” (biWaldhausen complicial categories), sa définition n’est pas fonctorielle, et il
démontre le théoréme de comparaison uniquement pour les catégories abéliennes.
Pire, Marco Schlichting [S] fournit un contre-exemple qui prouve qu’il n’existe pas
de “bonne” K-théorie des catégories triangulées satisfaisant au “théoreme” de com-
paraison pour les catégories exactes. De facon plus précise, il montre qu’il n’existe
pas de foncteur K de la catégorie des catégories triangulées vers celle des “espaces”
satisfaisant aux deux conditions suivantes.

a) (Localisation.) Si A — B — C est une suite exacte de catégories triangulées,
alors K(A) — K(B) — K(C) identifie I’espace K(A) & la fibre homotopique de
K(B) — K(C).

b) (Comparaison.) Pour toute catégorie exacte &, I'espace K(&) de K-théorie de
& est isomorphe dans la catégorie homotopique a K(Db(é')), ol Db(é') désigne la
catégorie dérivée bornée de .

Pour obtenir une théorie satisfaisante, il semble donc qu’il faille modifier la notion de
catégorie triangulée en la remplagant par une structure plus riche. Dans cet article,
on opte pour celle de dérivateur triangulé, en suivant pour cela la philosophie de
Grothendieck. La premiere fois ot la notion, et le mot, de dérivateur apparait est
dans la “Poursuite des champs” [PS], lettre de plus de six cent pages, d’Alexandre
Grothendieck a Quillen, datant de 1983. Le premier & avoir publié une axiomatique
de cette théorie est Alex Heller dans “Homotopy theories” [H], ol les dérivateurs
sont appelés “théories homotopiques”. A peu pres a la méme époque, Grothendieck
est en train de rédiger un manuscrit de prés de 2000 pages : “Les Dérivateurs” [Der],
[M1], dont on peut estimer I’achévement en 1990. Dans sa thése “Derived categories
and universal problems” [K], Bernhard Keller développe une notion proche, dans
le cadre des catégories triangulées, qu’il appelle “tour de catégories triangulées”.
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Plus récemment, en 1996, également dans le cadre triangulé, Jens Franke développe
une notion qu’il appelle “systéme de catégories triangulées de diagrammes” [F]. La
notion de dérivateur triangulé introduite dans cet article est trés proche de celle de
Franke, mais la présentation adoptée ici permet de mieux comprendre le passage
du cas non additif au cas triangulé. Elle est obtenue en ajoutant aux axiomes
définissant un dérivateur ponctué de Grothendieck, deux autres inspirés du texte
de Franke.

Assez rapidement, aprés 'introduction par Verdier [V] de la notion de catégorie
triangulée comme cadre de 1’algebre homologique, on s’est apercu que ce cadre
était insuffisant. Par exemple, la structure de catégorie triangulée ne permet pas de
définir les limites et colimites homotopiques, et la catégorie dérivée d’une catégorie
abélienne, munie de sa seule structure de catégorie triangulée ne posséde pas une
propriété universelle. Pour pallier ces insuffisances, Grothendieck propose [PS] de
remplacer la donnée de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne par la donnée
des toutes les catégories dérivées des catégories des diagrammes a valeurs dans
la catégorie abélienne. On obtient ainsi un 2-foncteur de la catégorie des petites
catégories vers celle des catégories, satisfaisant un certain nombre de propriétés.
Un dérivateur triangulé est un 2-foncteur satisfaisant & ces propriétés.

Ce texte n’est pas destiné a étre une introduction a la théorie des dérivateurs. Le
lecteur intéressé peut consulter pour cela [Der], [M1], [M2]. Dans les paragraphes
2 et 3, on présente la définition d’un dérivateur triangulé, et quelques propriétés
utiles pour la suite. Le paragraphe 4 est consacré a la définition de la K-théorie d’un
dérivateur triangulé, et le paragraphe 5 & I’énoncé des conjectures. Dans le para-
graphe 6, on calcule le Ky d’un dérivateur triangulé, et on en déduit la conjecture
de comparaison pour le Ky. Le paragraphe 7, plus technique, sert & démontrer un
lemme de strictification permettant de simplifier I’étude de la K-théorie. Dans un
appendice, Bernhard Keller associe a une catégorie exacte un “dérivateur triangulé
dérivé”.

2. Dérivateurs triangulés.

On désigne par Catl a la fois la 2-catégorie des petites catégories, et sa 1-catégorie
sous-jacente, autrement dit, la catégorie des petites catégories. On note @ la catégorie
vide, et e la catégorie ponctuelle (n’ayant qu’un seul objet et comme seule fleche
Iidentité de cet objet). Si A est une petite catégorie, on note Ob(A) ’ensemble
de ses objets, FI(A) I’ensemble de ses fleches, et A° sa catégorie opposée. Si A et
B sont deux petites catégories, Hom(A, B) désigne la catégorie des foncteurs de A
vers B. Si u : A — B est un foncteur, et si b est un objet de B, on désigne par
A/b la catégorie dont les objets sont les couples (a, f), ot a est un objet de A et
f:u(a) — b une fleche de B, un morphisme de (a, f) vers (', f') étant une fleche
g a—a de A, telle que f = f'u(g), la loi de composition étant induite par
celle de A. Dualement, on définit b\ A par b\ A = (A°/b)°. On a alors des foncteurs
d’oubli canoniques A/b — A et b\ A — A définis par (a, f) = «a, et on vérifie que
les carrés suivants sont cartésiens.

Alb——= A PA—— A

A7 T

B/b—)B b\B—)B
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Une catégorie de diagrammes est une 2-sous-catégorie pleine (1) Dia de la 2-catégorie
des petites catégories Cal satisfaisant aux axiomes suivants.

Dia 0 Toute catégoric associée a un ensemble ordonné fini est dans Dia.
Dia 1 Dia est stable par sommes finies el par produits fibrés.

Dia 2 Pour toute petite catégorie A dans Dia, et tout objet a de A, la catégorie
A/a est dans Dia.

Dia 3 Dia est stable par passage a la catégorie opposée.

En vertu de Dia 0, la catégorie ponctuelle e est dans Dia, et Dia 1 implique donc
que Dia est stable par limites projectives finies. On démontre qu’en présence de
Dia 1, pour avoir Dia 0, il suffit de supposer que la catégorie ponctuelle e et la
catégorie A; associée & I’ensemble ordonné {0 < 1} sont dans Dia. Les conditions
Dia 1 et Dia 2 impliquent que pour tout foncteur u : A — B dans Dia, et pour
tout objet b de B, la catégorie A/b est dans Dia, et axiome Dia 3 que b\ A aussi.

Les exemples les plus importants de catégories de diagrammes sont la 2-catégorie
Cat toute entiere, et les sous-2-catégories pleines Caty, Ord, Ordy, et D de Cat
formées des catégories finies, des catégories associées a un ensemble ordonné, des
catégories associées & un ensemble ordonné fini, et des catégories directes finies (%)
respectivement.

Soit Dia une catégorie de diagrammes. Un dérivateur triangulé D de domaine Dia
est un 2-foncteur strict contravariant

Dia® —— Cat

associant & un objet I de Dia une catégorie I(7), & une fleche v : I — J de Dia
un foncteur w* : D(J) — D(]), et & une 2-fleche

u

T

v

de Dia un morphisme de foncteurs o* : v* —= u

D) ot D(J)

*
v

de fagon compatible aux identités et aux diverses compositions, et satisfaisant aux
axiomes suivants Der 1 - Der 7.

Der 1 a) Sil, J sont dans Dia, alors

DT — ) Ly« D)

out I —=ITNJ, j: J—11J désignent les foncteurs canoniques, est une
équivalence de catégories.

b) La catégorie (&) est équivalente a la catégorie ponctuelle e.

Dans le sens le plus fort : si A et B sont deux petites catégories objets de Dia, tout foncteur
de A vers B est une 1-fleche de Dia, et tout morphisme de foncteurs de A vers B est une 2-fleche
de Dia.

20n rappelle qu’'une catégorie directe finie est une catégorie finie sans cycles non triviaux, ou
de fagon équivalente une catégorie C telle que le graphe orienté, dont les sommets sont les objets
de C, et dont les arétes sont les fleches non identiques de C', engendre une catégorie finie, ou encore
une catégorie C' dont le nerf est un ensemble simplicial fini.
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Notations. Pour toute petite catégorie A, et tout objet a de A, on désigne par
ta,a 1 ¢ = A le foncteur de la catégorie ponctuelle e vers A défini par 'objet a de
A. Quand aucune ambiguité n’en résulte, ce foncteur sera noté a : e — A.

Der 2 Pour tout A dans Dia, la famille des foncteurs vy , : D(A) — D(e),
a € Ob(A), est conservative, autrement dit, pour qu’un morphisme f de D(A) soit
un isomorphisme, il suffit que pour tout objet a de A, iz,a(f) soit un isomorphisme
de D(e).

Notations et terminologie. Pour tout A dans Dia, si F' est un objet de ID(A),
on pose Fy = i} ,(F), et si ¢ : F'— F' est un morphisme de D)(A), on pose
pq = 04 4(¢) : Fo — Fi. On dit que l'objet F, de D(e) est la fibre de F en a, et
que @, @ By — F) est le morphisme induit dans les fibres par ¢.

L’axiome ci-dessus affirme donc que, pour tout A dans Dia, toute fleche p : F — F’

de D(A) induisant, pour tout objet a de A, un isomorphisme dans les fibres, est un
isomorphisme.

Der 3 Pour tout u : A — B dans Dia, le foncteur v* : D(B) — D(A) ad-
met un adjoint & droite noté u, : D(A) — D(B), et un adjoint a gauche noté

u, : D(A) — D(B).

Notations et terminologie. Pour tout “2-carré” dans Dia,

A’ A
D = UIL ¥, ju v —wu'
B ——B
si I’on note
£ utu, — Ipga , n ) — uu”
e ruul — Ipary 7' Ippry — ulu’™

les morphismes d’adjonction, on déduit un morphisme ¢ : w*u, — u,v* défini
par cp = (ulv* xe)(ul x o *u,)(n' *w*u,),

c
* D 1%
wiu, —————————ulv
n'*w*u*t ulvtxe
1, 0% * 1ok ok
whu*wru, ulvtutu,

I I
ul (wu') u, e ul (uv)"u,

appelé morphisme de changement de base. Dualement, on définit un morphisme
¢p v — wrw,, “transposé” du précédent.

Pour toute petite catégorie A, on note p, : A — e 'unique foncteur de A vers la
catégorie ponctuelle e. Si A est dans Dia, et si F est un objet de I(A), on pose

L]olimF:pA*(F) et holigF:pA!(F) ,
et on dit que l'objet bolimF de M(e) est la limite projective homotopique de F,
et que holigF en est la limite inductive homotopique. Soit u : A — B dans Dia,

et solent b un objet de B et F un objet de ID(A). On note F | A/b (resp. I'| b\ A)
lobjet j*(F) de ID(A/b) (resp. de I(b\A)), ot j désigne le foncteur d’oubli

A/b— A (resp. BNA—A).
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En considérant les “2-carrés”

A/b A A A
L ¥, L“ et L O‘}/” L“
e B e B )

oll les morphismes de foncteurs o et o sont définis par
agpn=1F, (a, f:u(a) = b) € Ob(A/b) |
O/(a,g) =g (a,g : b —u(a)) € Ob(b\A) ,
on déduit des morphismes canoniques de changement de base
(w.F)y — holim(P [ A/b) et holim(F | \A) —= (uF), .
Der 4 Pour tout u: A — B dans Dia, tout objet b de B, et tout objet F' de D(A),
les morphismes canoniques
(u.F)y — holim(F|A/8) et holim(F | 1\A) — (u,F),
sont des isomorphismes.

Commentaire. L’axiome Der 4 signifie que les adjoints u, et u, “se calculent” de
facon analogue aux extensions de Kan usuelles.

Notations. Solent [ et J dans Dia. On définit un foncteur

dlaI)J

DI % J) — 22 Hom(1°, D(J))
(ot Hom(7°,D(J)) désigne la catégorie des foncteurs de I° vers I(J)) comme suit.
Soit

I — Hom(J, I x J)

i (= (i,])
on en déduit par composition

I° —= Hom(J, I x J)° —2> Hom(D(I x J),D(J))
et par adjonction
I° xD( x J) —— D(J)

Par une nouvelle adjonction, on déduit le foncteur

dlaI)J

DI X J) —2+ Hom(1°, D(J))
Quand J est la catégorie ponctuelle e, le foncteur dia; . est noté plus simplement
dia; : D(J) 2 D(I x €) — Hom(I°,D(e))
et pour un objet F de I(]), on pose, quand aucune confusion n’en résulte,
dia(F) =dia;(F) : I° — D(e)

et on dit que dia(F) est le diagramme sous-jacent & F. On remarque que pour tout
objet i de I, dia(F)(i) = F; est la fibre de F en i. Ainsi une formulation équivalente
de I'axiome Der 2 ci-dessus est que pour tout I dans Dia, le foncteur dia; est
conservatif.

Der 5 Pour tout A dans Dia, le foncteur
diag, 4 1 ID(A; x A) —— Hom(Af,(A4))

ott Ay désigne la catégorie {0 — 1}, est plein el essentiellement surjectif.
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Der 6 (Axiome de dérivateur pointé.) Siu : A — B est une immersion fermée
(un cocrible) (resp. ouverte (un crible)) dans Dia, alors u, (resp. u,) admet un
adjoint & droite u' (resp. a gauche u?). 3

Notations et terminologie. On note O la catégorie A x AS, et I, _| les sous-
catégories

(0,0) =<— (0, 1) (0,1)

T | T
(1,0) (1,0) < (1,1)

de O, et ¢ :T7 — 0O, ¢, : -] — O les foncteurs d’inclusion. On dit qu’un objet F
de D(O) est homotopiquement cartésien (resp. homotopiquement cocartésien), ou
plus simplement, quand aucune confusion n’en résulte, cartésien (resp. cocartésien),
si le morphisme d’adjonction

F—i i\ F (resp. ip i P — F)
est un isomorphisme.

Der 7 (Axiome de dérivateur triangulé.) Un objet F' de D(O) est homotopiquement
cartésien si et seulement si il est homotopiquement cocartésien (on dira alors parfois
qu’il est homotopiquement bicartésien, ou plus simplement bicartésien).

Commentaires. Les axiomes Der 1 - Der 4 définissent la notion de dérivateur
au sens de Grothendieck, et si I'on ajoute 'axiome Der 6 (qui implique que les
catégories (1) admettent des objets nuls), on obtient sa notion de dérivateur
pointé [Der]. L’axiome Der 5 est une version affaiblie d’un axiome de Heller qui
demande que pour toute catégorie finie libre I dans Dia et tout J dans Dia, le
foncteur dia; ; soit plein et essentiellement surjectif [H]. L’axiome Der 7 a été
introduit par Franke [F]. La philosophie des dérivateurs est de considérer que le
2-foncteur D : Pia® — Cat constitue une “structure” sur la catégorie D(e), ap-
pelée la catégorie fondamentale du dérivateur ID.

Quelques conséquences des axiomes. Pour tout dérivateur ID de domaine Dia,
les axiomes Der 1 et Der 3 impliquent aussitot que pour tout [ dans Dia, la
catégorie ID(7) admet des sommes finies et des produits finis, et en particulier un
objet initial et un objet final. Il résulte facilement des axiomes Der 2, Der 3, et
Der 4 que si un foncteur u : I — J dans Dia est pleinement fidéle, alors il en
est de méme des foncteurs u, et w,, autrement dit, les morphismes d’adjonction
u*u, — lp(py et Ipy — u™u, sont des isomorphismes, et que si en outre u est un
cocrible (resp. un crible), alors pour tout objet F' de I(I), et tout objet j de J
n’appartenant pas & I'image de I, la fibre en j de u (F) (resp. u,(F)) est un objet
final (resp. initial) de D(e), et pour tout carré cartésien dans Dia de la forme

A —— A
u’ l lu
B’ — B )
les morphismes de changement de base
1% * * /o
nu't —= utw, et WU, —= ULV
(resp. u*w, — v u’* et uw® —= wu, )
30n rappelle qu’un crible (resp. cocrible) d'une catégorie B est une sous-catégorie pleine A de

B, telle que pour objet a de A et tout objet b de B, s'il existe une fleche b —= a (resp. a — 1) de
B, alors b est dans A.
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sont des isomorphismes. Pour un dérivateur triangulé, on démontre le théoréme
suivant :

Théoréme 1. Pour tout dérivateur triangulé IV de domaine Dia, et tout A dans
Dia, la catégorie ID(A) est canoniquement une catégorie triangulée, et pour tout
u : A — B dans Dia, le foncteur u* : D(B) — D(A) est un foncteur exact pour
les structures canoniques de catégorie triangulée sur D(A) et D(B).

Ce théoréme résulte facilement d’un théoréeme plus général valable pour un dérivateur
pointé arbitraire [M2]. Il peut également étre obtenu par une adaptation de la preuve
du théoréme correspondant de Franke [F]. Dans le paragraphe suivant, on donnera
une description de la structure de catégorie triangulée sur la catégorie I(e).

Exemple. Soit £ une catégorie exacte. Pour toute petite catégorie I, la catégorie
Hom(7°,&) est une catégorie exacte, en définissant les monomorphismes (resp.
épimorphismes) admissibles argument par argument.

Théoréme 2. Il existe un dérwateur triangulé Dy de domaine Dia = D, ot Dz
désigne la sous-2-catégorie 2-pleine de Cat formée des catégories directes finies, tel
que pour tout I dans Dia, D(I) soit la catégorie dérivée bornée D? Hom(7°,€&) de
la catégorie exacte Hom(I°,£).

Ce théoréme est démontré dans un appendice par Bernhard Keller.

3. La description de la structure de catégorie triangulée.
Dans ce paragraphe, on se fire un dérivateur triangulé ID de domaine Dia.

Soit [ une petite catégorie appartenant a Dia. Comme Dia est stable par produits
binaires, on définit un 2-foncteur

Dy : Dia® — Cat J= DI xJ) |

et on vérifie que Dy est un dérivateur triangulé, appelé le dérivateur triangulé induit
par I sur I. On remarque qu’on a Dr(e) = D(] x e) ~ D(I), autrement dit, la
catégorie fondamentale du dérivateur D1 est la catégorie (). Ainsi pour décrire
la structure de catégorie triangulée sur les catégories I(7), il suffit de décrire celle

de D(e).

Notons
tge—=0 | 1 e —=0

L) définis par les objets (0,0) et (1,1) de ™ et O respec-
tivement. Le foncteur de suspension S : D(e) — D(e) est défini par S = 1 i, 1g,.
Les axiomes Der 1 - Der 4 et Der 6 d’un dérivateur pointé impliquent que pour
tout objet X de D(e), 'objet S(X) de D(e) est muni d’une structure de cogroupe,
fonctorielle en X, et 'axiome Der 7 implique que S est une auto-équivalence de
la catégorie I(e). En particulier, on en déduit que D(e) est une catégorie additive
[M2]. On remarque que pour tout objet X de D(e), l'objet i-,4,, X de D(O) est

homotopiquement bicartésien, et les diagrammes sous-jacent & iy, X et ¢, 2y, X

les foncteurs i 0,00 o

sont
X——=0
dia(iy, X) ~ l
0 )
et

X
dia(ir iy, X) ~ l
0
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ot 0 désigne ’objet nul de D(e) (quitte & remplacer ID(e) par une catégorie équivalente,
on peut supposer, pour simplifier, que I'objet nul est unique).

On note A, la catégorie
Am:{0—>1—>2—> —>m}

On dit qu’un objet F' de D(AZ, x A%) est homotopiquement polycartésien, ou plus
simplement, quand aucune confusion n’en résulte, polycartésien, si pour tous kg, ky,
ly, 1, 0<ky <k, <m, 0< 1, <l <n,sllonnote

i:0——= A2 x A?
le foncteur défini par
i(E’n):(k&"ln) bl 6’77:0’]"

Iobjet ¢*F' de I(O) est homotopiquement bicartésien. On démontre qu’il suffit que
cette condition soit satisfaite pour les “petits carrés” non triviaux, autrement dit,
quand ky =ky+1letly =1+ 1.

Un triangle dans D(e) est un diagramme de la forme

X Loy Loy togx)

et on a une notion évidente de morphisme et d’isomorphisme de triangles. Soit F'
un objet homotopiquement polycartésien de ID(AS x A) tel que les fibres de F en
(1,0) et en (0,2) soient nulles, de sorte que le diagramme sous-jacent & F' soit de
la forme

fo

Fog Foy 0
dla(F) = l lfl l
0 Iy 7 Fis

On a un foncteur 7 : O — AJ x A§
(0,0) = (0,0), (0,1)=1(0,2), (1,0)—=(1,0), (1,1)—=(1,2),

et par définition d’un objet polycartésien, ¢*(F') est un objet homotopiquement
bicartésien de D(O). On remarque que

Fop——0
dia(*(F)) = l l
0 ——=1r1 >
ce qui implique par Der 2 que le morphisme d’adjonction
ir "(F) =g, iy i " (F) = g, (Foo)

(ol 4y = i © 0)) est un isomorphisme. Comme *(F) est en particulier un objet
homotopiquement cocartésien de D(O), le morphisme d’adjonction

iryir O (F) — 7 (F)
est aussi un isomorphisme. On en déduit des isomorphismes
Fia = i1 (F) == i ip i 0 (F) <= i i . (Foo) = (oo
(ol i = ig (1 1)), d’olt un isomorphisme 6 : F15 —> S(Fy), et un triangle

fo f1 0 f2
Fog Foy Iy S(Fo0)
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On dit qu'un triangle ainsi obtenu, a partir d’'un objet homotopiquement poly-
cartésien de D(AS x A3), est un triangle distingué standard. Par définition, un
triangle distingué est un triangle isomorphe a un triangle distingué standard. Le
théoréme 1 affirme donc que la catégorie additive D(e), munie de la suspension S
et de la classe des triangles distingués ainsi définis, est une catégorie triangulée.

4. La K-théorie d’un dérivateur triangulé.

On note A la catégorie des simplexes, qu’on identifie a la sous-catégorie pleine de
Cat formée des catégories A, m > 0, et Ala catégorie des préfaisceaux sur A,
autrement dit, celle des ensembles simpliciaux. Soit D un dérivateur triangulé de
domaine Dia. On définit un objet bisimplicial X (D) de Cat par le composé

D Iso
A’ X A° & Dia® —— Cat —— Cat , X(D)mn = Iso(D(A?, x A?)),

ol Zso désigne le foncteur associant a une catégorie C' la catégorie ayant les mémes
objets que C, et comme fleches les isomorphismes de C'. On remarque que si pour
tous m, n, on note Q(D), » la sous-catégorie pleine de X (D), ,, formée des objets
homotopiquement polycartésiens de D(AZ, x A?), alors Q(ID) est une sous-catégorie
bisimpliciale de X(ID). Notons § : A — A x A X A le morphisme diagonal, et
N : Cat — A le foncteur nerf. Alors J*NQ(D) est un ensemble simplicial dont
les 0-simplexes sont exactement les objets de ID(A§ x AJ) ~ D(e), ol e désigne la
catégorie ponctuelle. Ainsi, 6* NQ(ID) est un ensemble simplicial pointé par I’objet

nul de D(e).
Définition.* On pose
Kn(D) = 7,11 (6" NQ(D)) = 7, (25" NQ(ID))

Proposition 1. On a un isomorphisme canonique Kg(D) ~ Ko (D(e)).

En vertu du théoreme 1, I(e) est une catégorie triangulée, et Ko(D(e)) désigne le
Ko de D(e) en tant que catégorie triangulée. Cette proposition sera démontrée au
paragraphe 6.

Soient D et I’ deux dérivateurs triangulés de domaine Dia. Une équivalence de
dérivateurs triangulés de I vers I’ est un morphisme de 2-foncteurs ¢ : D — D
tel que pour tout objet A de Dia, le foncteur ¢, : D(A) — D'(A) soit une
équivalence de catégories. On en déduit alors un morphisme de catégories bisimpli-

ciales Q(p) : Q(D) — Q(D') .

Proposition 2. 5t ¢ est une équivalence de dérivateurs triangulés, le morphisme
Q) induit une équivalence d’homotopie des espaces correspondants. En particu-
lier, on a des isomorphismes de groupes K, (D) ~ K, (D'), n > 0.

Cette proposition découle aussitot des définitions. Elle permet, en particulier, de
supposer, pour toute question concernant la K-théorie d’un dérivateur triangulé D,
que la catégorie fondamentale D(e) posséde un unique objet nul 0 (et de méme les
catégories ID(]), pour I dans Dia). On fera cette hypothése simplificatrice dans tout
le reste de cet article.

ACette définition, légérement différente de ma définition initiale (qui était canulée pour un
dérivateur triangulé général) m’a été suggérée par Denis-Charles Cisinski.



10 GEORGES MALTSINIOTIS

5. Les conjectures.

Il résulte de [J] (en utilisant un argument analogue & celui de [W], corollaire au
lemme 1.4.1) que la K-théorie d’une catégorie exacte £ peut étre définie comme
suit. On définit une catégorie bisimpliciale

o o X&)
A° X A® ——= Cat

(A, Ap) = X(E)mn =ZTsoHom(A,, x Ay, E)

Pour tous m, n, on note Q(&)m » la sous-catégorie pleine de X (), dont les objets
sont les foncteurs

F:A, xA, —=¢&
tels que pour tous ky, ky, {y, {1, 0 <k, <k, <m, 0<I[, <l <n,lecarré

FleFkl

0'o 0°1

b

FleFkl

1270 171

soit un carré bicartésien dont les fleches horizontales (resp. verticales) sont des mo-
nomorphismes (resp. épimorphismes) admissibles. On vérifie aussitot qu’on définit
ainsi une sous-catégorie bisimpliciale Q(€) de X(&). Les 0-simplexes de I’ensemble
simplicial * NQ(E) sont les objets de &, et §* NQ(E) est pointé par I'objet nul de
&€. On a alors

Kn(€) = 1,11 (0" NQ(E)) = m, (" NQ(E))
Le morphisme canonique

Hom(A,, x A, &) — D’ (Hom(A,, x An, &) = De(AS, x AY)

(ot D désigne le dérivateur triangulé associé a la catégorie exacte £ (cf. théoréme
2)) induit un morphisme de catégories bisimpliciales

Q&) —= QD)
Conjecture 1. (Comparaison). Le morphisme ci-dessus induit une équivalence

d’homotopie des espaces correspondants. En particulier, il induit pour tout n > 0,
un isomorphisme K, (&) ~ K, (D).

Une suite exacte de dérivateurs triangulés D' — D — D' de domaine Dia est un
couple de morphismes de 2-foncteurs i : ' — I, p : D — D" tel que pour tout

objet A de Dia,
/ ia Pa "
D'(A) ——= D(A) —— D"(A)
soit une suite exacte de catégories triangulées. Autrement dit, on demande que le

foncteur 7, identifie D'(A) & une sous-catégorie pleine triangulée épaisse de D(A),
et que p, identifie D"(A) au quotient de I)(A) par cette sous-catégorie épaisse [V].

Conjecture 2. (Localisation). Toute suite exacte de dérivateurs triangulés
D —D — D"
de domaine Dia induit un diagramme de catégories bisimpliciales
QD) — Q(D) —= Q(D")

identifiant [’espace correspondant a Q(D') a la fibre homotopique du morphisme
Q(D) — Q(D"). En particulier, on a une longue suite exacte de groupes abéliens

- Kn+1(]D”) —-K, (]D)/) —K, (D) =K, (]D”) — Kn_l(]D/) —_- .= KO(D”) —=0.
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Soit [ un dérivateur triangulé de domaine Dia. On rappelle que pour tout objet 7
de Dia, on définit un dérivateur triangulé

Dy : Dia® — Cat
Jr— DI xJ) ,
appelé dérivateur induit. Pour tout morphisme u : I’ — I de Dia, les foncteurs
(ux1,)*:DI x J)—= D(I' x J) , pour J dans Dia ,

définissent un morphisme de dérivateurs (morphisme de 2-foncteurs), noté aussi
’ ’
quand aucune confusion n’en résulte,

ut Dy — Dy
On remarque que D, ~ . Considérons le dérivateur induit Dg. Un ¢riangle dis-
tingué global de (e) est un objet homotopiquement bicartésien I de I(O) tel que
iE,(l,o)(F) soit ’objet nul de D(e), autrement dit, tel que le diagramme sous-jacent
a F soit de la forme

Fog — Iy
dia(F) =

0——Fn
Cette terminologie est justifiée par le fait qu'un tel objet détermine canoniquement
un triangle distingué standard
Foo — Fo1 — P11 — S(F11)

Plus généralement, pour tout objet J de Dia, un triangle distingué global de D(J)
est un objet F de D(O x J) = Dg(J) tel que pour tout objet j de J, l'objet
(Ig x i;;)"(F) de D(O) soit un triangle distingué global de D(e). Notons D™ (J)
la sous-catégorie pleine de Do (J) formée des triangles distingués globaux de I(J).
On démontre que

DY : Dia® — Cat
J — ]Dtr(J)

est un dérivateur triangulé de domaine Dia, appelé le dérivateur des triangles dis-
tingués de ID, et que les inclusions

D" (J) < Dg(J) J € 0bDia |
définissent un morphisme de dérivateurs D" —= Dg. D’autre part, les morphismes
io,0,0) o,y f € U
de Dia définissent des morphismes de dérivateurs
Z'T:L(o,o)a Zq\<:|,(1,1) Dy —D.=D ,

et en les composant avec le morphisme D% — D5, on obtient des morphismes de
dérivateurs

s5,t: D% — D
De fagon explicite, pour tout objet J de Dia, et tout objet F de D (.J), si

Fog — Iy
dia\ij F =

00— F1iy ;
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alors s;(F) = Fyo et t,(F) = Fi1. On vérifie facilement que les morphismes de
dérivateurs s, ¢t : D — I induisent des morphismes de catégories bisimpliciales

Q(s), Q1) : QD) — Q(D).
Conjecture 3. (Additivité). Le morphisme
(Q(5), Q1)) : QDY) — Q(D) x Q(D)

induit une équivalence d’homotopie des espaces correspondants. En particulier, on
a des isomorphismes de groupes K, (D) ~ K, (D) x K, (D), n > 0.

Cette conjecture vient d’étre démontrée par Amnon Neeman et Denis-Charles
Cisinski [CN]. Elle avait été précédemment démontrée dans un cas particulier par

Grigory Garkusha [G].

6. Le Ky d’un dérivateur triangulé.

Rappels. Soit 7 une catégorie triangulée. On rappelle que le groupe de Grothen-
dieck Ko(7) est défini par générateurs et relations comme suit :

Générateurs : [X], X € Ob(T).

Relations : [X][Z7] =[Y], X =Y — 7 — S(X), triangle distingué de T.

Le triangle distingué 0 — 0 — 0 — S(0) = 0 implique que [0][0] = [0], et par
suite que [0] est I’élément neutre du groupe. Les triangles distingués

X Y —> 0 — 5(X)

bl

pour w isomorphisme de 7, impliquent que si X est isomorphe & Y on a [Y] =
[X][0] = [X]. Le triangle distingué

(é) (0,1) 0

X —>XaY >y —=5(X)

implique que [X][Y] = [X®Y], et comme X®Y ~ Y PX, cela montre que le groupe
Ko(T) est commutatif. Ainsi ce groupe sera noté, le plus souvent, additivement.
Enfin, le triangle distingué X — 0 — S(X) — S(X) montre que [S(X)] = —[X].
En particulier, on en déduit que tout élément de Ky(7) peut s’écrire sous la forme
[Xa]+ [Xo] 4+ -+ [Xn],n > 1.

Si D est un dérivateur triangulé, et 7 la catégorie D(e) munie de la structure de
catégorie triangulée du théoréme 1, le groupe Ko(7) peut, de fagon équivalente,
étre défini par générateurs et relations comme suit :

Générateurs : [X], X € Ob(ID(e)).
Relations : a) [0] =1;

b) [X] = [Y], pour tout couple X, Y d’objets isomorphes de D(e) ;

) [Xoo] [X10] 7 [X11] [X01]~! = 1, pour tout objet cartésien X de
D(O) de diagramme sous-jacent

Xog — X1

wn-| |

Xig— X1

En effet, on a déja vu que les relations (a) et (b) sont satisfaites dans Kg(7).
Pour montrer la relation (¢), on remarque qu’il existe un objet polycartésien X’ de
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D(AS x AY) induisant X sur O = A9 x AS, et dont la fibre en (2,0) est nulle, au-
trement dit, un objet polycartésien X’ ayant un diagramme sous-jacent isomorphe
4 un diagramme de D(e) de la forme

Xog — X1

L

Xig— X1

L

00— X9y

(On peut prendre X’ = j,4,(X), on

(0,0) = (0,1) (0,0) = (0,1)
(0,0) = (0,1) . 4 4 . i i
A A (LN (1,0) =— (1,1) . (1,0) = (1,1)
(1,0) =— (1,1) A A A
(2,0) (2,0) = (2,1)

désignent les inclusions évidentes.) On en déduit, par définition de la structure de
catégorie triangulée de D(e), qu’on a des triangles distingués

Xoo —= Xo1 —= X1 —> S(Xoo)
Xig — X113 — Xo1 — S(X10) >
d’olt [X10] 7 X11] = [Xoo] ™1 [Xo1], ce qui prouve la relation (c).

Montrons réciproquement que les relations (a), (b), (¢) impliquent que pour tout
triangle distingué X —Y — 7 — S(X), on a [X][Z] = [Y]. Par définition des
triangles distingués de D(e), il existe un objet cartésien de ID(O) dont le diagramme
sous-jacent soit isomorphe a

X —Y

Voo

0—Z
Il résulte donc des relations (b) et (¢) que [X][0]7Z][Y]~! = 1, et de la relation
(a) que [X][Z][Y]! = 1, ce qui prouve I’assertion.

Remarque. Ce qui précéde prouve en particulier que le groupe défini par les rela-
tions (a), (b), (¢) est commutatif.

Dans la suite, on se fire un dérivateur triangulé 0. On supposera pour simplifier
(outre I’hypothése déja faite que pour tout I dans Dia, I(I) posséde un unique
objet nul) que le dérivateur triangulé I satisfait aux conclusions de la proposition b
du paragraphe suivant, et en particulier aux propriétés (i) et (ii) de la remarque qui
sutt cette proposition, autrement dit, que certains isomorphismes canoniques sont
en fait des égalités. Grace a cette proposition de “strictification” et & I'invariance
de la K-théorie par équivalence de dérivateurs triangulés, cette hypotheése n’est pas
restrictive.

Le groupoide Ky(ID). La description générale du groupoide fondamental d’un
ensemble simplicial, appliquée & §* NQ(ID), fournit la description suivante de son
groupoide fondamental, noté Kq(ID). Tl est le quotient du groupoide libre engendré
par le graphe

r=0 —=<Ty )
t
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ot 'y est I’ensemble des objets de ID(e), T'y est I’ensemble des isomorphismes entre
objets cartésiens de D(O), et si f: Xg — X; est un élément de Ty tel que

Xogo —> Xoo1

Xoto — Xo11
_ j Xioo —j—>X101
dia(X1) yd y'd

Xijo—= X141 g

alors s(Xo — X1) = Xooo et t(Xo — X1) = X111, quotienté par les relations sui-
vantes : pour tout couple d’isomorphismes composables entre objets polycartésiens

de D(AS x AY)
X=(Xo—=X —=X5) ,
on a la relation
dp(X) oda(X) = di(X)
ol les d; désignent les opérateurs face de ’ensemble simplicial §* NQ(ID).

De facon imagée, si

Xooo Xoo1 Xooz
£ £ e
Xo1o Xo11 Xo12
| | s
Xoz0 \l/ Xo21 Xo22
Xioo — | — | = X101 — | — | = X102
_ £ P ~
dla(X) = Xigo ———— | = X111 ———— | = X112
“ | | “
X120 \l/ X121 X122
X0 — | — | = X201 — | — | = X202
e e e
Xo1o —— | = Xo1g ————— | = X212
e e Ve
Xa20 Xao1 X222 )

alors la relation ci-dessus peut s’illustrer par la formule

Xooo — Xoo2 X111 —> X112 Xooo —> Xoo1
e Pe ey Pe e Pe
Xo20 —> Xo22 X121 T)X122 Xo1o — > Xo11
= ¢
l X200 —l9X202 l Xo11 —l9 X212 l X100 —l9 X101
e e e e e ¥
Xa20 —> Xa22 Xa21 —> Xo22 X110 —> X111

(de facon légérement incorrecte, puisque en réalité il s’agit d’une relation entre
isomorphismes d’objets cartésiens de (), et non pas entre leurs diagrammes).
Autrement dit, on demande que le grand cube soit le composé du petit cube en
haut, & gauche, a Parriére; suivi du petit cube en bas, a droite, a4 ’avant.

On vérifie facilement que cette relation implique que pour tout objet X de D(e),
Iidentité de X, considéré comme objet du groupoide Ky(ID), est représentée par
I'isomorphisme identique de 'objet cartésien pf(X) de D(O), dont le diagramme
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est
X ——>X
< /l
X TX
dia(1 . =
<p‘:‘(X)) l X—l—>x
¥ ¥
X ——X
On notera ¢ : T' — Ky(D) le morphisme canonique du graphe T' vers le graphe

sous-jacent au groupoide Kg(ID). Pour tout couple d’isomorphismes composables
entre objets polycartésiens de D(A§ x Aj)

X:(X();Xl;)(z) s
on a donc par définition 1’égalité suivante dans Kq(ID).
(%) q(do(X)) o q(d2(X)) = ¢(d1(X))

En distinguant ainsi un isomorphisme entre objets cartésiens de ID(0), de son image
dans Ko(ID), on évite toute confusion entre la composition dans () et celle dans
Ko(ID), qui est différente en général (deux tels isomorphismes étant d’ailleurs rare-
ment composables & la fois dans I(0) et dans Kg(D)). Les deux lemmes suivants
expriment quelques compatibilités entre ces deux compositions.

Dans la suite, on notera

0 < A9 X A s A
les deux projections, et on utilisera les notations simpliciales habituelles : pour tout
m, et tout k, 0 < k < m, 6, : AJ,_; — A, désignera le k-ieme opérateur face,
unique injection croissante dont I'image ne contient pas k, et o, : A}, .| — A},
le k-ieme opérateur de dégénérescence, unique surjection croissante telle que la
préimage de k soit un ensemble a deux éléments. On identifiera AJ & la catégorie

ponctuelle e, de sorte que 1’on ait iAg,o =9, iA‘;,l =dg, et pp, = 0.

Lemme 1. Pour tout couple d’isomorphismes composables X —f>Y o7 de
D(AS),

Xog — X1 — X5

/ | [EZY

X
dia| v = Yo —> Y, —> Y,
z

3

Zo —> 71 —> 7o 3
on a les égalités
q9(p161(9f)) = a(p1d5(9))  a(p185(f))
q(p361(91)) = a(p365(9)) © a(p265(f))

Démonstration. Ces égalités résultent de la relation () appliquée aux couples d’iso-
morphismes composables d’objets polycartésiens de ID(AS x A$)

()

‘x prif sy Prig ny
A —————=pni{ ——>=pr; ’

priX —>pr2f pryY Pra9 pris )

ou pry et pr, désignent les projections Af < Af x A§ P2 AS . a
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Cette preuve est mieux visualisée en considérant les diagrammes correspondants
aux couples d’isomorphismes composables d’objets polycartésiens ci-dessus :

Xo Xo Xo Xo X1 X
s s ¥ s ¥ ¥
X1 X1 X1 Xo X1 X
£ | £ ¥ £ £ ¥
2 2 2 XD 1 2
v v v v
Yo —|—|=Yyo— | — | >Y Yo—|—|=>=Y1—|— |>Y,
e e ¥ e s ¥
Y, =Y, =Y, Yo =Y > Y5
1| £ ¥ £ £ ¥
Y> Y> Y> Yo Y, Y>
v v v v
Zo —|— |2 Zog—|— | > Zo Zo —|— |21 —|— | > Z>
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
VA > 7, > 7, Zo > 71 > Zo
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
Zs Zs Zs Za Z4 Zs

donnant naissance aux égalités un peu abusives

Xo —— Xo Yi —= Y Xo —> Xo
‘s /l £ /l ‘s /l
Xy —— X, Yo —=> Y2 X1 — X,
= [e]
l Zu—laZu l Zl—l>Zl l Yu—léYD
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
Zy ——> 7> Zy —> 73 Y — 1
Xo — X, Y —= Y2 Xo —> X1
‘s /l £ /l ‘s /l
Xog — X Y —= Y2 Xo —> Xy
= [e]
l Zu—laZQ l Zl—l>22 l Yu—l>Y1
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
Zy —> 7> Zy —> 7> Yo — 11

illustrant les relations (xx).

Notations. Soient m,n > 0, et X un objet de D(A? x A?%). Pour tout couple i, j,
0<i<m,0<j<n, onnote X;; lafibre de X en (4, j), et X;, (resp. X,;) I'image
inverse de X dans D(A?) (resp. D(A?,)) par I'inclusion

AP —> A% X A° L j—(i,]) (resp. A2 —= A2 x A% | i+ (i,7)) .
On définit de fagon analogue fi;, fie, fo;, pour une fleche f de D(A?2, x AS).

Lemme 2. Pour tout couple d’isomorphismes composables X I y L= 7 entre
objets cartésiens de D(O), on a les égalités

(% * %) 4(p3(g10)) 2 a(p1(fo0)) = ¢(9f) = a(pi(ge1)) o q(p3(fos))

Démonstration. Ces égalités résultent de la relation () appliquée aux couples d’iso-
morphismes composables d’objets polycartésiens de ID(AS x A$)

. .
rif ™y

i X 7Y A )
rof rig

5 X Y 52 )

ou 7y, 7y : AY x Af — AJ x A} = O désignent les applications r;y = o, X oy,
Ty =0y X 0. d
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Cette preuve est mieux visualisée en considérant les diagrammes correspondants
aux couples d’isomorphismes composables d’objets polycartésiens ci-dessus :

Xoo
£
X1o0 X10

XDD
a s a

XlD

donnant naissance aux égalités un peu abusives

Xoo —> Xo1

£

¥
X100 —> X1u1

l ZUD—\L9201
¥ ¥

Zio —= Z11

Xoo —> Xo1

s

¥
X100 —> X1u1

Yio——=Yn
s
Yio——=Yn

l Zlo—l>211
¥ ¥

Zio —= Z11

Yoo ——= Yo
L
Yin——=Yn

Xoo —> Xoo
£ ¥
X10 —> X0

l Yoo —l9YDD
e ¥

Xoo —> Xo1
£ | ¥
Xoo —> Xo1

l ZDl_l>ZDI
¥ ¥

Z11 — 711

l ZUD—\L9201
¥ ¥

Z1g —> Z11

l Yoo—l9Y01
e ¥

Yoo —— You

illustrant les relations ( ).

Notations. Soit f: X — Y un isomorphisme de D(e). On note ipy Jy les isomor-
phismes de I(0O) définis par

ir =pi((ias0)(f) i =13 ((ias.0)+(F))
On a

X —= X X —=20
Ll ¥ P
o—>0 f X —>0

dlazf l l Y dia(jf): fl v l

= Y —|=>0
0/—>0 Y/—>0/

Pour tout objet X de D(e), on pose iy =1, et jx =j;
Jo représentent I'identité de 'objet 0 dans Ko(D) :

q(ig) = 1o = q(Jjo)
Lemme 3. Pour tout isomorphisme f : X —Y de D(e), on a

= f](jX)

- On remarque que 7, et

gliy) =qlix) et q(j;)
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Démonstration. La premiére (resp. deuxiéme) relation résulte de la premiére (resp.
deuxiéme) égalité du lemme 2, appliqué au couple d’isomorphismes composables

by r=t

(resp.
de D(O). O
Lemme 4. Pour tout isomorphisme f : X — Y de D(AY) tel que

Xo — X,

dia(f) = ful lfl

Yo — Y, 3
on a
a(i(N) = qiy,)"toglix,) et q(P3(f)) = qliv,) "o 9(ix,)
Démonstration. En appliquant le lemme 1 au couple d’isomorphismes composables

d2,(f)
Ja.(X) ——=

de D(AY), dont le diagramme est

Xog— X1 —>0

o

Yo —Y1 —>0

S

Yo —>Y;, —=0 3
on obtient les relations
din) = aliv) o ari(f) et alin) =aliv) o aB3() |
ce qui prouve ’assertion, en vertu du lemme précédent. a

Lemme 5. Pour tout isomorphisme f : X —Y entre objets cartésiens de I(O)
tel que

Xoo —> Xo1

s /l
i Xio —> X1
dia(f) = l Y¢ l )

P 00 ~ 01

Yio—— Y1y

on a les relations

9(iy,,) " aGy,, ) aliy,) ™"

qlix,,) = a(f) = qliy,,) " aliy,,) a(y,,) " alix,,) »

(J(jyu)_lq(jxw) q(in)_lq(iXDD) = ‘J(f) = ‘J(iYu)_1(J(iXul) ‘J(ij)_lq(quu) :

Démonstration. Ces égalités résultent aussitot du lemme précédent, et du lemme 2
appliqué aux suites composables d’isomorphismes

1y 1X
X——=Y —>Y et X——=X——>Y

de D(D). O

Remarque et notations. Ce lemme implique en particulier que les morphismes
9(ix), ¢(ix), X € Ob(ID(e)), de Ko(D), de source X et de but 0, forment un systeme
générateur des fleches du groupoide Ko(ID). Pour tout objet X de ID(e), on pose
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ax = q(ix) et by = ¢(jx). En gardant les notations du lemme précédent, on a
alors les égalités suivantes
—1 -1 -1 -1
(#) by Y10 @i Uxgy = 4(f) = ay, ay, by bxy,
—1 -1 -1 -1
by X 10 Wxie Uxoy = 4(F) =ty ax by Oxgy
et on rappelle qu’on a
ag = q(ig) = 1o et by = q(jp) = 1o
Ces générateurs et relations fournissent une nouvelle présentation du groupoide
Ko(ID). De fagon plus précise, on a la proposition suivante.

Proposition 3. Le groupoide Ko(ID) est isomorphe au groupoide K{(ID), quotient
du groupoide libre engendré par le graphe
=T, —=1, =
¢
ou I'y = To = Ob(D(e)), T} est Uensemble des symboles ax, 85, X € Ob(D(e)),
(I" ~ Ty O Ty), et s'(ay) =5 (Bx) = X, t'(ayx) =t/ (Bx) = 0, par les relations
suivantes :

0) ag = By =1y
1) pour tout isomorphisme f: X — Y entre objets cartésiens de D(O) tel que

Xoo —> Xo1

s /l
) X1io —> X11
dia(f) = l ¥ l
Yoo — | = Ymn )
¥ ¥

Yio —— Y11

—1 -1 _ a1 -1
(##) Oy, Oy, Py, Bxon = Py Pxie X100 X o

Démonstration. En vertu de la propriété universelle de K (ID) et des considérations
de la remarque précédente, il existe un unique foncteur

I:K{(D) — Ko(D)
induisant I'identité sur I’ensemble des objets, et tel que pour tout objet X de D(e),
on ait

Hoy) =ay et I(Bx) = by
De meéme, il existe un unique foncteur
J: Ko(D) — Ky(D)
induisant 1'identité sur I’ensemble des objets, et tel que pour tout isomorphisme

f: X — Y entre objets cartésiens de ID(O) tel que

Xoo —> Xo1

' /l
i X1 —> X111
dia(f) = l Y¢ l )

¥ ¥

Yio—— Y11

on ait
_ -1 -1
J(q(f)) - O[YHO[YMBYMBXDD
En effet, pour cela, il suffit de montrer que pour tout couple d’isomorphismes com-
posables entre objets polycartésiens de ID(AS x A$),

X:(Xo%Xl%Xz) ;
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tel que
Xooo Xoo1 Xoo2
£ £ e
Xo1o Xo11 Xo12
| | s
Xoz0 021 Xo22
v
Xioo — | — | = X101 — | — | = X102
_ e £ e
dla(X) = X110 - X111 —= X112
R R A A B B et
120 121 122
v
Xo00 — | — | = X201 — | — | = X202
e e e
Xogg —— | = Xo1g ————— | = X212
e e Ve
X220 X221 X222 )

on ait ’égalité

-1 -1 _ -1 -1 -1 -1
aX222aX2026X2026X000 - aX222aX2126X2126X111aXluaXlolﬁXlolBXDDD ?

ou de facon équivalente

-1 -1 _ a1 -1
aX212aX2026X2026X101 - 6X2126X111aX111aX101 )
qui n’est autre que la relation (#4) relative a I’isomorphisme (8, x d,)*(g), d’objets
cartésiens de D(O), dont le diagramme est

X101 — X102

vy

X111 —— X112

l X201 —l9X202 )
V4 V4

Xo11 —> Xo12

correspondant au petit cube en bas; & droite, a ’arriére du diagramme de X.

Il reste & prouver que les deux composés IJ et JI sont des identités, et pour cela,
il suffit de le vérifier sur les générateurs. En vertu de la relation (#), pour tout
isomorphisme f : X — Y d’objets cartésiens de I(O), on a

Ij(q(f)) = I(a}_]lll aYtnﬁ;ullﬁqu) = a;/111 aY01b;011quu = q(f) )

et en vertu de la relation (0), on a
Jl{ax) = J(ax) = J(a(ix)) = a5 'ax fx' Bx =ag'ay =ax

JI(Bx) = J(bx) = J(a(ix)) = ag'ag B3 'Bx =05y ' Ox =0x
ce qui acheve la démonstration. a

Lemme 6. Soient G un groupoide connexe, 0 un objet de G, et pour tout objet
X de G, ex : X — 0 une fleche de G. On suppose que €5 = 1. Alors pour tout
groupe G, Uapplication associant a un foncteur de source le groupoide G et de but
G, considéré comme groupoide a un seul objet, sa restriction au groupe d’automor-
phismes Autg(0) de lobjet 0 de G, établit une bijection entre les morphismes de
groupes de Autg(0) vers G, et les foncteurs de G vers G envoyant les fléches e
de G sur Uunité de GG. Le foncteur F : G — (3, correspondant par cette bijection a
un morphisme de groupes ¢ : Autg(0) — G, est défini en posant pour toute fléche
f:X =Y de G, F(f) = pley fex').

La démonstration de ce lemme est immédiate, et elle est laissée au lecteur.

Notations. Pour tout objet X de D(e), on note (X) la fleche g5 oz)_(l :0—0du
groupoide K{ (D).
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Proposition 4. Les automorphismes (X), X € Ob(ID(e)), de l'objet 0 du groupoide
Ko(ID) engendrent le groupe Autxs(my(0), satisfont aur relations suivantes :

a) (0) = 1p;

b) (X)) = (Y), pour tout couple X, Y d’objets isomorphes de D(e) ;

) (Xoo) (X10) N X11) (Xo1)™! = 1, pour tout objet cartésien X de D(O) de
diagramme sous-jacent

Xog — X1

wn-| |

Xig— X1 ;

et on oblient ainst une présentation du groupe /—\utK{)(D)(O) par générateurs et rela-
tions.

Démonstration. Vérifions d’abord les relations (a), (b) et (¢). Larelation (a) résulte
de la relation (0) de la proposition 3. Pour tout isomorphisme f : X — Y de D(e),
la relation (##) de cette meme proposition, appliquée & I'isomorphisme i ; de D(0),
implique que
aalay 53715)( = By ' 6, 0‘510‘)( )

d’out gy oz)_(l = Gy oz;,l, ce qui prouve la relation (b). La relation (¢) est une refor-
mulation de la relation (##), appliquée & f = 1x, pour un objet cartésien X de
D(O). En vertu du lemme précédent, pour prouver que les automorphismes (X,
X € Ob(ID(e)), engendrent le groupe Autgs (py(0), et qu’on obtient ainsi & I'aide des
relations (a), (b), (¢) une présentation de ce groupe, il suffit de montrer que pour
tout groupe G et toute famille g, X € Ob(ID(e)), d’éléments de G telle que

i) 90=1;

it) gx = gy, pour tout couple X, Y d’objets isomorphes de D(e) ;

i) gXDD~g)_(1D ~gX11~g)_(i1 = 1, pour tout objet cartésien X de I(O) de diagramme
sous-jacent

Xop — Xo1

wn-| |

Xig— Xn ;

il existe un unique foncteur F : K{(D) — G, de K{(D) vers G, considéré comme
groupoide & un seul objet, tel que pour tout objet X de D(e), on ait

F(X))=g9x et Flax)=1,
autrement dit,

F(Bx)=9x et  Flax)=1
Pour cela, par définition du groupoide K{(ID), il suffit de vérifier les relations (0)
et (1) de la proposition 3. La relation (0) résulte de la relation (i) ci-dessus. Pour

prouver la relation (1), on doit montrer que pour tout isomorphisme f: X — Y
entre objets cartésiens de I(0) tel que

Xoo —> Xo1

| /l
) X1io —> X11
dia(f) = l ¥ l
Yoo — | > Yu ’
¥ ¥

Yio —— Y11
on a
-1 -1 _ -1 -1
1 .l.gYDI.gXDD_gYII.gXID.l -1 )
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autrement dit en vertu de (i), que

-1 _ -1
9I%01r "IXoo = 9%, " IX1o >
qui est une réécriture de (éii), ce qui prouve la proposition. a

Remarque. La proposition 1 du paragraphe 4 est conséquence directe des pro-
positions 3 et 4, et de la deuxiéme description du groupe Kg(ID(e)), présentée au
début du paragraphe. En particulier, cela prouve la conjecture 1, pour le cas n = 0,
puisque le Ky d’une catégorie exacte coincide avec le Ky de sa catégorie dérivée,
considérée comme catégorie triangulée.

7. Un lemme de strictification.
Soient m et m’ deux entiers, 0 < m’ < m. On note ¢, ... I'inclusion canonique
= = :

Zm,m

;o ﬁnlc——>-13$n s k—k s 0 f; k f; W@l
qui est une immersion fermée (A2, est un cocrible de A% ). En particulier, on a

Z.m,O = iAfn,O ’ Z.m,m—l = 6m ) Z.m,m = 1A‘7’n
Proposition 5. Soit D un dérwvateur triangulé de domaine Dia = Ordy, la catégorie
des ensembles ordonnés finis (considérés comme petites catégories). Quitte a rem-
placer D par un dérivateur triangulé équivalent, on peut choisir les adjoints a droite
(4 i)  D(AL ) — D(AS), 0 < m' < m, des foncteurs i, ., : D(AY) — D(A?))
de sorte que les 1somorphismes canoniques suivants soitent des égalités :

1) pour tout m >0, (i, 1 )s = 1D(A° )

2) pour tout carré cartésien de la forme

Y]
J
A, —L o A0,

Zn,n’l llm,m’

[
—])Am ’

avec j (donc aussi j'} application strictement croissante, j*(im,m')* = (in,n')*j/*

Démonstration. Soient I un ensemble ordonné fini, et P(7) I’ensemble ordonné par

inclusion des parties de I, considéré comme sous-catégorie pleine de Dia /I. On a
un foncteur composé Fy : P(I)° — Cat,

D Iso

oubli

P(I)° s (Dia /I)° 2> Dia® Cat

Cat

associant & une partie I’ de I la catégorie ayant les mémes objet que ('), et comme
morphismes les isomorphismes de I(I'). La “construction de Grothendieck” associe
au foncteur Fr une catégorie fibrée sur P(T),

Fiby (1) —2> P(I)

On note ]f)([) la catégorie des sections du foncteur Pr, qui est une “2-limite projec-
tive” du foncteur Fr. Explicitement, les objets de ID(]) sont les couples de familles

((XI’)I’CI : (SDI'I“)I”CI'CI) ,

ou pour tout I’ C I, Xy est un objet de ('), et pour tous I C I’ C I, si ’on note
i:1"Cs I le foncteur d’inclusion, ¢, @ Xy — *(X /) est un isomorphisme de
D(I"), satisfaisant aux conditions suivantes :

i) pour tout I' C I, opp = 1x,, ;
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it) pour tous ' C I C I' C I,sil’onnote i : ["C T et i’ : "SI les
foncteurs d’inclusion, alors on a I’égalité

Propm
XI’” —_— Z/*(XI//)

w[’]”’l jil*(wjlju) QDI/I/// = i/*(gpI/I//)QDI//I///
(i) (X1r) = 0" (Xp)
Un morphisme

((XI’)I’cIa (SDI'I“)I"CI'CI) - ((YI')I'cIa WI/IH)IHCIICI)

de ]f)([) est une famille (6;,); -, ot pour tout /" C I, 8 : Xpp —Yp est un
morphisme de (1), telle que pour tous I C I’ C I, on ait [’égalité

9111
XI” _— YI”

wm”j lw”’” Cpignbp =7 (O0p) o

(X)) ———=i* (Y1)
I3 (91,)
Les propriétés fonctorielles de la construction de Grothendieck permettent de vérifier
facilement qu’on définit ainsi un 2-foncteur strict

D:Dia® — Cat , I+ D(I)

Concretement, si u : J — [ est dans Dia, on définit un foncteur u* : ]f)([) — ]f)(J),
en associant & un objet ((Xp), (¢snp)) de D(I) Pobjet ((Yir), (¢i,)) de D(J),
défini comme suit. Pour tout J' C J, on note uy, : J* — u(J') la restriction de u
a J’, et on pose

Yy = U*J/(XU(JI)) , J cJ ,
'l/)J/J// = U*J”(SDU(J’),U(J”)) ; J// C J/ C J

On va montrer que les 2-foncteurs D et D sont équivalents. Pour cela, on définit des
morphismes (non stricts) de 2-foncteurs

d:D—>D e U:D—>D

comme suit. Pour tout I dans Dia, le premier associe a un objet X de (/) 'objet
((zj, (XNrecr, (L’;,,(X))I”CI’CI) de I(I), ou pour tout I' C I, iy : I I désigne
le foncteur d’inclusion. Le second associe & un objet ((Xp), (gpI,I,,)) de I(I) l'ob-
jet X7 de I(T). On vérifie alors facilement que ® et ¥ sont des équivalences de
2-foncteurs quasi-inverses I'une de 'autre. L’invariance des axiomes d’un dérivateur
triangulé par équivalence de 2-foncteurs prouve donc que D est un dérivateur tri-

angulé.

Il reste a définir, pour m > m' > 0, des adjoints (7, /) @(Afn,) — @(Afn) des

foncteurs 77, ./ @(Afn) — ]f)( o /), satisfaisant aux conditions de la proposition.

Pour cela, on choisit des adjoints & droite (4m,m), : D(AZ,,) — D(AS,) des fonc-

teurs 1*

momt - D(AD) — D(A},), de fagon arbitraire, avec la seule précaution de

prendre (i, ,, ). = Lp(ao ), et on définit (%,m+ )~ comme suit. Soit

((XI)IC{O,l,...,m’}a (@II')I'cIc{o,L...,m'})
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un objet de D(A? ;). On va définir

(o)« (X0 (210)) = ((VD)acion,mt» ar)icacion,.m)

comme suit. Soit J C {0,1,...,m}. Il existe une unique injection croissante
JrAS e AL (resp. JhiAY —=A%)
ot ny = card(J) — 1 (resp. n’; = card(J N{0,1,...,m'}) — 1), d'image égale & J
(resp. & JN{0,1,...,m'}). Notons
75 A%J —J (resp. 7 : Af% —Jn{0,1,...,m'} = z;ﬁm,(t]) )

les 1somorphismes correspondants. On pose

Yy = (751)*(inj,n3)*(73)*(Xi;lm,(J))

s

Pour définir ¢, ;,, J' C J C A?,, formons le diagramme commutatif suivant

o k'
A%,
7
N\
.7
-1 / J 0
nJ”né’ m,m?! (‘] ) Yoy m! (‘]) Am’
opint
0 0
AnJl A”J \ Zm m!
X ENS Js
Iyt Jr
o
J Ag

dont tous les carrés sont cartésiens. On a un isomorphisme de changement de base

c: k*(inwn})* — (inj,,n3,)*k/* ;

correspondant & la face arriére du cube, et en posant I =4~ 1 (J)yet I' =i ' (J),

m,m?! m,m?!
on en déduit des morphismes

by = (7;1)*<C;31(X1)) © (7‘1_’1)*(1'71],,”},)*jﬁ(gp”’)

YJ’ = (7‘]_’1)*(1.77,],,77,3,)* j‘/]s:(XII)
L

RN o350 (e )

7
Ty

)2 353 (X0) 507 Gy ) 35 ()
Il |
w ) K TG XD e GR35 (X)

n
ST ——lyw, —1
(]Jl ) (673*()(1)

sy
G7) (i

On laisse le soin au lecteur de vérifier que ((YJ), (1/)JJ/)) est un objet de @(Afn), et
qu’on définit ainsi des adjoints a droite (7, ,,/), : D(AD,) — D(A},) des foncteurs

~%

T @(Afn) — @(Afn,), satisfaisant aux conditions de la proposition. d
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Remarque. Si un dérivateur triangulé ID satisfait aux conditions de la proposition
ci-dessus, on a en particulier les propriétés suivantes :

i) pour tout m > 1, 67.6,,,. = Ipac y;
i) pour tout m > 2, et tout ¢, 0 < ¢ < m, on a un carré commutatif (strictement,
et pas seulement & isomorphisme prés)

5

D(A7, ) =<——D(A},_y)
(5m_1)*l lém*
D(A%,_1) D(AY,)
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APPENDICE

LE DERIVATEUR TRIANGULE ASSOCIE A UNE
CATEGORIE EXACTE

BERNHARD KELLER

REsUME. Nous esquissons une démonstration du fait que la catégorie dérivée d'une
catégorie exacte est la catégorie fondamentale d’'un dérivateur triangulé.

1. LA CATEGORIE DERIVEE

Soit &£ une catégorie exacte au sens de Quillen [2]. Suivant la terminologie de
Gabriel [1], nous appelons conflations ses suites exactes admissibles; inflations ses
monomorphismes admissibles et déflations ses épimorphismes admissibles. Un com-
plexe

s Myt o pe7, 2 =0,
sur £ est borné si MP s’annule pour tout |p| > 0. On note C°£ la catégorie des
complezes bornés sur € et HYE la catégorie quotient de CPE par I'idéal des mor-
phismes homotopes & zéro. Rappelons que la catégorie H?E est triangulée au sens
de Verdier [3].

Un complexe M est contractile sl est isomorphe au complexe nul dans H?E. 11
est acyclique 8’1l existe des conflations

. P
ZPLMPLZPH ,pEZL,

telles que dP = i*+t1¢P pour tout p € Z. Si &€ est karoubienne (c’est-a-dire que tout
endomorphisme idempotent d’un objet de £ admet un noyau), alors tout complexe
contractile est acyclique. On note N’ = N¢ la sous-catégorie pleine de H?E dont les
objets sont les complexes qui, dans H*E | sont isomorphes A des complexes acycliques.
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Voici une autre description de A : soit & — & le foncteur additif universel de & vers
une catégorie additive karoubienne. La catégorie & devient exacte si on la munit
des suites qui sont des facteurs directs d’images de conflations de £. On montre
alors qu’un complexe sur £ appartient & N si et seulement si son image dans HE
est acyclique. La catégorie Nz est une sous-catégorie triangulée épaisse de HE. On
en déduit que N est une sous-catégorie triangulée épaisse de H°E€. On note ¥ le
systéme multiplicatif associé & N et on appelle quasi-isomorphismes les éléments
de ¥. Un morphisme s de H*E est donc un quasi-isomorphisme si et seulement si
dans tout triangle
L 3>M-—=N— L[1],

le complexe N appartient 4 N. La catégorie dérivée DPE est la localisée de HYE par
rapport & ¥. Il en résulte que D°E est une catégorie triangulée, 2-fonctorielle en la
catégorie exacte £.

2. LE DERIVATEUR TRIANGULE

Soit € une catégorie exacte. Soit A une petite catégorie. La catégorie des préfaisceaux
E(A) = Hom( A% €)

devient une catégorie exacte si on la munit des suites qui sont des conflations
argument par argument. Nous avons un isomorphisme de catégories exactes

E(A) = E(A).
On en déduit quun morphisme s de H?(E£(A)) appartient a Yig(a) si et seulement
si s(a) appartient & Xg pour tout objet a de A. On pose
D(A) = Dg (A) = D*(£(A)).

On obtient ainsi un 2-foncteur D : Cat® — Cat défini sur la 2-catégorie des petites
catégories. On montre que D satisfait aux axiomes Der 1 et Der 2 d’un dérivateur.

Dorénavant nous considérons la restriction de D a la 2-catégorie des catégories
directes finies. Nous la notons encore ID. Nous allons esquisser une démonstration
du fait qu’elle est un dérivateur triangulé.

Soit A une catégorie directe finie et @ un objet de A. Notons ¢4, : e — A le
foncteur déterminé par a. Le foncteur d’évaluation

it E(A) —=E&(e), I F(a)
admet un adjoint & droite ¢4 4« qui envoie un objet M de &£ sur le préfaiscean
b~ H M.
Hom 4 (a,b)
Les foncteurs 1% , et 44 4. sont exacts. Ils induisent donc un couple de foncteurs
adjoints, désignés par les mémes symboles, entre ID(A) et D(e).

Lemme 1. La catégorie triangulée D(A) est engendrée par les objets 14 o« M, ot
a parcourt les objets de A et M ceux de &.

Démonstration. Comme ID(A) est engendrée par £(A), il suffit de montrer que tout
objet de £(A) appartient & la sous-catégorie triangulée de D(A) engendrée par les
iaqxM. Soit F un objet de £(A). Considérons le morphisme
F
P ia,0-(F(a))
a€0b(A)

dont les composantes sont les morphismes d’adjonction. Pour tout objet a de A,
le morphisme (¢ F)(a) admet une rétraction. Donc ¢F est une inflation de £(A).
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Notons I/F son but et C'F son conoyau. Nous obtenons un complexe acyclique
naturel
0 —=F—=IF—ICF— ... = IC"F — ..

d’oli un quasi-isomorphisme entre F' et ce complexe amputé de F'. On vérifie que
C?F g’annule dés que p excéde la longueur maximale d’une chaine

c

apg —= a1 —=> ... —> dp
de morphismes non identiques de A. L’affirmation en découle. V4
Lemme 2. Soient S et T des catégories triangulées. Supposons que T est en-
gendrée, en tant que catéqorie triangulée, par une classe d’objets X.
a) Un foncteur triangulé F' : 8§ — T admet un adjoint & droite si (et seule-
ment si) pour tout objet X € X, le foncteur
Hom(F(7), X):8° — Ab
est représentable. Dans ce cas, cet adjoint se compléte de maniére canonique
en un foncteur triangulé.

b) Soient G, G' : T — S deux foncteurs triangulés et ¢ : F — G un mor-
phisme de foncteurs triangulés. Le morphisme ¢ est inversible si (et seule-
ment si) X est inversible pour tout objet X € X.

v

Soit u : A — B un foncteur entre catégories directes finies. Pour montrer ’exis-
tence de ’adjoint & droite u,, affirmée par ’axiome Der 3, vérifions la condition
du point a) du lemme 2. Soient @ un objet de A, M un objet de £ et F' un objet
de I(B). Alors nous avons des bijections, fonctorielles en F,

HomD(A)(u*F, ia,asM) > HomD(e)(F(u(a)),M) = HomD(B)(F, iBua)x M) -

Le foncteur HomD(A)(u*(7), iaqxM) est donc bien représentable et u* admet un
adjoint a droite.

A laide du point b) du lemme 2, on vérifie facilement la partie de I’axiome
Der 4 relative & u,. En effet, par le lemme, il suffit de vérifier ’affirmation pour
F =4 0+(M), ot M est un objet de & et @ un objet de A. Avec ces notations, nous
avons

U (F) = U*iA,a* (M) = iB,u(a)*(M)
et cet objet est le préfaisceau
b= H M.

Hom ; (u(a),b)
Ainsi, pour un object b de B, nous avons
wm= [I M
Homgp (u(a),b)

De lautre c6té, 'objet F' | A/best le préfaisceau qui envoie un couple (a’, u(a’) — b)

sur
H M.

Hom (a,a’)
Pour chaque (a’, ¢ : u(a’) — b), ’'ensemble Hom 4 (a, a’) est la réunion disjointe des
ensembles de morphismes d’un (a, f : u(a) = b) vers (a/, ¢ : u(a’) — b). Ainsi, le
préfaisceau F'| A/b est le produit des préfaisceaux

(tasb,(a, )« (M),
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ou f parcourt les fléches f:u(a) = bde B. On a

holim(iasp,(a, 1))« (M) = (Pase)s(iasp,(a,p))« (M) = (Le)s (M) = M
et donc

holimF|A/b= ][ M,

fu(a) = b

ce qu’il fallait démontrer.

Considérons 'axiome Der 6. Si u est pleinement fidéle on montre que wu, ’est
aussi, c’est-a-dire que le morphisme d’adjonction u*u. — 1pa) est inversible (on
utilise le point b) du lemme 2). Si u est un cocrible, on se sert du point @) du
lemme 2, pour montrer ’existence de ’adjoint & droite de u..

Les assertions des axiomes Der 3, Der 4 et Der 6 relatives a l'existence et
les propriétés de ’adjoint a gauche u; découlent de ce qui préceéde appliqué a la
catégorie exacte £° grace a I'isomorphisme entre Dgo et le 2-foncteur

A= (De(A%))°.
Considérons 'axiome Der 7. L’inclusion
iy:Jd—=0 (resp. i :I —=0)

est un crible (resp. un cocrible). Donc les foncteurs ¢ |, et 7, sont pleinement fidéles.
Il s’agit de vérifier que les images essentielles de ces deux foncteurs coincident.
Pour cela, il suffit de prouver que I'image essentielle de 7 |, est formée d’objets
cocartésiens et celle de i, d’objets cartésiens. Pour montrer la premiere de ces
assertions, il suffit de vérifier que les images par i,, des générateurs i, , M,
a € 0b(d), M € Ob(£), sont cocartésiennes. Or ces images ne sont autres que
ig ..M, a € 0b(), et la vérification est facile. La deuxieme assertion se déduit de
la 7premiére appliquée a la catégorie exacte opposée £°.
Considérons I’axiome Der 5. 11 suffit de montrer que le foncteur canonique

D’(Hom(AS, £)) — Hom(A$, DPE)

est plein et essentiellement surjectif. A TI’aide du calcul des fractions pour la classe Y¢
de H*E, on montre aisément qu’il est essentiellement surjectif. Soient maintenant
L et M deux objets de D?(Hom(A$,€)). On note L; — Lo 'image de L dans
Hom(A¢, D). Soit

L1L>M1

o

Lg T>M0

un morphisme de Hom(A$, D€). A Tlaide du calcul des fractions, on montre qu’il
existe un objet M’ de D®(Hom(AS$, £)) et un diagramme commutatif dans H®&

g1 S1
L, —— M| <— M

L

Ly —— M}, <— M, )
go 0 So
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ou s1 et sg sont des quasi-isomorphismes tels que sl_lgl = f1 et salgo = fo dans
DYE. Ainsi, il reste & montrer que tout carré commutatif

U, 2y

|

Up——=W
Wo
de HYE se reléve en un morphisme de D?(£(A1)). Ici, nous notons f la classe d’ho-
motopie d’un morphisme de complexes f. Choisissons une factorisation
vwy — wou = hk
A travers un complexe contractile I. Considérons le diagramme commutatif de C*°&

1 w1

Uy Uy Vi

U o Uy @f—>[w0 o Vo

Clairement, il fournit un morphisme de D®(£(A)) qui reléve le morphisme donné
(w5, 7).

REFERENCES

[1] B. Keller, Chain complezes and stable categories, Manus. Math. 67 (1990), 379—417.

[2] D. Quillen, Higher Algebraic K-theory I, Springer LNM 341 (1973), 85-147.

[3] J.-L. Verdier, Des catégories dérivées des catégories abéliennes, édité par G. Maltsiniotis,

Astérisque 239 (1996).

BERNHARD KELLER, UFR DE MATHEMATIQUES, UMR 7586 pu CNRS, UNI-
VERSITE PARIS 7,
CasE 7012, 2, PLACE JUssiEU, 75251 Paris CEDEX 05, FRANCE
keller@math.jussieu.fr
www.math.jussieu.fr/ keller



