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TRANSVERSALITE OBTENUE
PAR ECLATEMENTS PERMIS

PAR

G. MALTSINIOTIS -
(CN.RS, ERA. 589)

R ESUME. — On généralise un théoréme de HIRONAKA pour pouvoir « rendre » un faisceau
cohérent (et non seulement un sous-schéma ) normalement plat le long d’un sous-schéma par des
« éclatements permis » et on utilise ce résultat pour pouvoir « arranger » des faisceaux cohérents
le long d’un diviseur a croisements normaux par des « éclatements permis » de centre contenu
dans le diviseur.

ABSTRACT. — One of HIRONAKA's Theorems is generalized in order to « render » a coherent
sheaf (and not only a sub-scheme) normally flat along a sub-scheme by « permissible monoidal
transformations »; and this is used in order to « arrange » a coherent sheaf along a divisor with
only normal crossings by ‘‘permissible monoidal transformations™ with center contained in the
divisor.

.

Introduction

Etant donné un schéma (ou espace analytique) régulier X, un diviseur a
croisements normaux Y de X et un Ox-module cohérent F, on peut se
demander s’il existe un morphisme propre p : X’ — X tel que X' soit régulier,
Y=(p '(Y))s, un diviseur a croisements normaux de X' et
plX' =Y :(X'-Y)>(X-Y) un isomorphisme et tel que, de plus, le
« transforme strict » de F par p (p* (F) modulo Y'-torsion)soit « transverse »
a Y’ (cf. définition (2. 1)). Dans cet article on répond presque par I’affirmative
a cette question en utilisant la théorie de la résolution des singularités de
HIRONAKA. Au lieu d’une modification propre p: X’ — X, on obtient une
famille propre d’éclatements locaux (théoréme (2.13) et corollaire (2. 14)).
Pour cela, on est amené a généraliser un théoréme de HIRONAKA pour pouvoir

(*) Texte regu le 20 juin 1979.
G. MALTSINIOTIS, 118, rue de Vaugirard, 75006 Paris.
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366 G. MALTSINIOTIS

«rendre » un faisceau cohérent (et non seulement un sous-schéma)
normalement plat le long d’un sous-schéma par des « éclatements permis »
(théoréme (1.46)), généralisation qui présente d’ailleurs un intérét
indépendant.

Dans un prochain article on utilisera les résultats de ce travail pour
démontrer un théoréme de « privilége uniforme » qui sera utilis¢ dans un
troisiéme article pour fonder une théorie de « sections a croissance modérée »
des faisceaux analytiques cohérents, ainsi qu’une théorie de cohomologie
modérée pour ces faisceaux.

Dans le paragraphe 0 on précise le cadre de ce travail, et on rappelle les
résultats sur les éclatements et les suites finies d’éclatements utilisés dans cet
article.

Dans le paragraphe 1, on généralise les définitions et les résultats de
HiroNAKA utiles pour la suite en utilisant le principe d’idéalisation de Nagata.

Dans le paragraphe 2, on définit la notion de faisceau cohérent transverse &
un diviseur, on démontre les propriétés essentielles de cette notion ainsi que le
résultat principal de ce travail.

Dans un appendice, on indique que les résultats démontrés dans le cadre de
la géométrie algébrique se transposent modulo des modifications mineures au
cadre de la géométrie analytique.

Je remercie J. Giraud pour les conversations utiles que j’ai eues avec lui,
ainsi que pour la lecture détaillée du texte et ses conseils.

0. Préliminaires

Dans ce travail on se fixe une fois pour toutes un corps k de caractéristique
0. Tous les schémas considérés seront des k-schémas séparés de type fini, et les
morphismes de schémas des k-morphismes. On dira indifferemment
« schéma » pour k-schéma séparé de type fini et « morphisme de schémas »
pour k-morphisme. Si X désigne un schéma, tous les O,-modules considérés
seront des O,-modules cohérents, et en particulier on dira O,-module
localement libre pour O,-module localement libre de rang fini. Toutes les Oy-
algebres considérés seront des Oy-algébres associatives, unitaires, commuta-
tives, et on dira simplement Oy-algébre pour Oy-algébre associative, unitaire,
commutative. Si i : X' —» X désigne une immersion fermée, on identifiera
parfois X' avec le sous-schéma fermé i(X’) de X. Si X’ désigne un sous-
schéma ferméde X eti : X’ - X, 'immersion fermée canonique de X’ dans X
on notera, quand aucune confusion n’en résulte, Oy le Ox-module i, (Ox-).
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TRANSVERSALITE PAR ECLATEMENTS 367

Tous les diviseurs considérés seront des diviseurs positifs, et on dira
simplement diviseur pour diviseur positif.

(0.1) Soient X un schéma, B un sous-schéma fermé de X, I I'idéal de
définition de B dans X. On rappelle que le X-schéma obtenu en éclatant B
dans X est le X-schéma X ’=Proj(@pe~l ?), spectre homogeéne de la Oy-
algébre quasi cohérente graduée (—Bpml Petsi f: X - X désigne le
morphisme structural, on dit que f est le morphisme obtenu en éclatant B
dans X ou, par abus de langage, que f: X' — X est I’éclatement de centre B.
Alors f est un morphisme projectif, IOy est un Ox-module inversible trés
ample pour f, et le sous-schéma fermé f ~! (B)= X' x xB de X'’ dont I'idéal de
définition est IOy est un diviseur de X' qui s’identifie canoniquement a
Proj ((P,.n17/17*"). D’autre part, I'éclatement f: X' —» X de centre B
posséde la propriété universelle suivante : Sia : Z — X est un morphisme de
schémas tel que a™!(B) soit un diviseur de Z, il existe un morphisme de
schémas unique a’ : Z — X' tel que f ca’=a. On déduit immédiatement que
si U estun ouvert de X, le morphisme f | f ~*(U) : f ~!(U) —» Uestobtenuen
éclatant U n B dans U, que si B est un diviseur de X (en particulier s’il est
vide) f est un isomorphisme, et en particulier (B n’étant plus supposé un
diviseur) que si U est un ouvert de X—B, le morphisme
1Y (U) :f~1(U) > U est un isomorphisme.

(0.2) Soient f: X' — X un éclatement de centre B, I I'idéal de définition de
Bdans X et F un Oy-module cohérent. On rappelle que le transformé strict de
F par I’éclatement f est le Oy-module cohérent f*(F)/T ou T est le sous-Oy.-
module de f*(F) des sections dont le support est contenu dans le diviseur
f~Y(B) (sous-module de f~!(B)-torsion). Le transformé strict de F
s’identifie au Oy-module cohérent 1P F associé¢ au @),.y I7-module
quasi cohérent gradué 3, . I” F. Si V est un sous-schéma fermé de X, le
transformeé strict du O,-module cohérent O, est le faisceau structural d’un
sous-schéma fermé ¥’ de X' appelé transformé strict de V par I’éclatement f,
qui est le plus petit sous-schéma fermé de X' contenant le sous-schéma
f7'(V=B)=X'x,(V—B) de X'(V' est I'adhérence schématique de
f~'(V—B)dans X’) et le morphisme f |V’ : V' — V est obtenu en éclatant
VAB=Vx,Bdans V.

(0.3) On appelle suite finie d’éclatements la donnée

=X idocicm (fidogi<m (Bidogi<m)
ou:
(1) pour tout i, 0<i<m, X, est un schéma;
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368 G. MALTSINIOTIS

(ii) pour tout i, 0<i<m, B; est un sous-schéma fermé de X ;

(iii) pour tout i, 0<i<m, f; : X;,, — X, est le morphisme obtenu en
éclatant B, dans X;.

On dit que la suite finie d’éclatements @ est de longueur m, de base X, et de
sommet X ,,. On appelle morphisme composé, ou simplement composé de la
suite finie d’éclatements ¢ le morphisme f=fyo f,o...0f, _,.

Pour tout m’, 0 <m’ <m, on note @, la suite finie d’éclatements (X ;)y<;<m
(f)o<i<m's (Bi)o<i<m:) €t ON dit que la suite finie d’éclatements ¢ prolonge ¢, ou
que @ est un prolongement de ¢,,. Pour tout m’, 0<m’<m, on note ¢™ la
suite finie d’éclatements ((X!)oci<m—m’ (f7)ogi<m—m3 (B:ogi<m—m) OU pour
tout i, 0<i<m-—m', X;=X,,; et pour tout i, 0O<i<m—m', fi=f,,; et
B;=B,,,,, et on notera, par abus de notation,

(Pm‘ =((X D <icm Dm<i<ms (B <i<m)-

(0.4) Soient
@ =((Xocicm fidogi<m (Bidogi<m)
et

O =((XDocicm (foci<m)s Bilogi<m)

deux suites finies d’éclatements de méme longueur m. On appelle morphisme
de ¢’ dans ¢ la donnée a=(a;)ycicm OU :
(i) pour tout i, 0<i<m, a; : X;— X, est un morphisme de schémas;
(ii) pour tout i, 0<i<m, fioa;,,=a;°f;
(iii) pour tout i, 0<i<m, a; ! (B;)=B;.
On dit que a est une immersion fermée (resp. ouverte) si pour tout i,
0<i<m, a; I'est (pour cela il suffit que g, le soit).
On dit que a, est la base du morphisme a et que a,, en est le sommet.
Pour tout m’, 0<m’<m, on note o, la famille (a;)yc;cm; %n €St UD
morphisme de ¢,, dans ¢,,, et on dit que le morphisme a prolonge a,,. ou que o
est un prolongement de a,,.. Pour tout m’, 0<m’<m, on note &™ la famille
(@1)o<i<m—m OU pour tout i, 0<i<m-—m', aj=a,,,; et on notera parfois, par
abus de notation, o™ =(a;),, ¢;<m; @™ €st un morphisme de ¢™ dans ¢™.
(0.5) Soient

a=(a;)ogicm : @' > @ et "=(@ocicm 1 @ 2 @’

deux morphismes de suites finies d’éclatements. Alors a'' =(a; c @)y ;< €St UN
morphisme de ¢’’ dans ¢’ appelé morphisme composé et noté aoa’.
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(0.6) Soient ¢ une suite finie d’éclatements de base X et a : X' — X un
morphisme de schémas; alors il existe une suite finie d’éclatements ¢’ de base
X’ et un morphisme a: @' - @ de base a et si ¢" est une suite finie
d’éclatements de base X' et o’ : @'’ — @ un morphisme de base a, alors il
existe un isomorphisme unique B : ¢’ - ¢’ de base id,. tel que o’ 0B =a.

On dit que ¢’ est la suite finie d’éclatements image réciproque de @ par a et
que a est le morphisme de ¢’ dans ¢ déduit de a. Si @ est de longueur met m’
est un entier tel que 0<Km’<m, @, est la suite finie d’éclatements image
réciproque de @, par aet a,,, est le morphisme de @/, dans ¢, déduit de a, et si
a,, désigne le sommet de a,, @™ est la suite finie d’éclatements image
réciproque de @™ par a,, et «™ est le morphisme de ™ dans @™ déduit de a,,.
Si X' est un sous-schéma fermé (resp. ouvert) de X et a Iimmersion
canonique, on dit simplement que ¢’ est la suite finie d’éclatements induite sur
le sous-schéma fermé (resp. ouvert) X' par ¢ (et alors a est une immersion "
fermée (resp. ouverte) appelée immersion canonique). Dans le cas ou X est
un sous-schéma ouvert de X, le sommet de ¢’ s’identifie & f~! (X') ou f
désigne le morphisme composé de ¢. Dans le cas ou X’ est un sous-schéma
fermé de X tel que X/ g= X, si a,, désigne le sommet de a, (a,,)rq €St UN
isomorphisme.

(0.7) Soient
Q=X cicm Fidicicm (Biicicm)

une suite finie d’éclatements et a : Xy — X une immersion fermée; alors il
existe une suite finie d’éclatements @', de longueur m et de base X,

(P' =((X:)] <|‘<m; (ﬂ)l(ian; (B;)l(km)
et un morphisme a=(a;)ycicm: ¢ — @' tel que a,=a (nécessairement une
immersion fermée) et tel que pour tout i, 0 <i<m, a; induit un isomorphisme
de B; sur B; et si

0" =(X{o<icm i oci<m (Bioci<m)

est une suite finie d’éclatements de longueur m et de base X et &' =(a})ocicm :
@ - ¢ un morphisme tel que a, =a et tel que pour tout i, 0<i<m, a; induit
un isomorphisme de B; sur B}, alors il existe un isomorphisme unique
B:o' — ", de base idy, tel que Boa=a'".
On dit que ¢’ est la suite finie d’éclatements de base X, déduite de ¢ (par a)
et que o est 'immersion canonique de ¢ dans ¢’ (de base a) et alors @ est la
_suite finie d’éclatements image réciproque de ¢’ par a et a est le morphisme de
¢ dans ¢’ déduit de a. Si m’ est un entier tel que 0 <m’ <m, alors @,, est la suite
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370 G. MALTSINIOTIS

finie d’éclatements de base X déduite de @,, et a,, est 'immersion canonique
de @, dans @, et @™ est la suite finie d’éclatements de base X, déduite de @™
(par a,,) et o™ I'immersion canonique de ¢™ dans ¢"™ (de base a,,).

(0.8) Soient
¢ =((Xi)o<ism; (fi)Oskm;' (Bi)0<i<m)

une suite finie d’éclatements, F un Ox -module cohérent. Le transformé strict
de F par la suite d’éclatements ¢ est un O, -module cohérent défini par
récurrence sur la longueur m de ¢. Si @ est de longueur 0, le transformé strict
de F par @ est F lui-méme. Sinon, le transformé strict de F par ¢ est le
Ox_-module cohérent, transformé strict du Oy -module cohérent F,
par la suite finie d’éclatements

<Pl =((Xi)1<i(m; (fi)r<i<m Bidii<m)

(delongueur m— 1) ou F, désigne le transformé strict de F par I’éclatement f;.

Si X est un sous-schéma fermé de X, et si ¢’ désigne la suite finie
d’éclatements induite par ¢ sur X, de sommet X, et a=(a;)ocicm : ¢ = P
'immersion canonique, alors le transformé strict du O -module Oy, par la
suite finie d’éclatements ¢ est le Oy -module a,,,(Oy. ) faisceau structural du
sous-schéma fermé a,,(X,) de X,,, qu’on appelle transformé strict du sous-
schéma fermé X de X, par @, et si F’ est un Oy.-module cohérent, F le Oy -
module cohérent a,, (F'), F,, (resp. F,,) le transformé strict de F’ (resp. F) par
la suite finie d’éclatements ¢’ (resp. @) alors F,, =a,,(F,,).

(0.9) Soit @ une suite finie d’éclatements de base X et de sommet X'. Si F
est un Oy-module cohérent et L un O,-module localement libre, le transformé
strict du Oy-module cohérent F ®O‘L par la suite finie d’éclatements ¢ est
isomorphea F’ ®0x' f*(L)ou F' désigne le transformé strict de F par et f le
morphisme composé de ¢. Si a est un entier, a >0, et pour tout j, 1< j<a, F;
un O-module cohérent. le transformé strict du Ox-module cohérent -, F;
par la suite finic d’éclatements ¢ est isomorphe a -, F; ou pour
tout j, 1<j<a, F; désigne le transformé strict de F; par ¢.

1. Généralisation d’un théoréme d’Hironaka

DEFINITION (1. 1). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, x un
point de X. On dira que Y est un diviseur a croisements normaux de X en x,
s’il existe un systéme régulier de paramétres(z,, z,, ..., zy)de Oy et unentier
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a >0 tel que I'idéal de définition de Y soit engendré par [ [%-, z;en x. Ondira
que Yest un diviseur a croisements normaux de X s’il I’est en tout point de X.

DEeriniTION (1.2). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, Wun
sous-schéma fermé de X, x un point de W. On dira que W n’a que des
croisements normaux avec Y en x (dans X, si cela n’est pas évident par le
contexte), s’il existe un systéme régulier de paramétres (z,, z,, ..., zy)de Oy ,,
un entier a >0, tel que I'idéal de définition de Y soit engendré par [}, z;enx
et une partie ] <[1, N] telle que I'idéal de définition de W soit engendré
par (z;);c; en x. On dira que W n’a que des croisements normaux avec Y
(dans X) s’il en est ainsi en tout point de W.

Remarque (1.3). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, W un
sous-schéma fermé de X et x un point de W. Si W n’a que des croisements
normaux avec Y en x, alors W est régulier en x et Y est un diviseur a
croisements normaux de X en x. D’autre part, X n’a que des croisements
normaux avec Y en x si, et seulement si Y est un diviseur a croisements
normaux de X en x.

Remarque (1.4). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur a
croisements normaux de X, W un sous-schéma fermé réduit de X. Alors
I’ensemble des points de W ou W n’a que des croisements normaux avec Y est
un ouvert dense de W.

Remarque (1.5). — Soient X un schéma régulier, ¥ un diviseur de X, Wun
sous-schéma fermé de X qui n’a que des croisements normaux avec Y, W’ un
sous-schéma fermé de W et x un point de W'. Alors Y est un diviseur a
croisements normaux de X en tout point de W (remarque 1.3), W est régulier
(remarque 1.3). Si W n’a pas de composantes irréductibles contenues dans Y,
W Y est un diviseur 4 croisements normaux de W et W’ n’a que des
croisements normaux avec Y en x dans X si, et seulement si W’ n’a que des

croisements normaux avec W Y en x dans W.

DEeFInITION (1.6). — Soient X un schéma, W un sous-schéma fermé de X,
i : W— X 'immersion fermée canonique de W dans X, I I'idéal de définition
de W dans X et F un Ox-module cohérent. Pour tout entier p, p>0, on note
gr}, (F)le O,~-module cohérent i* (I” F). Si x est un point de W, on dira que F
est normalement plat le long de W en x si pour tout entier p, p=0,
(grf (F)), est un Oy ,-module libre. On dira que F est normalement plat le
long de W, s’il est en tout point de W. Si V est un sous-schéma fermée de X, on
dira que V est normalement plat le long de W en x (resp. normalement plat le
long de W) si le Ox-module cohérent O I'est.
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Remarque (1.7). — En gardant les notations de la définition (1.6),
i, (grf/(F))=IPF/I?*! F pour tout entier p, p=0.

Remarque (1.8). — Soient X un schéma, W un sous-schéma fermé de X, x
un point de W. Alors :

(i) si a est un entier, a>0, et pour tout j, 1<j<a, F; un Oy-module
cohérent, le O,-module cohérent )., F;est normalement plat le long de W
en x si, et seulement si pour tout j, 1<j<a, F; I'est;

(ii) si F est un Oy-module cohérent et L un O,-module localement libre
non nul, le Oy-module cohérent F ®0x L est normalement plat le long de W
en x si, et seulement si F I’est;

(iii) sii: X — X'est une immersion fermée et F un O,-module cohérent, le
Oy-module cohérent i, (F) est normalement plat le long de i (W) en i(x) si, et
seulement si F est normalement plat le long de W en x;

(iv) si les schémas X et W sont réguliers au point x, alors le Oy-module
cohérent O, est normalement plat le long de W en x.

Remarque (1.9). — Soient X un schéma, W un sous-schéma fermé réduit de
X, F un Oy-module cohérent. Alors I’ensemble des points de W ou F est
normalement plat le long de W est un ouvert dense de W.

DerINITION (1.10). — Soit X un schéma tel que X, soit régulier. On dira
que (Y; F,, ..., F,; W) est une donnée de résolution de type R, sur X si :

(i) Y est un diviseur a croisements normaux de X 4;

(ii) xeN, et pour tout j, 1<j<a, F; est un Ox-module cohérent;

(ili) W est un sous-schéma fermé réduit de X (donc W est un sous-schéma
fermé réduit de X ).

DEFINITION (1.11). — Soient X un schéma tel que X4 soit régulier, (Y;
F,, ..., F,; W)une donnée de résolution de type R, sur X, x un point de W.
On dira que cette donnée de résolution est résolue au point x si :

(i) pour tout j, 1<j<a, F; est normalement plat le long de W en x;

(ii) X est normalement plat le long de W en x;

(iii) W n’a que des croisements normaux avec Y en x dans X, (ce qui
entraine en particulier que x est un point régulier de W (remarque (1.3))).

Si A est une partie de W, on dira que cette donnée est résolue sur A si elle est
résolue en tout point de A. On dira que cette donnée de résolution est résolue
si elle est résolue sur W.

Exemple(1.12). — Soient X un schéma tel que X 4 soit régulier,(Y; F,...,
F,; W) une donnée de résolution de type R, sur X. Si dim(W)=0 alors la
donnée de résolution (Y; F,, ..., F,; W) est résolue.
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TRANSVERSALITE PAR ECLATEMENTS 373

Remarque (1.13). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier et (Y;
F,, ..., F,; W) une donnée de résolution de type R, sur X; alors ’ensemble
des points de W ou cette donnée de résolution est résolue est un ouvert dense
de W (remarque (1.4) et (1.9)).

DEFINITION (1.14). — Soit X un schéma tel que X, soit régulier. On dira
que(Y; F,, ..., F; W; U) est une donnée de résolution de type (R;; 0) sur X
si:

(i) (Y; F,. ..., F;; W) est une donnée de résolution de type R, sur X;

(ii) U est un ouvert dense de W;

(iii) (Y; Fy, ..., F,; W) est résolue sur U.

Exemple (1.15). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier,(Y; F,, ...,
F,; W )unedonnée de résolution de type R;sur X, U ’ensemble des points de
W ou cette donnée de résolution est résolue. Alors (Y; F,, ..., Fo; W; U)est
une donnée de résolution de type (R;; 0) sur X (remarque (1. 13)) et pour toute
donnée de résolution (Y; F,, ..., F,; W; U’) de type (R;; 0) sur X, U'cU.

DEFINITION (1.16). — Soient X un schéma tel que X4 soit régulier, (Y;
F,, ..., Fg W; U)une donnée de résolution de type (R;; 0)sur X,f: X' » X
un éclatement de centre B. On dira que I’éclatement f est permis pour (Y;
Fyy..., Fy W; U) si :

@) (Y; Fy, ..., Fy, Oy; B) est une donnée de résolution de type R, sur X
résolue (c’est-a-dire B est un sous-schéma régulier de X n’ayant que des
croisements normaux avec Y dans X, le long duquel F,, ..., F,, W, X sont
normalement plats); '

(ii) B est connexe (donc irréductible);

(iii) BewW-U.

DEFINITION (1.17). — Soient X un schéma tel que X4 soit régulier, (Y;
Fy,...,F,; W) (resp. (Y; F,, ..., Fy; W; U)) une donnée de résolution de
type R, (resp. (R;; 0)) sur X, f: X' — X un éclatement de centre B. On
appellera transformé de la donnée de résolution de type R, (Y; Fy, ..., Fo; W)
(resp. de la donnée de résolution de type (R; 0), (Y; Fy, ..., Fo; W; U)) par
I’éclatement fet on notera f* (Y; Fy, ..., Fo; W) (resp.f*(Y; Fy, ..., Fy W;
U) le symbole (Y'; Fy, ..., F.; W') (resp. (Y'; Fy, ..., Fi; W; U’)) ot :

(i) Y est le sous-schéma réduit de X' dont I’ensemble sous-jacent est égal &
la réunion du transformé strict de Y et du diviseur exceptionnel f~! (B);

(ii) pour tout j, 1<j<a, Fj est le transformé strict de F I

(iii) W’ est le transformé strict de W;

@(iv) U'=f"1(U).
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Remarque (1.18). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier,(Y;
F,, ..., F,; W; U) une donnée de résolution de type (R;; O)sur X,f: X' - X
un éclatement de centre B permis pour (Y; F,, ..., F,; W; U). Alors B étant
régulier- .(définition (1.16)) B est un sous-schéma régulier de X , et le
morphismef, : X,y — X 4estobtenuen éclatant Bdans X, 4 et en particulier
X g €5t régulier. En plus, sous ces hypothéses, f* (Y; F,, ..., Fy; W)
(resp. f* (Y; F,, ..., F,; W; U)) est une donnée de résolution de type R; -
(resp. (R;; 0)) sur X' ([1], remarque 1, p. 168).

DEFINITION (1.19). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier et (Y,
F,, ..., Fg; W; U) une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X. On définit
la notion de suite finie d’éclatements ¢ de base X, permise pour cette donnée
de résolution, par récurrence sur la longueur de ¢. Si @ est de longueur 0, ¢
est permise. Sinon soit :

O=((Xo<i<m (flo<i<m (Biogi<m)

une suite finie d’éclatement de base X , = X et de longueur m> 1; on dira que @
est permise pour la donnée de résolution (Y; F,,..., F,; W; U) si
I’éclatement f,, est permis pour cette donnée de résolution et si la suite finie

d’éclatements A
o' =((X) sism Uisicm (B si<m)

(de longueur m— 1) est permise pour la donnée de résolution de type (R;;0)
sur X,, f§(Y; F,,...,F,; W; U) (remarque (1.18)).

DEFINITION (1.20). — Soient X un schéma tel que X4 soit régulier, (Y;
F,, ..., Fy; W) (tesp. (Y; F,, ..., F,; W; U)) une donnée de résolution de
type R, (resp. (R;; 0) sur X et

1] =«Xi)o<i<m; (fi)o<i<m; (Bi)0<i<m)

une suite finie d’éclatements de base X, = X et de longueur m. Le transformé
de(Y;F,,...,F,; W)(resp.(Y;F,,...,F,; W;U))par ¢,noté o*(Y; Fy, ...,
Fy; W) (resp. o* (Y; Fy, ..., F,; W; U)) est défini par récurrence sur la
longueur m de ¢. Si ¢ est de longueur 0
o*(Y;Fy, ..., Fo W)=(Y; Fy, ..., Fu W)

(resp. * (Y; F,, ..., F,; W; U)=(Y; F,, ..., F; W; U)).
Sinon

O* (Y Fyyoon Fg W)=0"* (5 (Vi Fy, ..., Fiy W)

(resp. * (Y; Fy, ..., Fy; W; U)=0@* (5 (Y, F,, ..., F,; W; U)))
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(00 @' =((X )1 cicm 3 (fi)i<i<m (Bi)i<icm) €St une suite finie d’éclatements de
longueur m—1).

Remarque (1.21). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier, (Y;
F,, ..., F; W; U) une donnée de résolution de type (R;; 0) sur X et @ une
suite finie d’éclatements de base X. Alors :

(i) si @ est permise pour la donnée de résolution (Y; F,, ..., F,; W; U)etsi
X' désigne le sommet de @, X, est un schéma régulier (en particulier si X est
réduit (donc régulier), ce qui entraine que X' est réduit, alors X' est régulier)
et
(Y, Fy,...,Fl; W)=0*(Y; F,,..., F; W)

(resp. (Y'; Fy, ..., Fs W; U')=0¢*(Y; Fy, ..., F; W; U))
est une donnée de résolution de type R, (resp. (R;; 0) sur X' (remarque (1. 18)).
En plus W’ (resp. pour tout j, 1<j<a, Fj) est le transformé strict de W
(resp. F;) par ¢, la dimension de W’ est égale a celle de W et si W est
irréductible W’ ’est. D’autre part, si on désigne par fle morphisme composé
de la suite finie d’éclatements ¢, f induit un isomorphisme de
U (X=(W=U)) sur X—(W—=U), U'=f"!(U) et le morphisme de U’
dans U induit par f est un isomorphisme de U’ sur U. Si on suppose en
plus que W—YcU, alors Y'=(f""(Y))es €t on déduit en parti-
culier que si U=W-Y, alors U'=W'-Y";

(i) si U’ estun ouvert de W contenant U telque(Y; F,, ..., F,; W; U’)soit
encore une donnée de résolution de type (R;; 0) sur X, alors si @ est permise
pour (Y; Fy, ..., F; W; U’) elle I'est pour (Y; F,, ..., F; W; U), et cela
s’applique en particulier dans le cas ou U’ est ’ensemble des points de Woula
donnée de résolution de type R,, (Y; F,, ..., F,; W) est résolue (remarque
(1.13) et exemple (1.15));

(iii) si m désigne la longueur de ¢ et si m’ est un entier, 0 <m’<m, alors ¢
est permise pour (Y; F,, ..., F; W; U) si, et seulement si @, I'est et @™ est

permise pour
P O4(Y; Fy, ..., Fyi W U)
etona

@* (Vi Fy, ..., Fg W)=0"" (g% (Y; F,, ..., F s W)
et
o*(Y;Fy, ..., F W, U)=¢"* (o} (Y; Fy, ..., Fos W; U));
(iv) sia’ est un entier, 0<a’'<a, alors(Y; F,, ..., Fy; W; U)est une donnée
derésolution de type (R;; 0)sur X, si @ est permise pour(Y; F,, ..., F ; W;U)
elle ’est pour (Y; F,, ..., F.: W; U) et si

o* (Y. F,, ..., F . W.U)=(Y; F\,....Fa W:U),
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alors
o* (Y, Fy, ..., Fu W, U)=(Y'; Fy,.... F.. W, U');

(v) si W, est un sous-schéma fermé réduit de Wet U, un ouvert de W, tel
que Wi—U,cW-U,ettelque(Y;F,, ..., F,,0,; W,; U,)soit une donnée
de résolution de type (R,; 0) sur X et si ¢ est permise pour (Y; F,, ..., F,,0y;
W,, U,) alors ¢ est permise pour (Y; F,, ..., F,; W; U), et si

o*(Y; Fy, ..., Fs W)=(Y"; Fy, ..., Fu W'),
alors
o*(Y; F,,....,F 5 W)=(Y'; Fi, ..., Fi,0,; W})

ou W est le transformé strict de W, par o.

Remarqde (1.22). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier et (Y;
Fi, ..., F; W) (resp. (Y; Fy, ..., F;; W; U)) une donnée de résolution de
type R, (resp. (R;;0)) sur X. Alors (Y; F,@®...@F,; W) (resp. (Y;
F,®...®F,; W; U)) est une donnée de résolution de type R, (resp. (R;; 0))
sur X etsix estun pointde W,(Y; F,®... ®F ,; W)estrésolue au point xsi, et
seulementsi(Y; Fy, ..., F,; W)lest (remarque (1.8), (i)). En plus, si ¢ est une
suite finie d’éclatements de base X, ¢ est permise pour (Y; F,®... ®F; W;
U) si, et seulement si elle I’est pour (Y; F,, ..., F ; W; U)(0.9), et si on pose

(P* (Y’ Fl’ seey Fa; W)=(Y,s Fll’ vF;a W)

(resp. o* (Y; Fy, ..., Fy; W; U)=(Y"; Fy, ..., Fy; W'; U’))
alors
o*(Y; F1®...0F; W)=(Y; F1®...®F; W)
(resp. @* (Y; F,®...®F,; W; U)=(Y"; F1®...®F, W', U')

((0.9) et remarque (1.21), (i)).

Remarque (1.23). — Soient X un schéma tel que X .4 soit régulier, (Y;
Fy,...,Fy;; W)(tesp. (Y; F,, ..., F,; W; U)) une donnée de résolution de
type R, (resp. (R;; 0)) sur X et pour toutj, 1<j<a, L; un Oy-module
localement libre non nul. Alors (Y; F, @o L,..,F ®o L,, W) (resp. (Y;
F1 o, Lys -5 Fa@o, La; W; U)) est une donnee de résolution de type R,
(resp. (R,, 0)) sur X et si x est un point de W (Y; F1®o L,...,
F ®0XL,, W) est résolue au point x si, et seulement si (Y; F,, ..., F; W)
I’est (remarque (1.8), (ii)). En plus, si ¢ est une suite finie d eclatements de
base X, @ est permise pour la donnée de résolution (Y; F, ®0x L,...,
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F,@o,{ L,; W; U)si, et seulement si elle I'est pour (Y; F,, ..., F,: W; U)etsi
on pose oo R
o*(Y;Fy,...,Fy W)=(Y'; Fy, ..., Fzs W)
(resp. @* (Y; Fy, ..., F; W, U)=(Y"; F, ..., Fi; W'; U"))
alors
o*(Y; F, ®oan cees F,,@oxL,; W)
=(Y; F1Qo,. f* (Ly), ..., Fe@o, . f*(L,): W)

(resp.
0*(Y; FyQo,Lys > Fa@, Lus W; V)

=(Y; F1 Qo, f* (L), ..., Feo,. f* (Lo): W3 U")
ou X’ désigne le sommet de @ et f le morphisme composé de la suite finie
d’éclatements @ ((0.9) et remarque (1.21), (i)).

Remarque (1.24). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier, i :
X' — X une immersion ouverte, (Y; Fy, ..., F,; W) (resp. (Y; F,, ..., Fqy
W; U)) une donnée de résolution de type R, (resp. (R;; 0)) sur X. Alors :

1Y), i (Fy), ..., i*(F); i (W))
(resp. (iT (Y); i* (Fy), ..., i* (Fp), i~V (W). i~ ' (U)))

est une donnée de résolution de type R, (resp. (R;; 0)) sur X’ qu’on appel-
lera image réciproque de (Y; F,, ..., Fo; W) (resp.(Y; F,, ..., Fy; W; U))
par i (ou simplement donnée de résolution induite par (Y; Fy, ..., F; W)
(resp. (Y; F,, ..., Fy; W; U)) sur 'ouvert X', si X' est un ouvert de X
et i immersion canonique) et qu’on notera i~ (Y; Fy, ..., Fy W)
(resp. i"*(Y; Fy, ..., F,; W: U)) (ou (Y; Fy, ...,Fy W)|X' (resp.
(Y; Fy, ..., Fy; W; U)|X’) si X' est un ouvert de X et i I'immersion
canonique) et si x est un point de i~! (W) la donnée de résolution
i"*(Y; Fy, ..., F,; W) est résolue en ce point si, et seulement si
(Y; F,, ..., Fy; W)est résolue au point i (x). En plus, si ¢ est une suite finie
d’éclatements de base X, permise pour (Y; F,, ..., F,; W; U), alors la suite
finie d’éclatements ¢’ de base X ', image réciproque de ¢ par I'immersion i, est
une suite finie d’éclatements qui est permise pour la donnée de résolution de
type (Rj; 0) sur X', i (Y; Fy, ..., Fos W; U) et si n=(i)ockam : ' > @
(ou m est la longueur de @ et i, =i) désigne I'immersion de ¢’ dans ¢ déduite
de i, alors
O*( Y (Y; Fyy..., Fyg W) =it (@*(Y; Fy, ..., Fys W))

et .
@ *(i" (Y; Fy, ..., Fs Wy U) =i (*(Y; Fy, ..., Fys W; U))
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En particulier si X' est un ouvert de X tel que X' n Wc U, i I'immersion
canonique de X' dans X et f le morphisme composé de la suite finie
d’éclatements @, ce qui implique que g=f| f ™! (X') : f ! (X') > X' est un
isomorphisme ((1.21), (i)) et en particulier une immersion ouverte, alors

(@*(Y; Fy, ..., Fg W) f 1 (X')=g ' (Y; Fy, ..., Fyy W)|X')
et
(@*(Y; Fy, oo, Fg W U)) | f7H(X) =g ' (Y; Fy, ..., Fis W5 U)[ X))

Remarque (1.25). — Soient X' un schéma régulier, Y’ un diviseur a
croisements normaux de X', X un sous-schéma fermé de X' tel que X, 4 n’a
que des croisements normaux avec Y’ dans X' (donc X, est régulier
(remarque (1.13))) et tel que X, n’ait pas de composantes irréductibles
contenues dans Y’, Y=X _, n Y’ (qui est un diviseur a croisements normaux
de X (remarque (1.5))), i : X— X' I'immersion canonique, (Y; Fy, ..., F,;
W) (resp.(Y; Fy, ..., Fo; W; U)) une donnée de résolution de type R, (resp.
(R;; 0))sur X. Alors (Y';i, (Fy), ..., i, (Fy),i,(Ox); W)(resp.(Y';i, (Fy), ...,
i, (Fp),i, (Oy); W; U))est une donnée de résolution de type R, (resp. (R;; 0))
sur X', et si x est un point de W, la donnée de résolution (Y; F,, ..., F; W)
est résolue au point x si, et seulement si (Y'; i, (F,), ..., iy (F,), i,(Ox); W)
’est (remarque (1.5) et (1.8), (iii), (iv)). Soient @ une suite finie d’éclatements
de base X et de sommet X, qui est permise pour la donnée de résolution (Y;
F,, ..., Fy; W; U), ¢'la suite finie d’éclatements, de base X' et de
sommet X', déduite de @, 1 : @ — ¢’ 'immersion canonique, 7 le sommet
de n. Alors ¢’ est une suite finie d’éclatements qui est permise pour (Y’;
iy(Fp), - ..y iy (Fo), iy (Ox); W; U) et si

o*(Y;F,,...,F W, U)=(Y. F,, ..., F; W; 0),

alors -

O * (Y iy (Fy), ..., iy (Fy), iy (0y); W; U) =(Y; T, (F), ..., T,(F.), 1, (0z);
W; U)ou ¥’ est un diviseur a croisements normaux de X' tel quei((X),,)1n’a
que des croisements normaux avec ¥’ dans X' et i(¥)=7(X ) n ¥’ ((0.7),
(0.8) et remarque (1.21), (i)). Réciproquement si @' est une suite finie
d’éclatements, de base X', qui est permise pour la donnée de résolution (Y';
iy (Fy), ..., i, (Fy), i, (Ox); W; U) et si ¢ désigne la suite finie d’éclate-
ments induite par @' sur X, alors ¢ est permise pour (Y; F,, ..., F; W;U)et
¢’ est la suite finie d’éclatements de base X' déduite de ¢.

i THEOREME (1.26). — Soient X un schéma régulier irréductible,(Y; F,, ...,
F,; W; U) une donnée de résolution de type (R;; 0) sur X telle que pour tout j,
1<j<a, il existe un sous-schéma fermé V; de X tel que F;=0, , et telle que
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W< (3=, V;. Alors il existe une suite finie d’éclatements ¢, de base X, qui est
permise pour (Y; F,, ..., F,; W; U), et telle que la donnée de résolution ¢* (Y;
F,, ..., F; W) soit résolue.

Ce théoréme est un des théorémes centraux du mémoire d’HIRONAKA sur la
résolution des singularités ([1], th. I'", p. 170).

CoROLLAIRE (1.27). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier et
(Y; Fy, ..., Fy; W; U)une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X telle que
pour tout j, 1 <j<a, il existe un sous-schéma fermé V;de X tel que F ; =0y et
telle que W< (3=, V;. S’il existe une immersion fermeel X = X' de X dans
un schéma réqulier trreducnble X' et un diviseur a croisements normaux Y ' de
X' tel que i(X,4) na que des croisements normaux avec Y' dans X' et
i(Y)=i(X,4) N Y’ alorsil existe une suite finie d’éclatements ¢, de base X , qui
est permise pour (Y; F,, ..., F,; W; U) et telle que la donnée de résolution
o*(Y; Fy, ..., F,; W) soit résolue.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la remarque (1. 25)
et du théoréme (1.26) appliqué au schéma régulier irréductible X’ et a la
donnée de résolution de type (R;;0) sur X' (remarque (1.25))
(Y5 iy (Fy), - -5 iy (Fo), iy (Ox); i (W); i (U)).

LeMME (1.28). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier, Y un diviseur
d croisements normaux de X, et x un point de X . Alors il existe un ouvert X'
de X contenant le point x, une immersion fermée i : X' — X", ou X"’ est un
schéma régulier irréductible et un diviseur a croisements normaux Y'' de X"’ tel
que i(X|4) n’a que des croisements normaux avec Y" dans X' et tel que
i(YnX)=i(X)NnY".

Démonstration. — 1l existe un ouvert X ; de X contenant le point x et une
immersion fermée i, : X5 - X4 ot X7 est un schéma régulier. Or Y est un
diviseur a croisements normaux de X,., donc il existe un systéme régulier de
parameétres z,, ..., zy de O ,etaeN tel que I'idéal de définition de Y soit
engendré par n $=12; en x Soit z{,...,zy. un systtme régulier de
paramétres de Ox- ;) (N "2 N) tel que pour tout j, 1<j<N, I'image de z
dans O, oa. x SOt ;. Alors il existe un ouvert irréductible X ” de X g contenant
io(x) et un diviseur a croisements normaux Y’ de X" dont I'idéal de
définition en iy(x) est engendré par [[%.,z; qui vérifie la conclusion du
lemme en prenant X'=ig!(X"')eti: X’ » X" I'immersion induite par i,,.

LeMMmE (1.29). — Soient X un schéma tel que X,, soit régulier,
(Y; F,, ..., F,; W; U) une donnée de résolution de Lype (R;; 0) sur X, ¢ une
suite ﬁme d'éclatements, de base X et de sommet X, qui est permise pour la
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donnée de résolution (Y: F,,.... F,: W: U). (Y: F,...., Fy, W;
U)=¢* (Y: F,.....F: W: U). Sil existe une immersion fermée i:X — X'
de X dans un schéma régulier irréductible X' et un diviseur a croisements
normaux Y'de X' tel que i (X 4) n’a que des croisements normaux avec Y ' dans
X'eti(Y)=i(X, )N Y', alorsil existe une immersion ferméei: X -+ X'de X
dans un schéma régulier irréductible X' et un diviseur d croisements normaux
' de X' tel que T(X ) n'a que des croisements normaux avec ¥’ dans X' et
(V)=1X  )n?".

Démonstration. — Soient ¢’ 1a suite finie d’éclatements déduite de ¢ sur X,
X’ le sommet de ¢’, 1 : ¢ - ¢’ I'immersion canonique, 7 le sommet de n.
Alors X' est un schéma régulier irréductible (remarque (1.21), (i), (Y';
i (Fy), ..., 0, (F,), i,(0x); i(W); i(U)) est une donnée de résolution de type
(R;; 0) sur X' et

O* (Y5 iy (Fy)e ... iy (F,). iy (O ): i(W): i(U))
=(‘).’,: l?* (F] )9 et T* (Fu)’ ;; (OX); T(W); ?(U))
ou ¥’ vérifie 1a conclusion du lemme (remarque (1.25)).

PRroOPOSITION (1.30). — Soient X un schéma tel que X4 soit régulier,
(Y; Fy, ..., F,; W; U)une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X telle que
pour tout j, 1<j<a, il existe un sous-schéma fermé V;de X tel que F ;=0 et
telle que W< ﬂ}, 1 V;. Alors il existe une suite finie d’éclatements ¢, de base
X, qui est permise pour (Y; F,, ..., F,; W; U) et telle que la donnée de
résolution @*(Y; F,, ..., F,; W) soit résolue.

Démonstration. — Sous les hypothéses de la proposition, on consideére les
assertions suivantes :

(An) Sidim(W)< n, il existe une suite finie d’éclatements @, de base X, qui
est permise pour (Y; F, ..., F,; W; U) et telle que la donnée de résolution
o*(Y; F,, ..., F,; W) soit résolue.

(Bn) Si dim(W)<n, et si X' est un ouvert de X et ¢’ une suite finie
d’éclatements, de base X', permise pour (Y; F,, ..., F; W; U)| X' telle que
la donnée de résolution ¢'*((Y; F,, ..., F,; W)|X') soit résolue, alors il
existe une suite finie d’éclatements ¢, de base X, qui est permise pour
(Y; Fy, ..., F,; W; U) et telle que la donnée de résolution ¢*(Y; F,, ...,
F,; W)soitrésoluesur f~1(X’) n Wou f désigne le morphisme composé de
la suite finie d’éclatements @ et W le transformé strict de W par ¢.

On remarque que les assertions (A4,) et (B,) sont évidentes (on peut
prendre, dans les deux cas, pour ¢ la suite de longueur O car alors
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(Y; Fy, ..., F,: W) est déja résolue (exemple (1.12)). On démontrera que
pour n>1(An-1)implique (Bn) et que (Bn) implique (An), ce qui établira (An)
et (Bn) pour tout n, et en particulier la proposition.

(i) (An-1) ={Bn). On raisonne par récurrence sur la longueur de ¢’. Si ¢’
est de longueur 0, il suffit de prendre pour ¢ la sune finie d’éclatements de
base X et de longueur 0. Sinon, si

‘P,=((X;)0<i<m'; (f)osi<m’ (B:')oskm')

oum'>1letXy=X', soit E{, I’'adhérence schématique de B, dans X. Alors B
étant régulier (définition (1.16)) (donc réduit) E;, est réduit et
(Y;Fy,...,F,, Oy; E(,) est une donnée de résolution de type R, sur X;
Bj, étant irréductible (définition (1.16)) B I'est; et B} étant contenu dans le
fermé W—U (définition (1.16)) E,’, P’est aussi. On distingue deux cas :

(a) La donnée de résolution (Y; F 1 , Fo, O 'E{,) est résolue. Alors
Péclatement f,: X; - X de centre Bo est permxs pour la donnée de

résolution (Y; Fy, ..., F,; W; U) et comme Bo BonX’ la suite finie
d’éclatements

@1 =((Xi)ogi<13 o5 Ef))
(ou X, =X) de longueur un induit la suite ¢; sur X’ ((0.3), (0.4) et (0.6)) et

O*(Y: Fy.....F: W U)|X) =(@¥(Y; Fy, ..., F; W U))| X,

(remarque (1.24)). On en déduit I’assertion (Bn) en appliquant I’hypothése de
récurrence au schéma X,, la donnée de résolution de type (R;; 0) sur X,,
O*(Y; Fy, ..., Fy; W; U)’ouvert X; de X, et la suite finie d’éclatements ¢
(définitions (1.19), (1.20)) de base X ; et de longueur m'—1.

(b) Cas général. La donnée de résolution de type R, sur X, (Y; Fy, ...,
F,, 0,; B})étant résolue sur I'ouvert dense B, = B,nX'de B, (définitions
(1.16), (1.19) et remarque (1.24)), (¥; F,, ..., F,, Oy; Bo, Bg) est une
donnée de résolution de type (R, ; 0) sur X. Or, linclusion E{,c w-U
implique I'inégalité dim (B ) <n— 1 car U est un ouvert dense de W qui est de
dimension inférieure ou égale 4 n. En appliquant donc (An-1) on déduit
I’existence d’une suite finie d’éclatements , de base X et de sommet X, qui est
permise pour la donnée de résolution (Y; Fy, ..., Fy, Oy; E(’,; Bg) (ce qui
entraine en particulier que  est permise pour (Y: Fy, ..., F,; W:U)
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(remarque (1.21), (v))) telle que y*(Y; F,, ..., F,, Oy E(,) soit résolue. Soit
g : X - X le morphisme composé de la suite finie d’éclatements . Alors g
induit un isomorphisme h=g|g '(X'):g ' (X')> X' (remarque
(1.21), (i)). Soit @' I'image réciproque de ¢’ par I'isomorphisme h. Alors ¢’
est une suite finie d’éclatements de base g~ ! (X’) qui est permise pour la
donnée de résolution h~! (Y; Fy, ..., Fo; W; U)| X )=(*(Y; Fy, ..., Fy;
W; U))|g~*(X’) (remarque (1.24)) et la donnée de résolution ¢™* (h™!((Y;
F,, ..., Fy;; W)|X’)) est résolue (remarque (1.24)). Or P’adhérence
schématique de h~ ! (B,) s’identifie au transformé strict de Eo par y et comme
la donnée de résolution y*(Y; F,, ..., Fy, Oy; E;,) est résolue on déduit
I'assertion (Bn) en appliquant (a) au schéma X, la donnée de résolution de
type(R,; O)sur X, y*(Y; F,,..., F,; W; U),ouvert g~ (X ") de X et la suite
finie d’éclatements ¢’ (remarque (1.21), (i) et (iii)).

(ii) (Bn) =(An). Nous allons démontrer que (Bn) implique que si ¢ est une
suite finie d’éclatements, de base X, qui est permise pour la donnée de
résolution (Y; F,, ..., F,; W; U), il existe une suite finie d’éclatements ¢ qui
prolonge ¢ et qui est permise pour la donnée de résolution (Y; F,, ..., F,;
W; U), telle que si S, (resp. S,) désigne I’ensemble des points ou ¢*(Y; F,,
..., Fy; W) (resp. @*(Y; F,, ..., F,; W)) n’est pas résolue (qui est un ferm¢)
(remarque (1.13)) et S9 (resp. S9) 'image de S, (resp. S,) dans X (qui est un
fermé, les éclytements étant des morphismes propres) S9 soit strictement
inclus dans S ‘1’, pourvu que S{ soit non vide, ce qui établira I’assertion (An)
par récurrence noethérienne. Supposons donc que S¢ soit non vide et soit
x€S9. Alors (lemme (1.28)), il existe un ouvert X ' de X contenant le point x,
une immersion fermée i: X'— X", ou X" est un schéma régulier
irréductible, et un diviseur a croisements normaux Y’ de X" tel que i(X )
n’a que des croisements normaux avec Y dans X" et
i(YNnX")=i(X)4)n Y". En appliquant le lemme (1.29) au schéma X', la
donnée de résolution de type (R;; 0) sur X', (Y; Fy,...,Fo; W; U)| X' etla
suite finie d’éclatements ¢’ induite par ¢ sur X' (remarque (1.24)) et si on
désigne par f le morphisme composé de @ et si on pose

(Y, F,,..., F; W; O)=0*(Y; F,, ..., F; W; U),

on déduit I’existence d’une immersion fermée 7: f 1 (X')—» X" de f "1 (X")
dans un schéma régulier irréductible X", et d’un diviseur a croisements
normaux ¥ de X"’ tel que 7((f ~* (X ’)),,) n’a que des croisements normaux
avec 7" dans X" et I(Fnf ' (X)=T(f/ ' (X)) 7" ((0.6) et

remarque (1.24)). Or, (¥; F,, ..., F,; W. W-S,) est une donnée de

r
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résolution de type (R,; 0) sur X, ou X désigne le sommet de ¢, (exemple
(1.15) et (Y; F,, ..., F; W; W=S,)| f ~(X’) une donnée de résolution de
type (R;; 0) sur f~!(X’) (remarque (1.24)) vérifiant les hypothéses du
corollaire (1.27). On déduit I’existence d’une suite finie d’éclatements |’ de
base f~!(X’) permise pour (¥; F,, ..., F; W; W—=5,)| f~1(X"’) telle que

V(Y Fyy o s WL THX)

soit résolue. Alors la dimension de W étant égale a celle de W (remarque
(1.21), (i)) ’assertion Bn implique I’existence d’une suite finie d’éclatements
de base X permise pour (¥; F,, ..., F; W-S,) telle que y*(¥; F,, ...,
F,; W) soit résolue sur g~' f~*(X')n W, o g désigne le morphisme
composé de la suite finie d’éclatements y et W le transformé strict de W par .
Si S, désigne I’ensemble des points de W ou y*(Y; F,, ..., F,; W) n’est pas
résolue S, g™ (X' )=Q et g(S,)=S, donc f(g(S,))ES? (car
S9N X' # @) et la suite finie d’éclatements  est permise pour (¥; F |, ..., F;
W; U) (remarque (1.21), (ii)), ce qui termine la démonstration (remarque
(1.21), (iii)).

DEFINITION (1.31). — Soit X un schéma. On appelle épaississement direct
de X un triplet (X';i;r) ou :

(i) X’ est un schéma;

(ii) i : X - X' est une immersion fermée telle que i, : X,y = X ¢ SOit un
isomorphisme;

(iii) r : X' > X est un morphisme de schémas tel que roi=idy.

Remarque(1.32). — Soient X unschéma, (X ’; i; r) un épaississement direct
de X. Tous les schémas, dans ce travail, é&tant supposés séparés et de type fini
sur un corps k et les morphismes des k-morphismes, le morphisme r est séparé
et de type fini. Or rei=id, implique que r.4oi=idy , et i, étant un
- isomorphisme, on déduit que r,., est un isomorphisme, ce qui entraine que r
est propre (E.G.A. 11, 5.4.6) et quasi fini, donc fini (E.G.A. I1I, 4.4.11).

DEFINITION (1.33). — Soient X un schéma, (X; i,; r,) et (X ,; i,; r,) deux
épaississements directs de X. On appelle morphisme de I’épaississement
direct (X ,; i,; r,) dans I’épaississement direct (X ,; i,; r,) un morphisme de
schémas f: X, - X, tel que :

@) foi;=i,.

(ii) ryo f=r,.

DEFINITION (1.34). — Soient X un schéma, F un O,-module cohérent. On
note A (F)la O,-algébre cohérente dont le O,-module sous-jacent est O @ F
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et dont la multiplication induit I’application bi-linéaire nulle sur F, munie de
la premiére projection g; : A(F) = Oy. Soit u : F; — F, un morphisme de

O,-modules cohérents. On note Au) le morphisme
idoxeay_ : A(F,)— A(F,).
Remarque (1.35). — 1l est immédiat de vérifier que A est un foncteur

pleinement fidéle de la catégorie des O,-modules cohérents dans celle des O -
algebres cohérentes augmentées dont les objets sont les couples (B, €) ou Best
une Oy-algebre cohérente et € : B — O, un morphisme de O-algébres et dont
les fleches d’un objet (B,, ,) dans un objet (B,, €,) sont les morphismes
o : B; = B," de~ O,-algebres tels que g,oa=¢,, et qu’une Oy-algébre
cohérente augmentée (B, ¢) est isomorphe a une O,-algébre augmentée de la
forme A (F), ou F est un Oy-module cohérent, si et seulement si Ker () est un
idéal de carré nul de B.

DzriNiTION (1.36). — Soient X un schéma, F un O4-module cohérent. On
note E (F) le triplet (X ’; i; r) ou X’ est le spectre de I’algebre cohérente 4 (F),
r : X' — X est le morphisme structural et i : X - X' est 'immersion fermée
déduite du morphisme surjectif de Oy-algébres &, : A(F)— Oy. Soient
u : F, - F, un morphisme de O,-modules cohérents, E (F,)=(X,; i;; ry),
E(F,)=(X,; i,; r,). On note E (u) le morphisme de schémas, de X, dans X,
associé au morphisme de O,-algébres A (u) : A(F,) = A(F,).

Remarque (1.37). — 1l est immédiat de vérifier que E est un foncteur
contravariant de la catégorie de O,-modules cohérents dans celle des
épaississements directs de X et il résulte aussitot des remarques (1.35), (1.32)
et de I’équivalence de catégories de la catégorie opposée a la catégorie de O -
algébres cohérentes a celle de X-schémas finis que E est un foncteur
pleinement fidéle et qu’un épaississement direct (X '; i; r) de X est isomorphe
a un épaississement direct de la forme E (F), ou F est un Oy-module cohérent,
si et seulement sile noyau de la surjection Oy. — i, (O, ) associée & I'immersion
fermée i est un idéal de carré nul de Oy, et plus précisément si I désigne ce
noyau, I’épaississement direct (X '; i; r) est alors isomorphe a E(r, (I)).

ProposiTION (1.38). — Soient X un schéma, F un Oy-module cohérent,
(X'; i; r)=E(F), W un sous-schéma fermé de X, I I'idéal de définition de W
dans X, J I'idéal de définition de i (W) dans X"'. Alors pour tout entier p,p=>1,
r,‘(J"’)=I"GBI""l F.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur p. Il est clair que r, (J ?)
est le O,-module sous-jacent a I'idéal J ? de I’0,-algébre cohérente A (F), dont

TOME 108 — 1980 — N° 3



TRANSVERSALITE PAR ECLATEMENTS 385

le O4-module sous-jacent est 0,@F et que le O,-module sous-jacent a J est
I®F. Supposons que

r,(J?)=1°@I?"'F.
Alors

1y (JPPY)=(IP@IPT F).(I@F)=I"*"'®I* F
(car F est un idéal de carré nul de 4 (F)), ce qui démontre la proposition.

CoroLLAIRE (1.39). — En gardant les notations de la proposition (1.38),
i) (Oy)=gry. (Oy) et pour tout entier p, p>1,

gl (Oy)=gri(0x)®erf™ ! (F).
Démonstration. — Pour démontrer le corollaire, il suffit de démontrer que
Ju (@0 (0x)) =], (813 (Oy))
et que pour tout entier p, p>1,
Ju (&1fw) (0x)) =j, (815 (0x)®j, (grh (F)),

ou j désigne I'immersion fermée canonique de W dans X. Or, I'égalité
roi=id, implique que pour tout entier p, p=>0,

Ju@hw) (0x))=r,i,j, (&rfw)(0x))
et la remarque (1.7) que
LeJu (81w (0x))=JP/JP* 1,
Le morphisme r étant affine on déduit que
Jo @ fw 0y ) =r (JP)/r, (JP*1).
D"autre part. pour tout entier p, p=0.
I (@ (0N =17/17"1
et pour tout entier p, p=>1,
Ju @y (F)=IP"'F/I’F
(remarque (1.7)). Or r,(J°)=r, (A(F))=04®F et la proposition (1.38)
implique que pour tout entier p. p= 1.7, (JP)=I?®I?~! F. On déduit que
Jx 80 (0x))=(0 @ F)/(I®F)=0,/I=j,(gr}-(0y))
et que pour tout entier p, p=>1,
Ja (28 (0x)=(IP@IP F)/(IP*'®ITF)

=(IP/1P* @I~ F/IPFy=j (grl (O N@ i, (erh™ " (F)).
ce qui démontre lc corollaire.
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CoROLLAIRE (1.40). — En gardant les notations de la proposition (1.38) si x
est un point de W, X' est normalement plat le long de i(W) en i(x) si, et
seulement si X et F sont normalement plats le long de W en x.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire (1.39).

CoROLLAIRE (1.41). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier,(Y;
Fy,...,F;W)(resp.(Y;F,, ..., F,; W; U)) une donnée de résolution de type
R, (resp. (R;; 0)) sur X telle que o =1, (X'; i; r)=E(F,). Alors :

@) GOY); iy (Fy)s ooy iy (Foey); i) (resp. ((Y); iy (Fy)s ooy iy (Fymy);
i(W); i(U))) est une donnée de résolution de type R,(resp. (R;; 0)) sur X';

(ii) si x est un point de W, la donnée de résolution (Y; Fy, ..., F; W) est
résolue au point x si, et seulement si la donnée de résolution (i(Y);
iy(Fy), ..., iy (Fy_y); i(W)) est résolue au point i (x).

Démonstration. — 1l est immédiat que (i(Y); i, (Fy), ..., i, (Fo—y); i(W));
est une donnée de résolution de type R, sur X’ (car i 4 est un isomorphisme),
I’assertion (ii) résulte du fait que i, est un isomorphisme, du corollaire (1.40)
et de la remarque (1.8), (iii), et on en déduit que (i(Y); i, (F,), ..., i, (Fo-y);
i(W); i(U)) est une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X'.

LeEMME (1.42). — Soient r : X' — X un morphisme affine de schémas, S’ une
Oy algébre quasi cohérente graduée en degrés positifs, S=r,(S’) (qui est une
Oy-algébre quasi cohérente (le morphisme r étant affine), graduée en degrés
positifs). = . .
X' =Proj(8’) (resp. X =Proj(s)),

f': X' > X' (resp.f: X - X)

le morphisme structural. Alors il existe un isomorphisme canonique p : X' - X
tel querof'=fop.

Démonstration. — En effet, soit S”"=r*(S)=r*r,(S’) qui est une
Oy ~algebre quasi cohérente graduée en degrés positifs. Alors le morphisme r
étant affine, le morphisme canonique ¢ : S” — S’ est surjectif, donc Proj (¢)
est défini dans X' =Proj(S’) tout entier, et est une immersion fermée de X
dans Proj(S"’) telle que si f"' désigne le morphisme structural de Proj(S"’),
f"" oProj(e)=f'(E.G.A.II, 3.6.2). Or Proj(S"’) s’identifie canoniquement a
Proj (S)x xX'=X x xX', f” s'identifiant 4 la deuxiéme projection
(E.G.A.1I, 3.5.3). Soit p : X’ = X le composé de Proj(¢) et de la premiére
projection g : X x yX' — X. Alors

Sfop=foqoProj(@)=rof" oProj(@)=rof".
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Il reste 3 démontrer que p est un isomorphisme. Mais pour cela on peut
supposer X et par suite X ' affine, et dans ce cas la vérification est immeédiate.

ProrosiTioN (1.43). — Soient X un schéma, B un sous-schéma fermé de X, F
un Oy-module cohérent, (X'; i; r)=E(F),f: X > X (resp. f' : X' = X') le
morphisme obtenu en éclatant B (resp. i(B)) dans X (resp. X'). Alors il existe
un morphisme de schémas uniquei:X - X' (resp. 7: X' = X) tel que
f'ol=iof(resp.f or=ro f'). Enplus,(X';1;7) est un épaississement direct de X
et il existe un Og-module inversible L tel que (X'; T, r) soit isomorphe a
E(F ® oy L) ou F désigne le transformé strict de F par I'éclatement f.

Démonstration. — L’unicité de 7 et r résulte de la propriété universelle des
éclatements et 1’existence de 7 est évidente car X s’identifie au transformé strict
de i(X) par l’éclatement f’ (en particulier 7 est une immersion fermée).
Soient I (resp. J) I'idéal de définition de B (resp. i(B)) dans X (resp. X'), S
(resp. S') la 0,-algébre (resp. O, -algébre) quasi cohérente graduée P -, I°
(resp. @;‘L o0 J7¥), ®le S-module quasi cohérent gradué E}—);L o I? F. Alors par
définition X (resp. X’) est le X-schéma Prof (S) (resp. le X’-schéma Proj (S')),
f (tesp. f’) le morphisme structural et le transformé strict F de F par
P’éclatement fest le Og-module cohérent associé au S-module quasi cohérent

- gradué ®@. Or (lemme 1.42) le morphisme r étant affine, le X-schéma ro f' :
X' - X s'identifie au X-schéma Proj (r,(S')). D’autre part, (proposition
(1.38)) r, (S')=S@®®(—1) et ®(— 1) est un idéal de carré nul de SOD(—1).
Soient p : S - S@®(—1) l'injection canonique et € : SGP(—1)—>S la
premiére projection. Alors p et € sont des morphismes de O,-algébres
graduées tels que £ o p=idg. Démontrons que le X-morphisme r= Proj (p) est
défini dans X’ =Prof (r(S")) tout entier. Pour cela, il suffit de démontrer que
si U est un ouvert affine de X, tout idéal premier gradué de I'(U, r,.(S")) qui
contient p(I'(U, S.))=p(( (U, @;L 1 I?)) contient également T (U,
r.(8),)=T(U,(P-, 1" )dP(-1))(EG.A. 11, 2.8.1, 2.8.2, 3.5.1) ce qui
est immédiat car @ (— 1) étant un idéal de carré nul de r(S’), ' (U, ®(—1))
est formé d’éléments nilpotents. En plus, 7 étant un X-morphismero f' = for,
ce qui démontre I’existence de 7. D’autre part ¢ étant surjective, Proj(¢) est un

, X-morphisme défini dans X =Proj(S) tout entier, est une immersion fermée
de X dans ¥'=Proj (r,(S’)), qui s’identifie a 7, qui vérifie roi=idy (car
€0 p=idy), et le noyau N de la surjection Oy — T* (Oy4) associée a I'immersion
fermée 7 est I'idéal de Oy. associé a I'idéal quasi cohérent gradué ®(—1) de
’algébre graduée r, (S’) (E.G.A. II, 3.6.2) et par conséquent est un idéal de
carré nul de Oy.. On déduit d’une part que i, est un isomorphisme, ce qui
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implique que (X’;7; 7) est un épaississement direct de X, et d’autre part que cet
épaississement direct est isomorphe & E (?, (N)) (remarque (1.37)). Mais
?* (N) est le Og-module cohérent associé au S-module quasi cohérent gradué
®(—-1)(E.G.A. 11, 3.5.2 (i)) et le Og-module cohérent associé a ® étant le
transformé strict F de F par [Iéclatementf. on déduit que
Fe(N)=F(—=1)=F ®),02(—1) oit Og(—1) est un Og-module inversible,
ce qui démontre la proposition en posant L=0g(—1).

CoOROLLAIRE (1.44). — Soient X un schéma, F un Oy-module cohérent,(X'; i;
r)=E(F), @ une suite finie d’éclatements de base X, X le sommet de @, ¢’ la
suite finie d’éclatements de base X’ déduite de @ (par i), X' le sommet de @',
N : @ — ¢’ Pimmersion canonique (de base i),7: X — X' le sommet de 1. Alors
il existe un morphisme de schémas r : X' — X est un Og-module inversible L
tels que (X ';7; T) soit un épaississement direct de X isomorphe & E (F X), g L)ou -
F désigne le transformé strict de F par la suite finie d’éclatements .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la longueur de . Si @
est de longueur 0, il suffit de poser r=r et L=0,. Sinon, supposons que ¢
soit de longueur m, m> 1. Soient X, (resp. X ;) le sommet de @, (resp. @;)et
i) le sommet de n,. Alors la proposition (1.43) implique 1’existence d’un
morphisme de schémas r, : X; — X, et d’'un Oy -module inversible L, tels
que (X}; i; r,) soit un épaississement direct de X, isomorphe a
E(F, ®0x L,)ou F, désigne le transformé strict de F par @,. En appliquant
I’hypothése de récurrence au schéma X 1, le Oy -module cohérent F ®o . L1
et la suite finie d’éclatements @' de longueur m—1 de base X, et de
sommet X, ¢’'! étant la suite finie d’éclatements de base X déduite de @'
(par i,) et n' I'immersion canonique de ¢! dans ¢’! (de base i,), (0.7) on
déduit I’existence d’un morphisme de schémas r : X’ — X et d’un Og-module
inversible L, tels que (X'; 7; 7) soit un épaississement direct de X isomorphe a
E(H ), o L2) ol H désigne le transformé strict de F, Xo . L1 par ¢'.Or,H
est isomorphe a F ®0x f1*(L,) ouf"! désigne le morphisme composé de ¢*
((0.9) et (0.8)) ce qui démontre le corollaire en posant L= f1* (L1)®0x L,.

PropoSITION (1.45). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier, (Y;
F,, ..., F,; W;U)unedonnée de résolution de type (R,;0) sur X telle quea>1,
(X'; i; r)=E(F,), @' une suite finie d’éclatements, de base X', qui est permise
pour la donnée de résolution de type (R;; 0) sur X', (i(Y); i, (Fy), ..., i, (Fq-y);
i(W); i(U)) (cf. corollaire (1.41)), @ la suite finie d’éclatements induite par @'
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sur X (X étant considéré comme sous-schéma fermé de X' par I'immersion
fermée i), iy : @ - @' I'immersion canonique. Alors :

(1) @’ est la suite finie d’éclatements de base X' déduite de ¢ (par i);
(ii) @ est permise pour la donnée de résolution (Y; F,, ..., F,; W; U);
(iii) si
O*(Y; Fy, ..., Fu W)=(Y; F,,...,F; W)
(resp. *(Y; Fy, ..., Fu W; U)=(Y; F,, ..., F; W; 0)),
alors
Q*A(Y); iy (Fy), ..., i (Fuuy); i(W))
=@ (¥ T, (F), ..., T,(F,_ 1) T(W))
(resp. @"*(i(Y); i, (Fy), ..., iy (Foy); i(W); i(U))
=(T(7): ‘i; (Fl)s AR} ‘i.* (Fa—l); T(W)’ T(U)))

o 1 désigne le sommet de 7.

Démonstration. — L’assertion (i) est évidente et I’assertion (iii) résulte
immédiatement de (0.8) et du fait que 7., est un isomorphisme (0.6). Pour
démontrer I’assertion (ii) on raisonne par récurrence sur la longueur de ¢'. Si
¢’ est de longueur 0, le résultat est immédiat. Supposons donc que @’ soit de
longueur m>1. Posons

P, =((Xj)o<j<1;fo; B,) ou X,=X.
Alors
0} =((X;')0<j<l;f(’); i(By)) ol X,=X'.

Par hypothése i(B,) est connexe, donc il en est de méme pour B,,. i(B,) est
inclus dans i(W)—i(U), donc B, est inclus dans W—-U et (i (Y);
iy (Fp), .. .sig(Fozy), iy (Ow);i(Bo))est une donnée de résolution de type R,
sur X' résolue, donc (Y; F,, ..., F,, Oy; B,) est résolue (corollaire (1.41)).
On déduit que ¢, est permise pour (Y; Fy, ..., F,; W; U). Soient (Y,;
Fipyootws Fi s Wi U =0 (Y3 Fy, ..., Fyy Wi U)etiy 1 X; - X le sommet
de n,. La proposition (1.43) implique ’existence d’un morphisme de
schémas r, : X; - X, et d’'un O, -module inversible L tels que (X7; iy; )
soit un épaississement direct de X, isomorphe a E (F, ,®o X, L). Alors (Y,;
Fiyseoos Frao1.F10Qo, L; Wy; Uy)étant une donnée de résolution de type
(R 0) sur X (remarque (i 21), (i) et (1.23)), ¢! la suite finie d’éclatements
image réciproque de ¢'! par I'immersion i; (0.6), ¢'' une suite finie
d’éclatements de longueur m-—1 permise pour @*(i(Y);
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iy (Fy), .., iy (Fyoy); i(W); i(U)) (remarque (1.21), (iii)) et I’assertion (iii)
impliquant que

OFU(Y); iy (Fy)s ooy 1 (Foy); i(W); 1(U))
=(i, (Y,); il*(Fll)a ceesy iu(Fla-x); iy (W,); i, (Uy))

on déduit de I'hypothése de récurrence que @' est permise pour (Y;;
FiivoonFracy, F1u@o, L Wi U, donc  pour  @f(Y;
F,,...,F; W;U) (remarque;(l .23)) ce qui entraine que ¢ est permise pour
(Y; Fy, ..., F; W; U) (remarque (1.21), (iii)).

THEOREME (1.46). — Soient X un schéma tel que X, soit régulier, (Y;
F,, ..., F; W;U)une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X. Alors il existe
une suite finie d’éclatements ¢, de base X, qui est permise pour (Y; F,, ..., F;
W; U) et telle que la donnée de résolution @*(Y; F, ..., Fa; W) soit résolue.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur a. Pour a =0 c’est un cas
particulier de la proposition (1.30). Supposons donc que a>1 et soit (X'} i;
r)=E(F,). Alors (i(Y); i, (Fy), ..., iy, (Fy-y); ttW); i(U)) est une donnée de
résolution de type (R,; 0) sur X’ (corollaire (1.41)). L’hypothése de récurrence
implique I’existence d’une suite finie d’éclatements @', de base X', qui est
permise pour (i(Y); i, (Fy), ..., iy (Fq-y); i(W); i(U)) et telle que la donnée
de résolution @"*(i(Y); i, (Fy), ..., iy (Fq-1); i(W)) soit résolue. Soient @ la
suite finie d’éclatements induite par ¢’ sur X (X étant considéré comme sous-
schéma fermé de X' par I'immersion fermée i), n : ¢ - ¢’ 'immersion
canonique, 1: X - X’ le sommet demn. Alors ¢’ est la suite finie
d“éclatements déduite de ¢ sur X ' (par i), ¢ est permise pour (Y; F,, ..., F,;
W; U) et si '

o*(Y;F,, ..., Fu W)=(Y; F,,...,F; W),
alors

O*(i(Y ) iy(Fy), oy iy(Fos ) i(W)) =@(Y); T, (Fy), ..., T, (Fo-y); T(W))

(proposition (1.45)). Alors le corollaire (1.44) implique I’existence d’un
morphisme de schémas 7 : X' = X et d’un Og-module inversible L tels que
(X’; T r) soit un épaississement direct de X isomorphe a E (F, &o; L). On
déduit que la donnée de résolution (Y; F,, ..., F,_y, F.Xo. L; W)
est résolue (corollaire (1.41)) ce qui implique que (¥; F,, ..., Fy; W) l’est
(remarque (1.23)) ce qui démontre le théoréme.
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2. Modaules transverses a un diviseur

DEFINITION (2. 1). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, F un
Oyx-module cohérent, x un point de X. On dira que F est transverse a Y en x,
s’il existe un systéme régulier de paramétres (z,, z,, ...,zy) de Oy , et un entier
a, a >0, tel que I'idéal de définition de Y soit engendré par [[¢-, z;en x, et tel
que (z,, ..., z,) soit une F -suite réguliére. On dira que F est transverse a Y
s’il ’est en tout point de X.

Remarque (2.2). — En gardant les notations de la définition (2.1), F est
transverse & Y en x implique que Y est un diviseur a croisements normaux
de X en x.

Remarque (2.3). — En gardant les notations de la définition (2.1),
supposons que Y soit un diviseur 4 croisements normaux en x. Soient
(24 ---, zy) unsystéme régulier de paramétres de Oy , et a un entier, o >0, tels
que I'idéal de définition de Y soit engendré par [ 2., z; en x. Alors on vérifie
immeédiatement que F est transverse & Y en x si, et seulementsi(z,, ..., z,) est
une F ,-suite réguliére. D’autre part, soient U un ouvert de X contenant x et
Z,,...,Z,eT(U, 0y) tels que pour tout i, 1<i<a, z;=Z; ,. Alors les
sections Z,, ..., Z, définissent un morphisme IT : U — Spec (k[T, ..., T,])
et on constate facilement que F est transverse & Y en x si, et seulement si F | U
est II-plat en x.

Remarque (2.4). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur a
croisements normaux de X, o unentier,a>0, pour tout j,1<j<a, Fjun Oy-
module cohérent et x un point de X. Alors le Oy-module cohérent (—B}‘: 1 F;
est transverse 4 Y en x si, et seulement si pour tout j, 1 <j<a, F; Iest.

PROPOSITION (2.5). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur a
croisements normaux de X, F un Oy-module cohérent. Alors I’ensemble des
points ou F est transverse @ Y est un ouvert de X.

Démonstration. — La proposition résulte immédiatement de la remarque
(2.3) et de ’'ouverture de la platitude.

ProrosiTioN (2.6). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur a
croisements normaux de X, F un Oy-module cohérent, U I'ensemble des points
de X ou F est transverse a Y, T le sous-Oy-module de F des sections dont le
support est contenu dans le diviseur Y (sous-Oy-module de Y-torsion). Alors

U nsupp(T)=9.
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Démonstration. — Soit x un point de X; alors il existe un ouvert U, de X
contenant x, des sections Z,, ...,ZyeI'(Uy, Ox)telsque(Z, , ..., Zy ) soit
un systéme régulier de paramétres de Oy, et un entier o, 0<a <N, tel que
Iidéal de définition de Y soit engendré par [[{-,Z,, en x. Soit
M:U,— Spec (k[T,,..., T,]) le morphisme défini par les sections
Z,,...,2, et considérons F, comme k[T,, ..., T J-module par n. Si §
désigne le sous-k[T,, ..., T ,J-module de torsion de F,, alors T, S car si
se T, alors il existe un entier [, />0, tel que ([ %=, Z; ,)' s=0, ce qui implique
que ([]i=, T)'s=0, donc se S. On déduit que si xe U, ce qui implique que
F| Uest un module I1-plat en x (remarque (2. 3)) et en particulier que F, est un
k[T,, ..., T J-module sans torsion. Alors T,=0, donc x¢supp(T), ce qui
démontre la proposition.

PROPOSITION (2. 7). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, W un
sous-schéma fermé de X, x un point de W. Si W n’a que des croisements
normaux avec Y en x et si l'intérieur de W 1 Y dans W ne contient pas x, alors
Oy est transverse d Y en x.

Démonstration. — Par hypothése, il existe un systéme régulier de
paramétres (z,, ..., zy) de Oy, et un entier a, «=>0, tels que I'idéal de
définition de Y soit engendré par []{-, z; en x, et celui de W par certains z;,
soitz, ..., z,. Or ’hypothése que x n’est pas dans I'intérieur de W n Y dans
W entraine que pour tout I, 1<I<B, i, est strictement supérieur a a. On
déduitque(z , ..., z,) est une suite Oy, -réguliérecar Oy, , =0y, /(z,, ..., z;)
ce qui démontre la proposition.

PRrOPOSITION (2. 8). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X, W un
sous-schéma fermé de X, F un Oy-module cohérent et x un point de W. Si O,
est transverse d Y en x, et si F est normalement plat le long de W en x, alors F
est transverse a Y en x.

Démonstration. — Le Oy-module cohérent O, étant transversea Yen x, Y
est un diviseur i croisements normaux de X en x (remarque (2.2)) et si
(215 --es é,,) désigne un systéme régulier de paramétres de Oy ,, o un entier,
0<a<N, tels que I'idéal de définition de Y soit engendré par [ ]¢.; z,enx, U
un ouvert de X contenant x, Z,, ..., Z,eI'(U, Oy) tels que pour tout i,
I1<i<a,z;=Z; et I1: U - Spec (k[T,, ..., T,]) le morphisme défini par
Zy,...,Z, alors O est [1-plat en x (remarque (2.3)). D’autre part F étant
normalement plat le long de Wen x, ((—Bp 20 8% F), est Oy, .-plat. On déduit
que (‘B»o gry F est Il-plat en x, ce qui entraine que F est Il-plat en
x(E.G.A. 1V, 11.3.4), donc que F est transverse a Y en x (remarque (2.3)).
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DEFINITION (2.9). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur de X et F
un O,-module cohérent. Pour tout entier i,i>0, on définit inductivement un
sous-schéma fermé W;(F; Y) de X de la maniére suivante :

(i) Wo(F; Y)=X;

(ii) pour tout entier i, i>1, W,(F; Y) est le sous-schéma réduit de X dont
I’ensemble sous-jacent est égal a la réunion des composantes irréductibles de
Sing (W;_,(F; Y)) qui ne sont pas contenues dans Y et des composantes
irréductibles du fermé de W, _, (F; Y) de non normale platitude de F le long
de W,_,(F; Y) qui ne sont pas contenues dans Y.

Remarque (2.10). — En gardant les notations de la définition (2.9), la
famille des sous-schémas fermés W,(F; Y), ieN, de X est une filtration
décroissante de X, W, (F; Y)est le sous-schéma réduit de X dont I’ensemble
sous-jacent est égal 4 la réunion des composantes irréductibles du fermé de
non platitude de F qui ne sont pas contenues dans Y et si dim X =N, pour
tout entier i, 0<i<N, dim(W,(F; Y))<N—i et pour tout entier i, i>N,
W.(F;Y)=0.

Remarque(2.11). — En gardant les notations de la définition (2.9), si U est
un ouvert de X, pour tout entier i,i=0, W;(F|U; Y nU)=W(F;Y)n U,et
si U contient X — Y (en particulier si U=X—Y), W,(F; Y) est le plus petit
sous-schéma fermé de X contenant W,(F|U; FnU) (W;(F; Y)) est
I’adhérence schématique de W,;(F|U; Y n U) dans X). En particulier si F’
est un Oy-module cohérent tel que F'|(X — Y) soit isomorphe 4 F|(X —Y),
alors pour tout entier i, i>0, W,(F'; Y)=W(F; Y).

LEMME (2.12). — Soient X un schémarégulier,(Y; F,,...,F, W)unedonnée
de résolution de type R, sur X telle que (Y; F,, ..., F; W; W—Y) soit une
donnée de résolution de type (R,; 0) sur X, @ une suite finie d’éclatements, de
base X, qui est permise pour (Y; F,,...,Fy; W; W-Y),(¥; F,,...,F;
W)=o*(Y; F,, ..., Fy W).

Alors pour tout entier i, i>0, W, @3-, F; ¥) est le transformé strict de
Wi(@:-,F; Y) par ¢.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des remarques (2.11)
et (1.21), (i) et des (0.2) et (0.8).

THEOREME (2.13). — Soient X un schéma régulier, Y un diviseur a
croisements normaux de X, o un entier, a >0, pour tout j, 1 <j<a, F;un O-
module cohérent, r le plus petit entier tel que W, ., (P5=, F; Y)=0. Alorsil
existe un entier s, 0<s<r+1, pour tout i, 0< : < s, un morphisme de schémas
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réguliers f;: X;,, > X; (ou Xo=X), pour tout i, 0<i<s, un diviseur a
croisements normaux Y;de X ;(ou Y,=Y) et deux ouverts U; et Uide X ; (ou
Uo=Xo=XetU;=X,)et pour touti,0<i<s, et pour toutj, | <j<a,unOy -
module cohérent F;; (ou Fy;=F)) tels que :

(i) pour tout i, 0<i<s, X;=U, 0 Uj};

(ii) pour touti,0<i<s, toutj,1<j<a,et tout x,xe U, F;jest transverse a
Y, enx;

(iii) pour tout i, 0<i<s, Y1 =(f7 ' (Y))rea:

(iv) pour tout i, 0<i<s, si r; désigne le plus petit entier tel que

W, 1 (@i=1 F)IUE YinUD=0  (ou ro=r),
(YinU: Fy U, ..., Fiyl UL
W, (D5=1 Fi)IUs Yia U W, (D=1 Fi)I Ui YinUD=Y))

est une donnée de résolution de type (R,; 0) sur U}, et il existe une suite finie
d’éclatements, de base U’ et de sommet X ;, |, qui est permise pour cette donnée
derésolution, telle quef; : X;,, - X;soit le composé du morphisme composé de
cette suite finie d’éclatements et de I'injection canonique de U dans X ; et pour
tout j, 1<j<a, F,,, ;soit le transformé strict de F ;| U par cette suite finie
d’éclatements.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur r. Soit r=>0, et
supposons qu’on a établi le théoréme pour tout r', 0<r’ <r. L’hypothése que
W, i1 (@7=1 F;; Y)=0 implique que (Y; ®7=1 Fj Wr(®7=l Fj; Y)) est
une donnée de résolution de type R, sur X, résolue sur ’ouvert dense
W (Pi-, F; Y)-Y de W,(@5-,F; Y) (remarque (1.8), (iv)) donc
(Y;Fy, ..., Fy W, (P51 Fj3 Y); W, (P53, Fj; Y)—Y) est une donnée de
résolution de type (R;; 0) sur X (remarque (1.22)). En appliquant le théoréme
(1.46) on déduit I'existence d’une suite finie d’éclatements, de base X, qui est
permise pour cette donnée de résolution et telle que sif,, : X, -+ X désigne le
composé de cette suite finie d’éclatements, pour tout j, 1<j<a, F,; le
transformé strict de F; par cette suite finie d’éclatements et Y, le sous-schéma
fermé (f5'(Y)) de Xy, (Yy: Fyyoons Fit W@, Fyji Y))) soit une
donnée de résolution de type R, sur X, résolue (remarque (1.21), (i) et lemme
(2.12)). On déduit que pour tout j, 1<j<a, F,; est transverse & Y en tout
point de W,(@j;, Fy;; Y) (proposition (2.7) et (2.8)). Alors, si on note U,
I’ensemble des points de X, ou pour tout j, 1 <j<a, F,;est transverse a Y,
(qui est un ouvert de X, (proposition (2.5))) et U; Iouvert
X, =W, (@3-, F,j Y,)de X,, U, U, =X,. Si r=0, alors U, =X, (car
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U, > Wo(Ps-y Fyj; Yy)=X,)eton déduit le théoréme. Si r>0soit r, le plus
petit entier tel que W, (P5-,Fi)IU;; YnUp=0; alors
r, <r(remarque (2.11)) et on déduit le théoréme en appliquant ’hypothése de
récurrence au schéma régulier U; le diviseur & croissements normaux
Y, nUj de Uj et les Oy,-m odules cohérents F,;| U} (1<j<a).

COROLLAIRE (2.14). — Soient X un schéma régulier de dimension N, Y un
diviseur d croisements normaux de X , o un entier,a. >0, et pour toutj, 1 <j<a,
F jun Oy-module cohérent. Alors il existe un entier s,0<s< N + 1, et pour tout
i,0<i<s, un morphisme de schémasf; : X;., + X, (ott X, =X) tels que si on
note pour tout i, 0<i<s, g; le morphisme fyof o... of;_, : X; = X (go=id,,
91=/o), Y;le sous-schéma fermé (g~ * (Y)),.q de X ;(donc Yo=Y ) et pour tout j,
1<j<a, F;j le Oy -module cohérent g¥(F;)/T;; ou T;; désigne le sous-Oy -
module cohérent de g} (F ;) des sections dont le support est contenu dans le sous-
schéma fermé Y; de X;(*),on a :

(i) pour tout i, 0<i<s, X; est un schéma régulier;
(i) pour tout i, 0<i<s, Y; est un diviseur a croisements normaux de X ;:

(ili) pour touti,0<i<s, 'imagef;(X;,,) def; est un ouvert de X, f; induit
un morphisme propre de X, | sur f;(X,;,,) et

[ilXis1= Y1) : X =Y ) = (fi(Xi4) = Y)
est un isomorphisme;

(iv) pour tout i, 0<i<s, si U; désigne I'ensemble des points de X ; ou pour
tout j, 1 <j<a, F;; est transverse a Y, (qui est un ouvert de X ; (cf. proposition
(2.5)), X;i=U,ufi(Xis+1)

(v) pour tout j, 1<j<a, F; est transverse a Y.

Démonstration. — C’est une conséquence immeédiate de la remarque (1.21),
(i) et du théoréme (2.13) appliqué au schéma régulier X, au diviseur a
croisements normaux Y de X et aux Oy-modules cohérents F,; (1 <j<a)en
remarquant, premiérement que ’entier r du théoréme (2. 13) est inférieur ou
¢€gal a la dimension de X (remarque (2. 10)) et deuxiémement que si X est un
schéma, Y un diviseur de X, B un sous -schéma fermé de Y, f: X — X le
morphisme obtenu en éclatant B dans X, F un O,-module cohérent, F',le O -
module cohérent F/T ou T désigne le sous-Oy-module cohérent de F des
sections dont le support est contenu dans le diviseur Y de X, alors le
transformé strict F’ de F'par I’éclatement f est isomorphe au Og-module
cohérent f*(F)/T ou T désigne le sous Og-module de f* (F) des sections dont
le support est contenu dans le fermé £~ (Y) de X.

(*) F,, n'est pas nécessairement isomorphe a F si on ne suppose pas F; sans Y-torsion.
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Appendice

L’essentiel des résultats et des démonstrations de cet article reste valable
dans le cadre de la géométrie analytique complexe, grace a la théorie de
résolution des singularités de HiRoNaka dans ce cadre ([2], [3], [4], [5], [6])),
quitte a remplacer schéma par C -espace analytique séparé dénombrable a
Pinfini, sous-schéma par sous-espace analytique et suite finie d’éclatements
par suite propre d’éclatements.

Dans cet appendice, nous allons préciser cette derniére notion, et indiquer
les modifications mineures a apporter au texte pour I’adapter au cadre de la
géométrie analytique. Dans la suite, on dira simplement espace analytique
pour C-espace analytique séparé dénombrable a I'infini.

Lesn* (0. 1) et (0.2) se transposent sans changements (pour la définition des
éclatements dans ce cadre, voir aussi [1], chapitre 0, 2). Le n° (0.3) est
remplacé par :

(0:3) On appelle suite propre d’éclatements la donnée
Q=X )iers Sijhcs,ijers Bidier-(u})

ou (i) I est un ensemble d’indices bien ordonné possédant un plus grand
élément w (on notera 0 le plus petit élément de I, etsiie/ —{ w } onnoterai+1
le successeur de i);

(1) (X:)iess (fi)igs. i, jer) €St UN SYstéme projectif d’espaces analytiques et de
morphismes propres, relatif 4 I’ensemble d’indices I;
(iii) pour touti,iel—{w }, B; est un sous-espace analytique fermé de X ;

(iv) pourtouti,iel—{w},f; i+, : Xi+, - X, est le morphisme obtenu en
éclatant B; dans X ;;

(v) pour toute partie relativement compacte A de X, il n’y a qu’un nombre
fini d’indices i, i€ /, tels que B; nf5;' (4)# O;

(vi) pour touti,iel—{0}, quin’est pas le successeur d’un élément de I on
aX;=lim X; (limite projective d’espaces analytiques qui existe grace a (v)) et

j<i . .
pour tout j, j<i, f;; est le morphisme canonique.

On dit que X, (resp. X ,)) est la base (resp. le sommet) de la suite propre
d’éclatements ¢ et que le morphisme f,, est le morphisme composé, ou
simplement le composé de la suite propre d’éclatements @.
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Pour tout k, keI, on définit @, et @* d’une maniére analogue a celle du
n° (0.3) : '
(@x=(Xier; Siihjijers (Bi)ier(x))

- ouI'={iel : i<k}
et 0“=((X:)iers Sijhciisers Blier—uy)
ouI"={iel : k<i})

et on définit les morphismes d’une suite propre d’éclatements dans une autre
de méme ensemble d’indices et le composé de deux tels morphismes de
maniére analogue a celle des n* (0.4) et (0.5), et les n™ (0.6) et (0.7) se
transposent aussitot.

La définition du transformé strict d’un module cohérent par une suite finie
d’éclatements du n° (0.8) est remplacée par :

(0:8) Soient

(@x=((Xier (fi icjijers Bidier-{« })

une suite propre d’éclatements, F un Oy -module cohérent. Alors il existe un
systéme projectif unique (X, F,),c;; (fij» ij)ic;. i, jes dans la catégorie dont les
objets sont les couples d’un espace analytique X et d’un O,-module cohérent
F et les fléches sont les di-homomorphismes (un di-homomorphisme de
(X', F')dans (X, F) est un couple d’un morphisme d’espaces analytiques f :
X' — X et d’'un morphisme de O,.-modules u : f*(F)— F’) tel que :

(i) Fo=F;

(ii) pour tout i, ieI—{w}, F;,, est le transformé strict de F; par
léclatement f; ;. et u; ;o :f¥ i1 (F;) = F;4, estla surjection canonique;

(iii) pour tout i,ieI—{0 }, qui n’est pas le successeur d’un élément de I,
(X, F;)=lim (X, F;) (limite projective qui existe grace a (0’.3), (v)) et pour

tout j. j <i.\(' fji» uj;) est le di-homomorphisme canonique.

On dit que F_ est le transformé strict de F par la suite propre
d’éclatements @.

Le reste du n° (0.8), ainsi que le n° (0.9) se transposent sans modification.

Les seules modifications 4 apporter dans lesn* (1. 1) a(1.25) du paragraphe
1 sont de remplacer ouvert par ouvert de Zariski (complémentaire d’un fermé
analytique) dans les n* (1.4), (1.9), (1.13) et (1. 14) et remplacer les n* (1.19)
et (1.20) par :

(1'.19) Soient X un espace analytique tel que X, soit régulier et (Y;

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



398 G. MALTSINIOTIS

F,, ..., F; W; U) une donnée de résolution de type (R,; 0) sur X. On dira
qu’une suite propre d’éclatements de base X :

0=((X)iers (fij)i(j, ijels (Bi)iel—{w})
(ou Xo=X)

est permise pour (Y; F, ..., F,; W; U) s’il existe une famille des données (Y;
Fiy, ..., Fis Wi U, telle que :

(i) pourtouti,iel,(Y; F;y, ..., Fiqy W;; U,;) est une donnée de résolution
de type (R;; 0) sur X ;

(ii) (Yo; Foys ovos Fous Wy Ug)=(Y; Fy, ..., F; W; U);

(iii) pour tout i, ieI—{w}, f; ;,, est un éclatement permis pour (Y
Fiy,....;F;s W;U;) et

Yists Fisr 1o Fisgows Wisns Uir)=ftis (Y5 Fiy .. F i W U,

(iv) pourtouti,iel—{0},quin’est paslesuccesseur d’un élément de I, W,
(resp. pour tout k, 1<k<a, F;;)est le transformé strict de W (resp. F,) parla
suite propre d’éclatements ¢,;, U,=f.! (U) et pour tout ouvert relativement
compact 4 de X si j, désigne le plus grand élément de ’ensemble fini {jel:
j<iet Binfg!(A)#@} (cf. (0:3), (v)), alors

Y;nfoit (A)=( j::l.i(on-u)) nfoi' (A)-

(1'.20) En gardant les notations de (1'.19) 1a famille (Y;; F;y, ..., F;o; Wi,
U,);., vérifiant les conditions (i) a (iv) est unique, et on dira que (Y,;
Foyy ooy Fogs Wo)rtesp. (Y s Fors ooy Fuas W U,,) est le transformé de (Y;
Fy, ..., F;W)(esp.(Y;F,, ..., F,; W;U))par la suite propre d’éclatements
¢ qu'on notera o* (Y; F,, ..., F: W) (resp. o* (Y; F,, ..., F,; W; U)).

Le théoréme (1. 26) reste vrai ([2], [3], [4], [S], [6]) et le corollaire (1.27) et les
lemmes (1.28) et (1.29) se transposent immédiatement. Par contre, la
démonstration de la proposition (1.30) n’est plus valable car elle utilise
’existence de I’adhérence schématique. Il serait probablement possible de
démontrer la proposition (1.30) dans le cadre de la géométrie analytique en
utilisant des méthodes de jardinage analogues a celles de HiroNaKA pour la
résolution des singularités des espaces analytiques, mais cela dépasse
nettement le cadre de ce travail. Toutefois, grace au corollaire (1.27), on
pourra établir les résultats de ce travail qui en dépendent (théorémes (1.46) et
(2.13) et corollaire (2. 14)) moyennant certaines hypothéses restrictives qu’on
précisera par la suite.
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Les n® (1.31) a (1.45) se transposent aussitot. Le lemme (1.42) n’a pas
d’équivalent analytique évident, mais il sert uniquement a établir la
proposition (1.43) qu’on peut, sans difficulté, soit démontrer directement
dans le cadre analytique, soit déduire du cas algébrique (cf. [1], chapitre 0,
§2). Les démonstrations du corollaire (1.44) et de la proposition (1.45)
s’adaptent facilement pour les suites propres d’éclatements en raisonnant par
récurrence transfinie.

Pour démontrer I'analogue du théoréme (1.46) ne disposant que du
corollaire (1.27) (au lieu de la proposition (1. 30)) on voit immédiatement qu’il
suffit de remplacer le théoréme (1.46) par I’énoncé suivant :

(1'46) Soient X un espace analytique régulier, (Y; F,, ..., Fo; W; U) une
donnée de résolution de type (R,; 0) sur X. Si pour tout j, 1 <j<a, F ; est
engendré par un nombre fini de ses sections globales, alors il existe une suite
propre d’éclatements @, de base X, qui est permise pour (Y; F,, ..., F; W;
U), et telle que la donnée de résolution ¢* (Y; F, ..., F,; W) soit résolue.

En effet alors le O,-module cohérent F =:—B}‘= | F; est engendré par un
nombre fini t,, ..., t, de ses sections globales qui définissent une immersion
fermée de E(F) dans X x C?, ce qui permet d’appliquer le corollaire (1.27) a
E(F) en prenant X'=X xCP et Y'=Y xCP, et terminer la démonstration
comme dans le théoréme (1.46) en tenant compte de la remarque (1.22).

Les n* (2.1) a (2.12) se transposent aussitot en remplagant dans la
proposition (2.5) ouvert par ouvert de Zariski, et on déduit de (1'.46) le
théoréme (2. 13) et le corollaire (2. 14) en supposant X de dimension finie et
que pour tout j, 1 <j<a, F;soit engendré par un nombre fini de ses sections
globales. En plus, on peut préciser qu’il est possible de choisir les ouverts U et
U’ du théoréme (2.13) de telle sorte qu'’ils soient des ouverts de Zariski.
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