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Le but de ce texte est de décrire la structure définie sur la catégorie dérivée
d’une catégorie abélienne (ou d’une catégorie exacte) par les diagrammes
considérés dans la remarque 1.1.14 de [BBD]. Une approche similaire a été
développée par Matthias Kiinzer dans un travail non publié [K1]. Un point de
vue légerement différent est exposé par le méme auteur dans [K2]. Le présent
travail a pu étre influencé de facon subliminale par des exposés d’Alexei
Bondal, au Séminaire d’Analyse Algébrique en 2002 [B].

On introduit une notion de catégorie n-triangulée (avec eventuellement
n = oo, dans quel cas on dit qu’elle est fortement triangulée). On montre
qu’une catégorie n-triangulée (pour n > 2) est triangulée au sens classique, et
que la catégorie dérivée d’une catégorie exacte (ou plus généralement toute
catégorie de coefficients d'un dérivateur triangulé [M]) est canoniquement
munie d’une structure de catégorie fortement triangulée. On introduit la
K-théorie d’une catégorie fortement triangulée. Un théoreme de Neeman [N]
implique que la K-théorie d'une catégorie abélienne est isomorphe a la K-thé-
orie de sa catégorie dérivée, considérée comme catégorie fortement triangulée,
et on conjecture qu’il en est de méme pour une catégorie exacte. On conjec-
ture également que la K-théorie d'un dérivateur triangulé [M] est isomorphe
a la K-théorie de sa catégorie fondamentale, considérée comme catégorie for-
tement triangulée.

1.1. Tout ensemble ordonné sera identifié a la catégorie correspondante,
autrement dit, la catégorie ayant comme objets les éléments de cet ensemble,
I’ensemble des fleches de i vers j étant réduit a un élément ou vide, selon que
i < joui%j. Soit n un entier, n > 0. On note A, 'ensemble ordonné
A, ={0<1<---<n} |

et A la sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles ordonnés formée
des A,, n > 0. La catégorie A s’appelle la catégorie des simplexes, et s’iden-
tifie a une sous-catégorie pleine de la catégorie Cat des petites catégories. Un



ensemble simplicial est un préfaisceau sur A. On note A la catégorie des
ensembles simpliciaux

A = Hom(A° Ens)

catégorie des foncteurs contravariants de A vers la catégorie £ns des en-
sembles.

1.2. Soit n un entier, n > 0. On considere les parties suivantes de Z x Z
Dy ={(x),29) €ZXZ|x) <3y <y +1 41}
Dp={(xy2,) €EZXT |2, <mp<my+n+1}
aODn:{(xl,xz)EZXZ‘$1:$2} ,
aan:{(x1,$2)GZXZ|Z’2:$1+”+1} ,

munies de la relation d’ordre induite par 'ordre produit sur Z x Z. On re-
marque que les ensembles D,,, 8°D,, et 9'D,, sont deux & deux disjoints, et
que D,, est la réunion de ces trois ensembles. On pose

oD,, = d°D,, U d'D,,

Pour toute application croissante ¢ : A, — A,,, on définit une application
croissante © : Z — Z par

Pk)=Mm+1)g+e(r) ,

ou q et r sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne
de k par m + 1, autrement dit, (g, r) est I'unique couple d’entiers relatifs tel
que

k=(m+1lqg+r 0<r<m

On remarque qu’on a l'implication
7 <z, <z tm+l = Play) <P(x,y) <P(ry) +n+1
et par suite, on peut définir une application (croissante)
¢, =Dy Dy — Dy, (1, T9) = (P(21), P(5))
On remarque qu’on a
©.(0°D,,,) C 8°D,, et ¢, (0'D,,) C d'D,,

et que



définit un ensemble ordonné cosimplicial (foncteur (covariant) de A vers la
sous-catégorie pleine de Cat formée des ensembles ordonnés). Soient

I.J, :D,— D,

les bijections croissantes définies par

I(x,2y) = (9,2, +n+1) J (21, 29) = (27 + 1,29 + 1)
On vérifie aussitot qu’on a les relations

I1.J, =J1, et =gt

ainsi que les égalités

(D) =D, , I(D,=0D, , IL(D,)=0D, .

J(D))=D, , J,(D,) =D, . J (9'D,) =D,

De plus, on vérifie facilement que pour toute application croissante ¢ :
A, — A,, on a la relation

On définit la catégorie D dont les objets sont les ensembles ordonnés D,,,
n >0, et dont les morphismes sont engendrés par les applications crois-
santes ¢,, IFT', J* 1l résulte de ce qui précede que pour tout morphisme

f: D, — D,, on a la relation

(autrement dit, n+= I, est un automorphisme fonctoriel du foncteur iden-
tique de D). On a un foncteur

A%D ) An'—>Dn 3 ()0'%90* )

qui est fidele (mais pas pleinement fidele), et bijectif sur les ensembles des

objets. D’autre part, on vérifie facilement que pour toute fleche f : D,,, — D,,,

il existe un unique ¢ tel que f(9°D,,) C 97D,,. On en déduit un foncteur
e:D —7/27 Dyt—=x% ,  freg |,

ou Z/27 désigne la catégorie a un seul objet %, associée au groupe Z/27Z.



Dans la suite, on se fize une catégorie additive T , munie d’une auto-€équivalence
S:T—T | T+—S(T)=T][1]

1.3. Soit n un entier, n > 0. Un n-triangle est un couple (F, )
F:D,—T |, p:Fol =SoF |

ou F est un foncteur, et ¢ un isomorphisme de foncteurs, tel que F'|0D,, ~ 0.
(11 suffit de supposer que F' | 9°D,, ~ 0.) En particulier, si n = 0, alors F' ~ 0.

Un morphisme de n-triangles d'un n-triangle (F, ) vers un n-triangle
g g 2 g
(F', ) est un morphisme de foncteurs 6 : F' — F’ tel que le carré

Fofn%>SoF

01, l is*a

F/OIR%)SOF/

soit commutatif.

Si (F,¢) est un n-triangle, et f : D,, — D,, un morphisme de D, on
définit un m-triangle f*(F, ¢), appelé image inverse du n-triangle (F, ¢) par
le morphisme f, en posant

ffFe)=Fof (=1)7pxf)
Fof:D,,—T |, (—D)¥%exf:Ffl, =FI f—SFf

De méme pour tout morphisme de n-triangles 6 : (F,p) — (F’,¢'), le mor-

phisme de foncteurs
Oxf:Fof—Fof

définit un morphisme de n-triangles, image inverse de 6 par f,
[rO)=0xf: f*(Fp)— f (I ¢)

A un n-triangle (F, ), on associe la suite de n — 1 morphismes compo-
sables de T
F(0,1)— F(0,2) — --- — F(0,n)

qu’on appelle la base du n-triangle (F, ). Par convention, si n = 0, la base de
(F, ) est la suite vide, unique foncteur de la catégorie vide vers la catégorie
7. Sin =1, la base de (F, ) s’identifie a I'objet F'(0,1) de 7, et si n = 2,
elle s’identifie au morphisme F'(0,1) — F'(0,2). Un morphisme de n-triangles
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0 :(F,p)— (F' ¢") définit un morphisme de la base de (F,¢) vers celle de

F(0,1) —= F(0,2) —>---—= F(0,n)

9(071>l l"(o,z) l%,n)

F(0,1) —= F'(0,2) —> -+ —— F'(0,n)

qu’on appelle la base du morphisme 6.

1.4. Une catégorie co-triangulée ou fortement triangulée (resp. catégorie
N-prétriangulée, pour un entier N > 1) est une catégorie additive 7 munie
d’une auto-équivalence S, et pour tout entier n, n > 0 (resp. N > n > 0),
d’une classe de n-triangles, appelés n-triangles distingués, satisfaisant aux
axiomes suivants.

FTRO) Pour tout n > 0 (resp. N > n > 0), un n-triangle isomorphe a un
n-triangle distingué est un n-triangle distingué.

FTRI) Pour tout n > 0 (resp. N > n > 0), toute suite de n — 1 mor-
phismes composables est la base d'un n-triangle distingué.

FTRII) Pour tout n > 0 (resp. N > n > 0), tout morphisme de la base
d’un n-triangle distingué vers celle d’un autre est la base d’un morphisme
de n-triangles : si (F, ) et (F’,¢') sont des n-triangles distingués, tout mor-
phisme de la base de (F, ¢) vers celle de (F”,¢’) est la base d’'un morphisme
de n-triangles de (F, @) vers (F',¢').

FTRIII) Pour tout couple d’entiers m,n > 0 (resp. N > m,n > 0), toute
fleche f : D,, — D,, de D, et tout n-triangle distingué (F, ¢), le m-triangle
image inverse f*(F,p) = (F o f,(—=1)¥p * f) est distingué.

Dans une catégorie N-prétriangulée, on dispose donc par définition, de
classes de n-triangles distingués pour tout n, 0 < n < N. Pour tout en-
tier n > 0, et tout N’, 0 < N’ < N, on dit qu'un n-triangle (F,p) est
N'-distingué si pour tout n’, 0 < n’ < N’, et toute fleche f : D,y — D,, de
D, le n/-triangle f*(F, ) est distingué. On remarque qu’en vertu de FTRIII,
sin < N'| le triangle (F) @) est N’-distingué si et seulement s'il est distingué.
Une catégorie N-triangulée est une catégorie N-prétriangulée, ou ’axiome
FRTTI est renforcé en demandant de plus que toute suite de N morphismes
est la base d'un (N + 1)-triangle N-distingué.

Il résulte aussitot des définitions que pour tout entier N > 1, une catégorie
fortement triangulée est une catégorie N-triangulée (obtenue en “oubliant”
les n-triangles distingués, pour n > N), et une catégorie N-triangulée est
une catégorie N-prétriangulée. Pour tout couple d’entiers N’ > N > 1,
une catégorie N'-prétriangulée est une catégorie N-triangulée. Une catégorie



1-triangulée ou 1-prétriangulée est simplement une catégorie additive mu-
nie d’'une auto-équivalence. Par convention, une catégorie O-triangulée ou
O-prétriangulée est une catégorie additive sans aucune autre structure.

1.5. Soient 7 et 7’ deux catégories additives, munies d’auto-équivalences S
et S’ respectivement, G : 7 — 7" un foncteur additif, et 7 : GS — S’G un
isomorphisme de foncteurs. Si (F), ¢) est un n-triangle de 7, n > 0, on définit
un n-triangle (F”,¢') de 7’ en posant F' = GF et ¢' = (1 x F)(G % ¢)

Gxp

GSF -~ §'GF = S'F’

F'I,=GFI, ,
qu’on appelle image de (F,¢) par G (a l'aide de 7). Si 7 et 7’ sont des
catégories fortement triangulées (resp. N-prétriangulées ou N-triangulées,
pour un entier N > 1) un foncteur ezact de 7 vers 7' est un couple (G, 7)
formé d’un foncteur additif G : 7 — 77 et d’un isomorphisme de foncteurs
T:GS — S'G tel que pour tout n > 0 (resp. N > n > 0), I'image de tout
n-triangle distingué de 7 soit un n-triangle distingué de 7.

1.6. Dans une catégorie additive munie d’une auto-équivalence S : X = X|[1],
on associe a tout 2-triangle (F, ¢), un triangle (au sens ordinaire) :

F(0,1) — F(0,2) — F(1,2) — F(0,1)[1]

Y

les deux premiers morphismes étant définis par le foncteur F', le troisieme
étant le composé

#(0,1)

F(1,2) — F(1,3) = FL,(0,1) ~%% SF(0,1) = F(0,1)[1]

Théoreme 1. Une catégorie fortement triangulée munie de la classe des
triangles associés aux 2-triangles distingués est une catégorie triangulée.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. En vertu de FTRO, un triangle isomorphe
a un triangle distingué est distingué. Le fait que

X —>X—>0— X[1]

est un triangle distingué résulte de F'TRI, pour n = 1, et de FTRIII, appliqué
a f=o,:Dy— Dy, ou o désigne 'opérateur de dégénérescence

o: 0y — A1 | O—~0, 11, 21

Tout morphisme s’insere dans un triangle distingué en vertu de FTRI, pour
n = 2. L’axiome TRII (tourner les triangles) résulte de FTRIII, appliqué
a f = Jy'I,. Tout morphisme entre les premieres fleches de deux triangles
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se prolonge en un morphisme de triangles en vertu de FTRII, pour n = 2.
L’axiome de 'octaedre résulte de FTRI, pour n = 3, et de FTRIII, appliqué
Af =01 Dy—Ds pour i = 0,1,2,3, oit 6" : Ay — Az désigne l'i-eme
opérateur face, unique injection croissante de A, vers Az dont I'image ne
contient pas 1.

Le théoreme 1 peut se préciser en remarquant que les catégories trian-
gulées sont exactement les catégories 2-triangulées, les catégorie prétriangulées
(mémes axiomes que les catégories triangulées sans I'axiome de 'octaedre)
étant exactement les catégories 2-prétriangulées.

Les n-triangles distingués d’une catégorie fortement triangulée, n > 0,
sont des diagrammes du type considéré dans la remarque 1.1.14 de [BBD],
pour la structure de catégorie triangulée du théoreme 1, la réciproque n’étant
pas vraie en général. En fait, les diagrammes considérés dans loc. cit. sont
exactement les n-triangles 2-distingués.

1.7. Soit Dia une sous-2-catégorie 2-pleine de la 2-catégorie Cat des petites
catégories, “admissible” comme domaine de définition d'un dérivateur trian-
gulé (par exemple Dia = Cat, ou Dia formée des catégories directes finies).

Théoreme 2. Pour tout dériwateur triangulé D de domaine Dia, et tout
I dans Dia, la catégorie D(I) est canoniquement munie d’une structure de
catégorie fortement triangulée, et pour toute fleche u : I — J dans Dia, le
foncteur u* : D(J) — D(I) est (canoniquement muni d’une structure de fonc-
teur) ezact.

On se bornera ici a décrire les n-triangles distingués de D(e), ou e désigne
la catégorie ponctuelle, dans le cas ou les ensembles ordonnés infinis D,
appartiennent a Dia. (Dans le cas contraire, on doit étre plus soigneux, et
choisir une partie finie de D,,, suffisante pour determiner, a isomorphisme
pres, un n-triangle distingué.)

On rappelle (voir [M]) qu’on note [J la catégorie opposée a la catégorie

(0,0) —(0,1)

L

et [, I les catégories opposées aux sous-catégories

(0,0) — (0, 1) (0,1)

| | |

(1,0) (1,0) —=(1,1)



de O0°, et 4 : I —0, ¢, : -] — [ les foncteurs d’inclusion. On dit qu'un
objet X de D(O) est homotopiquement cartésien (resp. homotopiquement
cocartésien) si le morphisme d’adjonction

X —i,,iX (resp. i- it X — X))

est un isomorphisme, le dernier axiome des dérivateurs triangulés assurant
qu'un objet de D(O) est homotopiquement cartésien si et seulement s’il est
homotopiquement cocartésien.

Notons
ipre—=0 1, e —=1

les foncteurs définis par les objets (0,0) et (1,1) de ™ et [J respectivement.
Le foncteur de suspension S : D(e) — D(e), défini par S = i} i, 4,,, est une
auto-équivalence de la catégorie additive D(e), et pour tout objet X de D(e),
le diagramme sous-jacent a l'objet i, 4,, X de D(O) est

X——0

dia(i-, i, X) ~ J{ i
0——S(X)

Soit £ un sous-ensemble de Z? muni de la relation d’ordre induit par
l'ordre produit sur Z2. On dit qu'un objet X de D(E) est homotopiquement
polycartésien si pour tous entiers ky, ky, ly, 1y, kg < ki, ly < 1y, tels que

(k.,1,) € E, pour g, 1 =0, 1, si 'on note i : ] — E le foncteur défini par

i(5>77) = (kmln) ) e,n=0,1,

l'objet i* X de D(O) est homotopiquement cartésien.

Soit n un entier, n > 0. Pour tout (z,,z,) € D,, on note aussi par
abus (z,,x,) : e = D le foncteur de la catégorie ponctuelle vers la catégorie
opposé de D,, défini par l'objet (z,,x,), et pour tout objet X de D(Dy)
on désigne par X, . ) la fibre (z,,7,)"(X) de X en (z,,z,), et par Fy le
diagramme sous-jacent a X

Soit X un objet homotopiquement polycartésien de D(D?) tel que pour
tout entier z € Z, Fy(z,x) = X, et Fy(z,o+n+1) = X, o0
soient des objets nuls de D(e). On va définir un isomorphisme fonctoriel



oy : Fxy oI, —= S o Fy comme suit. Soit (z,x,) dans D,,, de sorte que I'on
ait 1 <z, <2y +n+ 1. On en déduit un diagramme dans D,,

<x17x2> — (z, 7, +n+1)

| |

(29, 9) —> (29,2, +n+1)
d’ot un foncteur ¢ : J — Dy,
(0,0)
(1,0)
Comme (i*(X))(LO)
pothese des objets nuls de D(e), et comme (i*(X))
et (z'*(X))(Ll)
phisme canonique F(x,,x, +n + 1) = F(z,,2,)[1], qui est par définition
la valeur de ¢y en (x;,z,). On vérifie alors facilement que (Fy,py) est
un n-triangle, et on appellera un tel triangle n-triangle distingué standard.

Par définition, un n-triangle distingué sera un n-triangle isomorphe a un
n-triangle distingué standard.

(21, 25) 0,1) — (2,2 +n+1)
1,1

—
|—>($2,33'2) ) ( 5 )'—>($2,x1+n+1)

= X(CUQWQ) et (Z*(X))(OJ) = X(x17x1+n+1) sont par hy_
(0,0) - X(Ipzz) = F(‘Ilv 1’2)
= Xy, 4nt1) = F(2y, 7 +n+ 1), on en déduit un isomor-

Corollaire. Pour toute catégorie exacte &, la catégorie dérivée bornée D*(E)
de & est canoniquement munie d’une structure de catégorie fortement trian-
qulée.

Le corollaire est un cas particulier du théoreme 2, en vertu d’un résultat

de Bernhard Keller [K], affirmant Iexistence d’un dérivateur triangulé D¢ tel
que D*(E) = De(e).

1.8. 1l semblerait que les constructions de Franke dans [F| fourniraient,
pour tout entier n > 0, des exemples de catégories fortement triangulées non
équivalentes (comme catégories fortement triangulées) dont les catégories
n-triangulées sous-jacentes seraient équivalentes (comme catégories n-trian-
gulées).

1.9. Soit 7 une petite catégorie fortement triangulée. En vertu de 'axiome
FTRIII, 'application

D,, — ensemble des n-triangles distingués

définit un foncteur D° — Ens, et en composant avec I'inclusion A — D,
on en déduit un ensemble simplicial noté Q(7). Cet ensemble simplicial est
pointé par le O-triangle nul (défini par le choix d’un objet nul de 7). L’espace
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de la K-théorie de 7 est défini comme étant I’espace des lacets de la réalisation
topologique de cet ensemble simplicial pointé. En particulier, les groupes de
K-théorie de 7 sont définis par

Kn(T) = 7Tn+1<|Q(T)|) ) n=>0

Théoréme 3 (Neeman). Si A est une petite catégorie abélienne, ’espace
de K-théorie de A est canoniquement isomorphe a l'espace de K-théorie de
sa catégorie dérivée bornée, munie de sa structure canonique de catégorie
fortement triangulée (cf. corollaire du théoreme 2).

Ce théoreme est conséquence directe de la version de la théorie de Neeman
developpée dans [N] (voir aussi [N1] et [N2]).

Conjecture 1. Ce théoréme reste vrai pour une catégorie exacte.

Dans [M], on a introduit un espace de K-théorie pour un dérivateur tri-
angulé .

Conjecture 2. St D est un dérivateur triangulé, l’espace de K-théorie
de D est canoniquement isomorphe a l’espace de K-théorie de la catégorie
D(e), munie de sa structure canonique de catégorie fortement triangulée
(cf. théoreme 2).

La conjonction des conjectures 1 et 2 implique la conjecture de compa-
raison de [M]. La conjecture 2 ci-dessus semble néanmoins plus accessible, et
elle implique, en vertu du théoreme 3, la conjecture de comparaison, pour
une catégorie abélienne.
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