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0 Espaces de Banach : <« rappels > et notations

0.1 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach

Espace vectoriel normé sur K = R ou C.

Espace de Banach=Espace vectoriel normé complet.

0.2 Applications linéaires continues

Soient F, F' des espaces vectoriels normés sur K = R ou C. Pour une application linéaire f : £ — F,
équivalence entre :

(i) f est continue.
(ii) f est continue en 0.
(iii) il existe k € Ry tel que, pour tout = € F on ait || f(x)|| < k||z].

Si E, F sont des espaces vectoriels normés, on note L(F, F') 'espace vectoriel normé des applications
linéaires continues de E dans F'. On note et L(FE) l'espace vectoriel normé L(E, E) des applications
linéaires continues de E dans lui méme.

Norme : meilleure constante dans (iii). On a :
a) Vo € B, [|f (@) < (£«
b) siVx € E, ||f(x)|| < k||z| alors f est continue et || f|| < k.
Bn particulier [lgo 7] < [lglL /1|
Si F' est complet, L(E, F') est complet.
Dual : £(E,K). Transposée ‘T'({) = £ o T.
Pour T € L(E) et n € N, on définit T" en posant T° = idg et 7" = TT" = T"T.

0.3 Théoremes que 'on va utiliser

1 Complété. Si E est un espace vectoriel normé, il existe un espace de Banach B et un plongement
1 : E — B isométrique d’image dense unique a isomorphisme unique pres... Si F' est un espace de
Banach, L(E, F) = L(B, F).



2 Théoréme de Banach. La réciproque d’une application linéaire continue entre espaces de Banach
est continue.

3 Théoréeme de prolongement de Hahn-Banach. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, tout
¢ € F' se prolonge en f € E' avec la méme norme.

4 Corollaire. a) Six € E, non nul il existe { € E' avec ||0]| =1 et {(x) = ||z
b) Si F est fermé et x & F, il existe { € E' avec ||l]| =1 et {(x) = d(z, F).

0.4 Dérivation, intégration vectorielle

Dérivée d’une fonction vectorielle. On a f'(z) = df,(1). Si g : E — F différentiable et f : [ — F
dérivable, alors (g o f)(z) = dgsw)(f'(2)).

Soient [ un intervalle de R et E un espace de Banach et soit f : [ — E une application continue. Alors
f admet une primitive unique a I’addition d’une fonction constante pres.

Sige L(E,F), alors g(/abf(t)dt> = /abgof(t)dt.

0.5 Fonctions vectorielles

5 Dérivée. Une fonction f de U C K dans un espace de Banach E est dite dérivable en un point
1
a € U si la fonction u — ——(f(u) — f(a)) a une limite f'(a) € E quand u tend vers a. Cela signifie
u—a
que f est différentiable en a et df,(\) = A\f'(a) (pour A € K).

6 Inégalité des accroissements finis. Si f est une fonction continue de [a,b] dans un espace de
Banach F et dérivable sur |a,b| et si M € R, majore {||f'(¢)||; ¢ €]a,b[}, on a ||f(b)— f(a)|| < (b—a)M.

7 Primitive. Soit I C R un intervalle. Toute fonction continue f de I dans un espace de Banach E
admet une primitive, c’est-a-dire une application ¢ : I — E dérivable et telle que ¢’ = f. Deux telles

b
primitives different d’une constante. Pour a,b € I, on pose / f(t)dt = g(b) — g(a).

8 Fonctions analytiques. Une fonction f de U C K dans un espace de Banach E est dite analytique
si Vug € U, il existe une suite (ay)geny d’éléments de E' (nécessairement unique) et o > 0 tels que, pour

+00 +oo

u € U satisfaisant |u — ug| < a, la série Z arf(u — u)® converge et on a f(u) = Zakf(u —ug)k.
k=0 k=0

9 Rappel. a) Toute fonction analytique est continue.

b) Si f est analytique, l’ensemble des x € U au voisinage desquels f est nulle est ouvert et fermé.



1 Spectre et résolvante

Dans la suite, on se placera (presque( ?)) exclusivement dans le cas complexe.

1.1 Définitions

Soient E et F' des espaces de Banach. Une application linéaire continue 7" de FE dans F est dite inversible
s'il existe S € L(F, E) telle que SoT = idg et T'oS = idp. Cela signifie que I'application T est bijective
et que 7! est continue. Remarquons en fait que, par le théoreme de I'application ouverte, si 7' est
bijective, T~! est automatiquement continue. En d’autres termes, T est inversible si et seulement si
elle est bijective.

1.1 Lemme. Soient E un espace de Banach et R € L(E), ||R| < 1. Alors, idg — R est inversible.
La série de terme général (R™) converge. Sa somme est (idg — R)™". On a ||(idg — R) 7| < (1 —
IR NlGdp — R)™ —idpl < | RIL = [|RID™" et [I(idp — B)™ —idp — R < [[RI*A = [|R]) ™.

Démonstration. Pour n € N, posons S,, = ZR’“. Comme ||R"|| < [|R|]", pour p,qg € N, p < ¢, on
k=0

q
trouve [|S, — S|l = || Z RkH < ||R|IPTH(1 — ||R|))7Y, d’ou il ressort que la suite S, est de Cauchy,

k=p+1
donc convergente, puisque L£(F) est complet. Donc la série de terme général (R") converge. Notons S
sa somie.

Pourn € N,ona S, .1 = idg+RS,, = idg+S5, R. Passant a la limite, on trouve S = idg+RS = idg+SR,
donc (idg — R)S = S(idg — R) = idg. Donc idg — R est inversible et S = (idg — R) ™.

OnallS|| <Y R = 1—[IR[)™"; de plus, S—idp = RS, donc [lidp—5]|| < [|R||[|S] et S—idp—R =
keN
R%S, donc ||S —idg — R|| < ||R|I*|1S]. O

1.2 Proposition. Soient E, F des espaces de Banach. L’ensemble U C L(FE,F) des applications
linéaires continues inversibles est ouwvert dans L(E,F). L’application ¢ : T — T ' est continue et
différentiable de U dans L(F, E) ; sa différentielle en A € U est (dp)s : R+ —ATRA™.

Démonstration. Notons V' C L(E) I'ensemble des applications linéaires continues inversibles. Par le
lemme , V est un voisinage de idg, 'application ¢ : T + T~ (de V dans L(F)) est continue et
différentiable en idg et sa différentielle en idg est R — —R.

Venons-en au cas général. Soit A € U. Remarquons que T' € L(FE, F') est inversible si et seulement si
AT est inversible. Dans ce cas, T~ = (A™'T) ' A'. En d’autres termes, notons f : L(E, F) — L(E)
Iapplication T+ A™'T et g : L(E) — L(F, E) l'application S + SA™". On a U = f (V) et, pour
S eU, p(S)=g((f(S))). Il Sensuit que U est un voisinage de A et, comme f et g sont linéaires et
continues, ¢ est différentiable en A et (dp)s = g o (dv))iq, © f, c’est & dire dp(R) = —A"'RA™'. O

1.3 Définition. Soient E un espace de Banach et T' € L(FE). On appelle spectre de T et 'on note Sp T’
I’ensemble des A € C tels que T'— Aidg ne soit pas inversible. On appelle résolvante de T I'application
qui & A € C — SpT associe (Aidg — T') ™! noté aussi Ry(T).

1.4 Définition (Fonctions analytique). Une fonction f de U C K dans un espace de Banach E est
dite analytique si Vuy € U, il existe @ > 0 et une suite (a)reny d’éléments de | telle que, pour v € U

+00 +oo
tel que |u — up| < a, la série Zak(u — ug)" converge et on a f(u) = Zak(u — ).
k=0 k=0



1.5 Rappel. a) Toute fonction analytique est continue.

b) Si f est analytique, l’ensemble des x € U au voisinage desquels f est nulle est ouvert et fermé.

1.6 Théoréme. Soient E un espace de Banach non nul et T € L(E). Le spectre de T' est une partie
compacte non vide de C, et Uapplication ¢ : X — Ry(T') est analytique sur C — SpT.

Démonstration. Si A € C\ SpT, et |u— A|||RA(T)]| < 1, alors on écrit

donc pidg — T est inversible et

+oo

(1) R, (T) =" (A= w)*Ry(T)"*"
k=0

On en déduit que Sp T est fermé et que p est analytique.
Soit A € C tel que |A| > ||T||. On éerit Aidg — T' = A(idg — A7'T). Par le lemme [1.1] idp — A7 est

inversible, donc Aidg — T est inversible et
+o00

(2) Ry(T) =) A7+ 'T"
k=0

En particulier, Sp T est borné ; ¢’est donc un compact de C.
Il reste & montrer que SpT' # 0.
Nous allons démontrer mieux... O

1.7 Exercice. Trouver le spectre du décalage S : ¢o(N) — ¢o(N), S((z,)) = (yn) avec y, = Tp1 (i-e.
S(Toy oo Tpy) = (X1, Ty ).

Réponse : Tout X\ avec || < 1 est valeur propre (avec vecteur propre la suite (A"),en. Comme ||.S|| < 1,
il vient {A € C; |\ <1} C SpS C {A € C; |A] < 1}. Enfin, comme le spectre est fermé dans C, on a
SpS={reC; [A[<1}

1.8 Exercice. Trouver le spectre du décalage dans l'autre sens T' : ¢o(N) — ¢o(N), T'((z,)) = (yn)

avec Yo = 0 et yp, = xp—1 (i.e. T(z0,. .., Tn,...) = (0,20,...,Tpn,...)).

Réponse : Démontrons que pour A € C avec |A| < 1 I'application 7" — Aid n’est pas surjective.
On a ST =id, donc T'— Aid = (id — AS)T. On en déduit que im(7 — Aid) est I'image par id — AS de

“+o00

im7T = {((x,)) € co(N); zg =0}. Or id — AS est bijective d’inverse Z A"S™. Pour ((z,,)) € ¢o(N), on
n=0
a donc
+oo
((xa)) € Im(T = Nid) <= (id = AS) ' ((zn)) € ImT <= > N'a, = 0.
n=0

Comme ||T']] < 1,1l vient {\ € C; || <1} C SpT C {A € C; |A| < 1} et comme le spectre est fermé
dans C,on a SpT = {X € C; || < 1}.



1.2 Rayon spectral

1.9 Théoreme. Soient E un espace de Banach complexe non nul et T une application linéaire continue
de E dans FE.

a) La suite (|T"||*'™) est convergente.

b) Le spectre de T' n’est pas vide et l'on a

lim ||77]|"" = sup{|\|, A € SpT}.
n—oo

La convergence de la suite (||77||*/") résulte immédiatement du lemme suivant.

1.10 Lemme. Soit (uy,)nen+ une suite de nombres réels positifs ou nuls telle que, pour tout p, ¢ € N—{0}
on ait (tp4q)" < ubul. Alors

a) Pour tout p,k € N—{0}, on a up, < uy;
b) La suite (u,) converge vers inf{u,, n € N—{0}}.

Démonstration. a) Démontrons cela par récurrence sur p; c’est clair pour p = 1; si on connait

cette inégalité pour p € N — {0}, alors (1)) P™F < uzgul,j < ulPuf = uPH,

b) Notons m = inf{u,, n € N—{0}}. S’il existe k € N — {0} tel que ux = 0, alors m = 0 et, pour
tout p € N— {0}, on a w4, = 0, donc (u,,) converge vers m = 0.
Supposons désormais que, pour tout k € N — {0}, w;, # 0. Soit ¢ € R’. Comme m est le plus

grand des minorants de {u,, n € N — {0}}, il existe k € N — {0} tel que up < m + €. Soit
n € N— {0} et écrivons n = kp + r avec p,r € N, r < k. Alors, par a), u;, < ut? Py

r
kplr S Uy Uy
Donc ; b1/
rT/n — n
< kp/n_r/n Uy < Uy
Up X Uy Uy =ug \ — S U | — .
Uk Uk

(k=1)/n (k=1)/n
. Ui Uy

La suite (uk (—) ) converge vers u, donc, pour n assez grand, uy <—) < m+e.
U n UL

On a alors m < u,, <m +e. ]

Démonstration du théoréme [1.4.

a) Pour p,q € N—{0}, on a [|77"|| = [|T7T|| < ||T"[[|T*|, donc par le lemme [1.10}b), la suite
(|7™|*™) converge.

b) Posons r = r(T) = lim(||T"||"/"), et posons p = sup{|A|, A € SpT} (si SpT # P et p = 0 si
SpT = 0).
Soit A € C tel que |[A| > r. Alors la série de terme général A™"T™ est convergente (sa norme est

majorée, pour n assez grand, par k" pour tout k €]0, 1] tel que k|A| > r). Il en résulte (comme
“+o0o

au lemme |[1.1)) que idg — A\™'T est inversible et Ry (T) = Z A7*=1T* Done Sp T est inclus dans
la boule de centre 0 et de rayon r i.e. p < 7. =

Remarquons que, si T est inversible, alors | 77"/ ||(T~H)™|"/" (puisque T™(T~1)" = idg). On
en déduit que r(T)r(T~") > 1. En particulier, (T') > 0. Donc si 7(T) =0, SpT = {0}.
Démontrons I'inégalité p > r. Cela prouvera que en particulier que Sp 7" n’est jamais vide. Nous
utiliserons le lemme suivant :



1.11 Lemme. Pourt e R avect > p, et n € Z, on a
1 2m

2

0 st

AL A

\\/ //\
— o

e R0 (T) df = {

Démonstration. Sit € Ry et § € [0, 2] tels que te & SpT. Pour t > p et n € Z, posons

1

2
— / e R, 0 (T) db.
0

an(t) = 2

Pour t > p, posons M; = sup{||Rx(T)||; |\| = t}.
+oo

D’apres la formule (1), on a R0 (1) = Z(t —u)*e™ R0 (T)*** pour 6 € [0,27] et t,u € |p, +oo| tels
k=0

que |t —u|M; < 1.

On en déduit, en intervertissant Z et / , que

+00 2m
1 )
an(u) =3t - u)k<— / RO R L (T)+1 de),
2 Jo
k=0
donc a, est analytique sur ],07 +o0l.
Pour ¢ > 7, on a Ry.e (T Ze” FEDO=E=1TE donc a,(t) =t " T P sin > 1, et a,(t) = 0 sin < 0.
k=0
Par analyticité, cette égalité reste vraie pour tout t > p. O

Démonstration du théoréme . D’apres le lemme m pour t > p, on a t "|T" | < M;. On a donc
|77 < (P M)V = (¢ M) ", done 7 < ¢ O

1.3 Spectre et dualité

Rappel

1.12 Proposition. Soient E, F des espaces de Banach et T' € L(E, F). Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) T est injective d’image fermée.
(11) Il existe k € R tel que pour tout x € E on ait k||T(z)|| > |||
(111) Pour toute suite (x,) dans E, si (||T(z,)|]) — 0 alors (||z,|) — 0.

Démonstration. Si (i) est satisfaite, T détermine une application continue bijective T} de E sur l’espace
de Banach im 7T'. Par le théoréeme de Banach (th. [2] ', ), 77 est un homéomorphisme; si (x,) est une suite
de E telle que T'(z,,) = T1(z,) tende vers 0, alors x,, tend vers 0, d’ou (iii).

Montrons que (iii)=-(ii) : Si (ii) n’est pas satisfaite, pour tout n € N il existe y,, € E tel que ||y,| >
n||T(yn) | ; posons x, = ||ynl| " yn; alors, ||z,]| =1 et [|T(z,)|| < 1/n, donc (iii) n’est pas satisfaite.

Si (ii) est satisfaite, pour tout = € E tel que T'(x) = 0, on a ||z|| < k||T(z)|| = 0; donc T est injective. Si
(yn) est une suite de Cauchy dans im 7', écrivons y,, = T'(x,,) avec x,, € E;on a ||z, — || < E||Yyn—Yml|
donc la suite (x,) est de Cauchy, donc convergente, vu que E est complet; soit = sa limite; alors la

suite y, = T'(x,) converge vers T'(x) vu que T est continue; on a montré que im7T est complet, donc
fermé dans F. O]



1.13 Proposition. Soient E, F espaces de Banach et T € L(E,F). Alors'T € L(F', E') est inversible
st et seulement T est inversible.

Démonstration. Si T est inversible, comme T T = idg et 7T~ = idp, on trouve tTt(T_l) = idp et
HT™)'T = idp. Donc 'T est inversible et (*T)~* = {(T71).

Supposons inversement que “7" soit inversible.

Par le théoréme de Hahn-Banach (cor. [fa]), pour tout = € E. il existe £ € E', tel que ||¢|] < 1 et
{(z) = ||z||. Posons f = ("T)"'(¢). On a £ = "T(f) = foT et ||f]| < k||| < k, ot I'on a posé
k= ||(*T)"'||. On en déduit que ||z|| = f(T(x)) < k||T(x)|]. Par la prop. [1.12, T est injective et son
image est fermée dans F'.

Par le théoreme de Hahn-Banach (cor. . , il existe alors A C F’ tel que im T = ﬂ ker £. Soit £ € A;
teA
alors ¢ est nulle sur im T". Alors 'T'(£) = £ o T est nulle; comme "T" est injective, £ = 0. On en déduit

que A C {0}, donc imT = F. O

On en déduit immédiatement :

1.14 Corollaire. Soient E un espace de Banach et T € L(E). On a SpT = Sp'T. O

1.4 Décomposition du spectre

Soient E un espace de Banach, T' € L(E) et A € SpT. Nous distinguerons 3 cas :

a) A est une valeur propre de T, autrement dit 7" — Aidg n’est pas injectif.

b) A est une valeur propre de ‘T, mais n’est pas une valeur propre de T'; autrement dit 7' — \idg
est injectif et il existe une forme non nulle ¢ € E’ telle que ("I — Aidg/)(¢) = 0; on a alors
Co (T — Aidg) = 0, donc im (7" — Mdg) C ker £. Comme ker ¢ est fermé et distinct de E, alors
im (7" — Mdg) n’est pas dense dans E.

Inversement, si im (7" — Aidg) n’est pas dense, il existe par le théoreme de Hahn-Banach (cor.
@ une forme non nulle ¢ € E’ telle que im (T — Aidg) C ker£. On en déduit que A est une
valeur propre de ‘T

¢) A n’est une valeur propre ni de T, ni de 'T', mais A est quand méme dans le spectre de T'. Alors,
T — Midg est injectif, son image est dense mais n’est pas fermée.

1.15 Définition. Soient E un espace de Banach et T' € L(E).
e On appelle spectre ponctuel de T' P'ensemble Sp,T" des A € C tels que T' — Aidg ne soit pas
injectif.
e On appelle spectre résiduel de T' 'ensemble Sp,. T" des A € C tels que T'— Aidg soit injectif, mais
son image ne soit pas dense.
e On appelle spectre continu de T' I'ensemble Sp,.T" des A € C tels que T" — Aidg soit injectif, a
image dense mais pas fermée.

1.16 Exercice. Soit F un espace de banach et soient S,T € L(E). On suppose que
ISII=TIl=1, ST =idg et TS #idg

Démontrer que :

1. T'S est idempotent ; idg — T'S est idempotent ;



2.

3.

ker S = im(idg —T'S) (en particulier S n’est pas injectif) et im 7" = ker(idg —7'S) (donc 7" n’est
pas surjectif) ;

pour A € C, avec |A\| < 1, on a
a) S — Mdp est surjectif et n’est pas injectif ; son noyau est im(idg — A7)~ (idg — T'S)

b) T — Aidp est injectif et n’est pas surjectif son image est ker(idg — T'S)(idg — AS) ™! (elle est
donc fermée).

c) SpT' =8SpS ={A e C; |A| <1}

1.17 Proposition. Soient E un espace de Banach et T € L(E).
a) On aSp, T =Sp,'T —Sp,T et Sp.'T C Sp,T.
b) Si E est réflexif, Sp,'T = Sp,.T.

Démonstration. a) On a vu que A est dans le spectre résiduel de T, si et seulement si A est une

valeur propre de T, mais n’est pas une valeur propre de T, d’ou la premiere assertion.

Si A € Sp, T, alors il existe x € E non nul tel que T(z) = Az, donc pour tout £ € E', on a
(*T'—Xidg)(€))(z) = 0. L’ensemble des f € E’ tels que f(z) = 0 est un sous-espace fermé de F',
distinct de £’ (par le théoreme de Hahn-Banach - cor. 4.a), qui contient I'image de "T" — Aidg ;
cette image n’est donc pas dense, donc \ & Sp, ‘T

Comme Sp, T' C Sp, "T, Sp.'T est contenu dans Sp T (par le cor. 1.14) et ne rencontre ni Sp, T,
ni Sp, 7. Donc Sp, T C Sp, T

Supposons enfin que E soit réflexif. Si A € Sp, *T', alors I'image de “T" — Nidy n’est pas dense.
Par le théoreme de Hahn-Banach (cor. 4.b), il existe une forme linéaire non nulle h € E” nulle
sur 'adhérence de im(*T" — Aidg/). Comme E est réflexif, il existe z € E tel que h = I(z),
ou I désigne 'application canonique de E dans son bidual. Donc, pour tout £ € E' on a 0 =
h(('T — Xidg/)(£)) = h(lo T — M) = (o T — \)(z) = (T (z) — A\z). Comme cela est vrai pour
tout £ € F', il en résulte (par le théoréme de Hahn-Banach - (cor. 4.a)) que T'(z) — Az = 0. Or
x # 0, puisque I(z) = h. On a montré que Sp, ‘T C Sp, T'. Alors, Sp, T' ne rencontre ni Sp, ‘T,
ni Sp,. *T". On a donc Sp,"T" = Sp, T O]



2 Calcul fonctionnel

2.1 Calcul fonctionnel rationnel

2.1 Proposition. Soient E un espace de Banach et T € L(E). Notons A C C(X) l’ensemble des
fractions rationnelles sans poles dans SpT. Il existe un unique homomorphisme d’algebres ® : A —
L(E) tel que ®(1) =idp et P(X) =T.

Démonstration. Montrons d’abord l'existence. Pour un polynome P = Zaka € C[X], on pose
O(P) = Zaka (e L(E)). I est clair que ® est linéaire et que, pour P,Q € C[X] on a ®(PQ) =
O(P)P(Q).

Soit P un polynome non nul; supposons que les racines de P ne sont pas dans Sp 7. Ecrivons P =
an,(X —r1)...(X — 1), ou les ry sont les racines de P comptées avec leur multiplicité. Alors ®(P) =

an(T — riidg)...(T — r,idg) ; comme les 7, ne sont pas dans le spectre de T, tous les T' — ridg sont
inversibles, donc ®(P) est inversible.

Soit f € A. Il existe P,Q € C[X], avec f = P/Q et tels que @ n’ait pas de racines dans Sp 7. Si
P1, @ sont d’autres polynomes tels que f = P;/Q; et tels que Q1 n’ait pas de racines dans Sp 7', alors
PQ, = QPy, donc ®(P)®(Q;) = ®(Q)®(P,) ; multipliant & gauche par ®(Q) ' et a droite par ®(Q;) ",
on trouve ®(Q)'®(P) = ®(P,)®(Q,)". On en déduit que ®(Q) '®(P) = ®(P)P(Q)" " (en prenant
P, =Pet Q = Q), puis que ®(P)®(Q)"" ne dépend pas du couple P,Q € C[X], avec f = P/Q et
tels que @ n’a pas de racines dans Sp 7. On pose ®(f) = ®(P)®(Q) .

Soient f,g € A; choisissons des polynémes P,Q et R tels que f = P/R, g = Q/R et tels que R n’ait
pas de racines dans SpT. Pour A\, u € C, on a ®(\f + jug) = AP + uQ)®(R)™! = A\®(f) + u®(g) et
O(f)2(g9) = 2(P)2(R)'Q(Q)2(R)™! = (P)(Q)2(R) ™ = 2(fg).

Siv: A — L(F) est une application vérifiant les mémes conditions, on montre par récurrence sur n € N
que W(X™) =T"; par linéarité, ¥ et ® coincident sur C[X]. Soit f = P/Q € A (ou @ est un polynome
sans poles dans SpT'). Alors fQ = P; donc V(f)¥(Q) = Y(P), donc ¥(f)P(Q) = &(P) = (f)2(Q);
comme ®(Q)) est inversible, il vient U(f) = ®(f). O

Soient F un espace de Banach, T' € L(FE) et f une fraction rationnelle sans poles dans Sp 7. 1’élément
®(f) défini dans la propl2.1] se note f(T).

2.2 Proposition. Soient E un espace de Banach, T € L(E) et f € C(X) une fraction rationnelle
sans poles dans SpT'. Alors on a Sp f(T') = f(SpT) et, pour toute fraction rationnelle g € C(X) sans

poles dans f(SpT), on a g(f(T)) = (go f)(T).

Démonstration. Soit X € C. Si f — X ne s’annule pas sur le spectre de T, la fraction rationnelle
h = (f —A)~" n’a pas de poles dans SpT'; or (f — A)h = 1, donc (f — \)(T)h(T) = idg, de méme,
RT)(f — N(T) = idg. Donc f(T) — ANidg = (f — A)(T) est inversible. On a montré que Sp f(T) C
fSpT).

Soit A € C qui ne soit pas un pole de f; alors, il existe une fraction rationnelle h sans poles dans
SpT telle que f — f(A) = (X — A)h. Alors f(T) — f(N)idg = (T — MNdg)h(T) = h(T)(T — Nidg) ; si
f(T) — f(N)idg est inversible d’inverse S, alors (T — Aidg)h(T)S = idg = Sh(T)(T — Aidg); alors
T — \idg est inversible a gauche et a droite donc il est inversible, i.e. A € SpT'. Donc si A € SpT', alors
f(A) € Sp f(T). On a montré que f(SpT') C Sp f(T).

Notons A C C(X) I'ensemble des fractions rationnelles sans poles dans Sp f(7'). Les applications A —
L(E) définies par g — (go f)(T) et g — g(f(T)) vérifient les conditions de la prop. 2.1] (relativement
a f(T)); donc elles coincident. O



2.2 Rappels sur les espaces hilbertiens

2.3 Définitions. a) Produit scalaire : Un produit scalaire sur un espace vectoriel complexe E est
une forme sesquilinéaire, hermitienne, positive, non dégénérée.

b) Norme : Si ( | ) est un produit scalaire sur £, I'application = — 1/ (z|x) est une norme sur FE,
appelée norme associée a ( | ).

c¢) Espace préhilbertien (complexe) : un espace préhilbertien est un espace vecoriel complexe muni
d’un produit scalaire.

d) Espace hilbertien (complexe) : un espace hilbertien est un espace préhilbertien complet (pour
la norme associée).

Le fait que x — +/(z|x) est une norme, utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace préhilbertien. Pour tout z,y € E on a |{z|y)|* <
{]2) {yly)-

2.5 Complété. Le complété d’un espace préhilbertien est un espace hilbertien.

Dans la suite on fixe un espace hilbertien H.

2.6 Orthogonalité. Deux vecteure sont dits orthogonaux si (z|y) = 0. L’orthogonal d’une partie
ACH=A{x¢€; Yye A, (zly) =0}. Cest un sous-espace vectoriel de H.

2.7 Théoreme de projection. Soit C' une partie convexe fermée non vide de H. Pour tout x € H,
il existe un et un seul point yo de C' en lequel la fonction y — ||y — z|| atteint son minimum. Pour tout
y € C, la partie réelle de (x — yoly — yo) est négative.

2.8 Proposition. Soit E un sous-espace vectoriel fermé de H. On a E @ E+ = H.

Pour x € H, on note ¢, : H — C l'application y — (x|y). D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢,
est une forme linéaire continue et ||/, || < z. Egalité puisque £,(z) = ||z|*.

2.9 Dual. L’application x — €, est un isomorphisme antilinéaire de H dans H.

Formes sesquilinéaires
2.10 Proposition. Soit E un espace vectoriel normé. Pour une forme sesquilinéaire (ou bilinéaire)
B : E x E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) L’application B est continue.
(ii) L’application B est continue en (0,0).
(ili) 1l eziste k € Ry tel que, pour tout (x,y) € E x E on ait |B(z,y)| < kllz||||ly]]-

Démonstration. (i)=-(ii) est clair.

(ii)=-(iii) : si (i7) est satisfait, il existe a > 0 tel que, pour z,y € E, on ait ||z]| < a et |ly|| < «
impliquent |B(z,y)| < 1.

Soient alors x,y € E non nuls. Posons z; = ﬁx et y; = H;;Hy. Puisque ||z1]| = a et ||y1|| = «a,

g . 1
il vient |B(ar, )| < 1, soit [B(z, )| < — /]l

10



(iii)=-(i) : supposons que (iii) soit satisfait. Soit (zo,v9) € E x E et ¢ > 0. Soit (x,y) € E x E.
g

Posons « = . Supposons que ||z — zo|| < a et ||z — 29| < a. Comme
E(llzoll + llyoll +1) +-¢

B(;C,y) - B(x07y0) = B(Q? - x(],y) + B(xo,’y — yo), il vient
|B(x,y) = Blzo, yo)| < k([lz — zollllyll + lzollly = woll) < keelllyll + [[zol])-

Or [[yll < lly=yoll+lwoll < a+|yoll < 1+[lyol|- Donc [B(z, y)—B(xo, yo)| < ka(1+]yol|+[zoll) <
€. O

Si B est une forme sesquilinéaire continue, on pose || B|| = sup{|B(z,y)|; (z,y) € H?, ||lz| <1, |ly|| <

1.

2.11 Proposition. Soit H un espace hilbertien. Pour toute forme sesquilinéaire continue B : H X
H — C il existe une unique application linéaire continue T € L(H) telle que pour x,y € H on ait

B(z,y) = (2|Ty). On o ||T| = |BJ|.

Démonstration. Pour T' € L(H), notons Br la forme sesquilinéaire (z,y) — (x|Ty).
Pour tout (z,y) € H?, on a |Br(z,y)| < |Tylllzll < ||T|||z|/||lyll, donc By est continue et | Br|| < ||T.

De plus, pour tout y € H, on a |[Ty|* = Br(Ty.y) < || Brlll|Tyllyll, donc, pour tout y € H, on a
1Tyl < \Brllllyll. L vient [T < [|Br, done |[Br|| = [T

Soit B : H x H — C une forme sesquilinéaire continue. Pour y € H, notons f, la forme linéaire =
B(z,y). D’apres le théoreme , il existe un unique vecteur T'(y) € H tel que l'on ait f,(z) = (T'(y)|z),
soit B(z,y) = (z(|T(y)).

On a alors pour tout y1, y2, # € H x H et tout A1, Ay € C*, B(z, (A1y1 +Xayn)) = M B(z,y1) + Ao B(, y2)
soit (z|MT(y1) + AT (y2) — T (Myr + Aay2)) = 0, donc T est linéaire.

Enfin, par défmition |[T()]| = £, = swp{|B@,p)l; = € H, o]l < 1} < |Bllyll, donc T est
continue. O

2.12 Adjoint. Pour tout T € L(H), il existe un unique T* € L(H) tel que, pour tous x,y € H on ait
(Tly) = (2|T"y).
2.13 Propriétés de ’adjoint. Pour S,T € L(H) et A\ € C, on a :
a) (T*) =T,
b) (S+T) =S"+T";
c) (AS) = \S*;
d) (TS)" =S"T*;
e) |IT|| = 17| ;
0 17T = TP
g) On akerT* = (imT)*.
2.14 Définition. Un élément T' € L(H) est appelé
a) unitaire si T*T =idy =T o T™.
b) autoadjoint si T =T~
) normal si T*oT =T oT*
)

d) positif §'il est autoadjoint et, pour tout z € H on a (T'(x)|z) € R,.

C
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2.3 Propriétés du spectre dans un espace hilbertien

2.15 Théoreme de Lax-Milgram. Soit E un espace hilbertien et soit T une application linéaire
continue de E dans E. On suppose qu’il existe o > 0 tel que, pour tout x € E, on ait ‘(T(x)|x>’ >
al|z||?. Alors T' est bijective et | T < a.

Démonstration. On a ||z|| < «|Tz| donc T est injective et son image est complete, donc fermée. Si
z € (imT)* alors |(T'(z)|z) = 0, donc |z|* = 0. O
2.16 Théoreme. Soit H un espace hilbertien.

a) Le spectre de tout élément unitaire de L(H) est inclus dans U(1) ={z € C, |z| = 1}.

b) Le spectre de tout élément autoadjoint de L(H) est inclus dans R.

¢) Le spectre de tout élément positif de L(H) est inclus dans R .

d) SiT € L(H) est normal, alors ||T|| = p(T).

Démonstration. a) Soient U € L(H) un élément unitaire et A € SpU. Comme ||U]| < 1, le rayon

spectral de U est inférieur ou égal a 1, donc |A| < 1; de plus, comme U est bijectif, A # 0 et par
la prop. , A teSpUtor Ut =U* done U < 1;il en résulte que A7 < 1.

b) Soit T' un élément autoadjoint. Pour A € R, A = a+ib, et x € H, on a (T — Xid)(z)|x) =
((T = aid)(z)|z) — ib]|z||*. Or (T — aid)(z)|z) est réel, donc [((T — Aid)(z)|z)| > [b][|z|*. Alors
T — \id est inversible d’apres le théoreme de Lax-Milgram.

¢) Soit T" un élément positif. Par @, le spectre de T" est contenu dans R. Soit A € R’. Pour tout
x € H,on a (z|(T + Mdg)z) > Mz|x), donc (T + Aidy) est inversible d’apres le théoreme de
Lax-Milgram, donc —\ € SpT'.

d) Soit S un élément autoadjoint. Alors S = S*, donc ||S?|| = ||S*S|| = ||S||* (prop. [2.13}f). Comme

S* est autoadjoint, on en déduit par récurrence sur n I'égalité, on a ||S*'|| = ||S||*".

Soit T € L(H). Alors T*T est autoadjoint. Par le calcul ci dessus, ||(T*T)*"| = || T*T||*" =
|T)*". Si T est normal, on a (T*T)?" = (T%")*T%". Il vient | T%"||? = ||T|]>"", soit |T?"|]>" =
|T||. Passant a la limite, il vient p(7") = ||T]. O

2.17 Remarque. Si T € L(H) est normal, alors Sp, T = (). En effet, pour tout x € T, on a ||Tx| =
|T*z||. Si T™ est non injectif, alors il en va de méme pour 7.

2.18 Proposition. Soient H un espace hilbertien, T € L(H) et f € C(X), sans pole dans SpT'
Notons f € C(X) la fraction rationnelle telle que, pour X € C qui ne soit pas un pdole de f on ait

F) =F(N). Ona f(T) = J(T7).

Démonstration. Notons A C C(X) 'ensemble des fractions rationnelles sans poles dans Sp T'. L’appli-
cation A — L(FE) définie par f — f(T™)* vérifie les conditions de la prop. ; donc elle coincide avec

fe= f(D). O
2.19 Proposition. Soient H un espace hilbertien, T € L(H) un opérateur normal et f € C(X), sans
pole dans SpT. Alors f(T) est normal.

Démonstration. Pour toute partie Y C L(H), on appelle commutant de Y et on note Y’ I'ensemble
Y'={SeL(H), VT €Y, ST =TS}.

Il est clair que, pour toute parte X de L(H), 'ensemble X' est une sous-algebre (fermée) de L(H).
Soient X et Y sont des parties de £L(H). On a :
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a) XV < Y cCcX.

b)) XCY=Y CX\

c) Si S € X' et S est inversible, alors, pour tout 7 € X ona S™'T = S7!'TSS™ ' = §71STS™! =
TS™*; donc S™' € X'. 1l s’ensuit que si S € X' et f € C(X), sans pole dans Sp S, alors
f(S)e X"

Prenons Y = {T,T*} et B=Y".

Comme TT* =T*T,onaY C B,donc B CY' =B :sia,be B',alorsa € B’ et b € B donc ab = ba :
l'algebre B’ est commutative (d’apres @)

Comme B C Y'(= B), il vient Y C B’ (d’apres [b).
On a f(T), f(T*) € B’ (daprés .
Donc f(7T') est normal. O

2.4 Calcul fonctionnel continu

Si K est un espace compact, on note C'(K) I'espace de Banach des fonctiolls continues de K dans C
muni de la norme f — || f|lo = sup{|f(z)|, x € K}. Si f € C(K), on note f l'application x — f(x).

Si K est une partie compacte de C, on note z € C(K) l'application A — A. Si f est une fonction
rationnelle sans poles dans K, on note f(z) 'application A — f(A).

Rappels :
2.20 Théoremes de Stone-Weierstrass. a) Soit K une partie compacte de R. Toute fonction
continue de K — C est limite uniforme de polynomes.

b) Soit K une partie compacte de U(1). Toute fonction continue de K — C est limite uniforme de
polynomes trigonométriques.

Nous utiliserons le résultat suivant :

2.21 Lemme. Soient E un espace normé et F' un espace de Banach. Soit £ C E un sous-espace dense.
Pour tout f € L(E,F), il existe une unique g € L(E, F) qui prolonge g. On a || f|| = ||g]|-
2.22 Théoreme. Soient H un espace hilbertien et T € L(H) autoadjoint ou unitaire.

a) 1l existe une et une seule application linéaire continue ® : C(SpT) — L(H) telle que (1) = idy,
O(2) =T et, pour tout f,g € C(SpT), on ait P(fg) = P(f)P(g).

b) Pour toute fraction rationnelle f sans pole dans SpT', on a ®(f) = f(T).

c¢) De plus, ® est isométrique et, pour tout f € C(SpT), on a ®(f)* = ®(f).
Démonstration. Notons A C C(X) I'ensemble des fractions rationnelles sans pole dans SpT'. Notons
¢: A— C(SpT) l'application f +— f(z), et ¥ : A — L(H) l'application f +— f(T).

e Si T est autoadjoint, Sp T est une partie compacte de R et ¢(A) contient les polynomes.
e Si T est unitaire, SpT C U(1), et comme pour tout n € Z, p(z") € p(A), ¢(A) contient les
polynomes trigonométriques.

Dans les deux cas ¢(A) est dense dans C'(SpT') d’apres Stone-Weierstrass.
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a) Existence. Pour tout f € A, f(T) est normal (par la prop{2.19), donc sa norme est égale

& son rayon spectral (par le théoreme [2.16]d); donc [|f(T)| = sup{|A], A € Spf(T)} =
sup{|f(A\)|, A € SpT}, puisque, par le calcul fonctionnel rationnel (prop. 2.2), Sp f(T) =

f(SpT). En d’autres termes, on a [|[U(f)]| = ||[¢(f)]l-
Par le lemme [2.21] il existe une (unique) application linéaire continue ® : C(SpT) — L(H) telle
que ¥ = ® o ¢.
On a ®(1) = ®(p(1)) = Y(1) = idy; ¢(2) = ®(¢(X)) = V(X) = T'; les applications qui
a (f,g) € C(SpT) x C(SpT) associent respectivement ®(fg) et ®(f)P(g) sont continues et
coincident sur ¢(A) x ¢(A); donc elles coincident ; en d’autres termes, pour tout f,g € C(SpT),
on a ®(fg) = (f)®(g).
Unicité. Soit &, : C(SpT) — L(H) une autre application vérifiant ®,(1) = idy, ¢1(2) = T
et, telle que pour tout f,g € C(SpT), on ait ®1(fg) = P1(f)P1(g). Par Par 'unicité du calcul
fonctionnel rationnel, (prop. ® o ¢ et ®; o ¢ coincident ; par densité de ¢p(A), on trouve
P = P,.

b) Par construction.

c¢) De plus, I'ensemble des f € C(SpT) tels que ||P(f)]| = ||f]| est fermé et contient ¢(A); donc P
est isométrique.
L’algebre (A) est stable par la conjugaison et, pour f € ¢(A), on a ®(f) = &(f)*
e Si T est autoadjoint, p(P) = go(ﬁ) et P(T") = (P(T))":

e Si T est unitaire, p(P) = o(P(X ")) et P(T*) = (P(T))".
L’ensemble des f € C(SpT), telles que ®(f)* = ®(f) est fermé et contient ¢(A); donc, pour
tout f € C(SpT), on a &(f)* = &(f). ]

Soient H un espace hilbertien, 7' € L(H) autoadjoint ou unitaire et f une fonction continue sur Sp 7.
L’élément ®(f) défini dans le théoreme se note f(T).

2.23 Théoreme. Soient H un espace hilbertien, T € L(H) autoadjoint ou unitaire et f une fonction
continue sur SpT'. Alors :

a) f(T) est normal. On a Sp f(T) = f(SpT).

b) Si f(SpT) C R, f(T)=f(T)*; si f(SpT) C U(1), f(T) est unitaire. Dans ces deuz cas, pour
toute fonction g € C(Sp f(T)) on a (go f)(T) = g(f(T)).

Démonstration. a) On a f(T)* = f(T), donc f(T)f(T)" = (ff)(T) = f(T)" f(T), donc f(T) est

normal.

Si A& f(SpT), notons h € C(SpT) la fonction s +— (f(s)—A)"'. Onah(f—N) = (f—Ah =
donc h(T)(f(T) — Xidy) = (f(T) — Nidg)h(T') = idy, donc X & Sp f(T).

Cela prouve que Sp f(T') C f(SpT).

Inversement, soit A\g € SpT. Pour A € SpT, posons fi(\) = f(A) — f(Xo) et g(A) = || fill% —

|f1(A\)[?. Remarquons que la fonction g prend ces valeurs dans [0, || f1]|%] et que g(Xo) = || f1]|%,
de sorte que [|glloc = || f1]l%-
On en déduit que ||g(T)| = [|fill% et, puisque g(T) est positif, ||g(T)|| € SpT. Or g(T) =

1f1llZidu — f(T)* fi(T), done 0 € Sp fi(T)* f(T). On en déduit que fi(T)*f1(T) n'est pas
inversible, donc f1(7T') n’est pas inversible, i.e. f(Ag) € Sp f(T).

b) Si f = falors f(T) = f(T) = f(T)*; si f(SpT) C U(1), alors ff = 1, donc f(T)*f(T) =
(Y F(T)* = (ff)(T) = idy, donc f(T) est unitaire. L’application g + g o f(T) vérifie les
conditions du théoréme [2.22] (relativement & f(7)), donc coincide avec g — g(f(T)). O
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2.5 Opérateurs positifs

2.24 Théoreme. Soient H un espace hilbertien et T € L(H). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout x € H, (z|Tx) € Ry ;
(i) Il existe S € L(H), T = S*S;
(iii) 11 existe S € L(H), S =S*, T = S?*;
(iv) T=T" et SpT C R,.

Démonstration. On a (x|S*S(z)) = (S(x)|S(z)) € Ry, donc (ii)=(i).
(iii)=-(ii) est clair.
(i)=-(ii) résulte du théoreme 2.16.c)

Supposons que T = T* et SpT C R ; notons f € C(Spt) Papplication t — v/t ; par le théoreme .b),
ona f(T) = f(T)*; de plus f*> = z, donc f(T)* =T (par le théoreme [2.22)), donc (iv)=(iii). O

Un élément autoadjoint de L(H) satisfaisant aux conditions équivalentes du théoreme est appelé
positif (définition 2.14). On note L(H ), l'ensemble des éléments positifs de L(H ).

Pour T' € L(H); et o € RY, on pose T* = f(T), on f € C(SpT) est I'application ¢ — ¢*. Pour
a,3€ R, ona TP = T°T# et, par le théoreme .b), (TP =T,

2.25 Proposition. Pour T € L(H),, il existe un et seul S € L(H), tel que S* =T.

Démonstration. Pour S,T € L(H), on a (SH)Y? = S et (T2 =T, donc T = §? «— S =T
d’ou la proposition. O

Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). On appelle module de T et on note |T'| 'unique
S e L(E), tel que S* =T*T.

2.26 Proposition (Décomposition polaire). Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). 1
existe un et un seul u € L(E, F), nul surker T tel que T = u|T|.

Démonstration. Pour x € E on a |T(z)|* = (z|T*T(x)) = |||T|(z)||*; en particulier, ker T = ker |T;
par la proposition ??, 'adhérence de I'image de |T'| est donc 'orthogonal de ker T'; pour z € E et
y € ker T', on a alors || T(x)||* = ||T|(2)|* < [IT1(2)II* + llylI* = [IIT](z) + y[|*. Comme im |T| + ker T
est dense dans F et F' est complet, il existe un unique élément u € L(FE, F') tel que, pour tout x € F
et tout y € ker T' on ait u(|T|(z) + y) = T(z) (lemme [2.21)). O

Soient F et F' des espaces hilbertiens et T € L(FE, F'). On appelle phase de T' 'unique u € L(FE, F') nul
sur ker T tel que T' = u|T|. La décomposition T' = u|T'| s’appelle décomposition polaire de T.

2.27 Proposition. Soient E et F des espaces hilbertiens et T € L(E,F). Notons T = u|T| sa
décomposition polaire.

a) On auw*T = |T|; de plus, u*u et uu* sont les projecteurs orthogonauz sur l’orthogonal du noyau
de T et sur l'adhérence de ['tmage de T respectivement.

b) Le module de T* est uT* = Tu" ; sa phase est u*.
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Démonstration. a) Soient x,y € E, z; € kerT et z5 € ker T*. On a

(W Tz +2)|(ITly + 21)) = (T + 22)u(Ty + 21))
(Tz + 2)|Ty)
= (Tz,Ty) car z, € (imT)*
(1T, |Ty)
(

|T|x|(|T'|y + 21)) car z; € (im \T\)L.

Comme l'ensemble {|T'|y + z1; y € E, z1 € ker T'} est dense dans E, on en déduit que, pour
tout © € E et tout z5 € ker T* on a u*(Tx + 29) = |T'|x. En particulier, u*T = |T|.

Notons p le projecteur orthogonal sur I’adhérence de 'image de |T'| (i.e. 'orthogonal de ker T').
On a w*u|T| = w*T = |T|; comme u*u s’annule sur ker 7', il coincide avec p sur im |T'| 4+ ker T';
comme ce sous-espace est dense dans E, on a u*u = p.

Notons ¢ le projecteur orthogonal sur 'adhérence de l'image de 7. On a wu*T = u|T| = T';
comme wu* s’annule sur ker 7* = (imT)*, il coincide avec ¢ sur im7T + ker T*; comme ce
sous-espace est dense dans F', on a uu* = q.

Ecrivons |T'| = S*S (theoreme ;alors Tu* = u|T|u" = (Su*)*(Su*). On en déduit
immédiatement que Tw* est positif; alors Tu* = (Tu*)* = uT*; de plus (Tu*)? = uT*Tu* =
u|T[*u* = TT*; par définition du module, |T*| = Tu* = uT™.

De plus, u* s’annule sur ker 7% et u*u(y) = y pour tout y € im T* C (ker T)*, donc u*(uT™*) =

T ; par définition, la phase de T™ est u™. m
2.28 Remarque. On déduit aisément des calculs ci-dessus les identités suivantes :
T =ulT| = |T"u = uT"u, |T| =u'T =Ty = u*|T"|u,
T =u"|T"| = |T|u* = u"Tu", |T"| = u|T|u* = Tu" =uT™.

En particulier T et |T'| ont méme image et u est un isomorphisme de I'image de T™ sur celle de T'.
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3 Applications linéaires compactes

3.1 Généralités

3.1 Définition. Soient E et F' des espaces de Banach. Une application linéaire T' € L(FE, F) est dit
compacte si 'image par T de la boule unité fermée de E est (normiquement) relativement compacte

dans F. On note KC(E, F) l'ensemble des applications linéaires compactes de E dans F. On pose
K(E)=K(E,E).

Rappelons qu'une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement compacte dans X
s’il existe une partie compacte B de X contenant A. Dans ce cas B est fermée dans X donc contient
A et A est alors fermé dans B donc est compacte. Autrement dit, A est relativement compacte si et
seulement si A est compacte.

Si X est un espace métrique, A C X est relativement compact si, de toute suite dans A on peut extraire
une suite convergeant dans X.

3.2 Proposition. Soient E, F et H des espaces de Banach, S € L(E,F) etT € L(F,H); si S ouT
est compacte alors T'S est compacte.

Démonstration. Si K C F est compact et contient 'image par S de la boule unité de E, alors T'(K)
est compact et contient 'image par T'S de la boule unité de F.

Remarquons que I'image par S de la boule unité de F, est contenue dans la boule de F' de centre 0 et
de rayon ||S]|. Si K C H est compact et contient I'image par 7" de la boule unité de F, alors ||.S|| K est
compact et contient 'image par T'S de la boule unité de E. O

3.3 Remarque. Si T' € K(FE, F), application y > ||y|| est bornée dans le compact T'(Bg), donc T
est continue.

3.4 Proposition. Une application linéaire continue de rang fini est compacte.

Démonstration. Soit T' : E — F une application linéaire continue de rang fini. On écrit T = j o T}
ou Ty : E — imT est 'application T' + T'(z) de E dans im 7. Comme la boule unite B; de im 7T est
compacte, 'application d’inclusion j : imT — F' est compacte. En particulier, si F, F' sont de dimension

finie, L(E,F) = K(E, F). O

En particulier, si E ou F est de dimension finie, K(E, F) = L(E, F).

3.5 Proposition. Soient E et F des espaces de Banach. L’ensemble K(E,F) est un sous-espace
vectoriel fermé de L(E, F).

Démonstration. 11 est clair que 0 € IC(E, F') et que, si T € K(E,F) et A € C, alors \T' € K(E, F). Si
K et K5 sont des parties compactes de F' alors K X Ky est compacte dans F' x F', donc Ky + Ky =

{z+vy, (x,y) € Ki x Ky} est compact dans F'; on en déduit que K(E, F') est un sous-espace vectoriel
de L(E, F).

Soit T' € K(E, F). Notons B la boule unité de E et montrons que T'(B) est relativement compact. Soit
(x,,) une suite d’éléments de B. On doit démontrer qu’il existe une sous-suite telle que T'(x,,) converge
dans F. On écrit T' comme une limite d'une suite (7)) d’éléments de K(E, F').

On construit une application strictement croissante g : N — N telle que (T O(x%(n))> converge, puis
n

une suite extraite de (@y(n))n, ¢’est-a-dire une application strictement croissante ¢; : N = N telle que
(Tl (xwl(n))> converge et ¢1(N) C ¢o(N).
n
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On construit ainsi par récurrence une suite d’applications strictement croissantes ¢ : N — N telle que,
pour tout k, la suite (Tk(x%(n))) converge et vr11(N) C ¢r(N).
n

On pose alors p(n) = @,(n) et 2, = Tym)-

Remarquons que, pour tout k, on a p(n) € ¢r(N) pour n > k, donc la suite (Tk(zn)> extraite de la

n>k

suite <Tk(x<pk(n))> converge. Soit y, € F sa limite.
Appliquons une interversion de limites : démontrons que la suite (y;) est de Cauchy et que limy;, =
Hm T'(z,).
Soit € > 0. Comme la suite (7},) converge en norme, il existe ng tel que, pour n > ng et tout € B on
ait ||T'(x,) — T'(x)|| < €/4. Soient n,m > ng; pour tout k, on a ||T,(zx) — Tin(2x)|| < €/2, donc, a la
limite ||y, — ym|| < €/2. Cela prouve que (y,) est de Cauchy. Soit y sa limite. Par le calcul ci-dessus, si
n = ng, on a ||y, —y|| <e/2. Or, il existe kg, tel que pour k > kg on ait ||T),(zx) — yk|| < /45 il vient
1T (zk) = yll < (T = To) )l + 1T (2r) = well + lye — il < e
[

3.6 Exemple. Soit E un espace hilbertien et soit B = (e,,) une base hilbertienne de E. Soit aussi (\,,)
une suite de nombres non nuls tendant vers 0. Notons S : E — ¢o application x +— (Ag(eg|x)).

Notons Sy : E — ¢y application x +— (t,,) avec t, = A\, (e,|x) pour n < k et t,, = 0 pour n > k.
On a ||S — Si|| = sup |An|, donc S = lim Sy et S est compacte.
n>k

+00 9
Par ailleurs S(B) = {(tk)ken; Z ‘tk/\,jl < 1} est fermé, donc compact.
k=0
Puisque S est injective, on peut munir B de la distance dg(z,y) = [|S(x — ¥)||co-

Muni de la distance dg, la boule B est compacte (et S est une isométrie de (B, dg) sur (S(B), || ||«))-

Pour tout b € E, l'application = — (b|z) est (uniformément) continue de B muni de la distance

+o00 +oo
dg dans R. En effet, soit ¢ > 0. Comme b = Zbkek, il existe si ng tel que Z br]? < €%/9. Si
o k=0 k=no
|S(z —y)|| <e/3 Z lbx |, alors
k=0
no—1 +00
(@ =9)b) = > (@ — y)be + > (wr — y)br
k=0 k=ng
donc
no—1 +oo +oo
(=Bl < D IS@ = plbec T+ (3 low—wl?) (D 10e)
k=0 k=no k=nq

< /34 2v/22/9.

3.7 Remarques. a) Cela prouve que I'application de (B, dg) dans B muni de la topologie faible
o(E, E') est continue ; comme (B, dg) est compact et que o(FE, E') est séparée, cette application
est un homéomorphisme, donc dg définit la topologie faible.

En d’autres termes, pour une suite (xx) dans B et x € B, on a dg(zg, x) — 0 si et seulement si
pour tout b € E on a (zj — x|b) — 0.
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b) On en déduit que si (by,...,b,) € E", l'application = — ({bi|z),...,(by|z)) est continue de
(B, ds) dans C".

¢) Soit f = (b,) une sute dans E telle que ||b,|| — 0. Notons Sz : E — ¢, l'application =
((by|Z))nen. Alors Sg est limite uniforme sur B de (Sgx)ken o1t

Sg(@) = ((bola), (br]2), ..., (bla),0...,0...).

Comme les Sgj, sont continues, il en va de méme pour Sg.

d) Soit F' un autre espace de Hilbert et T' € L(E, F) avec ||T]| < 1. Choisissons une base hil-
bertienne (f,) de F' et une suite (\,) de nombres complexes non nuls et notons S’ : F — ¢
Papplication y — (X, (fu|y))nen. Posons b, = M, T*f,. On a S’ oT = S, donc S’ o T est
continue de (Bpg,dg) dans ¢y et donc T" est continue de (Bg, ds) dans (Bp,dg).

e) Donnons-nous une autre base hilbertienne (¢/,) de E et une autre suite ()\,) de complexes non
nuls tendant vers 0. Posons S'(z) = (X, (€},|2))nen, en appliquant (d), & 7 = idp, on en déduit
que les distances dg et dg sur B sont uniformément équivalentes - ce que ’on savait déja d’apres
()

f) Soit (f,,) un systeme orthonormé de E. On peut Iinclure comme suite extraite dans une base
hilbertienne (e},). Prenant S : z + (27%(e}.|7))ren. On a dg (€}, 0) = 27% donc dg/(f,,0) — 0 -
et bien sur cela est vrai pour toute distance de type dg.

3.2 Le cas hilbertien

3.8 Théoréme. Soit E, F' des espaces hilbertiens (séparables) et soit T € L(E, F'). Notons B la boule
unité fermée de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T(B) est (normiquement) relativement compacte dans F'.
(i) T(B) est (normiquement) compacte dans F.

(11i) T est continue de B munie de la topologie faible (celle associée a la distance dg de 'exemple
ci-dessus) dans F' muni de la topologie normique.

(iv) Pour tout systéme orthonormal (e,)nen dans E on a lim ||T(e,)| = 0.

(v) T est (normiquement) adhérente a l’espace des applications linéaires continues de rang fini.

Démonstration. (ii) = (i) est clair.
Comme B est faiblement compact (iii) = (ii).

(iif) = (iv) résulte de la remarque 3.7)[f) et (v)=>(i) résulte des propositions [3.4] et

(i)=(iii). On peut supposer que ||T'|| < 1. Supposons (i) vérifiée et soit C' une partie (normi-
quement) compacte de Bp contenant T'(B). L’identité, de C' muni de la topologie normique,
dans C' muni de la topologie faible est continue ; comme C' est normiquement compact, c¢’est un
homéomorphisme. Comme T est continu de B muni de la topologie faible dans C' muni de la
topologie faible, (iii) est vérifiée.

(iv)=(v) Supposons que (iv) soit vérifiée et que T" n’est pas de rang fini.

Remarquons que, si P € L(E) est un projecteur orthogonal d’image F', alors la nome de T'P est
égale & la norme de la retriction de T' & F. En effet, soit 7" cette restriction et notons j : F' — E
I'inclusion et @ : E — F Dlapplication z — P(z). On a [|j|| = ||Q]| < 1 (on peut remarquer que
Q=j7"et P=jQ),etonaTP=T'Qet T =Tj.

Il existe eq tel que ||eg]| =1 et [|T(eo)|| = ||T]|/2-
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Notons T} la restriction de T' & eg. Il existe e; € eg tel que |le1|| = 1 et ||T(er)| = || T1]|/2-
Supposons que 'on ait construit ey . .., e,_;. Notons 7T, la restriction de T" a {e, . .. ,en_l}L. Il
existe e, € {eg,...,en1}" tel que |le,|| = 1 et | T(en)]| = | T0l/2-

D’apres (iv) on a [|[T'(e,)| — 0, donc ||T,|| — 0. Or si on note P, la projection orthogo-
nale sur {eg,...,en_1}7, on a ||Ty|| = ||TP,||. Enfin 1 — P, est le projecteur orthogonal sur
Vect{eg,...,e,—_1}; il est de rang fini, donc 7" est limite des opérateurs de rang fini '—TF,. O

3.9 Proposition. Soient E, F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). On a l’équivalence entre
(i) T est compacte;
(i1) T™ est compacte ;
(i1i) T*T est compacte;
(iv) |T| est compacte.

Démonstration. e (ii)=(iii) résulte de la prop.[3.2);

e pour tout systéme orthonormal (e,)ney dans £ on a ||T(e,)||* = (T*T(e,), en) < [|[T*T(ey,)]|
donc si lim [|[T*T(e,,)|| = 0, alors lim ||T'(e,)|| = 0; donc (iii)=-(i) (propriété équivalente (v) du
théoreme [3.8)).

e On a montré que (ii)=(i). Appliquant cela & T, on en déduit que (i)=(ii).

e Appliquant (i) <= (iii) a |T'|, on trouve (iv) <> (iii). O

3.10 Théoréme. (< Alternative de Fredholm ») Soient E un espace hilbertien et T' € K(E).

a) Pour tout A\ € C — {0}, l'image de Nidg — T est fermée et de codimension finie et l'on a
codim (Aidg — T)(E) = dim ker (Aidg — 7).

b) SpT est fini ou formé d’une suite tendant vers 0.

Démonstration. a) En remplacant 7" par T'//A on se ramene a A = 1. Soit R € L(E) de rang fini

telle que ||T'— R|| < 1. Alors idg — T + R est inversible. Posons S = R(idg — T+ R)™"; c’est une
application linéaire continue de rang fini. Or idg — T = (idg — S)(idg — T+ R) ; donc idg — T et
idg — S ont méme image et ker (idg —T) = (idg — T+ R) ™' ker (idg — S), donc ces deux noyaux
ont méme dimension. Il suffit donc de traiter le cas d’une application linéaire continue de rang
fini.
Soit alors F' un sous-espace de dimension finie de E contenant T'(F) et T*(E) (qui par la
remarque est de dimension finie). Alors idg—1 est l'identité sur F'- et laisse F stable. Notons
T, : F — F larestriction de idg —T. Donc (idg —T)(E) = F- 4T\ (F) et ker (idg —T') = ker T}.
On en déduit que I'image de idg —T est {x € E, p(x) € im T} ou p est la projection orthogonale
d’image F'; I'image de idg — T est donc fermée et sa codimension est égale a la codimension de
I'image de T} dans F. I’égalité codim (idg — T')(E) = dim ker (idg — T') résulte alors de ’égalité
dimker 7} + dim im 77 = dim F.

b) On doit démontrer que, pour tout € > 0 il y a un nombre fini de valeurs spectrales telles
que |A| > e, autrement dit que toute suite A, de valeurs spectrales distinctes tend vers 0.
Il résulte de a) que toute valeur spectrale non nulle de 7' est valeur propre de 7. Soit alors
(A,) une suite de valeurs propres distinctes, et x, des vecteurs propres associés. Démontrons
que lim A, = 0. Pour n € N, notons E,, I'espace engendré par (zj)o<k<n; comme les )\, sont
distinctes, le systeme x; est libre, donc 'espace F,, est de dimension n. Notons e, un vecteur
de norme 1 de E, ., N Ex; comme T(z;) = Az on a T(E,) C E,. De plus, pour tout k < n,
on a (T'— N\idg)(zx) € E, et (T — \,idg)(x,) = 0 € E,, donc (T — \,idg)(Eny1) C Eyn; on
en déduit que (T — A\,idg)(e,) € E,, donc (e,|(T — A\,)(e,)) = 0; donc (e,|T(e,)) = . En
particulier, ||T'(e,)|| = |\n|. Par la caractérisation (iv) des applications linéaires compactes, on
a lim A\, = 0, d’ou le résultat. O
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3.11 Théoreme. Une application linéaire compacte normale admet une base hilbertienne formée de
vecteurs propres.

Démonstration. Soit T € L(E) une application linéaire compacte normale. Soit S son spectre. Pour
A € S notons E) I'espace propre de 1" associé. On doit démontrer que :

a) les E) sont deux a deux orthogonaux

b) Le sous-espace engendré par les E) est dense.

Alors si By, est une base hilbertienne de F), U B, sera la base voulue.
AeS

Si z € Ey, comme TT"(z) = T"T(x) = ANT"(x) on trouve T"(x) € Ej. Pour tout y € E) on a
(T*(z),y) = (x,T(y)) = (Mz,y); donc T*(x) — Az € Ey N Ey donc T*(x) = Az.

Siz e Eyetye E, alors (T'(z),y) = p(z,y) = (x,T"y) = Nz,y) d’'ou a).

Notons F' le sous-espace de F engendré par les Fy, A € S — {0}. Alors T(F) C F et T*(F) C F.
Il sensuit que T(F+) C F* et T*(F*) C F*. Notons T; € L(F*) la restriction de 7. Alors T

est la restriction de 7%, donc 77 est normal. Remarquons que 77 est compacte, qu’elle n’a pas de
valeur propre non nulle ; par l'alternative de Fredholm, 77 n’a pas de valeur spectrale non nulle; par le

théoreme .@), T, =0, donc F*+ = E,, d’ot1 b). O

3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

3.12 Lemme. Soient E et I des espaces hilbertiens, B une base hilbertienne de E et B’ une base
hilbertienne de F. Pour tout T € L(E, F) on a :

Yo I TO)P =Y ITOIP =Y 1T 1)P(€ Ry U{+c0}).

beB,beB’ beB b'eB’

Cette quantité ne dépend pas des bases B et B’ choisies.

Démonstration. Pour v € Eety € F on a ||z = Z |(x, b)|? et ||y||* = Z |(b', y)|?, d’ott la premiere

beB veB

assertion. Il est clair que Z |7'(b)||* ne dépend pas de B’ et que Z |7*(V')||* ne dépend pas de B,
beB b eB’

d’ou la deuxieme assertion. ]

1/2
Pour T' € L(E,F) on pose ||T]2 = <Z ||T(b)||2> ou B est une base hilbertienne de E. Posons
beB
LAE,F)={T € LIE,F), |T|l2 < +00}.

3.13 Proposition. Pour T € L(E, F), on a |T| < ||T]2-

Démonstration. Pour tout € E de norme 1, prenant une base hilbertienne contenant z, on a ||7'| >
|T(x)] ; ceci ayant lieu pour tout z, il en résulte que ||T']|2 = ||| O

3.14 Théoreme. Soient E et I’ des espaces hilbertiens.
a) L'ensemble L*(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
b) Pourtout S, T € L*(E, F) et toute base hilbertienne B de E, la famille ((S(b), T(b)))sep est som-
mable ; Uapplication (S,T) — Z(S(b), T(b)) est un produit scalaire sur L*(E, F) indépendant

beB
de la base B.

On note (S,T) — (S,T)2 ce produit scalaire.
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¢) Muni de ce produit scalaire, L*(E, F) est un espace hilbertien.
d) L*(E,F)CK(E,F).
e) Soit T € K(E,F); notons (A,)nen les valeurs propres non nulles de T*T comptées avec leur

multiplicité. Alors ||T||5 = Z An-

neN

Démonstration. a) et b) Soient S,T € L(E,F) et B une base hilbertienne de E. Pour b € B on
a 1(SO),TO)] < ISGIITE < /201G + |TE)]2). On en déduit que (S®b), T()))sep est
sommable. Comme ||S(b) +T'(b)||> = ||S()||* + [|T(B)||* + 2R({S(b), T(b))), on en déduit que S + T €
L2(E,F); a) est alors clair. Il est clair que (S,7) Z(S(b),T(b)) est un produit scalaire. On a
beB

D (SO)T®) =1/4(|S + T3 = IS = T3 = illS + 4T3 + il|S — iT|3), (identité de polarisation) d’oir
beB

I'indépendance de la base.

¢) De b) il résulte que L*(E, F) est un espace préhilbertien. On doit démontrer qu’il est séparé et
complet. Remarquons que, pour tout 7 € L*(E, F) et tout * € E de norme 1, prenant une base
hilbertienne contenant x, on a ||T'||s = ||T(z)]| ; ceci ayant lieu pour tout z, il en résulte que || T||2 = ||T|-
En particulier £L*(E, F) est séparé. Soit T, une suite de Cauchy dans £*(E, F); comme || || < || ||2,
T, est une suite de Cauchy dans L(FE, F') qui est complet, donc la suite T}, converge en norme vers
un opérateur 7T'. Soit alors ¢ € R’ ; remarquons que l'ensemble C; = {S € L(E,F), ||S|]> < €} est
I'intersection pour toutes les parties finies I de B de {S € L(E, F); Z IS(B)|I* < €} ; clest donc

bel

une partie fermée de L(E, F). Comme T}, est de Cauchy dans £L*(E, F), il existe N € N tel que, pour

tout m,n > N on ait ||T,, — T,||2 < e. Fixons n > N ; comme T,, — T,, converge vers T'— T,,, on a
T — T, € C.; on en déduit immédiatement que T € L*(E, F) et que lim ||T — T, ||, = 0.
n—-+o0o

d) Soit T € L*(E, F) et (e,) un systéme orthonormal. Soit B une base contenant les e,. La famille
(JIT(b)|*) est sommable, donc la suite ||T'(e,)|| tend vers 0. Donc T' est compact par la caractérisation

(iv) du théoreme
e) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour 77T O

3.15 Définition. Soient E et F des espaces hilbertiens. Un opérateur T € L*(E, F) est dit de Hilbert-
Schmidt.

3.16 Proposition. Soient E, F et H des espaces hilbertiens. Pour tout S € L(E,F) et T € L(F, H)
on a :

a) [[Sll2 = 15"z
b) ITS|2 < TSIz et 1 TSz < [[T]2]IS]]-

c) SiS ouT est un opérateur de Hilbert-Schmidt alors il en va de méme pour T'S.

Démonstration. a) résulte de la définition de ||S||2 (lemme [3.12)).
b) Soit B une base hilbertienne de E. Pour tout b € B on a ||[T'S(b)|| < ||T||||S(b)| donc ||TS|)5 =

Z |TS®)|1> < |IT))? Z 1S(®)[]* = ||T||||S]2- La deuxieéme assertion en résulte en remplacant

beB beB
S et T par leurs adjoints.

¢) résulte aussitot de b).

En particulier 'espace £2(E) = L*(E, E) est un idéal bilatere de L(E).
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3.4 Opérateurs nucléaires

3.17 Proposition. a) Soient E un espace hilbertien et T' € L(E). La quantité

Te(T) = ) (T(b),b) € (Ry U {+o0})

beB

ne dépend pas de la base hilbertienne B.

b) Pour tout S,T € L(E)4 et tout A\ € Ry on a Tr(S+T) = Tr(S) 4+ Tr(T) et Tr(AS) = ATr(S5).

c) Soient F' un espace hilbertien U € L(E, F') un opérateur unitaire et T € L(E) alors Tr(UTU™) =
Te(T).

d) St T € L(E), est compact, Tr(T) est la somme des valeurs propres de T comptées avec leur
multiplicité.

Démonstration. Ecrivons T = S*S alors Tr(T) = ||S||? ne dépend pas de la base, d’ott a). b) est clair.

Soit B une base hilbertienne de E'; alors U (B) est une base hilbertienne de F'. On a Z ({UTU*(b),b) =
beU(B)

Z(T(b), b), d’oti ¢). Enfin, d) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour 7. [

beB

Soient E, F' des espaces hilbertiens. Pour T' € L(E, F') posons
7] =Te(IT)) et LY(E,F)={T € L(E,F), |T|h < +o0}.

3.18 Lemme. Soit T € L(E, F).
a) Soient H un espace hilbertien et S € L(E, H) tels que |T| = S*S. On a ||T||, = ||S||3.
b) On a||T|y =sup{|(R|T'S)2|, R € LX(E), S € LXEF), |RIIS| <1}

Démonstration. a) est clair.

b) Si T € LYE,F); notons T = u|T| la décomposition polaire de T et |T|/? e L£*(E) la racine
de |T'|; soient R € L*(E) et S € L*(E,F) tels que ||S||||R|| < 1. Soit B une base hilbertienne de
E; on a (RITS) = Y (R®)|TS(®)) = Y (RO)TS®D)) = (|T|"*u"R,|T|"/*S),. On en déduit que

B B
(RITS)s] < [TV RILNITI>u* Sl < la SIIRIITI3 < 1171?13 = 1711 Done {|(RITS)], R e
LX(E), 5 € L2(E,F), |R||S]| < 1} est majoré par ||T]|;.

Soit B une base hilbertienne de E et I une partie finie de B; notons P le projecteur orthogo-
nal sur le sous-espace de E engendré par [; alors Z<b| |T|(b)) = Z<b|u*T(b)> = (uP,TP)y <

bel bel
sup{|(R|T'S)s|, R € L*(E), S € L*(E,F), |R|||S|| < 1}. Prenant le < sup > sur les parties finies de
B on trouve ||T||; < sup{|(TR,S),|, R € L*(E), S L*(E,F), |R||IS|| <1} O

3.19 Théoreme. Soient E, F, H des espaces hilbertiens.
a) L'ensemble L'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
b) Lapplication T s ||T||, est une norme sur L'(E, F) pour laquelle L'(E, F) est complet.
¢) Pour tout T € L(E,F) on a ||T||y = ||T7||:.
d) Pour tout S € L(E,F) et toutT € L(F,H) on a || TS| < [|S|LIT]] et |TS]x < ISl
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Démonstration. a) et b) Soient S,T € L(E,F). Pour tout Ry € L*(E) et Ry € L*(E,F) tels que
||R1||||R2H < ]., on a |((S+T)R1, R2)2| < |(SR1, R2)2| + |(TR1, R2)2|. Par le lemme b), ||S+T||1 <
IS||: + || 7|1 ; on en déduit immédiatement que £'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F) et
que || ||; est une semi-norme. Par le lemme .a), \T)lx = [11T)V%12 = 1T)Y2)1> = | T (prop.
En particulier, || ||; est une norme.

Par le lemme b) l'application 7"+ Tr(|7’|) est semi-continue inférieurement et on en déduit comme
dans le th. ¢) que, muni de cette norme £'(E) est complet.

¢) On a T = '[Tlu* = (IT|Y*u*)*(|T|"*¢*). Done |T*| = [IT|"2u"[; < TIV2(I3 = 171
remplacant 7' par 7, on en déduit c).

d) Soient R, € L*(E) et Ry € L*(E, H). On a (TSRy, Ry)z = (SRy, T*Ry),. 1l résulte alors du lemme
3.18lb) que [|T'S]|; < ||S||1|IT]]; remplagant S et T' par leur adjoint il résulte de c) que [|T'S]; <
STl O

3.20 Théoreme. Soient E, F' des espaces hilbertiens.

a) Pour T € LY(E) et pour toute base hilbertienne B de E la famille ((T(b),b))sen est sommable

et la quantité Tr(T) = Z<b|T(b)) ne dépend pas de la base hilbertienne B.
beB

b) On a|Te(T)| < Te(|T]).
c¢) Pour tout S € L(E,F), T € L(F,E) si S € L'(E,F) ou si S et T sont de Hilbert-Schmidt,
alors Tr(T'S) = Tr(ST).

Démonstration. On a (T'(b),b) = (|T|*(b), |T|**u*(b)). Comme |T|Y/2,|T|"?u* € L*(E), a) résulte du
théoreme {3.14,b). De plus |Te(T)| = [(|T"/2, |T|"u")z| < (|72l T1Y2u* [l < [|T 1, dot b).

c¢) L’application (Si,S2) — (53,57 )2 est une forme sesquilinéaire sur L(E, F') (linéaire en Sy et anti-
linéaire en S;). Pour S; = Sy, on a (S7,57), = ||S7]|2 = ||S1|/3. D’apres I'identité de polarisation, il vient
(55,57)2 = (S1,52)2, soit Tr(S257) = Tr(S7Ss2). Prenant S; = T et Sy = 5, il vient Tr(7'S) = Tr(ST).

Enfin, soient T € L(F,E) et S € £L'(E,F). Donnons nous S; € L*(E,F) et S, € L*(E) tels que
S =515; on a Tr(ST) = Tr(S197T) = Tr(S.1S,) = Tr(T'S). O

3.21 Définition. Un opérateur T' € L'(E) est appelé nucléaire ou a trace.

Il est clair que £'(E, F) C L*(E, F). Un opérateur de rang fini est nucléaire.
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4 Décomposition spectrale des opérateurs autoadjoints et uni-
taires

4.1 < Rappels > d’intégration

Un espace mesuré est donné par :

a) Un ensemble X ;
b) une tribu B sur X ;

¢) une mesure.

4.1.1 Tribus

4.1 Définition. Une tribu sur X est un ensemble B de parties de X telle que :
o ) e B;
e si Ae B, alors X\ A€ B;

e si (A, )nen est une suite d’éléments de B, alors U A, € B.
neN

Bien str, si (A,)nen est une suite d’éléments de B, alors ﬂ A, € B; en effet, son complémentaire est
neN

U(X \ A,) est dans B.

neN
4.2 Remarque. Une intersection de tribus sur X est une tribu sur X. Si D est un ensemble de parties

de X, il existe donc une plus petite tribu contenant D. On 'appelle tribu engendrée par D.

4.3 Définition. Soit (F,d) un espace métrique. La tribu engendrée par les ouverts de E s’appelle la
tribu borélienne de E et ses éléments s’appellent les boréliens de E.

Soient B; une tribu sur X; et By une tribu sur X5 un espace métrique. Une application X; — X5 est
dite mesurable si pour tout A € By de E, f~'(A) € By.

4.1.2 Mesure

4.4 Définition. Une mesure sur (X, B) est une application p : B — [0, +00] telle que :
o () =0;
e si (A, )nen est une suite d’éléments de B deux a deuz disjoints on ait ,u(U A, = Z w(Ay).
neN n

4.1.3 L’intégrale

Soit (X, B, ) un espace mesuré
On veut intégrer des fonctions mesurables X — R ou C ou un espace de Banach
Ce n’est pas l'endroit de faire un cours complet d’intégration...

Disons q’u’on commence par définir I'intégrale d'une fonction étagée positive, puis d’une fonction
positive (sup des intégrales des fonctions étagées < f).
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On dit que f: X — K est intégrable si elle est mesurable et / |f|dp < +o0. On définit I'intégrale en
écrivant f = f, — f_ si f est réelle, puis f = g + ih si g est complexe

On peut construire des mesures grace au :

4.5 Théoréme de représentation de Riesz. Soit X un espace (localement) compact. Notons B sa
tribu borélienne. Soit A une forme linéaire positive sur C.(X). Il existe une mesure de Borel p sur

(X, B) telle que, pour tout f € C.(X), on ait A(f) :/ fdu.
X

4.6 Remarque. Pour intégrer les fonctions a valeurs dans un espace de Banach E, on procede de la
maniere suivante :
e Sig: X — F est étagée et prend les valeurs (y,)nen, on dit qu’elle est absolument intégrable si

la série Zu({x € X; f(2) = yn})|lyn|| converge et I'on pose
neN

[ f@ () = Sl € X £2) = )
X neN
e Si f: X — FE est mesurable, on dit que f est absolument intégrable s’il existe une suite de

fonctions étagées absolument intégrables telle que I|f — fnll dpe tend vers 0. Dans ce cas, on
X

vérifie que la suite (/ fn(z) d,u(x)) . est de Cauchy et I'on pose
X ne

[ @ dute) =tim [ gt dunto)

On vérifie aisément que, si F' est un espace de Banach, si T': E — F' est une application linéaire
continue, et f : X — F est absolument intégrable, alors T'o f : X — F est absolument intégrable
et I'on a

/X 7(f(x)) dp(a) = 7 /X () dp(a)).

4.1.4 Les espaces L> et L™

Soit (X, B, 1) un espace mesuré.

Fonctions négligeables : Une fonction mesurable f: X — K est dite négligeable si {x € X; f(x) # 0}
est de mesure nulle. Notons A I'ensemble des fonctions négligeables de X — C.

On note £?(X, B, 1) 'ensemble des fonctions mesurables f : X — C telles que / |f(2)? du(x) < +oo.
X
Pour f,g € L*(X, B, 1), on pose {(f|g) = / f(z) g(x),du(z). On définit ainsi une forme sesquilinéaire
X
positive. Pour f € L*(X,B, i), on a (f|f) =0 < feN.
4.7 Proposition. L’espace quotient L*(X, B, 1) = L*(X, B, 1) /N est un espace hilbertien.

4.8 Remarque (Une précision sur le théoreme de Riesz). Soit X un espace métrique compact et
soit A : C(X) — R une forme linéaire positive. D’apres le théoreme de Riesz, il existe une mesure

borélienne p telle que l'on ait A(f) = / f(z)du(z). On a une application w : C(X) — L*(X, u)
b

définie par w(f) = f (vu comme élément de L?).
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e [’image de w est dense
e Le noyau de A est ’ensemble des fonctions nulles sur e support de p i.e. le complémentaire du
plus grand ouvert de mesure nulle.

On note L£(X, B, 1) 'ensemble des fonctions f : X — C mesurables et bornées.

4.2 Opérateurs de multiplication et spectre

Soient (X, B, u) un espace mesuré et f € L£L2(X, u). On note || f||ooess S0n < sup essentiel » c’est a dire
le plus petit nombre réel positif ¢ tel que {x € X, |f(x)| > t} soit p-négligeable. Soit £ : X — C
une application mesurable de carré intégrable. L’application f¢& est alors mesurable; de plus, pour
pepresque tout 2z € X, on a [(f€)(z)| < [|flloc.ess|€(x)], done [|fE]l2 < [ floo,ess € l2-

Notons Ty : L*(X, i) — L*(X, uu) Papplication qui, & (la classe d’)une application ¢ : X — C mesurable
de carré intégrable associe (la classe de) 'application f¢. Par ce qui précede, Ty € L(L*(X,u)) et

IT5 || < |1 looess- Pour & € L2(X, p), on a (f&,n) = /X f@)&(x)n(x) du(z) = (£, fn), done Tf = T+.

On en déduit immédiatement que T’ est normal. Remarquons que si f est réelle, alors Tt est autoadjoint
et si pour presque tout x € X on a [f(z)| =1, alors T{Ty = Tjy2 = idp2(x -

4.9 Proposition. Le spectre de Ty est l'ensemble des N € C tels que, pour tout € > 0 l’ensemble
{z € X, |f(z) — A| < e} ne soit pas p-négligeable.

Démonstration. Soit A € C. S'il existe € > 0 tel que 'ensemble {z € X, |f(z) — A\| < €} soit u-
négligeable, notons A la fonction définie par h(z) = (f(z) — A)"'si f(z) # X et h(z) = 0 sinon. Alors
pour j-presque tout x on a |h(x)| < 7' et h(z)(f(z) — A) = 1. On en déduit que h € L>(X, u) et
Th(Ty — Nidpo(x ) = (Ty — Mdpa(x0)Th = idp2gx,-

Si pour tout € > 0 I'ensemble A, = {x € X, |f(x) — A\| < e} n’est pas p-négligeable, soit & € L*(X, )
nulle hors de A, et telle que [[{||s = 1; alors |(T — Aid2(x ) (§)| < €]§] donc [[(Ty — Aidz2(x,)) (§)]| < €.
I1 résulte de la prop. que Ty — Aidz2(x,,) n'est pas bijective. ]

4.10 Proposition. Pour g € C(X) sans poles dans SpTy on a g(Ty) = Tycy). Si Ty est autoadjoint ou
unitaire, pour tout g € C(SpTy) on a g(Ty) = Tyoy.

Démonstration. L’application g — Ty est un morphisme d’anneaux linéaire, d’ou la premiere asser-
tion (par l'unicité dans la prop. 2.1)); si T} est autoadjoint ou unitaire, I'application g +— Tys est un
morphisme d’anneaux linéaire et continu, d’ou la deuxieme assertion (par l'unicité dans le théoreme
2.22)). O

4.3 Décomposition spectrale

4.11 Lemme. Soient H un espace hilbertien, T' € L(H) un élément autoadjoint ou unitaire et x € H.

a) Il existe une mesure finie p sur SpT telle que, pour toute fonction continue f € C(SpT') on ait
@A) = [ F0) dute).
SpT
b) Notons v : C(SpT) — H [application linéaire définie par v(f) = f(T)(z) et w : C(SpT) —
L*(Sp T, ) Uapplication qui a une fonction continue associe sa classe dans L*. Il existe une
isométrie u : L*(SpT, ) — H telle que uow =v. On au(l,) =z ou 1, désigne la classe de la
fonction constante 1 dans L*(SpT, ) ; de plus uT, = Tu et uly = T*u.
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Démonstration. a) Considérons la forme linéaire ¢ : f — (x| f(T)(x)) sur C(SpT). Si f € C(SpT)
est positive, f(T) = f(T)" et Sp f(T) C R, (par le théoreme [2.23)), donc f(T') € L(H), ; donc
(x|f(T)(z)) € Ry (th. [2.24]). On en déduit que ¢ est une forme linéaire positive sur C(SpT).
Il existe donc, d’apres le théoreme de Riesz, une unique mesure p sur Sp 71’ telle que, pour tout
feCET) onait () = [ (1) dult)

SpT

b) Pour f € C(SpT) ona [[v(f)|I* = (F(T)(x), /(T)(x)) = ([ /(T)f(T)(x)) —/S . [f(O) du(t) =

lw(f)||? ;munissons I'espace C(SpT) de la semi-norme f + |[v(f)|; 'application linéaire w
étant isométrique d’image dense, il existe u € L(L*(SpT, u), H) telle que v = u o w (lemme
2.21)). Pour f € C(SpT) on a ||[u(w(f))]| = |lv(f)]] = ||lw(f)]; par densité de I'image de w, on en
déduit que pour tout & € L*(SpT, ) on a |[u(§)]| = ||€]|, en d’autres termes u est isométrique.
Notant 1 € C(SpT) la fonction constante égale a 1, on a 1, = w(1), donc u(1,) = v(l) =
W(T)(x) =idy(x) = x.

Enfin, pour tout f,g € C(SpT), on a u(Ty(w(g))) = u(w(fg)) = v(fg) = f(T)g(T)(x) =
f(Mu(g) = f(T)u(w(g)); par densité de I'image de w, on en déduit que pour tout f € C(SpT)
et tout & € L*(SpT,u) on a u(T¢(€)) = f(T)u(é); prenant f = z et f = Z on trouve le
résultat. O

4.12 Théoreme. Soient H un espace hilbertien séparable et T € L(H) un élément autoadjoint
ou unitaire. Il existe un espace mesuré (X, u), une fonction f € L(X,u) et un isomorphisme
U:L*(X,p) — H tel que T =UT;U*.

Démonstration. Pour x € H, on note p, la mesure sur Sp 7 telle que, pour f € C(SpT) on ait

(@ f(T)(@) = [ FON) dpa(N)

SpT

et u, : L*(SpT, p,) — H lisométrie décrite dans le lemme 4.11|b). Notons F, l'image de u,. C’est un
sous-espace fermé de H (puisque u, est une isométrie).

4.13 Lemme. a) Siy € Er, alors E, C Ef.

b) Il existe une suite (v,) d’éléments H telle que les E,, soient deur a deux orthogonauz et la
somme des E,,, pour n € N soit dense.

Démonstration. a) Siy € E+, alors pour tout f € C(SpT) et tout ¢ € L*(SpT,pu.), on a
(u(OIF(T) (W) = (F(Tuz(E)ly) = (ua(T7(E))ly) = 0. Comme {f(T)(y), f € C(SpT)} est

dense dans £, on en déduit a).
b) Soit (x,) une suite d’éléments de H totale dans H (i.e. 'espace vectoriel engendré soit dense).
On prend vy = xg.
Supposons (vg, ..., V,_1) construits. Ecrivons F,=E,®E, ®... DE, ,etz,=1y,+ v, avec
yn € F, et v, € FnL Alors, d’apres a), E,, est orthogonal aux pour j < n donc a F,. Comme
n

v, € B, et y, € F,, il vient z,, € @ E,, .
k=0

La suite ainsi construite convient : la somme des E,

v, continent les xy, donc est dense. O

Fin de la démonstration du théoréme [4.14 Soit (v,) comme dans le lemme [4.13]b). Posons X =
SpT x N. Si g est une fonction sur X, pour tout n € N on note g, la fonction ¢t — g(¢,n) sur SpT.
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Soit B un borélien de X. Posons B, = {\ € SpT; (A\,n) € B}. On définit une mesure p sur X en
+oo

posant (u(B) = iy, (Bn).
k=0

Si ¢ € L*(X,p), on note &, I'application (presque partout définie) A — &(X,n). Cest un élément de
+00 +oo

LX) Ona 61 = [ €0 mPdutm =Y [ 1600 dio, () = D 615
n=0 v P n=0

n

Comme u,, (&,) € E,,, les E, sont deux a deux orthogonaux et la série Z |20, (€,)])* converge (vu

k=0
400 +o0

que ||uy, ()|l = [|€nll2), on en déduit que la série Zuvn (&) converge. Posons U(§) = Zuvn(fn).
k=0 k=0

L’application U est bien définie et isométrique et, puisque l'image de U contient les F, , son image est
dense. Comme U est isométrique, son image est fermée : donc U est surjective.

Notons enfin f : X — C 'application (A\,n) = A (€ SpT C C). Pour ¢ € L*(X, ), on a M (€)(\,n) =
FLn)EN ) = X (N) = (M,(€,))(N); donce, € € L*(X, ), on a

+o0 +o0o +oo
n=0 n=0 n=0
O

Soit H un espace hilbertien séparable et 7" € L(H) un élément autoadjoint ou unitaire. Ecrivons
T =UM;U". L'application g — UMyo;U" est un morphisme continu d’algebres de C(SpT') dans L(H ) ;
par 'unicité dans le théoreme [2.22] pour toute fonction continue g € C(SpT), on a g(T') = UMy ;U™.

4.4 Décomposition spectrale (2)

4.14 Théoréme. Soient H un espace hilbertien séparable et T € L(H) un élément autoadjoint ou
unitaire. Notons B(SpT') l'espace vectoriel des fonctions boréliennes bornées sur SpT. Il existe un
unique morphisme d’algébres ® : B(SpT) — L(H) satisfaisant ®(1) = idy, ®(z) = T et tel que pour
toute suite bornée g, € B(SpT) convergeant simplement vers g € B(SpT) la suite ®(g,) converge
fortement vers ®(f). Si g € C(SpT') on a ®(g) = g(T).

Démonstration. Existence. Soient (X, u) un espace mesuré f € L%(X,p) et U : L*(X,p) — H
un isomorphisme tels que 7 = UM,U* (théoréme [£.12)). Notons ® : B(SpT) — L(H) 'application
g — UM, U™ ; application ® est clairement un morphisme d’anneaux linéaire satisfaisant (1) = idy
et ¢(z) =1T.

Soit g, € B(SpT) une suite bornée par M € R, convergeant simplement vers g € B(SpT'). Alors,
pour tout £ € H, la suite (g, o f)u*(€) est une suite dans L*(X, i) dominée par Mu*(£) et convergeant
partout vers (go f)u*(§). Par le théoréme de convergence dominée, la suite (g, o f)u*(£) converge vers

(go flu*(€) dans L?, donc ®(g,) (&) = u(g, o flu*(€) converge (en norme) vers u(go fu*(&) = ®(g)(&).
Remarquons que si g € C(SpT) on a ®(g) = g(7).

Unicité. Soient ®; et &, deux applications vérifiant les conditions ci-dessus. Posons A = {g €
B(SpT), ®1(g) = ®2(g)}. On doit démontrer que A = B(SpT'). Par hypothese, A est un sous-espace
vectoriel de B(SpT') et si (g,) est une suite bornée d’éléments de A convergeant simplement vers
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g € B(SpT), on a g € A. De plus, par la prop. , A contient les fonctions rationnelles, donc toutes
les fonctions continues, (car toute fonction continue est limite uniforme de fonctions rationnelles).

Toute fonction borélienne bornée est limite uniforme de fonctions boréliennes prenant un nombre fini de
valeurs ; celles-ci sont combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques de sous-ensembles boréliens.
Il suffit donc de prouver que A contient toutes les fonctions caractéristiques.

Notons B I’ensemble des boréliens de SpT" dont la fonction caractéristique est dans A. Comme A est
un sous-anneau, B est stable par intersection finie; comme A est stable par limite de suites bornées, B
est stable par intersection dénombrable. De plus, si g € A, 1 — g € A, donc B est stable par passage
au complémentaire. Donc B est une tribu. Pour savoir que B contient tous les boréliens, il suffit de
démontrer que B contient tous les fermés. Soit K un fermé non vide de SpT'. Notons hy : SpT — R la
fonction qui & x € Sp T associe sa distance a K. Posons g = sup(1 — h,0) et g, = g". Pour tout n on
a g, € C(SpT) C A; de plus la suite g, converge vers la fonction caractéristique de K. On a démontré
que K € B. n

Soient H un espace hilbertien, T' € L(H) autoadjoint ou unitaire et f une fonction borélienne sur Sp 7.
L’élément ®(f) défini dans le théoreme se note encore f(7).
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