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MORPHISMES K-ORIENTES
D'ESPACES DE FEUILLES

ET FONCTORIALITÉ
EN THÉORIE DE KASPAROV

(d'après une conjecture (TA. Connes)

PAR Michel HILSUM ET Georges SKANDALIS

RÉSUMÉ. — Soient (Vi, Fi) et (¥2, F 2) deux variétés feuilletées et / un morphisme d'espaces singuliers,
K-orienté/: Vi/F^ ->\^¥^ Nous construisons un élément/! du groupe de Kasparov KK(V\/Fi; V^^) et
calculons le produit de Kasparov de deux tels éléments. L'existence de /!, conjecturée par A. Connes [8] a
déjà été établie dans des cas particuliers ([8], [4], [11]).

ABSTRACT. - Let (Vi, Fi) and (¥3, ¥^ be two foliated manifoids and /: V^/Fi -^V^i a K-oriented
morphism of quotient spaces. We associate to / an élément f\ of thé Kasparov group KK(C*(Vi, F^);
C*(V2, F^)) and compute thé Kasparov product of two such éléments. Thé existence o f / î was conjectured
by A. Connes [8]. Previous constructions of/! in particular cases were given in [8], [4], [11].

Introduction

Soit /: VI/FI -^V^/F^ une application K-orientée de classe C00, où V^/F^ désigne la
« variété singulière » espace des feuilles du feuilletage (Vy, F .̂). Nous construisons un
élément/! du groupe de Kasparov KK(Vi/Fi; V^/F^KK^C^Vi, ¥,); C^V^, F^)),
et calculons le produit de Kasparov / ! ® g ! de deux tels éléments. Nous réalisons ainsi
le programme défini par Alain Connes dans [8] (p. 593).

La construction de/! dans le cas où le feuilletage F^ est trivial a été donnée dans [8]
(§11) et systématisée dans [11], où la fonctorialité fe°/)!=/! 00g! avait été démontrée,
et par P. Baum et A. Connes dans [4] où la même construction étendue au cas où
(V\, F^) est un feuilletage propre est utilisée.

Une conséquence de la construction de/! est la suivante: soit K^p(Vy, ¥j) le groupe
de K-théorie géométrique du feuilletage (Vy, ¥j) défini par P. Baum et A. Connes [4]. A
l'application K-orientée / est associé un homomorphisme

/^^^(V^F^-K^^F,).

L'élément /!GKK(C*(V\, F^); C*(V^ F^)) considéré comme homomorphisme de
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326 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

groupes de K théorie, rend commutatif le diagramme

/ top

K*op(Vi,Fi) —^ K*,p(V2,F,)
^ ^

K.(C*(V,,F,))——K,(C*(V,,F,))

où H: K*op(V^, F^.)-^K*(C*(V^, F .̂)) est rhomomorphisme défini dans [4]. L'existence
de / ! rendant ce diagramme commutatif peut être utilisée en vue de montrer que p, est
injective: si xeK^p(Vi, F^) est tel que ^(/^(x)) n'est pas nul, alors [i(x) n'est pas
nul.

Un important cas particulier est le cas de la projection p\ V/F-»/?r. Dans ce cas p\
définit un homomorphisme K*(C*(V, F)) -^~L tel que p\o^=p\op: K*^p(V, F) -^Z. En
utilisant p \ on obtient le résultat suivant :

THÉORÈME. — Soit L un fibre vectoriel complexe sur V, équivariant pour l'action du
groupoïde d'holomonie G de (V, F). Alors il existe un élément p^çKK(C*ÇV, F); C) tel
que pour tout élément (M, E, /)eK^p(V, F) on ait

^i(M,E,/)®^=<ch(E)Uch(/*(L))UT^(M),[M]>.
Ce théorème est un analogue en « K-homologie » du théorème 6.8 de [10]. Nous

obtenons ainsi des homomorphismes de la K-théorie de C* (V, F) à valeurs entières alors
que l'approche d'A. Connes par la cohomologie cyclique donne des valeurs complexes
(ou réelles) [10]. Cependant, nous sommes obligés d'utiliser la C*-algèbre « max » du
feuilletage (V, F) pour construire p^, alors que l'élément de cohomologie cyclique de [10]
est défini sur la C*-algèbre réduite. Signalons qu'alors que nous savons la coïncidence
de ces deux homomorphismes sur le groupe iLt(K(*,p(V, F)), nous ne savons pas s'ils sont
égaux sur K*(C*(V, F)).

Nous construisons d'abord/! dans le cas où/est une immersion ou une submersion.
Pour le cas général nous utilisons une factorisation f=p °i où p est une submersion et i

i = (id x / ) p
une immersion (par exemple Vi/F^ ———> (V\ x V^/F^ x F^) -> V^/F^).

Si i : V\ -> V^ est une immersion (propre, injective) K-orientée, l'élément
f!eKK(V\; V^) est le produit de Kasparov I^PN®!^?] où N est le fibre normal,
PNGKK(VI; N) est l'isomorphisme de Thom (cf. [30], §5) et [exp]eKK(N; ¥3) est donné
par l'inclusion Co (N) ^ Co (V^) identifiant N à un voisinage tubulaire de V^ dans V^.
L'élément P^ se construit dans notre cadre grâce à la théorie de Kasparov équivariante
(cf. [31]); un élément très proche a été utilisé dans [10]. La difficulté pour [exp] est qu'il
n'existe pas en général d'application exponentielle équivariante par l'holonomie. Nous la
remplaçons par un « groupoïde normal » analogue au groupoïde tangent d'A. Connes
(cf. [9]). Ce groupoïde donne lieu à une suite exacte de C*-algèbres qui nous permet de
construire l'élément cherché. Du fait qu'il repose sur une suite exacte de C*-algèbres
l'élément i\ n'est bien défini que sous certaines hypothèses de nucléarité ([30], §7). Sans
cette hypothèse on obtient quand même un homomorphisme de groupes de K-théorie.

Pour expliquer la difficulté du cas des submersions, considérons la submersion
p

y / ¥ - > p t et supposons qu'une transversale de (V, F) est donnée par l'action du groupe
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MORPHISMES K-ORIENTÊS D'ESPACES DE FEUILLES 327

(dénombrable) F dans la variété X par difféomorphismes. L'élément p ! devrait alors être
donné par l'opérateur de Dirac sur X si celui-ci pouvait être rendu « presque invariant »
par l'action de F (i. e. g D g ~ 1 —D borné pour tout geF). Cependant une telle invariance
supposerait que F préserve une métrique riemannienne sur X. Pour traiter le cas général
(i. e. le cas des feuilletages non riemanniens) nous utilisons d'abord l'astuce de [10] pour
nous ramener au cas presque isométrique. Revenons alors à notre exemple ci-dessus où
F agit maintenant sur la variété X en préservant une structure presque isométrique.
Celle-ci consiste en une suite exacte de F fibres 0 -> E" -> TX -> E -> 0, telle que F agit
préservant une métrique invariante sur E" et sur E. Soient alors Dg' et Dg des opérateurs
de Dirac « partiels » D^ ne différentiant que dans la direction E' et Dg ne différentiant que
dans une direction complémentaire à E'. Soit alors D l'opérateur différentiel hypoelliptique
(cf. [26]) D=D|,+D|. Pour tout ^eF, l'opérateur g D g ' ^ ^ — D est alors « D compact »
(i.e. (gDg~1—^(D2-^-!)'112 est compact), et définit donc l'élément/?!. Dans le texte,
nous travaillons avec l'opérateur D(D2+1)~1/2 afin de ne considérer que des opérateurs
bornés. Cet opérateur est un opérateur pseudodifférentiel de type p, ô de
L. Hormander [25] ce qui nous amène dans un long appendice à redémontrer dans le
cadre p, 8 l'analogue de la suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels (cf. [36], [7])
prouvant que de tels opérateurs définissent des bimodules de Kasparov — et les analogues
de trois lemmes de [11] permettant de calculer le produit de Kasparov de ces bimodules.
Les opérateurs pseudodifférentiels de type p, 5 ont été utilisés pour construire des éléments
de KK-théorie par G. G. Kasparov (cf. [32], [33]).

L'organisation de ce papier est la suivante :

— Dans le premier paragraphe nous rappelons la définition d'une application K-orien-
tée d'un espace de feuilles dans un autre.

— Dans le deuxième paragraphe nous rappelons la construction de certains éléments
de groupes de Kasparov qui nous seront utiles par la suite.

— Dans les troisième et quatrième paragraphes nous construirons / ! dans le cas des
immersions et des submersions et démontrons la fonctorialité ((g ° f) ! (X) g !) dans ces cas.

— Dans le cinquième paragraphe nous examinons les différentes factorisations
f=p ° f, nous comparons les diverses définitions de / ! ainsi obtenues, et nous montrons
que le défaut de fonctorialité est relié à l'élément y construit par G.G. Kasparov [31].

— Dans le sixième paragraphe nous nous intéressons au groupe géométrique et nous
obtenons les résultats mentionnés ci-dessus.

— Dans le septième paragraphe nous faisons quelques remarques finales.

Enfin dans l'appendice nous présentons ce que nous utilisons dans le texte (au §4) des
opérateurs pseudo différentiels de type p. ô.

REMARQUE SUR LES NOTATIONS. — Dans tout le texte C*(V, F) désigne la C*-algèbre
du groupoïde d'holonomie du feuilletage (V, F) i.e. l'algèbre notée C*(G) dans [37] et
non pas l'algèbre notée C*(V, F) par A. Connes [qui correspond à C*^(G) au sens de
J. Renault [37], et que nous noterons C*^(V, F)].
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3^8 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

I. Définitions générales (cf. [8], §9 et [11], §IV)

Soient (V\, F^) et (V^, F^) deux feuilletages et soient G^ et G^ leurs groupoïdes
d'holonomie (cf. [44], [7]). Une application / de classe C°° de V^/Fi dans V^/F^ est
donnée par son graphe Gy qui est une variété (non nécessairement séparée) de classe C00

munie d'applications de classe C°° r: Gf -> V^ et 5: G^ -> V^ et d'actions de Gi et de G^
qui commutent entre elles telles que r : G^ -> V\ est une fibration principale de groupoïde
structural G^-c'est-à-dire r est surjective et pour tout x et y de G^ tels que r(x)=r(j), il
existe un unique y dans G^ avec xy=y, et l'action de G^ est propre.

Notons pour mémoire qu'on a :

VXGG^., V72GG2 tels que s(x)=r(72), xy^eG^.

avec

r (x 72) = r (x), 5 (x 72) = s (72).

Si 7i6Gi avec s(y^)=r(x) alors

7ixeG^ et r(7ix)=r(7i), s(y,x)=s(x) et (ïix) 72=71 (^72).

La différentiabilité des actions de G^ et G2 s'exprime de la façon suivante :
Soit Ci Xy^G^={(7 i , x)eG,xGf avec r(x)=s(y,)} et

G/ x V2 °2 = {(^» Ïi) eG^xG^ avec r (72) = 5 (x)}.

Ce sont des variétés comme s: Gi-^Vi et r: G2-^V2 sont des submersions. Les
applications (71, x) -> 7^ x et (x, 72) -> xy^ sont de classe C00.

A noter qu'alors G^ est feuilleté par F^rT^Fi), que les espaces quotients V^/Fi
et GJ-/F sont isomorphes par r et que l'application s définit un homomorphisme de
groupoïdes du graphe du feuilletage (G^., F) à valeurs dans G2 (cf. [Il], lemme4.2).
On peut donc voir / comme un homomorphisme du groupoïde d'holonomie d'une
désingularisation de V^/Fi dans G2 (ou dans le groupoïde d'une quelconque désingularisa-
tion de V^/^).

Une façon équivalente de définir une application / de VJF^ dans V2/F2 est fournie
par la notion de cocycle de G^ à valeurs dans G2, c'est-à-dire un recouvrement ouvert
Qf de V\ et des applications de classe C00 g, ̂  :

G?:̂ .-^ où G"^.={7GG,, r(7)eQ, et s(y)e^}

tels que

VyeG^., ^^(7-i)=^^7)-i

et V Y G G%^ tel que

s (7) = r (Y), s fe,, (7)) = r (g^ , (Y))
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MORPHISMES K-ORIENTÉS D'ESPACES DE FEUILLES 329

et

gi,kW)=gij(y)gj,k(Y)'
En d'autres termes soit G[=Y[G^1^., c'est un groupoïde, équivalent à Gi (cf. [35], [22]),

i , J

et ^ un homomorphisme de G\ dans G^ [donné par ^(y, i,7)=^y(y)]. Remarquons que
si gi j est un cocycle alors r (^, j (y)) ne dépend que de i et de r (y). Soit yi : 0^ -> V^ donnée
par .̂ (r (y)) = r (^ ̂ -(y)). Quitte à remplacer le recouvrement H- par un recouvrement plus
fin, on peut supposer que les H sont des ouverts trivialisants de transversales T\ ̂  et que
les fi (û() sont inclus dans des ouverts trivialisants de transversales T^,. Soient T^ = ]J î\ ^
et TZ = U ^2, f Soit ̂  .̂ : G7^1 ^ G^2.1 le projeté à la transversale de la restriction de
gij à G71'1 . Notons que T/est une transversale de (V^, F .̂) (c'est-à-dire une variété
munie d'une application étale à valeurs dans Vy/F^. au sens de [8], p. 594), que T\ est
fidèle (i. e. rencontre toutes les feuilles de (V\, F^), et que g^j définit un homomorphisme
g- : G}^ -^ Gi^ de classe C00 (où Gf^ = U G]\{ ).

j, k ' l 'k

Notons enfin qu'on peut grandir T^ et donc supposer que T^ aussi est fidèle.
Nous pouvons alors introduire l'énoncé suivant :

1.1. DÉFINITION. — Une application f : V\/Fi -^V^/F^ de classe C00 est définie par une
des données équivalentes

(i) Un GI fibre principal Gy sur V\ de groupoïde structural G^.
(ii) Un cocycle de G^ dans G^.

(iii) Un homomorphisme g : G[-> G^ où Gj est équivalent à Gj.
(iv) Un homomorphisme (p: G}^^ ->• G^j^ où T .̂ est une transversale fidèle de (Np F .̂).
On a déjà vu comment (i) => (iii), (ii) => (iii) et (ii) => (iv). L'implication (iv) => (iii) résulte

du fait que si T est une transversale fidèle de (V, F), G^ est équivalent à G. Si G .̂ est
équivalent à Gj soit G^ l'espace qui réalise cette équivalence r : Gj' -> Vj la fibration de
groupoïde Gj, et 5 :Gy-^V^ la fibration de groupoïde G^(V^=G^(0)). Posons
Gf=G^ x G^ G^~1: c'est le quotient de

{(x,, x,) e G-/ x G^/g (5, (x,)) = s, (x,)}

par la relation

(xi, x^) - (x^, x^g(y)), yeG^ r(y)=s(x^).

Ceci montre comment (iii) implique (i). Pour passer du point de vue (i) au point de vue

(ii) on utilise des sections locales de la fibration G^ -> V\.
La composée de deux applications f^ : V\/Fi -> V^/F^ et/i : V^/F^ -» V3/F3 est donnée

par son graphe G^-^^ ̂  = G^ x ç^ Gy^ i. e. le quotient de
{(^3, Xi)eG^xG^, 5(x3)=r(xi)} par la relation (^3, x^) - (^3, ^^o^yeG^ avec
^3Ï=^3 e ty^ i=Xi .

Notons que, pour les points de vue (iii) et (iv) de la définition 1.1, étant donnés G^
ou G^T^ il existe une transversale T^ et un homomorphisme g: G^^-^G^ ou
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330 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

(p: G}1-̂  -^G^2^ (de classe C00) réalisante. Ceci montre qu'on peut calculer /^ °f^ en
utilisant la composée d'homomorphismes bien choisis.

Étudions maintenant les cas particuliers des submersions et des immersions :

1.2. DÉFINITION. — L'application/: V\/F^ -> V^/F^ est dite une submersion si les condi-
tions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) L'application s: Gf -> V^ est une submersion.
(ii) Le cocycle gij'-G^-^G^ est transverse (i.e. les applications /^Q^V^ sont

transverses à F^).
(iii) L'homomorphisme g : G[-> G^ est transverse (pour le feuilletage de G^ donné parr-^Fy).

(iv) Uhomomorphisme (p : G\1^ —> G^2^ est une submersion.

Si /: VI/FI -^V^/F^ est une submersion alors le feuilletage F^ se ramène en arrière
par/en un feuilletage F^ sur V\. Dans ce cas F^ ^ F^ et toute la situation est exactement
décrite par ce double feuilletage de V\ et par l'application étale V^/F^ -> V^/F^.

Nous ne donnons la définition des immersions qu'en fonction des données équivalentes
(i) et (iv) de la défintion 1.1.

1.3. DÉFINITION. — L'application f: V\/Fi -> V^/F^ est dite une immersion si les condi-
tions équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) On a dr~1 (F^) =ds~1 (F^) (ce sont des sous-espaces de TGf).
(ii) L'application (p : G^1-^ -> G^2^ est une immersion.

1.4. Remarques. — (a) Si / est une immersion on peut, quitte à modifier T^, supposer
que l'application (p : T\ -> T^ est une inclusion propre (c'est très facile de le faire locale-
ment de TI i dans T^i. On l'obtient alors globalement en prenant Ti=]_[Ti ^ et
T2=UT^).'

(b) Pour toute application/, comme r : G^->-V\ est une submersion, d r ~ l ( F ^ ) est un
sous fibre intégrable de TGy et on a dr'^Fi) != ^s'^F^). Cependant ds'^F^) n'est
pas toujours un fibre vectoriel car sa dimension peut varier. Nous dirons que / est de
rang constant si la dimension de (fa'^F^) est constante. Dans ce cas ds~l(¥^) est un
feuilletage sur Gy.

(c) D'un point de vue naïf une application de V\/Fi -> V^/F^ est une application
/: VI-^V^/F^ qui passe au quotient Vi/F^ Le. constante sur les feuilles de (V\, F^).
Une application /: Vi-^V^/F^ est donnée par son graphe Gy qui est un G^ fibre
principal au-dessus de V\. D'un point de vue ensembliste, / passe au quotient si
dr~1 (F^) ^ ds~1 (F^). Cependant cette condition n'est pas suffisante (1) et on doit suppo-
ser que GI agit dans G^. Un exemple simple où ces deux notions sont distinctes est
donné par le cas où V\, feuilletée par une seule feuille, est une feuille à holonomie non
triviale de V^/F^. Le graphe de l'inclusion est alors Gf=G^l={yeG^ y*(Y)eV\} mais
le groupoïde G^ ==V\ x V\ n'agit pas dans G^. Notons qu'on ne doit pas confondre cette

(1) Elle l'est dans le cas où/est une submersion (cf. [Il], lemma 4.2).
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MORPHISMES K-ORIENTÉS D'ESPACES DE FEUILLES 331

application / : V\ -> V^/F^ qui ne passe pas au quotient avec la composée
V\ ->pt->y^/¥^ de graphe V\ xG^ (où xeV^ et G^={yeG^ r(.y)=x}) qui, elle, passe
bien sûr au quotient.

Plus généralement, si V\ est une sous-variété de V^, l'application / de V\ dans V^/F^
induite par l'inclusion V\ ^= V^ « passe au quotient » si et seulement si

(i) VxeV,,F^F,,,
(ii) Pour tout lacet y tracé dans une feuille de (V\, F^), si son holonomie pour (V\, F^)

est triviale alors son holonomie pour (V^, F^) l'est aussi. La condition (i) signifie que /
passe au quotient d'un point de vue ensembliste; la condition (ii) signifie que l'application
/ induit un homomorphisme de groupoïdes G^ -> G^, où Gj est le graphe (groupoïde
d'holonomie) de (Vy, ¥j). Notons que si au lieu de considérer les groupoïdes d'holonomie
on travaille avec le groupoïde du feuilletage (cf. [5]) le problème n'apparaîtrait pas, la
condition (ii) étant toujours vérifiée si on remplace « holonomie » par « homotopie ».

Le cas V\= feuille de (V^, F^) à holonomie non triviale fournit un exemple où (i)
n'implique pas (ii). Mais comme nous l'avons indiqué plus haut l'application
/ ^ V I - ^ V ^ / F ^ peut être modifiée, gardant la même application d'un point de vue
ensembliste et qui elle passe au quotient. Nous donnons maintenant un exemple où ceci
ne se produit plus.

Soient Ti, T^ deux difféomorphismes de S1 tels que l'ensemble des points fixes de T^
soit un intervalle [a, b] (a ̂  b) et celui de T^ un point {c}. Soit T le difféomorphisme de
T2 donné par T(x^, x^)=(T^x^ T^x^).

Soit V^ le « mapping torus » de T i. e. le quotient (T2 x IR/Z) où Z agit dans T2 x R
par T(M, r)=(TM, t+ 1). La partie S1 x {c} x [R de T2 x R est invariante par T. Soit V\
son image dans V^. Feuilletons V\ et ¥3 par l'action de R (par translations dans T2 x R).
Soit c'eja, b[ et ^: [0, 1] -> T2 x R donné par ^ (?)=(</, c, t). Alors l'image de ^ dans V\
est un lacet tracé dans une feuille de (V\, F^). Son holonomie pour (V\, F^) est triviale
mais son holonomie pour (V^, F^) ne l'est pas.

1.5. Exemples. — 1. L'identité id: V/F-^V/F dont le graphe G^ est le graphe (==le
groupoïde d'holonomie) de (V, F).

2. La projection p : V -> V/F dont le graphe est encore G. En général, si
/: Vi/F,-^V,/F, et/7: Vi -.V^/F^./^/o^on a G^=G^.

3. La projection V/F ->pt de graphe V. Notons que le graphe G de (V, F) agit dans
V=G(0).

4. Si E est un fibre vectoriel réel sur V sur lequel le graphe G de (V, F) agit, E
est muni d'un feuilletage horizontal Fg. Alors la section nulle définit une immersion
ÏE '' V/F -> E/FE, et la projection E -> V définit une submersion p^ : E/Fg -> V/F [le graphe
de IE est égal au graphe de (V, F); celui de p^ est égal au graphe de (E, Fg)].

5. Si /: VI/FI -^V^/F^ et //: VI/FI -^VyF^ sont deux applications alors
(/, //) : Vi/F^ -> (V^ x V^/F^ x Fy est donné par son graphe

°( /. n = G/ x vi G/' = {(^ ^/r (x) = r (x')}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



332 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

Si/ou/ ' est une immersion alors (// /) est une immersion. Un exemple important
pour la suite est fourni par (id, /) : Vi/T\ -> V^ x V^/Fi x F^ où/: VJFi -> N^Y^.

6. Si/: Vi/F^V^ et/': V,/F^V,/F, alors

(/x/0 : (Vi x Vl/Fi x FI) ̂  (V^ x V^/F^ x F;)

est donné par G^x^=G^x G^/. Un exemple utile pour la suite est fourni par

(^xid): (V,xV,,F,xF,)^V,/F,.

Notons que /= (p x id) ° (id, /).

K-ORIENTATIONS. — Les définitions ci-dessous sont dues à P. Baum.
Soit Ml;; le groupe M1^=(M1^(R) x^ ^U(l)) où Ml^(R) désigne le groupe métalinéaire

i. e. le revêtement non trivial à deux feuillets du groupe des matrices réelles à déterminant
positif Gl^ (R). Le compact maximal de Ml;, est Spin^n).

Soit E un G-fibré vectoriel réel de dimension n sur V, où G est le graphe de (V, F).
Le G fibre E est orienté si son groupe structural est réduit à Gl^, i.e. s'il existe un G
fibre principal P de groupe structural Gl^ (R) avec E ̂  Px çi+ R".

1.6. DÉFINITION (P. Baum). — Le G-fibré E est dit K-orienté si son groupe structural
est réduit à Ml;,.

Notons qu'en général un G-fibré n'a pas de structure métrique G-invariante, et donc
on ne peut pas réduire le groupe structural à Spin0 (n).

1.7. PROPOSITION. — (a) Si E est un G-fibré complexe alors E est K-orienté.
(b) Si E est K-orienté, E* est K-orienté.
(c) Pour tout G-fibré E, E ® E* est K-orienté.
(d) Si 0 -> E' -> E -> E" -> 0 est une suite exacte de G fibres et si deux des fibres

E, E', E" sont K-orientés alors le troisième l'est.
(e) Si 0 -> E" -> E -> E" -> 0 est une suite exacte de G fibres alors E' © E" est K-orienté

si et seulement si E l'est.

Preuve. — (a) On a un homomorphisme Gl^(C) -> Ml^ qui prolonge l'homomorphisme
U^^Spin^nKc/p],^]).

(b) L'automorphisme de Gl^ (IR) donné par x-^^'1 se prolonge à Ml;;.

(c) L'homomorphisme Gl^(tR) ->G1^(R) donné par x->[ _ ) se relève en un
\0 ^ 1/

homomorphisme Gl^ -> Ml^ „.
(d) Si E' et E" sont K-orientés on utilise l'homomorphisme

"''"' -> Wn'+n" P01"" montrer que E l'est. Si E' et E sont K-orientés, on
L 0 Ml;- J
note que le produit fibre

[-Ml;, M^(R)1 ^ ^ rMl;, M^(R)-|
L 0 Gl^(R) JGI^^ "'+"" L 0 Ml;;. J
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Si E et W sont K-orientés, on raisonne de la même façon ou on passe aux fibres duaux.
(e) On a la suite exacte

0 -> E' ® E' -> E © E' © E" -^ E" © E" -^ 0

et donc par (a) et (d) E © E' © E" est K-orienté.
On conclut en utilisant (d). •
Soit /: VI/FI -^V^/F^ et soit E un G^-fibré réel sur V^. Alors s*E est un G^-fibré

sur Gf sur lequel Gi agit trivialement. Comme Gy est un G^-fibré principal, il existe un
unique Gi-fibré E" sur V\ avec r* E" ̂  s* E (en tant que G^, G^ fibres sur G^). On pose
E'^E.

Une autre façon de voir /* E est de considérer le fibre E comme associé à un cocycle
i: G^ -^Gl^(R) et utiliser le cocycle composé i°f. Soit Xj le fibre transverse à (Vy, F̂ .)
(ï^=T^VyF^ pour xeV^,7=l , 2). Alors ïj est un G^-fibré.

1.8. DÉFINITION. — L'application f : V\/F^ -> V^/F^ est dite K-orientée si le G^-fîbré
^î © /*^2 est ^-orientée.

Si/; VI/FI ^V^/F^ est une application de classe C°°, df détermine un Gi-homomor-
phisme de Gi-fibrés df: Ti -> /*Ï2. Alors/est une immersion si et seulement si en tout
x G V\ (df)^ est injective et une submersion si (rf/)jc est surjective.

1.9. DÉFINITION. — (a) Si f est une immersion on pose Ny=/*T2/d/(Ti).
Alors f est ^.-orienté si Ny ^sî K^-orienté en tant que G^-fibré.
(b) Si f est une submersion on pose Ky=Ker(ri/).
Alors f est J^-orienté si Kî est J^-orienté.
La cohérence entre les définitions 1.8 et 1.9 est assurée par la proposition 1.7

(d) et (c). On renvoie à [11] Appendice B pour les conventions sur les K-orientations
d'une immersion, d'une submersion et d'une composée de deux applications.

1.10. Remarque (suggérée par A. Connes). — II est légitime de comparer la notion de
K-orientation que nous utilisons ici à la suivante : le fibre G équivariant E est K-orienté
si sur BG il a une structure Spin0. Sans trop rentrer dans le formalisme cohomologique
(cf. [19], [2l], [39] pour des discussion détaillées) disons que l'obstruction à une K-orienta-
tion vit dans le groupe de cohomologie H2 (G; %) où ^ est le faisceau des germes
d'applications continues à valeurs dans U(l) : il s'agit du ramené en arrière par le cocycle
(homomorphisme) G^Gl^(R) qui correspond au fibre E, de la classe de
H^Gl^R); U(l)) associé à l'extension centrale

1-^U(1)-^M1^->G1^1.

L'obstruction à une structure Spini sur BG vit dans le groupe H^BG; %) ̂  H^BG; Z).
Cependant l'application naturelle H2 (G; ^Q-^H^BG; ^) n'est pas un isomorphisme
car les coefficients % ne sont pas discrets (2). En fait l'application H3 (G; Z) -^ H3 (BG; Z)

(2) On a, en fait, un isomorphisme H2 (G; (^)=H2(BG; ^U') où °U' est le faisceau des germes d'applications
continues à valeurs dans U(l), constantes sur les feuilles du feuilletage sur BG (cf. [21]).
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est un isomorphisme (cf. [21]) mais comme H* (G; ^) ^ 0 où ^ désigne le faisceau des
germes d'applications continues à valeurs réelles on a H2 (G; ^) ^ H3 (G; Z).

Notons que les notions analogues de K-orientation réelle coïncident comme les obstruc-
tions vivant dans les groupes H2 (G; Z/2 Z) et H2 (BG; Z/2 Z) et que l'application naturelle
H2 (G; Z/2Z) -^ H^BG; Z/2Z) est un isomorphisme.

Nous construisons maintenant explicitement un exemple où ces notions de K-orienta-
tion ne coïncident pas.

Soit (V, F) un feuilletage dont le groupoïde d'holonomie restreint à une transversale T
est G^=T x(aZ2 où Z2 agit dans T (par exemple T=T2) avec un point fixe isolé XQ.

Soit E le fibre réel G-équivariant de dimension 3 sur V donné par le cocycle composé

G -> Gî -> Z2 -> S0(3) où a est l'homomorphisme (x, p) -^(xeT, pçZ x Z) et

P( l ,0)=
" -10 0
0 1 0

-.0 0 -L
P(0, 1)=

- 1 0 0
0 - 1 0
0 0 1

Soient j et k des antécédents de p(l, 0) et de P(0, 1) dans Spin(3)=SU(2). On a

[/', k]=£( = eSU(2) ) et donc l'obstruction à une K-orientation réelle est le

ramené par a de l'élément MeH^Z2; Z/2Z) donné par la suite exacte
1 -> Z/2 Z -> F -> Z2 -> 1 où F est le « groupe de Heisenberg » des matrices

î a c~
0 1 b , a, &eZ, ce Z/2Z. L'obstruction à une K-orientation complexe est l'image
0 0 1_

p^ro^deueH^Z2 ; U(l)) donné par 1 -^U(l) ->r ->Z2 -> 1 où

r=
l a c
0 1 b , a, fceZ, ceR/2Z .
0 0 1

Soit i: J1 -^G\ l'homomorphisme donné par le point XQ- On a a°î=Idzxz. Comme
v ^ 0, i* a* (v) ̂  0 et donc a* (u) + 0 et le G-fibré E n'est pas K-orienté. Cependant,
dans BG=(Tx [R^/Z2 l'obstruction à une structure Spin0 est le ramené en arrière par
a: BG-^ O^/Z^BZ2 d'un élément de H^^/Z2; Z)=0.

Notons finalement que de la discussion ci-dessus résulte que si EQ et E^ sont des
G-fibrés homotopes (i. e. il existe un G x [0, 1] fibre E de restrictions Eo et E^) une
K-orientation réelle de Eo détermine une K-orientation réelle de E^. En particulier
Eo © EI a une K-orientation réelle canonique, et donc une K-orientation complexe
canonique et finalement une K-oreintation (complexe) de Eo détermine une K-orientation
(complexe) de E^. Le (e) de la proposition 1.7 est un cas particulier de ce fait, les fibres
E et E" © E" étant canoniquement homotopes (notations de 1.7).
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II. Construction de quelques éléments
de groupes de Kasparov

associés à des fibres K-orientés {cf. [31] et [10])

Dans cette section G désigne, ou bien un groupoïde étale (i.e. G est une variété,
V^G^ est ouvert, r et s sont des morphismes étales de variétés), ou bien le groupoïde
d'holonomie d'une variété feuilletée (V, F). Soit E un G-fibré vectoriel réel :

Nous systématisons la construction de ([10]. § V) : nous allons décrire une méthode
permettant de construire des éléments de groupes de Kasparov qui nous seront essentiels
par la suite :

1. Un élément yg de KK(C*(G); C*(G)) qui correspond à l'obstruction y de G. G.
Kasparov ([3l], § 5) (définition 2. 5),

2. Des éléments aEeKK^^G12); C*(G)) et pE6KK(C*(G); (^(G^) associés à une
K-orientation de E et qui se réduisent à l'isomorphisme de Thom lorsque E possède une
structure riemannienne G-in variante (définition 2. 8) (cf. [30], § 5).

3. Soit W le G-fibré des formes quadratiques définies positives sur E. On retrouve les
éléments aEeKK(C*(G); (^(G^) et J^ e KK (C* (G^; C*(G)) (2.10) de [10], § V.

4. Soit L un fibre complexe G-équivariant. On définit un élément de multiplicité
[L]€KK(C*(G); C*(G)) (2.11) (cf. [10]).

Soit H un groupe de Lie, i : G -> H un cocycle, A et B des H-algèbres. Le cocycle i en
fait des G-algèbres et on peut considérer les produits croisés A xj^.G et B > .̂G au sens de
[38].

On construit alors un morphisme de KKn(A; B) dans KK(A >^G; Bx^G) qui est
« naturel » relativement au produit de Kasparov, à la réduction du groupe structural et
à la restriction de G à des fermés (ou des ouverts) saturés.

Dans les exemples ci-dessus, H est le groupe structural du fibre E, (i. e. H=Gl^(tR),
Gl^(lR), GVC), M l ^ ) f : G ^ H le cocycle associé à E et on prend les H-algèbres
commutatives C, Co(IR"), Co(H/K) où K est le compact maximal de H.

Notons que la construction que nous faisons ici se généralise née varietur à un groupoïde
G et un groupe H localement compacts.

NOTATION. — Soit n : X -> V un fibre G-équivariant, X étant une variété C°°. On note
Gx le groupoïde r*(X)={(x, y)eX xG, n(x)^r(y)}; on a GX(0)=X, r(x, y)=x et
s(x, y)=y - lx. Gx est une variété.

Si G est un groupoïde étale, alors Gx l'est aussi.
Si G est le groupoïde d'une variété feuilletée (V, F), son action sur X détermine un

feuilletage horizontal F' sur X (de même dimension que F) et Gx n'est autre que le
groupoïde d'holonomie de (X, F').

Remarquons que la réciproque est fausse : l'existence sur X d'un feuilletage « parallèle »
à F n'implique pas une action de G comme nous l'avons déjà vu dans la remarque 1.4
(c) en construisant une immersion au sens ensembliste de V\/Fi -> V^i ^i nîest P^
une immersion au sens de la définition 1.3.
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2.1. Soit H un groupe de Lie et un cocycle i : G-^H : c'est-à-dire la donnée d'un
recouvrement ouvert (O^çi de y=G(o) et, pour tout k, Jel, d'une application
h, i '• G^-. H telle que i^ p(yn2)=h, i(yi)h, p{^2\ pour Vi^G^ et y^G^.

Il est équivalent de considérer le fibre principal G-équivariant P de groupe structural
H construit à partir de la restriction i'o de i à V, les actions de G et H commutant.

Soit A une H-algèbre (i. e. une C*-algèbre (Z/2 Z graduée) munie d'une action continue,
involutive (et préservant le degré) de H); le fibre associé Px^A de C*-algèbres sur V
est G-équivariant et on peut former le produit croisé C* (G; P x ^A) (cf. [38]); nous
noterons A xj^.G cette dernière C*-algèbre.

Soit B une autre H-algèbre : nous allons décrire à partir de i un morphisme de groupes
de Kasparov :

i* : KKn (A; B) -> KK (A xj, G; B ><• G).

Pour cela, soit (<^o, Fç) un bimodule de Kasparov représentant une classe
xeKK^A; B); notons que H agit sur ^o et ^(Fo)-Fo est compact pour geîî.

Pour simplifier, notons ^\ = P x ^ ̂ ç, A^ = P x „ A, B^ = P x „ B les fibres G-équivariant
associés sur V.

On peut supposer que le recouvrement (û,),ei associé à i est localement fini et soit
((p^) une particion de l'unité associée à ce recouvrement. On a donc des trivialisations
locales @jeC(Qp ^f(^i, ^o)) soit I7! l'élément de C(V; ^(^i)) défini par :

F^E^O^o^
J'el

Fixons jet et prenons ^©^(^o) où ^o6^)^./» ^i)'
Sur Q^ri^, l'automorphisme ©^O^1 de SQ est dans l'image de l'action de H et

donc on a pour un tel Ç :

(0, (F, Ç)) (x) = Fo (Ço M) + fe, , M) Ç M

oùfe,,,eC(Q,nQ,; ̂ W).
On a donc construit un champ d'opérateurs FieC(V; ^f(^i)), tel que F^—Ff , F ^ — l

et [Fi, û] (pour aeC(V; A^)) soient localement compacts, i. e. éléments de C(V; Jf(^i)).
Fi dépend du choix de recouvrement, mais l'image ît(Fi) dans
C^(V; J^(<Ti))/C,(V; jr(^O) n'en dépend pas.

De plus comme l'action de G dans <^o est factorisée à travers H, on a
Y^Fi , ^)-Y(FI, ,^)eC,(G; JT(r*^,)) pour yeG(i.e ¥ , est G-continu cf. [31]).

Notons que l'action de G dans <^ est continue.
Rappelons que B x|̂ .G est l'algèbre enveloppante de l'algèbre involutive C^(Gi; r*(Bi))

pour le produit :

bV (y) = f b (D Y (b (Y ~ ' Y)) (cf. [38])
•/r(Y')=r(Y)
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[dans le cas d'un groupoïde étale, il s'agit d'une somme discrète; dans le cas du groupoïde
d'une variété feuilletée (V, F), b et V sont des sections du fibre de 1/2 densités
r* (Q^2 (F)) ® 5* (O172 (F)) (x) r* (B^)].

On a un produit hilbertien de C^(G; y*(<^i)) à valeurs dans B xj^.G en posant pour
Ç,r|eC,(G;r*(^)):

<^ î1> (Y )= /"^(Y'W/Y))
Js(y')=r(*/s(Y')=r(Y)

Soit ^ le B x .̂G C*-module hilbertien complété pour ce produit; alors A xj,G agit sur 8
et F=r*(Fi)e^(^) et a (F-F*), a (F2-!), [F, a] sont compacts, V a e A x^G.

On pose alors f * (x) == classe de (<T, F) dans KK(A x|,G; B xj^.G) (où
x=[(^o, FO)]^KKH(A; B)).

On peut construire d'une autre façon f* (x) en considérant le groupoïde Gp associé au
fibre principal défini par i : G-^H. Le produit croisé (A (gC'^G11)) >^H est équivalent
au sens de Morita à A xj, G.

A un élément xeKK^A, B) on peut associer un élément

xe KK ((A (x) C* (G^) x|H; (B ® C* (G11)) x|H)

provenant, par la construction de [3l], de l'élément Tc'-cG1*)^) de
KKn (A ® C* (G^; B ® C* (G^).

Par les équivalences de Morita mentionnées, ï correspond à f* (x).
En utilisant alternativement ces deux constructions, on obtient les propriétés de natura-

lité suivantes :

2.2. LEMME (cf. [3l], theorem 4, § 4 et 1, § 6). — Pour xeKK^A; B) et
yeKK^B, C), on a :

f* (x (g) ̂ ) = f* (x) ® f* 0).

D^51*(1J=1^. •

2.3. LEMME. — Soient H^, H^ d^MX groupes de Lie, ^> : îî^->îî^ un homomorphisme
continu, i\ : G -> H^ MU cocycle et i^ = (p ° i\.

L'homomorphisme (p induiî MH morphisme (p* : KK^^ (A; B) ->• KK^^ (A; B) et pour
xeKKH^A; B) on a :

ff((p*(x))=f?(x).B

2.4. RESTRICTION A DES FERMÉS ou OUVERTS SATURÉS. — Soit Y une sous-variété fermée
de V, saturée par G et Q = V\Y. On a alors une suite exacte :

0 ̂  C* (G^)-^ C* (G) ̂  C* (Gï) ̂  0.

L'homomorphisme j est injectif car toute représentation de C(.(G^) se prolonge à C^(G)
(cf. [37]) et h est surjectif car h(C*(G)) contient C,(GÏ).
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Soit n une représentation de C* (G) nulle surj(C* (G^)); par [37] une telle représentation
s'obtient par intégration à partir d'un couple (|i, H) où ^ est une mesure sur V quasi
invariante et H est un G-fibré d'espaces de Hilbert. On a donc support (p)c:Y et 71
définit alors par restriction une représentation de C* (G^). Ceci montre que

C*(G)/C*(G^C*(GÏ).

Soit alors ï : G - ^ H un cocycle, iy, iç^ ses restrictions, et xeKK^A; B). Avec des
notations évidentes, on a :

ï*(x)®/iB=^®^(x)

^M®JB=JA®Î'*M-

Exemples. — Nous supposons que H est connexe; soit y^eKK^C; C) l'élément
construit par G. G. Kasparov ([3l], § 5). Rappelons que nous avons les propriétés
suivantes :

1. YH est un idempotent : YH ® YH^H-
2. YH= Iç si H est moyennable (ou de Lorentz, cf. [33]).
3. Soit K le compact maximal de H. Le morphisme de restriction

restn : KKn(C; C) -^ KK^(C; C) est un isomorphisme de

Im(YH)={^KKH(C; C), x^=j^x=x} sur KK^C; C).

4. Soient H^, H^ deux groupes de Lie connexes. On a

YHixH2=PÎ( ïHi)®C^(YH2)

où pj : HI x H^ -> îîj est la projection.
5. Soit (p : Ri -> H^ un homomorphisme propre. On a :

(P*(ïHi)=ÏH2-

Pour simplifier, on note y^ l'élément Yçi^ et soit E un G-fibré vectoriel orienté,
i : G -> Gl^ le cocycle associé (n=dim E).

2.5. DÉFINITION.—On pose YE=î*(ïn); c'est un élément du groupe KK(C*(G);
C*(G)).

A partir des propriétés de Yn ci-dessus, et avec les notations précédentes, on a :

2.6. PROPOSITION. — On a les propriétés :
1. 7e est un idempotent : Y^=Y£.
2. Si le groupe structural de E se réduit à un groupe moyennable (ou de Lorentz), on a :

YE = 1 (c'est en particulier le cas si E possède une métrique riemannienne G-invariante).
3. Soit O-^EI -^E-^E^-^O une suite exacte de G-fîbrés vectoriels.
On a : YE=ÏEi®YE2-
Démonstration. — Nous montrons (3).
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Soit n=dimE, n,=dim E .̂, j=l,2 et Gl^ ^ le sous-groupe de Gl^ des matrices
triangulaires supérieures par blocs :

(al b}\0 aj

où a,eGl^., beM^^. Soit v|/: Gl^ ^ ̂  Gl^ x Gl^ l'homomorphisme

^iï01 ^(a^).
\\ 0 Û2//

Notons que Yei^o^ =^i ® Y^-

Posons y^ ^=Yç^ ^. E est défini par un cocycîe i : G->Gl^ ^ et par le lemme
2.3, il suffit de montrer que ^*(y^ ® y^) =y^ „ .

Soit (p : Gl^ x Gl^ -^ Gl^ ^ l'inclusion canonique.
Comme (p est propre, on a (p*(y^ n^)^^! ® Ynz-
Soit ©^, îe[0,l], rhomomorphisme de Gl^ ^ défini par//., »\\/., ,i,\

V\0 a j ) \0 aj

Ceci réalise une homotopie entre (p o i^ et rhomomorphisme identique de Gl^ „ . On a
donc :

Tni, n2=((t>o^)*(^l. n2)=^*(Tni ®Tn2)« •

2.7. Remarque. - Comme E © E est canoniquement orienté et que YE=YE e E» on

voit que Yg ne dépend pas de l'orientation. Ceci montre aussi qu'on peut définir y^ pour
tout G-fibré vectoriel réel E (non nécessairement orienté) en posant YE = YE © E-

Soit a^eKKMicJCoW; C) et ^eKK^(C; CoW) les uniques éléments qui vérifient
les propriétés :

1- ÏM^®an=an®YM^=^ YM^®Pn=K®YMlî;=K

2. restgîf(tt>(P„)etrest^lc^(a^

sont les éléments de KKgp^c^ inverse l'un de l'autre construits par Kasparov dans [30]
(théorème 7, § 5) et qui constituent une formulation de l'isomorphisme de Thom dans la
théorie de Kasparov.»»

2. ^DÉFINITION. — Soit E un G-fibré vectoriel K-orienté, i : G -> Ml^ le cocycîe associé.
On pose

^=i^W

P£=^(Pn)

On a aEeKK^C^G^C^G)), ^^10(0* (G); C^G^).
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Par le lemme 2.2, on a :

2.9. PROPOSITION. — On a les propriétés suivantes :
1. Avec les notations précédentes : yg ® PE= Pg, (XE 0 YE=aE et P£ ® ̂ ^E-
2. Soient E^ et E^ rf^^x G-fîbrés vectoriels K-orientés et E\=nf(E^) le fibre sur E^

d'espace total E^ © E^. On a l'égalité :

fi/ Q/ /o Q'
PEI © E2 = PEi ® PE2

(fonctorialité de P').

2.10. a, ? (cf. [10], § V). - Soit n un entier et m = n ( n + 1)/2.
L'espace X = Ml^/Spi^ (n) étant muni d'une structure Spin^" Ml^-équivariante, on a un

élément inversible du groupe KK^(C()(X); C,(X)) (avec les notations de [3l], § 5).
Soient alors S^eKK^ic(Co(X); C) le produit de Kasparov de cet élément avec
aMi^KKMic(C,(X); C) de [3l], §5 et ?„ l'unique élément de KK^(C; Co(X)) qui vérifie
Sn®^=lco(X).

Soit i : G -> ML;; un cocycle, E==f*(lR") et W=f*(X) les G-fibrés associés sur V.
On pose alors :

Se = f* (£„) e KK"1 (C* (G^; C* (G))

^^(^KK^C^G); C^G^).

On a les égalités : yg (x) Pg = PE. SE ® YE = SE» PE ® SE = YE et SE ® Pa = ̂ (G^-

Remarque. — Pour construire SE et PE, on n'a pas besoin de supposer que E est
K-orienté. Par exemple, si la dimension de E est paire, il suffit de supposer E orienté.

2.11. MULTIPLICITÉ (cf. [10], §6). — Soit L un G-fibré complexe de dimension m,
i : G-^Gl^(C) le cocycle associé. Soit [C^eKKoi (Q(C; C) l'unique élément donné
par :

(i) rest^o ([C^) considéré comme élément de R(U(m))=KKu^(C; C) est la repré-
sentation tautologique de U (m) dans C"*.

(ii) ÏGI, (G) ® [C"] ==[€"].
On pose alors [L] '̂*^]), qui est un élément de KK(C*(G); C*(G)).

2.12. Remarque. — La notion de cocycle de G à valeurs dans un groupe et celle de
morphisme d'espaces feuilletés / : V/F -> V'/F" sont deux exemples de cocycle de G à
valeurs dans un groupoïde F. A un tel cocycle est associé un fibre principal X sur
V^G^, G-équivariant, de groupoïde structural F (G et F commutent sur X). Deux tels
cocycles i et f : G -> F coïncident si et seulement si les fibres associés X et X" sont
isomorphes de façon équivariante par rapport à G, F. Ceci revient à dire que les deux
cocycles i et f, sont « cobordants ».
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IIL Fonctorialité dans le cas des immersions

Dans cette section, nous définissons pour une immersion K-orientée/: V^/Fi -^V^/F^
l'élément/!eKK*(C*(Vi, Fi); C*(V2, F^)) et nous démontrons la fonctorialité de
cette construction : soient f^ '. Vi/T\ -> V^/F^ et /i : V^/F^ -> ̂ 3/^3 deux immersions
K-orientées et f^ ==/i 0/3 la composée; on a alors /^ \ =f^ ! (X)/i !.

Tout se passe en réalité sur les groupoïdes étales associés à des transversales fidèles T^
et T^ à, respectivement, V\/Fi et V^/F^. Notons pour simplifier Gj le groupoïde restreint
Gpy.. Rappelons que l'on peut supposer que/induit un homomorphisme (p : G^ ->G^
et que l'immersion induite : T^ -^ T^ est injective et propre (remarque 1.4); (p est alors
une immersion injective, K-orientée et (p(G^) est une sous-variété localement fermée de
G^ En utilisant le bimodule d'imprimitivité entre C* (V^, F .̂) et C* (C^), on calcule / ! à
partir d'un élément cp ! e KK* (C* (Gi); C* (02)).

(p ! est lui-même le produit de Kasparov de deux éléments :
Le premier est PNGKK^C^G^C^G?)) qui a été construit dans la définition 2.8,

N étant le fibre normal de l'immersion T^ -> T^ qui est G i-équi variant et K-orienté.
Pour le deuxième, on fait une construction qui se réduit, lorsque G^G^ est un

groupoïde trivial, à l'application exponentielle qui est un difféomorphisme de N sur un
ouvert de G^\ En général, il n'existe pas un tel difféomorphisme compatible avec l'action
de GI et on est amené à construire directement un élément a^eKK^C^G^); C*(G2)) à
partir d'une extension de (^(G^) par C^G^) ®Co(]0,l]). Cette extension utilise le
groupoïde normal associé à (p, que nous commençons par définir (cf. [9]).

Nous supposons, pour définir a<p, que C*(Gi) est nucléaire (en K-théorie, cf
remarque 3.17).

Dans le cas général, on a une forme plus faible de l'énoncé (ibid.).

3.1. GROUPOÏDE NORMAL. — Soit X une sous-variété localement fermée de la variété
Y, N = TY/TX le fibre normal sur X. Sur l'ensemble JV = N x { 0 } U (Y x ]0,1]) on définit
une structure de variété à bord par les cartes suivantes :

1. Sur Y x]0,l], on a la structure produit.
2. Soient QcN et UcY deux ouverts contenant x e X e t © : 0 - ^ U une application

exponentielle associée à une métrique riemannienne sur Y. On suppose que Q contient la
section nulle f°7r(û) de la projection de Q, dans X. On a alors une bijection entre l'ouvert
{(Ç, X), ÇeN, Xe[0,l], 5iÇeQ} de N X [0,1] et l'ensemble TT^O)) U(Ux]0,l]) définie
par :

Q ( ^ ) f të>0) si ^=0
[(0(Xy,X) si X^O.

Montrons que les changements de carte sont C°°.
Soit Xg e X : on peut écrire au voisinage de XQ, N = By x IR' et

i2=IR"xBl (oùBÎ={yeR\ \\y\\^\~1}),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



342

et on a :

M. HILSUM ET G. SKANDALIS

©(x,^)={ ( x 9 y 9 0 ) si '=0

l(x,^,)i) si ^0, ^eB?.

Soit ©/ un autre tel difféormorphisme, on a ©'(x, 0)=(x, 0) et d@^ o)(°» VÏ^A^Y, Y)
où A^eEnd^, ff^) et donc il existe des fonctions C°° fi(i=l, 2, . . ., q) à valeurs dans
IR^ et gij(i, 7= 1, 2, . . ., q) à valeurs dans R^ telles que

©'"'(^ jO^+^./Kx, }Q, ̂ +l>^,(x, y)).
i i, J

On a alors, pour À, 7^0 :

ê)' ~ 1 ° ê) (x, ,̂ À-) = (x + X ̂  fi Oc, ^^), ̂  + ̂  ̂  .)Vĵ , j (̂  ^^), )̂

et on a © / -1 o@(x, ^, 0)=(x, y, 0), ce qui montre que © / -1 o© est un difféomorphisme
C00 d'un voisinage de (xo, 0) dans N x [0,1] sur son image. Notons que N s'identifie (par
N x { 0 }) à une sous-variété fermée de ̂ \

Soit alors un homomorphisme injectif de groupoïdes étales (p : G^ -> G^ qui soit une
immersion C00 et telle que (p(Gi) soit une sous-variété localement fermée de G^ et soit
N le fibre normal de l'immersion (po : G^ -> G^. N est G i-équi variant et le groupoïde
G^ = r* (N) est aussi l'espace total du fibre normal de (p.

Le groupoïde normal de (p est la variété à bord G=G^x { 0 } U(G2 x]0,l]) construite
précédemment. G est un groupoïde comme réunion de deux groupoïdes et sa structure
de variété est compatible à celle de groupoïde.

Comme G2 x { t}, t ̂ 0 et G^ x { 0 } sont des fermés saturés de G, on a des homomor-
phismes d'évaluation

h,: C*(G)^C*(G,), ^0 et h^ : C*(G) -^(G?).

On a vu au paragraphe 2.4, que l'on obtient alors une suite exacte

0 -. C* (G ̂  x ]0,1]) -. C* (G) ̂  C* (G?) -> 0.

Rappelons que nous supposons que C*(Gi) est nucléaire. Par un résultat de R.
Zimmer [45], il est équivalent de dire que G^ est moyennable ([37], définition 3.6). Il est
clair alors que G^ est aussi moyennable et donc C* (G?) est aussi nucléaire.
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Par G. G. Kasparov, ([30]. § 7), pour toute C*-algèbre nucléaire A, on a une suite
exacte de groupes de KK-théorie :

KK*(A; C*(G))

î [hol

KK^C^G?))

KK*(A;C*(G2X]0, 1]))

Or, pour toute C*-algèbre A, on a KK*(A; C^ x]0,l]))=0, et donc rhomomor-
phisme de groupe induit par ® [ho] est inversible. En particulier, en prenant
A^^G^), on voit que [ho] est inversible en KK-théorie, Le. il existe
[ho]-1 eKK^^G?); C*(G)) tel que [ho] ® [ho]-1 = 4 et [ho]-1 0 [ho]= IçN.

3.2. DÉFINITION. — Soit (p : Ci -> G^ un homomorphisme injectif d'image localement
fermée qui soit une immersion de classe C°°.

On pose :

^^oF1®^].

3.3. Remarque. - 1. Pour avoir une suite exacte en KK-théorie et donc pour cons-
truire [ho]~1, et a<p, il suffit de supposer que ho admet un relèvement complètement positif
(cf. [13], [42]).

2. Une autre façon de construire a<p est de considérer la suite exacte

0 ̂  C* (G^ x ]0,1[) ̂  C* (G') ̂  C* (G?) ̂  0

où G^G^x { 0 } U(G2 x]0,l[) est un sous-groupoïde ouvert de G. A cette suite exacte
correspond un élément ^ e KK1 (C* (G?); C* (G^ x ]0, IQ). Soit alors
aeKK^CoGO.lQ; C) l'inverse de réiément de Bott (cf. [30], §5). On a
^<p=-c^(8)coao.i[)a-

3.4. Remarque. - Supposons que Gi=Vi et G^V^ soient simplement des variétés
(i. e. G^G^) et soit © : N -> V^ un difféomorphisme exponentiel de N sur un ouvert U
de V^. Avec les notations ci-dessus © : N x [0,1] -> J\T définit une section de ho et donc
<7<p=©*.

Cette remarque s'applique encore dans le cas où il existe un difféomorphisme exponen-
tiel © : G^ -> G^ qui soit un homomorphisme de groupoïdes.

3. 5. Exemple. - Soit G un groupoïde étale et 0 -> E^ -> E -> E^ -> 0 une suite exacte
de fibres sur G^, G-équivariants et K-orientés. Le fibre normal de l'immersion Ei ç E
est ElOE^ considéré comme fibre sur E^ et on a donc un élément
or e KK (C* (G11! e ̂  C* (G^).
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Soit d'autre part P^KK*(C*(G); C^G^) et PE, eE^KK*(c*(G)î ^(û^ eB2))
les éléments donnés par les K-orientations (définition 2.9).

3.6. PROPOSITION. — On a F égalité :

PE=PEiCE2®^

Démonstration. — Le groupoïde normal G associé à l'immersion E^ c^ E est l'espace
total d'un fibre Ê sur G x [0,1] tel que Ê| ç ̂  o} = E! © E! et Ê| G x { i } = 2. C'est l'homoto-
pie de E à EI © E^ de la démonstration de la proposition 2.6. Soit ̂  les homomorphismes
d'évaluation de C*(G) et h, ceux de C^GxIO,!]); notons que l'élément
[/îJeKK(C*(Gx[0,l]); C*(G)) ne dépend pas de t. Par 2.4, on a alors :

PE=^l]~1 ® PÊ® [^]=PEI CE, ® [^0]~1 ® [^l]=PEi ©E2 ® OT •

(p ! pour les groupoïdes étales.

3.7. DÉFINITION.—Soit ( p : G i - » G 2 MU homomorphisme de groupoïdes étales. On
suppose que (p est une immersion de classe C°°, injective et K-orientée, et que (p(Gi) est
une sous-variété localement fermée de G^. On suppose aussi que C*(Gi) est nucléaire. A
partir des éléments ^eKK*(C^(G^C*(Gîî)) {définition 2.8) et
a<p e KK (C* (G?); C* (G^)), on définit alors un élément (p ! de KK* (C* (Gi), C* (G^)) par :

q> ! = PN ® a,p.

3.8. THÉORÈME. — Soï'ênt 93 : GI -> G^ (pi : G2 -> G^ deux homomorphismes de
groupoïdes étales satisfaisant aux conditions de la définition 3.7. Alors (p2=(Pi°^3 vérifie
ces mêmes conditions et on a Inégalité :

(p2!=(p3!®(pi!.

Démonstration. — Soit N^ le fibre normal G^-équivariant de l'immersion induite
<P» | G^ ••Gw -> ̂  avec { U fe } = { 1, 2, 3 } et Ni = (p^ (Ni) la restriction du fibre N^ à
G^. On a une suite exacte de fibres G i-équi variants :

0 -, N3 -> N2 -> Ni -^ 0

et donc un élément aieKK^C^G^eN!); C^G^)) (cf. exemple 3.5) et on a une
immersion K-orientée N^ c? N^ de fibre normal N3, d'où un élément

a^KK^^G^®^); C*(G^)).

On va démontrer dans les trois lemmes qui vont suivre la commutativité du diagramme
suivant, où les flèches désignent des éléments de groupes de KK-théorie :
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GÏ3——————————-—————————^

G, G?3 C N, ———————- G^i
"3 |

G3

3.9. LEMME. —On a P^ = P^ ® PN, 0 Oi,

Démonstration. - C'est la proposition 3.6 et la fonctorialité de y (Lemme 2.9). •

3.10. LEMME. —On a P^ ® 03 = 03 (g) P^.

Démonstration. - Soient G et G' les groupoïdes normaux des immersions (p3 : G^ q: G^
et (pi : G^i ̂  G^i; G' est l'espace total d'un fibre vectoriel N sur G, K-orienté, et par la
naturalité, (§ 2.4) on a un diagramme commutatif où les flèches sont encore des éléments
de KK-théorie :

C*(G^)——^—— C*(G?i)

W | [ w
R' ^

C*(G) ———N——- C^G')

Iho] [ho]
f PN, V

C* (G^) ————- C* (G? e N!)

3.11. LEMME.—On a Oi (x) 03=03 ® Oi.

Démonstration. — L'ensemble

G=G?3®N^(^^p^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

est le groupoïde normal de l'immersion H'i ç H^ où
— HI est le groupoïde normal de l'immersion Gi ç G^
— H^ est le groupoïde normal de l'immersion G^ c^ G3.
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Le fibre normal de l'immersion H^ q; H 2 s'identifie au groupoïde normal H^ de l'im-
mersion G?! q: G^i.

Soit Pi = G?2 x { 0 } U (G3 x ]0,1]) et r^ = G?3 e N! x { 0 } U (G^ x ]0,1]) les groupoïdes
normaux des immersions G^ -> G^ et G^3 -^ G^2 qui s'identifient à des sous-groupoïdes
fermés de G.

On a un diagramme commutatif d'homomorphismes d'évaluation de C*-algèbres de
groupoïdes :

. 1 ^i
C*(G5Q-——°——— C*^) ———l-———-C*(G3)

^(l.l)"(1,0)f 1 ^"^^ ' ' >^ f2
j l ^^ Pi ^^ /!

C*(Hi)-——^———— C*(G) ———^———-C*(ri)

Les éléments de KK-théorie [^o,oL [/o]» [^o]» ho]» fôo] sont inversibles et par définition
on a

a, ® a, = [^] -1 ® [hî] ® [/o] -1 ® [/î]

et donc par le diagramme précédent :

ai^a^^o)]"1®^!.!)]

De même on a 03 ® ̂ i =[^(o,o)]~1 ® ?(1,1)]? (l'où l'égalité annoncée. •
Ceci achève la démonstration du théorème 3.8. •
3.12. Remarque. — Restriction de (p! à un sous-groupoïde ouvert. Soit (p : G^ ->G^

une immersion injective et K-orientée de groupoïdes étales, N le fibre normal de (p et
deux sous-groupoïdes ouverts G^cGi, G^czG^ tels que ^>(G[)<^G^. On a alors l'égalité :

(p / î®[/2]=[/ l ]®(P Î

où (p^cpj ci -. G2 et^ : C*(G9 ç C*(Gf) est l'injection canonique.
Cela résulte de la naturalité de P" (cf. 2.4) et de la commutativité du diagramme (avec
des notations évidentes) :

0 -> (C* (G^ x ]0,1]) -^ C* (G7) ̂  C* (G^') -> 0
l l l

0-> C*(G2X]0,1]) -> C*(G) -. C*(GN) -^0
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3.13. f\ POUR LES IMMERSIONS D'ESPACES DE FEUILLES. - Soit /: V\/FI -> V^/F^ Une

immersion d'espaces feuilletés, K-orientée, et T\, T^ deux transversales fidèles à Vi/F^
et V^/F^ telles que/induise une immersion injective et propre (cf. remarque 1.4). Posons
pour simplifier G^.=G?^ pour j ==1,2. Alors/induit un homomorphisme (p : G^ ->G^
qui est une immersion injective, K-orientée et telle que (p(Gi) soit localement fermée
dans G^. En effet, pour tout yeG^, l'holonomie de (p(y) est un germe de difféomorphisme
de T^ dont la restriction à T\ est l'holonomie de y, donc (p est injective. D'autre part,
soit G' le sous-groupoïde de G^, G'= {yeG^, r(y), s(y)el\, et y(T\) c: T\}; c'est-à-dire
qu'il existe U et LT des voisinages de r(y) et s (y) dans T^ et un difféomorphisme
h: U->U' dont le germe en r(y) soit y et tel que h(T^ nU)=T\ OU. G' est une
sous-variété localement fermée de G^j de dimension dim(T\); (p(Gi) c G' et comme (p
est étale de G^ dans G' dans G', (p(Gi) est un sous-groupoïde ouvert de G'. On a donc
un élément q>! eKK*(C*(Gi); C*(G^)). Soit ^ le bimodule d'imprimitivité entre
C*(V^., F̂ .) et C*(G^.). Il définit un élément inversible [̂ '] de KK(C*(V,, F .̂); C*(G.))
et [^r1-^.] (c/ [8U24], [37]).

On a alors un élément de KK*(C*(Vi, F^); C*(V2, F^)) défini par :

[^]®(p! ®[^1.

3.14. LEMME. — L'élément ci-dessus défini ne dépend pas du choix de la réduction de f
aux transversales fidèles T\ et T^.

Démonstration. — Soit q/ : G[ -> G^ une autre réduction comme ci-dessus associée à
des transversales fidèles T'i et T^ aux feuilletages. En prenant la réunion T, U T, de ces
transversales (pour i=l,2), on peut supposer que G^ est un sous-groupoïde ouvert et
fermé de G,. Soit j, l'injection C*(G3 c; C*(G,). On a alors [< .̂] == [^r] ® [/J et
[^M,]®^].

Utilisant alors la remarque 3.12, on a :

[^rj ® (p ! ® [^T2] = [^T'J ® [/i] ® (P ! ® [^T2]

= [^T'J ® ç' ® [/2] ® [^T2] ̂  [^T',] ® cp' ! ® [^T'2]. •

On peut alors poser :

3.15. DÉFINITION. — Avec les notations précédentes, on définit
/!eKK*(C*(Vi, F,); C*(V^ F,)) par f ! - [^J 8) cp ! ®[^2]

pour un choix (p de réduction de f à des transversales fidèles.
On a alors immédiatement :

3.16. THÉORÈME. — Soit /3 : VI/FI ̂ V^, /i : V^ ̂ ¥3^3 rf^x immersions
K-orientées, de variétés feuilletées. On suppose que C*(\^ F^) et C*CV^ F^) sont
nucléaires.

Alors ̂  ==/i °/3 ^5t une immersion K-orientée et on a

^'-/s!®/!! •
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3.17. Remarque. — Nous examinons ici comment formuler les résultats précédents
lorsque C*(V\, F^) n'est pas supposée nucléaire: le problème est dans la définition
de a<p.

1. Il suffit en fait de supposer que C*(V\, F^) est nucléaire en K-théorie, et plus
généralement que PN est dans l'image de KK^ [52]. En effet, ho définit toujours un
isomorphisme de KK^(C*(Gi); C*(G)) sur KK^(C*(Gi); C*(G?)) (cf. [52],
proposition 2.7). On pose alors : (p! =©(o<p(PN)) où o^=(h^)^(ho.)~1 désigne l'homo-
morphisme de KK^(C*(Gi); C^G?)) dans KK^(C*(Gi); C*(G^)) et RN est tel que
©(PN') = p^ (où © : KK^ -^ KK est l'homomorphisme de [52]).

Notons que PN est dans l'image de KK^ç si et seulement si YN ^Gst^ ce q111 est équivalent
à dire, avec les notations de 2.10, que C^G^) est nucléaire en K-théorie.

2. Si on ne fait plus aucune hypothèse sur C*(Vi, F^), on a quand même pour toute
C*-algèbre A nucléaire en K-théorie un homomorphisme

^ : KK (A ; C* (G?)) ̂  KK (A ; C* (G^))

donné par a^ (x) = [^IA 1 M ® [^ilA

et on définit / !A comme élément du groupe
Hom(KK(A; C*(Vi, F^)), KK(A; C*^, F^))

et la fonctorialité s'écrit alors f^ î^/i !AO/3 î^
3. Si dans le théorème 3.16 on suppose que seulement C*(V\, F^) est nucléaire en

K-théorie alors on a un homomorphisme

/, ^(VI.F,) ; KK*(C*(V,, F^); C*(V^ F^)) ^KK*(C*(V,, F,); C*^, F^).

Dans ce cas, f^ ! et f^ ! sont bien définis et on a :

/i!^1'^!)^!.

Nous ne reviendrons pas là-dessus dans la suite, mais nous pouvons noter que les résultats
que nous obtiendrons garderont un sens lorsque les hypothèses de nucléarité ne seront
pas satisfaites.

3.18. Remarque. — Soit /: Vi/T\ -^V^/F^ une immersion d'espaces feuilletés, de
groupoïdes d'holonomie G^ et G^ et i^ : G^ -> H un cocycle de G^ à valeurs dans un
groupe de Lie H (cf. 2.1). La composée i\ = i^ °f définit un cocycle i\ : G^ ->H. Nous
supposons que C*(V\, F^) est nucléaire.

Soit A une H-algèbre : à partir des algèbres Ax^G^., j =1,2, on peut refaire la
construction précédente pour définir un élément

/A 'eKK^A^G^A^G^) .

Pour xeKK^(A; B), on a alors :

îîM®/B!=(-ir/A!®iî(x).
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3.19. Remarque. — La construction du groupoïde normal (§3.1) est analogue à celle
du groupoïde tangent à une variété V due à A. Connes [9] : on retrouve cette dernière
construction en considérant l'immersion (p (x) = (x, x) de V dans V x V comme homomor-
phisme de groupoïdes représentant la submersion V/F^ -^V/F^, où F^= { 0 } et F^TV.

Ce sont là deux cas particuliers d'une construction plus générale d'un groupoïde normal
associé à une immersion (p : G^ ->G^ de groupoïdes soit étales, soit d'holonomie de
variétés feuilletées.

Remarquons d'abord que si j : X -> Y est une immersion de classe C00 de variétés, on
peut construire la variété normale N x { 0 } U (Y x ]0, 1]) (cf. 3.1) sans supposer ni que
j(X) est localement fermée dans Y, ni que j est injective. Pour simplifier, supposons que
Y est une variété riemannienne complète et soit © : N -> Y l'application induite par
l'application exponentielle. On a alors sur N x [0, 1] une relation d'équivalence
(Ç, X)-(^, D si et seulement si ^=^ et si ?i=0, Ç=<, et si ^0, ©(H)^®^)-
L'espace quotient N x [0, l]/^ est une variété C°° et est en bijection ensembliste avec un
ouvert de N x { 0 } U (Y x ]0, 1]). Cette variété est séparée si et seulement si j est injective
et X et Y sont séparées.

Cependant, si (p : G^ -> G^ est comme plus haut, on n'a pas forcément une structure
de groupoïde sur la variété normale de (p. Il faut pour cela que F, l'espace du fibre
normal de (p hérite d'une structure de groupoïde.

Deux cas extrêmes de cette situation sont d'une part le cas où pour tout xeG^\ la
restriction (p : GÏ -^G^ est étale (ce qui est le cas si G^ et G^ sont des groupoïdes
étales) et on a ^=GN; d'autre part le cas d'une variété doublement feuilletée (V, F^, F^)
avec Fi c= F^. On a une submersion /:V/T\-»V/F2 et une immersion induite de
groupoïdes d'holonomie (p : G^ -> G^. Dans ce cas la structure de groupoïde sur
r = r * ( ¥ ^ / ¥ ^ ) inclut la structure de groupe de ce fibre vectoriel : F^^V et pour (X^, y^),
(X;,, y^) éléments de F, avec X^F^/Fi),^, r(y^)=s(y^ on a

(X^, Yi)o(X2, Ï2)=(Xi+Yi(X,), Yiï2).

Notons que par la transformation de Fourier, on a un isomorphisme entre C*(F) et
C^G^2^*). On a, par la même construction que précédemment et en supposant C*(Gi)
nucléaire, un élément de KK*(C*(Gi); C*(G^)).

Cette définition est due essentiellement à A. Connes et coïncide avec la construction
de / ! que nous ferons au paragraphe IV.

En effet, cette construction est fonctorielle (par la même démonstration que ci-dessus)
donc il suffit de voir la coïncidence de ces deux éléments dans le cas presque isométrique.
Soit G=Fx { 0 } U(G^ x]0, 1]) le groupoïde normal de (p. Par un calcul différentiel
asymptotique « p, 8 » ([50], [5l], [46], [48], [47]) on obtient un élément
xeKK*(C*(Gi); C*(G)) qui est une homotopie entre un symbole CT et l'opérateur P^
de symbole CT; on a donc HQ* (x) = [a] et h^(x)=[Py]. En particulier pour le symbole a
considéré au paragraphe IV, on a [a] = P^/FI)* et [PJ =/ ! et d0110 :

^(M-'PF./F^/!
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Voici un exemple d'homomorphisme <p : G^ -^G^ qui est une immersion et tel que r
ne soit pas un groupoïde. Soit (V, F) une variété feuilletée, de graphe G, E un fîbré
vectoriel sur V, non nécessairement G-équivariant, et ¥ / = p ~ l ( F ) le feuilletage sur E,
image réciproque de F par la projection p : E -> V. Par la section nulle, on a un
homomorphisme q> : G->G /=G(E, F7) qui est une immersion injective et propre, et
cependant r==r*E n'admet une structure de groupoïde permettant de construire le
groupoïde normal que si E est un fibre G-équivariant.

IV. Fonctorialité dans le cas des submersions

Soit/: VI/FI -^V^/F^ une submersion K-orientée.
Dans ce paragraphe ^ nous construisons un élément /!eKK(Vi/Fi; Y 2/^2)

(définition 4.6) et nous montrons la fonctorialité de cette construction (théorème 4.10).
Pour ce faire, nous supposons d'abord que le Gi fibre/"1 F^/F^ est presque isométrique,
nous construisons/î (définition 4.2) et montrons la fonctorialité (proposition 4.4) dans
ce cas. Nous rappelons enfin comment le cas général se ramène au cas presque isométrique
(c/ [10] § V).

Remarquons d'abord que si/: V^/Fi -^V^/T^ est une submersion, et si ¥^=f ~l(¥^)
est le ramené en arrière par/de F^ dans V^ (cf. [20], p. 378 ou [11], § IV) alors F^ est
un sous-fibre de F^ et l'application V^/F^ -> V^/F^ est étale.

Notons que le groupoïde d'holonomie Gi de (V^, F^) agit sur le fibre transverse
TV^/FI en préservant le sous-fibre F^/F^. Et donc Gi agit sur F^/F^. Rappelons que /
est K-orientée si ce G ̂  fibre est K-orienté i.e. son groupe structural se réduit à
Ml;==ôl^ x^U(l) (définition 1.9).

Rappelons aussi que le fibre F^/F^ est dit presque isométrique s'il existe un sous-fibre
E" de F^/Fi, G! invariant, et tel que E" et E^F^/F^/E" sont munis de structures

isométriques invariantes-i. e. le groupe structural est réduit à " n\n-n' ^

Par [11] proposition 4.3, à l'application étale V^/F^ ~> V^y^ il correspond un Hilbert
C*(V2, F^-module êy où C*(Vi, Fy agit par opérateurs compacts, et donc un élément
8^ de KK(C*(Vi, F^); C*(V2, F2)) ([11] Corollary 4.4).

Il suffit donc de traiter le cas p : V/F^ -^ V/F^ où F^ et F^ sont deux feuilletages de V
avec F^cF^.

Soit alors 0 -^ E" -> F^/F^ -> E -> 0 une structure presque isométrique sur le G^ fibre
F^/FI. A la K-orientation sur F^/F^ est associée une structure Spin^ sur le fibre E* ® E'*,
i.e. un Ci fibre complexe hermitien S de dimension 2[n/2] (où n est la dimension de
F^/FI et [n/2] désigne la partie entière de n/2) et d'un homomorphisme G^ équivariant
c : E* ® E'* -^ Jâf (S) vérifiant c (Ç) == c fê)*, c fê)2 == || ï, ||2 pour tout Ç e E* © E'*.

(3) La notion de structure presque isométrique utilisée ici est plus stricte que celle définie par A. Connes
[10].
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Si n est pair, le G^ fibre S est Z/2 gradué et c(Ç) est de degré 1 pour tout ÇeE* © E'*
(c/:[21,[23],[ll]App.B).

Soit alors ^s le hilbert C*(V, F^) module complété de C^G^; r* (S) (g) D172) relative-
ment au produit scalaire

>-!</,</1,/2>M- </l(>'),/2&'»)>
J

l'intégrale étant prise sur l'ensemble {^eG2/5(j)=r(x)} — nous utilisons des demi-
densités pour donner des formules intrinsèques. C'est le fibre noté ^y,s dans [11], § IV.

Comme G^ agit dans S par transformations unitaires on obtient une représentation
involutive n de C^(Gi; O^2) dans ^g en posant

^(f)gW= [f^y.giy-'x)

(l'intégrale est prise sur { y e G^/r (y) == r (x)} ).
Remarque. — Pour donner un sens à cette intégration notons que

/(^eQ^^F.^^^Q^^F,,,^),

que

^(j^^eS.^^Q^^F.^^^O^^F,,,^)
= S, ̂  ® Q1/2 ((F,/F,), ̂ ) ® Q1/2 (F,,, ̂ ) ® Q1/2 (F,,, ̂ )

et que

^.^(J-l^)eS,^®ûl/2((F2/F^^)®nl/2(F,^^)®Ql/2(F,,,^)

Donc

/^^^(J-'^eS.^^Q^CF.^^^Q^CF.^^^QCF,^^)

Et donc \ f ( y ) y ' g ( y ~ 1 x) a un sens et est un élément de

S,^®Q1/2(F,,,^)®Q1/2(F,^^).

Cette représentation 71 s'étend à une représentation, notée encore n de la C*-algèbre
C*(V, Fi) (cf. [37], [15]) [on rappelle que C*(V, F^) désigne dans tout le papier le
« C* max » de (V, F^)].

Pour compléter la construction d'un élément de KK*(C*(V, Fi); C*(V, F^)) il suffit
de définir un opérateur DeJêf(^s) vérifiant les conditions D==D*, /(D2 -1) e Jf (^s).
[D, j]G^(^s) et D est de degré 1 si n est pair.

L'opérateur DeJêf(^s) est pseudo-différentiel (i.e. De^(V, F2; S'(S))) sa classe en
KK-théorie est donnée par son symbole transverse a=(T(D)£Zp(V, (F^/Fi)*; i^(S)),
que nous construisons maintenant.
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Soit p : (F2/Fi)* -^ E'* la transposée de l'inclusion E' c; F^/Fi. Soit s : E -^ F2/Fi une
section et soit q : (F^/F^)* -> E* la transposée de 5. (Notons que q n'est pas G^ équiva-
riante). Soit p avec l /2<p<l.

On pose b, (x, Ç) = ((1 + \\p fé) ||2 + || q © \\2)(ï)-l)/2 q fé), p fê)) e (E* C E'*),, et
a, (x, Ç) = (1 + I I b, (x, ^) ||2) -1/2 c (&, (x, Ç)) e ̂  (S,).

4.1. LEMME.—La fonction dq est un symbole transverse transversalement elliptique
(définition A. 7.4).

Preuve. - Notons que l-a^Çl+^b^r^Cy^^y^ÇS)) (c/. Appen-
dice, A. 1).

Pour montrer que a^ est un symbole de type p, ô, on utilise que bq est un symbole
d'ordre 1, de type 1, 0 pour écrire en coordonnées par une récurrence immédiate :

l k l m p^r/n
(•w•'•-.s Â^ll^——

où Ffc/j est un polynôme de degré i+j+l et c^'i est un symbole d'ordre i+j—\l\, de
type 1, 0. Les estimés découlent immédiatement de cette écriture et de ce que
(i+I^IDp^i+IIWll2)1 '2 .

Nous montrons maintenant que a^ est un symbole transverse.
Si q' est une autre projection q' : (Fa/F^)* ->• E* transposée de la section s', alors q-q'

étant nulle sur E* il existe L e £ ' { E ' * , E*) avec q—q'=L°p.
POW^€(F^IF^ posons \\î,\\,=J\\pW+\\qW et

II^IL-yiî/WWW o°a:
l^nW-./r+rai ^ ll^-^ll ^ HLJI ||^fé)||

et comme pour 0<a< 1 et t^ — 1 on a | (1 +t)°1— 1 1 ̂  11 \ on déduit
/ l + I I ^ I I ^ Y 1 - ^ ^||Lj||b(^)||
v i + l l ̂ 11^ -(i+n^ii ,2)1 /2-

Donc
||(fc,-&,,)(x, y|| = ^©(i+II^ILT-^-^féXi+ll^ll^-1"2!!

^llî^-^^IIO+II^ILT-^+ll^^llo+ll^ll^-^1^^
^2||Lj| II^^IKÎ+II^IIÏ-^

Et donc
\\(b,-b,)(x, y|| ̂ 2||L,|| \\b,(x, Wl+W-^'2

et enfin

H,_, ||< 11^-MI ^ll^ll^i^-dMI2^)1^!,,!!
" î '"^(ll^ll'+i^2 (II^IP+D^dl^lP+i)^2 " < "

<^lib^r&aJL<4||L lld+llEll^1 ' -1^
^(I I^IP+l) 1 7 2 ^ " ' " " "<
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Notons que y^(x, ^)y - l=û^.y-l(r(y), yÇ) et que y - ^ y ^ y ^ — ^ e s t une section conti-
nue du fibre r* ̂ (E"*, E*). On a donc, pour tout (peC^(G^),

(y, Ç) -^ (p (y) [û^ (r (y), ^) - y ̂  (5 (y), y"1^"1]

est un élément de Co(r*(F2/Fi)*; J^f(r*S)) et donc dq est un symbole transverse. •
Soit De^F^V, F^; oâf(S)) de symbole transverse la classe de a^ (modulo les symboles

tendant vers zéro à l'infini en ^). Par le théorème A. 7.5 on sait que (<^s, D) est un
bimodule de Kasparov (<^s, D)e<^(C*(V, F^); C*(V, F2)) (avec les notations de [8]).

4.2. DÉFINITION.—Soit f: VI/FI ^V^/F^ une submersion presque isométrique et
K-orientée. L'élément f\ associé à la K-orientation et à la structure presque isométrique est
la classe dans KK*(C*(Vi, Fi); C*(V2, F2)) du bimodule de Kasparov (^g ® ^/-, D (g) 1).

Remarquons que f\ ne dépend pas du choix de p, deux choix différents donnant
lieu à une homotopie évidente. Notons cependant que ce n'est pas une homotopie
opératorielle [p -> a^ n'est pas normiquement continu — cependant
a^°^(Vx[po, pj, (F2/Fi)*; J^(S)) (si l/2<po<pi<l)].

4.3. Remarque. — Nous dirons que F^/F^ est presque isométrique au sens généralisé
s'il existe une suite emboîtée de sous fibres Gi équivariants

F'2/Fi=E^E,_,3...3E^Eo={0}

avec EjlEj_^ isométrique pour 7= 1, 2, . . ., k. Soient alors Sj : Ey/E^_i -> Ej des sections
et pj : (F^/Fi)* -> (Ej/Ej_^)* la transposée de ij°Sj où ij : Ej -^ F^/Fi est l'inclusion.

k

Le fibre F^/Fi est K-orienté si et seulement si le fibre © (E^./E^_i)* est muni d'une
J=i

structure Spir^ S.
On pose alors s=(s^, . . . , s,), ||Ç||,=(E||^,fê)|i2)1/2

k

b^x, ̂ )=('(||Ç[[^l)P_l^(y^ e © (E,/E,_J
\ 2 A = i , . . . , f c j= i

*

o ù p i = l > p 2 > . . . >pfc=p>l/2 .
Finalement,

û,(x, Q=(\\b^ yl^+l)-1/^^^, 0)e^(S.).

Alors a^ définit encore un symbole transverse transversalement elliptique, et donc un
élément/!eKK(C*(Vi, F^); C*^, F^).

Bien sûr / ! ne dépend pas des sections Sj comme son symbole principal n'en dépend
pas. De plus, f\ ne dépend pas de la suite des pj. Remarquons en outre que / ! ne dépend
pas non plus des structures isométriques sur Ej/Ej_^ comme il y a une homotopie
canonique entre deux telles structures.

Donc / ! ne dépend que de la K-orientation e t — a priori — de la suite emboîtée de
sous-fibres Ej. Nous verrons plus bas que / ! ne dépend pas de cette suite de sous-fibres.
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Notons pour le moment que si la suite E} est « plus fine » que la suite Ep ces deux suites
définissent le même / !.

Soient/3 : V\/T\ -> V^/F^ et/i : V^/F^ -^ V3/F3 deux submersions K-orientées et pres-
que isométriques. Alors /^ =/i 0/3 est K-orientée (proposition 1.7) et presque isométrique
au sens généralisé.

4.4. PROPOSITION. — Pour la ^.-orientation et la structure presque isométrique générali-
sée de /2 induites par celles de f^ et f^, on a :

^-/a!®/!!

Preuve. - Soit F^/^^ et ¥^f^¥^. On a F^ s F^ ^ F^ ^ TVi. D'après la
remarque A. 7.6, il suffit de montrer p^ ! =^3 ! ®^i ! où ^3 : V^/F^ -^ V^/F^,
^i : Vi/F2 -* ̂ /^ Pz^Pi °P3 : vl/Fl ̂ vl/F3 ̂ n1 les projections.

Soient e^e^V,, (F^/F,)*; ̂ 3)), a,eE(Vi, (F^)*; ^(S,)) et
02eS(Vi, (F^/Fy*; ^(S^)) les symboles associés aux K-orientations et aux structures
presque isométriques de ^3, p^ et p^ (rappelons que S2=S3<§)Si si la dimension de
F'2/Fi ou celle de F^/F^ est paire et S^ =(S3 (g) Si)^ © (S3 ® S^)^ si ces deux dimensions
sont impaires).

Mais pour un bon choix des constantes p et p .̂ définissant les a? on a les conditions
du théorème A. 11 et donc p^ ! ̂ 3 ! ® p^ ! •

4.5. Remarque. — Si ^3 et/i sont munies de structures presque isométriques au sens
généralisé, f^ l'est aussi et la proposition 4.4 reste encore vraie (ainsi que sa preuve).

Soit maintenant/: V\/Fi -^V^/F^ une submersion K-orientée qu'on ne suppose plus
presque isométrique.

Soit î^2=f -1 F^ le feuilletage sur V\ ramené en arrière par/de F^.
Soit W le fibre des formes quadratiques sur F^/F^ et p : W -> V\ la projection canoni-

que. Comme F^/F^ est un G^-fibré, G^ agit dans W et donc W est muni d'un feuilletage
Fi tel que la feuille passant par weW soit {yw/yeGi , s(y)==p(\v)}.

Soit/' : W/FI ^V^/F^ la composée f^f-p. Posons F^p-^^f-1 F^.
On a la suite exacte 0 -> Ker(dp) -> ¥ ^ / ¥ \ ->p* (F^/Fi) ̂  0.
Or Ker(dp) peut être muni de la structure isométrique induite pour la métrique GL^

invariante sur G1^/SO^=WJ et tout point w de W définit un produit scalaire sur
(F^/Fi)^). Donc F^/Fi est presque isométrique.

De plus, le fibre Kerj? est muni d'une structure Spin0 induite par la structure Spin0

Ml^-invariante sur Ml^/Spin^" (n) ==W^ [comme la représentation SO^^so(Ti(Gl^/SO^)) se
remonte à Spin' (n) -> Spin' ((n (n + 1))/2)]. (n ==dim F^/Fi)..

Donc/' est K-orientée.
Soit ^/F^.eKK"(n+l)/2(C*(Vl, F^), C*(W, ¥,)) l'élément construit en 2.10.

4.6 DÉFINITION. — L'élément /!eKK(C*(Vi, Fi); C*(V2, F2)) est défini par
/!=P(F^/F^* 0/' ! où / : W/FI -^V^/F^ ^st mum dé la structure presque isométrique
0->KeTdp—>¥^/F[ - > p * ( ¥ ^ / ¥ ^ ) ->0 et de la K-orientation S^erdp)* ® Sp*^/F^* où
^p* (F2/Fi)* est ^ structure Spini SMr^*(F2/Fi)* associée à la K-orientation de /.
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Montrons maintenant ta cohérence des notations dans les définitions 4.2 et 4.6.

4.7. PROPOSITION.—Si f: VI/F^V^/F^ est une submersion K-onentée et presque
isométrique (au sens généralisé} les deux définitions de f\ coïncident.

Preuve. - Soit ^^^.eKK^^^^CC^W,, F^); C*(Vi, F,)) construit en 2.10 et tel
que ^/Ft)* ® 5(F2/Fï)*=T(F2/Ft)-

Notons (provisoirement) / î50 le / ! donné par la définition 4.2.
011 a : ^/Fi)—^0.
Or d'après la proposition 4.4fïisff=p?Q(Sfïso, donc

^ ! =^M ® ̂ /F,)-) ®J i80 = ï(F r̂ ̂ f^0'

Mais comme F^/Fi est presque isométrique son groupe structural se réduit à un
sous-groupe moyennable de Gl^ donc j^p^= ̂ -(Vi, FI)- •

Remarque. — II résulte immédiatement de 4.7 que jf"0 ne dépend pas de la structure
presque isométrique (voir remarque 4.3).

4. .̂ Remarque. — Soit/: VI/FI -^V^/F^ une submersion K-orientée.
Soit ^ : G^ ->• H un cocycle où H est un groupe de Lie [G^ désigne le graphe de

(¥2, F^)]. La composée 12 of définit un cocycte ^ : G^ -+ H. Soit A une H algèbre.
La même construction que ci-dessus permet de définir f^ ! eKK* (A x|, G^; A xt, G^)

(on utilise des opérateurs pseudo-différentiels à coefficients dans A). Une autre façon de
définir f^ Ï est de considérer les fibres principaux feuilletés (Pp ¥\) et (P^, Fy associés
aux cocydes i^ et i^. Alors si f^ : Pi/Fi -^ Pz/F^ est la submersion associée
^ reKKH^C^^P,, F,); C*(P2, F;)).

Rappelons que C*(V^ F^) est équivalente au sens de Mérita à C*(Pi, Fi)x|H et que
Ax|,Gi est équivalente au sens de Morita à (A (gmaxC^Pi, Fi))xiH. A travers ces
équivalences de Morita on a :

/Î-^^H; ^!=TA(À!)>4H.

Notons que si B est une autre H algèbre et que xeKKa^A, B) on a

fn ̂ cx^-yx^^ï (n=dimF2/Fi)

et donc

^^^(^-(-ly^K^®^!.
Notre but maintenant est de démontrer la fonetorialité de f->f ! dans le cas de

submersions non nécessairement presque isométriques. Pour cela nous aurons besoin
d'un temme :

Soient n et n' deux entiers et soient H,, „. le groupe f n nï nt },
\ 0 Ml;/ /

/Spin^n) 0 \K==
0 Spin^n'),
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son compact maximal et

^/Spin-(n) M,, \^
\ 0 Spin^n')/ nfn'

Soient

SL e KK^ (Co (L/K) ; C), ^ e KK^f1)/2 (C; CyMI^/Spin- (p)))

les éléments associés aux structures Spin^ équivariantes sur L/K et Ml^/Spin^)
(voir 2.10).

Soient; : H^ „, -> Ml;+^; r : H,, „, ̂  Ml; et r' : H^^ ̂  Ml;, les homomorphismes natu-
rels.

Notons que H^ ,,,/K est égal (en tant H^ „/ espace) à Ml^/Spin^n+n') et donc
7*(P^)=^.

4.9 LEMME. — On a ;

7* (Pn+n') ®co (H,, ,YK) ind "̂. "' (aj = r* (̂ ) ®c ̂ * (Pn') e KKS^ ̂  (C; Co (H^ ̂ /L)).

Preuve. — Ces deux éléments sont stables par multiplication par
YH^^^Cyn)®^''^') d'après la proposition 2.7), et leurs restrictions à K coïncident
(c'est l'élément i ! en KK-théorie K-équivariante où i est l'inclusion du point dans
H^ ^,/L. On utilise la fonctorialité en KK-théorie équivariante par un groupe compact.
Remarquons que les résultats et les démonstrations de [11] restent valables née varietur
dans ce cadre cf. [30]). •

4.10. THÉORÈME. — Soient f^ : Vi/T\ -^ V^/F^ et /i : V^/F^ -> y ^ / ¥ ^ des submersions
K-orientées. Alors (f^ °f^) \ =f^ \®f^\

Preuve. — Posons /2=/i °f3- Notons W^ le G^ espace des formes quadratiques définies,
positives sur/i"1 (F3)/F2 et F^ le feuilletage de W2 associé à l'action de G^. Notons W\
(respectivement W^) le G^ espace des formes quadratiques définies, positives sur
/ 2^3)^1 [respectivement sur f^^^/Y, et sm f ^ ( ¥ ^ / f ̂ (¥^] et F(resp. ¥,) le
feuilletage sur W\ (resp. Wi) associé à l'action de Gi.

Notom /? : Wi/F, -. Wl/Fi, ^3 : Wi/Fi ̂  W^/F^, ^i : W^/F^ ̂  ¥3^3 et
^2 : WI/FI -^ V3/F3 les submersions naturelles. Elles sont toutes trois K-orientées et
presque isométriques naturellement.

Soit enfin i : G^->îî^^(n=dimf ^ ( F ^ / F ^ et n /=dim/l-l(F3)/F2) le cocycle associé
aux K-orientations des fibres / 3"1 (F^/Fi et/i" ̂ 3)^2.

On a /^^'''(ind^.^aL)) et donc, d'après le lemme 4.9 et la proposition 4.4 on a
/2 f = î* (^* (^) ®C ̂  (M ®c- (Wi, Fi)^2 !•

Notons EI, E^, Ë3, E^ les fibres Spin' sur W{ de fibre

(E,),=Ti (Ml^/Spin^n)); (Ë2),=Ti (Ml^/Spin^));

(Es). = (/ 3"1 Œ2)/Fi)x et (E^L = (/ 2"1 Fs)// 3"1 F^L

4e SÉRIE - TOME 20 - 1987 - N° 3



MORPHISMES K-ORIENTÉS D'ESPACES DE FEUILLES 357

et soient S^ 83, 83, 84 les structures 8pin0 associées.
Remarquons que la K-orientation de g^ est donnée par la structure 8^ ® 83 g) 83 (g) 84

et que celle de g^ °^ par 8^ (§) 83 ® 83 ® 84.
Donc ^3 ! ®^i ! =tei °^3) !=£^2 ! où G=(-l)nnf(n'+^\

Donc

/2 ! = e ï* (r* (^) ®c ̂ /* (^)) ®c- (w'i. FÏ)^ ! ®c< (w^. F Î î-

8oit W'/ le Ci espace des formes quadratiques sur/^F^/Fi, F'/ le feuilletage associé
à l'action de Gi et ^3 : W^/F^ -^ ̂ ^2 ^ projection. 8oit i^ : G^ -> Ml^ le cocycle
associé au fibre / i-1 (F^)/F^ et f : G (W/, F'/) -> Ml^, f = ̂  o g^ = r ' o i.

On a par la remarque 4. 8

^* (^') ®c. (Wi, F,)^3 ! = ̂ 3 ! ® ^5 (^)

et donc

/2!=£(r°0*(^)®^ /*(^®^3!®^!=(ro0*^®^3!®^(^)®^!=/3!® •

4.11. Remarque (Naturalité de /-^/!). - 8oit /: V i / ¥ ^ - > y ^ / ¥ ^ une submersion
K-orientée et soit W^ i= V^ une sous-variété fermée saturée pour le feuilletage F^. 8oit
Wl=/- l(W2), c'est une sous-variété fermée de V^ saturée pour le feuilletage F^. 8oit
G;. ̂  Gj le sous-groupoïde G;. = { y e G .̂/r (y) e W^.} = { y e G^/s (y) e W,}. 8upposons, pour
simplifier, que G .̂ est le groupoïde du feuilletage (W .̂, F .̂).

8oit /?,: €*(¥,; F,)^C*(W,, F,) donnée par p,W=h^' si /ieC,(G,), et soit
// : WI/FI -^W^/F^ la restriction de/à W^/Fi. On a

^(/O-^C/O^KK^CV,, F^); C*(W^ Fy).

4.12. Remarque (Cas d'une structure conforme invariante). - 8oit (V, F^, F^) une
variété doublement feuilletée avec F^ g F^ et supposons que le G^ fibre F^/F^ est
K-orienté et muni d'une structure conforme Gi invariante. Dans ce cas, une construction
d'Alain Connes donne aussi un élément de KK*(C*(V, F^); C*(V, F^)). Nous allons
montrer que l'élément ainsi obtenu coïncide avec notre f\ (/est la projection
V/FI -> V/F^). Commençons par rappeler la construction de A. Connes. Elle est donnée
par un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 0 (de type 1, 0) longitudinal pour F^ et de
symbole principal transverse (pour F^) c(Ç)/||Ç|[(Çe(F2/Fi)*) où on a choisi une métri-
que (qui n'est pas G^ invariante) sur F^/F^ telle que la structure conforme associée soit
G! invariante, et où c(Ç) désigne l'action dans le fibre 8 des spineurs. Il s'agit bien d'un
symbole G^ invariant, transversalement elliptique (A. 7.4) qui détermine donc un élément
rfeKK*(C*(V/Fi); C*(V, F^)). Pour montrer que d=f\, considérons d'abord l'homo-
morphisme (p : G, -^ R donné par (p (y) = Log [| h (y) || où h (y) : (F^/F^ ̂  ̂  (F^/F^ ̂
est la restriction à F^/F^ de la différentielle de l'holonomie de y (c'est un homomorphisme
car la structure conforme étant invariante, [[^(y)!!^^)*^)). Soit ¥\ le feuilletage
de V\ x R provenant de cet homomorphisme (la feuille de ¥[ passant par (x, Q e V x R
est { (r (y), t + cp (y))/y e G^, 5 (y) = x} ). 8oient 7?i : V x R/Fi -> V x R/Fi x R;
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p^ : V x R/FI -^ V x IR/F2 x R les projections. Comme p^ ! est inversible, il suffit de mon-
trer que p^ \ ® f ! =pi ! 00 T^ (L2 (ER)) ̂  on ̂  P211' le théorème 4.10,^ ! (g)/ ! =^2 î- Comme
le fibre (F^ x ER/F'i est presque isométrique, p^ \ est donné par un opérateur pseudodifféren-
tiel, longitudinal pour F^ x R dont le symbole transverse (pour F^) est

a (x, t, ̂  -H) = ( || b (x, t, Ç, ri) II2 +1) -1 '2 b (x, î, E;, TU
ou
&(x,^^,rl)=( | |^Ç[[2+| |T1t |2+l) ( p- l ) / 2c(e^)®l+l®c(T})(l/2<p<l,

x6V,fei^e(F2/Fi);,T^R*.
(La norme [| Ç |[ ne désigne pas ici une norme invariante mais une norme indépendante
de t telle que et [| t, |[ soit invariante).

L'égalité p^ ! =p^ ! ® d découle alors directement du théorème A. 11.

V. Le cas général

Soit /: VI/FI -> V2/F2 une application K-orientée de classe C00. Alors / admet des
factorisations f=p°i où i: Vi/Fi -^V/F est une immersion K-orientée et où
p ' ^ V/F^V2/F2 est une submersion K-orientée (si V\/Fi est K-orientée on peut prendre
f :Vi /Fi^Vi /FiXV2/F2, i=(id,J) et p: ¥^2 x ¥2^2 ̂ ¥2^2 la projection -si
VI/FI n'est pas K-orientée on considère le feuilletage (V'i, ¥\) donné par l'action de G^
sur l'espace total du fibre transverse à F^; alors i: Vi/Fi ^VI/FI xV2/F2 et
;?: VI/FI x V2/F2 -^ V2/F2 sont K-orientées).

Dans le paragraphe 3 nous avons construit un élément i ! eKK* (C* (Vi, Fi); C* (V, F))
[dans le cas où C*(V^ F^) est nucléaire]. Dans le paragraphe 4 nous avons défini un
élément p ! e KK* (C* (V, F); C* (¥2, F2)). On a envie de poser/ ! = i<Sp !. Deux questions
se posent alors naturellement :

1° Comment HOO^Î dépend de la factorisation f=p°n
2° Est-ce que (/, o^) î =^ !®/, f?
Le prochain lemme est le pas essentiel à la réponse à ces deux questions.
Remarquons que toute application/admet une factorisation f=p° i, mais pour que/

admette une factorisation f=i°p (notation évidente) il faut et il suffit que/soit de rang
constant (remarque 1.4. b).

5.1. LEMME. — Soit

V/F
^ -<:

V,/F, V2/F2
^ ^
^ V7F' i2

un diagramme commutatîf d'applications K-orientées les fj étant des immersions et les pj
des submersions.

Alors on a i\ î®/?2 ! ̂ Ni ®Pi t® l2 !
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Ici N^ désigne le G^ fibre normal à i\ (voir 1.9 a) et y^ réiément associé de
KK(C*(Vi, Fi); C*(Vi, Fi)) (définition 2. 5).

Preuve. - On peut se restreindre à des transversales. On a alors un diagramme
commutatif de groupoïdes étales

.^^
Gl^ ^G2

pl G' •2

Notons g : r,^ -»• r,^ la submersion K-orientée associée à ce diagramme où les F,, désignent
les « groupoïdes normaux » associés aux immersions i, (cf. 3.1).

D'après le diagramme :

C^G^i) <——— C*(r,,) ———^ C*(G)

PU' q\ P2'

C*(G'^)———— C*(r,,) ———— C*(G^)

où les carrés sont commutatifs par la remarque 4.11, il suffit de montrer que le défaut
de commutation du losange est Yp^ i. e. YN, ®/»i '®PN, =PN, ®P^-

Soient n^ : G^'i->G^ et n^. G'^i->G' les projections. Elles sont K-orientées par
hypothèse et itj'=^ (définition 2.8). Comme p^ °n^=n^p^ on a
^i,<SPi '=Pn'®^ (théorème 4.10). Multipliant à gauche par ̂  et à droite par ̂ .
on obtient '' '2

YN,,®^! !®PN,, = PN,,®^ '®YN,,-

Or par la remarque 4.8 ̂  '®YN,, =Y^(N,,)®/?N ' et par 2.2

PN,^Y^(N.,)=Y^.(^)®PN,,.

Or/?i.(N,2) est un quotient de N,^ donc YP,(N^)®YN,^=YN,, (proposition 2.7) et comme

1̂  (S PN,, = PN,, on a Y,,,, ®/»i ! 0 PN,, = PN,, <8>^N ' •

Soit/: VI/FI -> V^/F^ de rang constant et/=io°^o une décomposition de/avec l'o et
Po K-orientées. Alors si f=p ° i =p' ° f sont deux décompositions de /, on a
Ï'S^YN,®^)/®^' et I'W^YN,®/^!®^! et donc YN.^I'^/'.^YN,®^'®^!.
Cette dernière égalité reste vraie même si/n'est pas de rang constant :
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5 . 2. PROPOSITION. — Soit

^^^

VI/F, ^^2
1 1 V'/'F' P'

un diagramme commutatif d'applications K-orientées, i et f étant des immersions, p et p '
des submersions. On a

ÏN^®Î ! (8^ ! = YN»®^ ! g);?'!

Preuve. - Soit V'VF" le produit fibre V/F x v^^/^-
On a un diagramme commutatif d'applications K-orientées :

V'/F' V2/F2

Vi/F,

où p, p\ q, q' sont des submersions et f une immersion.
On a n \=q\®p \=q'\®p' ! (théorème 4.10) et

yN»"®1^1'^®^ ÏNr'®1'1^1®^' (lemme 5.1).

Donc yN»"®1^P î =7^"®^î®^î'
Mais l'application ^ induit une suite exacte de fibres

0 -> r * (Ker q) -> N,. -> N, ̂  0,

et comme V'VF" est le produit fibre Ker q == q' * (ker //) et donc i" * (Ker q) == f * (ker //).
O1' Yi '^kerp^^î '^^^ïkerp' (remarque 3.18), Yker p'®^!^! (par la définition 4.6)
et yN^=ÏN,®ïi-(ker p ' ) (proposition 2. 7).

Donc

YN Î" !®^ ! =7^'®^!®^ ! =ÏNr'®1 !®^ ! =Y^®ï î®^ !• •

5.3. Remarque. — Nous avons utilisé dans la proposition 5.2 le produit fibre de deux
feuilletages. Rappelons ici comment il se définit (cf. [11] preuve de la proposition 4.9).

Soient p : Vi/F^ -^V/F et /: ¥2^2 -^ V/F des applications de classe C°° telles que p
soit une submersion. Soient Gp et Gy les graphes dej?et/ Comme l'application s: Gp -^ V
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est une submersion le produit fibre GpXyGf est une variété (de classe C00) notée G^.
Remarquons que G (le graphe de V/F) agit proprement et librement sur G,,. Le quotient
est donc une variété V, et G^ est le graphe d'une application h: V -> V/F. Considérons
les applications (x^, x^->r(Xj) de G^ dans V,(/==l,2). Elles passent au quotient par
l'action de G et définissent donc des applications / : V -> V\ et // : V -> V^. Soit F' le
feuilletage de V dont la feuille passant par la classe de (x^ x^(eGf) soit l'ensemble des
classes de (y^i, y^) où Y^G^, s(jj)=r(Xj) (/=1,2). Les applications/' et/?' passent
au quotient et définissent /' : V'/F' ̂  y , / ¥ , et p ' :V/F -^ V^. C'est ce V'/F' le produit
fibre V,/F,x v/F V^/F,.

La propriété universelle se vérifie comme suit :
Soient G .̂ des Gj fibres principaux sur une variété Vo définissant des applications

fj '' VO/FQ ̂  V,/F, (/ = 1,2), et soit u : G^ x ̂  Gp -. G^ x ̂  G^ un difféomorphisme com-
mutant aux applications r et s (à valeurs dans Vo et V) et aux actions de Go (à gauche)
et de G (à droite). Soit alors G^=G^ X y ^ G y .

Remarquons que pour tout (x^)ç=Gg il existe y^Gy y^G^ avec s(x,)=r(j,) (les
applications r: Gp -^ Vi et r: Gf -> V^ sont des fibrations principales, en particulier elles
sont surjectives). Notons x^y^ la classe de (xi, ^i) dans G^ x^G^, et x^Y-i celle de
(^2. Yi) dans G .̂̂  x ç^ G^. Comme G^.^ x ̂  G^ = G .̂ <, .̂̂  est un G fibre principal sur Vo,
il existe un et un seul y € G avec

^l0^!)^^0.^)^^^0^^)-

On a s ( y ^ = s ( y ^ o y ) donc (y,, y^y)eG^. Si ( y ^ y ^ ) et (/i,^)eG^ sont tels que
^i0^)^^0.^) et u(x^y\)=x^-y^ comme r(ji)=r(>i)=s(xi) il existe yeG avec
Vi^Vi °Y donc

u(x^y\)=u((x^y^oy)=u(x^y^)oy

et donc ^2 =^2 ° Y-
Donc l'application s: Gg -> V donnée par s(xi, ^2)= classe de (^i, y^) est bien définie.

On vérifie que Gg est un G' fibre principal et qu'il définit donc une application
g: VO/FQ-^VVF'. De plus on vérifie qwf°g=fi ^p/og=f^ ce qui montre la propriété
universelle pour V'/F'.

Soit/: VI/FI -^ V^/F^ une application K-orientée. Soit T .̂ le fibre transverse à (V,, F .̂).
Considérons les feuilletages (V^, Fi) et (V/, F'/) donnés par l'action de G^ sur l'espace
total des fibres T^ et /"T^ On a les factorisations /=// o f =^ o r où
f: VI/FI -^Vi/Fi xV^/F^ et f": VI/FI -^VIVFi'xV^/F^ sont des immersions K-orien-
tées et p ' : VI/FI x V^/F^ ̂  V^/F^ et p- : V^/F^ x V^/F^ -^ V^/F^ sont des submersions
K-orientées. Si de plus Vi/F^ est K-orientée on a aussi la décomposition f==p^i avec
i : VI/FI -. VI/FI x V^ et ̂  : VI/FI x V^/F, ̂  V^/F^.

5.4. COROLLAIRE. — On a f ! ®^ ! = r ! (g)^- ! ^ 51 Vi/Fi ^î K-orientée
r\(^p'\=i\®p\
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Preuve. - On a N^TI®/*^, ^r'^^i^i) et N^/^. Donc 7^=7^' et

f!®;?!^!®//'! (proposition 5.2). De plus P^^V^W^ et donc
rî^j/^Y^r!®;/'! et comme y^=y^®J^ on a r!007/!=r!(x)7/'! •

La proposition 5.2 montre qu'il n'y a pas de définition naturelle pour/! dans le cas
général (à moins de savoir que YN= 1 P0111' tout °i fibré N» voir remarque 5.8).
Cependant le corollaire 5.4 nous permet de donner la définition suivante :

5. 5. DÉFINITION. — Avec les notations ci-dessus on pose

r(/)=r!®^î
(rœeKK^C*^, F,); C*(V2, F^)))

Commençons par comparer V(f) à f\ dans le cas où / est une immersion ou une
submersion.

5.6. COROLLAIRE. — Si f est une immersion ou une submersion K-orientée on a :

rœ=y^®A
Preuve. — Résulte immédiatement du lemme 5.1 ou de la proposition 5.2. •
Le prochain résultat est une réponse à la question (2) du début de ce paragraphe.

5.7. PROPOSITION. — Si /3: VI/FI-^/F^ et /i:V2/F2^V3/F3 sont K-orientées
on a

^(/3)®^(/l)=y/3xz®^(/lo/3).
Preuve. — Supposons, afin de simplifier les notations, que V\/Fi, V^/F^ et ¥3^3 sont

K-orientés. Considérons le diagramme suivant :

Vi/FiXV^xV3/F3

Comme p^ N^ =N^ on a par le lemme 5.1 i\ \®p^ \ =p^ !®i'i ! et donc

^(/3)®^(/o=l3!0rJ®^3t®^l!=(ïloï3)!®(plo^)!

(théorèmes 3.16 et 4.10).
Posons /2 =/i °/3 et soit f^ =p^ ° i^ sa décomposition canonique. Comme N^ ==/ ^ Ï3

e tN^ ,^=/^T2®/5T3ona

^®^ohV'=(llohV' et y^^W=Jf^^W'
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Et donc, d'après la proposition 5.2 on a :

(îi ° 13) ̂ ®(Pi °P3) ! -Y/^ ,2^2 ̂ Pi ! •

5.8. Remarque. — II y a toute une famille d'exemples de feuilletages (V, F) pour
lesquels on sait que y g = 1 pour tout G fibre vectoriel E :

(i) si V/F est propre i.e. si l'application (r, s) : G -> V x V est propre, alors tout G fibre
E admet une structure euclidienne G invariante et donc 7^=== 1.

(ii) si (V, F) est équivalent à une action d'un groupe de Lie connexe et moyennable
alors V/F est équivalent au sens de la KK théorie à l'action du compact maximal (par
[31]) qui est alors propre.

(iii) de même si V/F est équivalent à une action de S0(n, 1) par [33].
Comme/! n'est bien défini que si G^ est moyennable (ce qui n'est pas le cas pour (iii)

ci-dessus) (4) nous espérons que l'affirmation suivante est vraie :
5.9. Conjecture. — Si V/F est moyennable alors YE ̂  1 P0111"tout G-fibré E.
Si cette conjecture est vraie on saurait que
(i) / ! ne dépend pas de la décomposition f=p o i (5.2).

(ii) (g °f) ! ==/ ! ®^ î pour toutes / et g K-orientées (5.7).
i p

Si cette conjecture n'est pas vraie, factorisant idy/p à travers V/F-^ E/F' -> V/F on voit
qu'on n'a pas la fonctorialité en général (id!==l; IÎ^^Î^YE)-

5.10. Remarque. — Si on ne suppose pas V/F moyennable, cette conjecture est fausse :
Soit (V, F) un feuilletage dont la transversale est donnée par l'action de SI^ (Z) dans

le tore T3. L'algèbre C* (V, F) est alors équivalente au sens de Morita à

C(T3) ><|SL3(Z)^C*(Z3 ^SL3(2)).

Soit E le fibre provenant du cocycle SL3(Z) -> SL^(K). Si yg était égal à 1 la projection
C (T3) x|SL3 ̂  C (T3) x)^ SL3 (Z) i. e. la projection

À- : C* (Z3 x|SL3 (Z)) ̂  C*ed (Z3 x|SL3 (Z)) serait inversible en KK théorie, ce qui est faux
par [12], remarque 2.7, b.

VI. Relations avec le groupe de K-théorie géométrique

Dans [4] P. Baum et A. Connes définissent le groupe de K-théorie géométrique
K^p(V, F) du feuilletage (V, F). Clairement, une application K-orientée/: Vi/Fi -> ̂ 2/^2
définit un homomorphisme / ̂  : Kt^p(Vi, Fi) -^K^V^, F2). Nous vérifions que l'élé-
ment /! [ou F(/)] que nous avons construit dans les paragraphes précédents est une
réalisation analytique de/}015 (proposition 6.2). Regardant ensuite le cas de la projection

(4) Notons que dans ce cas C*(Gi) est nucléaire en K-théorie et que /! est donc bien défini par la
remarque 3.17.
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^: y/F ->pt, nous retrouvons un résultat de [10] (théorème 6. 8) qui constitue un pas en
vue de l'injectivité de l'application H: K*^(V, F)-^ K* (C* (V, F)), avec une précision
supplémentaire qui constitue un pas vers la surjectivité de p,.

Rappelons (cf. [4]) que le groupe géométrique K*op(V, F) se définit par générateurs et
relations de la façon suivante :

Les générateurs sont les quadruplets (M, FM, x, f) où (M, FJ est un feuilletage propre
(i. e. l'application (r, s) : GM -> M x M est propre où GM désigne le graphe de
(M, FM)),XGK*(C*(M, FM)) et/: M/FM-^V/F est K-orientée.

L'addition est donnée par somme disjointe.
Les relations sont données par

(M, FM, x, f^g)-(M\ FM-, g,(x), f)

où g : M/FM -> M'/FM' est K orientée.
L'application ^ : K*,p (V, F) -^ K* (C* (V, F)) est donnée par

H(M,FM,X,/)=/,(X)=X®/!.

Elle est bien définie à cause de la fonctorialité pour les feuilletages propres.
6.1. Remarque. - La définition que nous donnons du groupe géométrique n'est pas

exactement celle donnée dans [4]. Le lien entre les deux vient de ce que pour un feuilletage
propre (M, FM) la K-théorie K*(C*(M, FM)) coïncide avec la K-théorie des fibres GM
équivariants sur M à support compact dans le quotient M/FM (qui n'est pas une variété
mais une-« orbifold »). La coïncidence de ces deux K-théories est une conséquence de
l'égalité entre la K-théorie équivariante et celle du produit croisé pour une action de
groupe compact (cf. [30], [18], [28]), toute « orbifold » étant équivalente à une action de
0, (cf. [22]).

Si /: VI/FI -^ V2/F2 est une application K-orientée de classe C00, elle définit
/{°P: K*,p(Vi, Fi) -^K*,p(V2, F^) par la formule

/;°P(M, FM, x, g)=(M, FM, x,fog).

6.2. PROPOSITION. — Le diagramme :

K*op(V,, F,) /!op > K*,p(V,, F,)

'l \'î ® / ! '
K^(C*(V,, F,)) ————-K^(C*(V2, ¥,))

est commutatif.
Pour être plus précis, comme /! n'est pas défini de façon unique (cf. § 5), pour toute

décomposition f=p°i où i est une immersion et p une submersion K-orientées on a
VxeK*op(V\, Fi)^/^^))^^)®^®/?!. Notons que, dans le cas non moyennable,
^(x)(X)i! est défini même si i\ ne l'est pas (remarque 3.17).
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Preuve. — Si (M, F^, x, g) est un générateur du groupe géométrique, on a
(foS)}=g}®f} car (M, F^) est propre (remarque 5.8). •

En particulier, si xeK^p(Vi, F^) est tel que ^(/^(x))^, alors n(x) est non nul.
Notons qu'il y a beaucoup de feuilletages pour lesquels on sait que p, est injective (tous
les feuilletages provenant d'actions de groupes de Lie connexes). Si (V^, F^) est un tel
feuilletage, il suffit donc de savoir que /^(.x^O. En cela l'existence de f\ peut être
utilisée pour démontrer l'injectivité de p, dans d'autres cas.

6.3. Exemple. — Soit H un groupe de Lie connexe de compact maximal K; soit a
une action de classe C°° de H dans une variété M. On suppose que K agit librement et
que l'action est presque libre (c'est-à-dire qu'il existe un voisinage de 1 dans H qui ne
rencontre aucun stabilisateur et que l'ensemble des points de M de stabilisateur trivial
est un G§ dense). La variété V=M/K est alors munie d'un feuilletage F 3 (le revêtement
d'holonomie des feuilles de F 2 s'identifie à H/K). Soit F^cF^ un autre feuilletage de V;
supposons pour simplifier que la submersion q : V/F^ -> V/F^ est K-orientée. L'applica-
tion 1̂ de K^p(V, ¥^)=K*(¥^) à valeurs dans K*(C*(V, F 3)) est injective d'après un
résultat de G—G. Kasparov ([3l], § 6, théorème 2). Donc si xeK^p(V, F^) est tel que
^(x^O, alors [i(x)^0 par la proposition 6.2. En particulier, si xeK*(Fi)^K*(F2)
est non nul, alors ^ (x) G K* (C* (V, F^)) est non nul: cela signifie que la flèche
ind: K*(FÎ) -^K*(C*(V, F^)) de [7], [8], [11] est injective.

Un exemple d'une telle situation peut d'obtenir de la façon suivante : soit F un
sous-groupe discret sans torsion de H, B = F\H/K la variété quotient et Fo un feuilletage
sur B. Soit X une variété munie d'une action presque libre de F. Sur V=X x pH/K on a
un feuilletage F^, quotient par F du feuilletage de feuilles { x} x H/K de X x H/K (i. e. la
suspension de l'action de F sur X cf. [20] 1.8) et un feuilletage (parallèle à Fo),
F^ =pQ 1 (Fo) Pi F^, où po : V -> B est la fibration de fibre X.

Supposons que les revêtements d'holonomie des feuilles de (B, Fo) soient simplement
connexes et choisissons X ayant un point fixe XQ pour F (l'action restant presque libre).
Le point XQ détermine des immersions l'o: B -^ V, i: B/Fo -> V/F^. En effet, le groupoïde
d'holonomie de (B, Fo) étant son groupoïde d'homotopie, on a remarqué en 1.4. c) que
i "est alors bien définie.

En fait, pour que i soit défini, il suffit de supposer que tout lacet tracé dans une feuille
de (B, Fo) dont l'holonomie est triviale, a une image triviale dans n^ (B) =F.

Considérons le diagramme
»o PO

B ————-V ————- B

B/Fo———V/F,

Supposons pour simplifier que tous les fibres apparaissant sont K-orientés. On a
po o IQ =idg donc ÎQ ! : K* (B) -> K* (V) est injective. On a vu que q ! est injective donc <?o T

est injective.
Par exemple, on a obtenu que l'homomorphisme d'indice

Ind: K*(F*) -^K*(C*(T", F)) est injectif pour tout feuilletage F du tore T" à feuilles
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simplement connexes. Plus généralement, et avec les notations de [5], pour tout feuilletage
du tore T" l'homomorphisme Ind: K*(F*) ̂ ^(C^T", F)) est injectif. Notons que si
les revêtements d'homotopie des feuilles sont contractiles BG^" (G est le groupoïde
d'homotopie de (T", F) — noté K dans [5]). On obtient alors l'injectivité (rationnelle) de
H et donc la « conjecture de Novikov pour les feuilletages » de Baum-Connes ([5],
conjecture 6.2) est vérifiée (voir la remarque de la fin du paragraphe 6 de [5]). Notons
cependant que dans ce cas et dans le cas plus général où BG=Bîi avec n groupe
dénombrable la conjecture de Novikov pour n implique clairement la conjecture de
Baum-Connes pour G.

Plus généralement, soit (V, Fi, F2) une variété doublement feuilletée avec F^cF^, telle
que les revêtements d'holonomie des feuilles de (V, F^) soient contractiles et les feuilles
de F^ soient à courbure sectionnelle négative ou nulle (au sens de [5]). Alors la conjecture
de Baum-Connes est vérifiée pour (V, ¥\).

Considérons maintenant le cas de la projection p: V/F -^pt, qu'on supposera K-orien-
tée. Dans ce cas p !e KK* (C* (V, F); C).

6.4. THÉORÈME(C/ [10] théorème 6.8). — Soit L un G-fibré vectoriel complexe sur V.
Alors il existe P^eKK*(C*(V, F); C) tel que
H (M, FM, x,f)(Sp^=(p-f)^[j*(L)]®x)eZ et, en particulier, si F^ est trivial

^(M, {0}, x,/)®^=<ch(x).ch(/»L).Td(M), [M]>.

Preuve. - On pose p^=[^}®p\ où [L]eK.K (€*(¥, F)) est défini en 2.11. Par la
remarque 4.8 on a /!®[L] = [/* L]®/ ! donc

x®/!®[L]®^!=x®[/*L]®(po/)!.

La deuxième égalité résulte du théorème de l'indice d'Atiyah et Singer [3] •
Ce résultat implique le théorème 6.8 de [10], du moins dans le cas où

^!eK*(C*ed(V;F)), par exemple si (V, F) est moyennable (en mesure) {cf. [37],
définition 3.6, p. 92 et proposition 3.2). Nous ne savons cependant pas si les deux
homomorphismes de K* (C* (V, F)) -> C, ̂  ° ̂ * et ®PL coïndicent (5) où
^eK*(C*ed(V, F)) -^C est l'homorphisme de [10] et X: C*(V, F) -^C*,d(V, F) est la
surjection naturelle. Une difficulté qu'on rencontre en essayant de démontrer l'égalité
entre ces deux homomorphismes est que les homomorphismes de base pour construire
^L e^ PL ne son^ P^ ^es memes : l'homomorphisme correspondant à p^ est le produit du
cycle fondamental de A. Connes par la classe de Todd de T. Notons qu'en plus il n'y a
pas unicité du fibre virtuel L (ou plutôt de l/fc[L]) tel que ch[L]=kTd(ï) feeN) .

Si on a l'égalité de ces deux homomorphismes on obtient que l'homomorphisme q^ est
à valeurs entières sur l'image de À,* et que l'homomorphisme <S)PL est n}J^ sur 1e noyau
de À-*.

(5) Ils coïncident sur l'image de p..
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Remarquons finalement que si xeK*op(V, F) est tel que ^i(x)®^L^O pour un certain
L, alors n(x) n'est pas indéfiniment divisible dans K^(C*(Y, F)). Ce résultat est un petit
pas en vue de la surjectivité de p,.

VII. Remarques finales

7.1. LE CAS OÙ/N'EST PAS K-ORIENTÉE. — II y a des cas où, bien que / ne soit pas
K-orientée, on peut construire des éléments de KK-théorie associés à / Si, par exemple,
/ est une submersion orientée, on peut utiliser le symbole de l'opérateur de signature
transverse au lieu de celui de l'opérateur de Dirac. La même construction qu'au quatrième
paragraphe donne encore un élément de KK*(C*(Vi, Fi); C*(V2, F^)). Si V/F est
orientée, la submersion p : V/F ->pt est orientée, et la construction ci-dessus permet de
retrouver dans ce cadre le théorème 6.8 de [10].

Plus généralement, soit (W^, ¥\) le feuilletage horizontal sur l'espace total du Gi fibre
Tf©/*T2. Alors la composée //: Wi/F^ -^/F^ de la projection W\ ->V^ par / est
toujours K-orientée. Appelons K-polarisation de / un élément de
KK(C*(V,,F,);C*(Wi,Fl)).

Si a est une K-polarisation de / posons F(/, c^crO^F^). Notons qu'une
K-orientation T détermine une K-polarisation a(ï) (l'élément PN du paragraphe 2) et
qu'on a F(/, a(ï))=F(/). De même une orientation détermine une K-polarisation,
considérant l'élément de KK;^+(C, Co(R")) dont la restriction à SO^ est le symbole de
l'opérateur de signature.

7.2. CAS DES ACTIONS DE GROUPES. — II est clair que tous les résultats décrits aux
paragraphes précédents se retrouvent dans plusieurs contextes autres que les espaces de
feuilles de feuilletages :

Si GI et G^ sont les groupoïdes étales et /: G^ -> G^ est un cocycle K-orienté on peut
construire un élément/!(=KK*(C*(Gi); C*(G^)) [du moins si C*(Gi) est nucléaire]. En
particulier si F est un groupe (moyennable) discret agissant sur les variétés V\ et V^ par
difféomorphismes, et si /: V\ -> V^ est une application de classe C°°, F équivariante et K
orientée de façon F équivariante, on obtient un élément /! e KK* (C (V\) >^F; €(¥3) ^F).
Si / est une submersion / ! est en fait un élément de KK? (V\; ¥3); par contre, dans le
cas des immersions nous ne savons par si/! provient d'un élément de KK?(Vi; V^), car
nous ne connaissons pas de résultats de suite exacte en KK-théorie F-équivariante. Pour
cette raison nous souhaiterions avoir une définition plus directe de / ! dans le cas des
immersions

7.3. COHOMOLOGIE DE GEL'FAND FUCHS. — Dans [10] A. Connes arrive à construire
des cocycles cycliques associés à des éléments de la cohomologie de Gel'fand Fuchs
comme homomorphismes de K*(C*(V, F)) ^C([10] theorem 8.1). Nous aurions voulu
obtenir ces homomorphismes comme éléments de K-homologie à coefficients réels. Le
problème est le suivant : étant donnée une forme transverse œ, invariante par holonomie,
et fermée sur V, construire un élément de K-homologie à coefficients réels qui lui
corresponde (cf. [10] remark 6.15). En général nous ne savons pas le résoudre.
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Remarquons cependant que si œ est de degré maximal [i.e. degré (œ)=codimension (F)]
elle définit un courant de Ruelle-Sullivan [43], donc une trace sur C*ÇV, F) [7] et donc
un homomorphisme K* (C* (V, F)) -^ C. Remarquons aussi que si © n'est plus de degré
maximal mais est non nulle en tout point et produit de 1-formes, elle définit un feuilletage
F'(l'annulateur de ces 1-f ormes) avec F^F7, et un courant de Ruelle-Sullivan sur (V, F').
Soit /: V/F -> V/F' la projection, si V/F est orientée, / l'est, et on sait alors construire
(cf. 7.1) un élément r(/)€KK(V/F; V/F'). Il n'y a plus alors qu'à le composer avec la
trace sur C*(V, F') (une trace définissant un élément de K-homologie à coefficients
réels).

Notons pour terminer que si T est une transversale fidèle de (V, F) difféomorphe à un
ouvert (non nécessairement connexe) de R4 alors G} est un sous-groupoïde ouvert de Fq
et C* (Gi) est une sous-algèbre de la C*-algèbre (non séparable !) C* (F^), où 1̂  désigne
le groupoïde d'Haefliger des germes de difféomorphismes de ff^ (cf. [20]). On a donc un
élément de KK(C*(V, F); C*(I^)). Le problème est de construire des homomorphismes
K*(C*(r^)) -> R associés aux classes de H*(WO^) ou plus généralement H*(Br^). C'est
ce problème qui a été résolu dans [10] au moyen de la cohomologie cyclique [du moins
en ce qui concerne H*(WO^)]. Nous en aimerions une solution en K homologie (à
coefficients réels) qui pourrait, peut-être, apporter des précisions supplémentaires.

APPENDICE

Opérateurs pseudodifférentiels transversalement elliptiques

Dans cet appendice nous définissons des opérateurs transversalement elliptiques qui
nous permettent de construire l'élément f\ où /: Vi/Fi-^V^ est une submersion
K-orientée et presque isométrique. Enfin nous calculons le produit de Kasparov de deux
opérateurs transversalement elliptiques.

Le principal problème que nous rencontrons ici est que nous ne pouvons pas nous
restreindre aux symboles homogènes (comme c'est le cas dans [3], [36], [l], [7], [11] etc.).
Nous utiliserons ici une sorte de réceptable maximal : les opérateurs pseudodifférentiels
d'ordre 0 et de type (p, ô) cf. [25]. Nous montrons pour ces opérateurs un analogue de
la suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels (cf. [36], §XVI, [7] §9.1) et, pour
calculer les produits de Kasparov, nous généralisons les lemmes techniques de [11], §1
(lemmes 1.7, 1.8 et 1.9).

Nous commençons cet appendice en rappelant les définitions des symboles « p, ô ».
Ensuite nous prouvons la suite exacte associée : d'abord dans le cas de R", ensuite dans
le cas des variétés, dans le cas des familles et enfin dans le cas des feuilletages. Nous
donnons ensuite la définition des opérateurs transversalement elliptiques et montrons
successivement les analogues des trois lemmes de [11] cités plus haut.

Sommaire de l'appendice

A. 1. Symboles de type p, S.
A. 2. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels sur un ouvert de 1R".
A. 3. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété.
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A. 4. Familles d'opérateurs pseudodifférentiels.
A. 5. Opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux sur un feuilletage.
A. 6. Familles d'opérateurs pseudodifférentiels et connexions.
A. 7. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et bimodules de Kasparov.
A. 8. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et connexions.
A. 9. Le produit d'une zéro connexion par un (pseudodifférentiel) (g) 1.
A. 10. Commutateur d'une connexion et d'un (pseudodifférentiel) (§) 1.
A. 11. Produit de Kasparov de deux opérateurs pseudodifférentiels transverses transversalement elliptiques.
A. 12. Une remarque.

A. 1. Symboles de type p, S (cf. [25], [27])

Soit V une variété de classe C°° de dimension n et T un fibre vectoriel réel de dimension
n' de classe C°° sur V. Soient m, p e R avec 1/2 < p ̂  1, et posons 5 = 1 - p.

Soit a une fonction complexe de classe C°° définie sur l'espace total T. Rappelons
([25], p. 84) que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute carte : (p : Q x W -> T (Q ouvert de R"; cp application de fibres), pour
tout compact K de Q et pour toute paire pçW, qe^ de multiindices, il existe une
constante C avec

y ^
^^(ao(p)(xîi;) ^(i+ll^l)"1-^1-'0^1

pour tout x, Ç avec x e K, ^ e [R"'.
(ii) II existe un recouvrement de V par des cartes vérifiant (i).

On dit alors que a est un symbole d'ordre m et de type p, ô. Si a est un symbole, son
support Supp(a) est l'adhérence dans V de l'ensemble

{xeV|3ÇeT,/û(x,y^O}.

Soit c^p* g (V, T) l'espace des symboles m, p, 8 à support compact.
Remarquons que e9^p^ est une sous algèbre involutive de l'algèbre C^(T) des fonctions

continues bornées sur l'espace total de T. Notons ^^5 l'adhérence de ̂ 5 dans C^(T)
et y° l'adhérence de l'union des ̂ 5 ( 1/2 < p ̂  1, Ô = ï - p).

On pose So.p(V, T)=^5/Co(T) où Co(T) désigne l'espace des fonctions continues
nulles à l'infini dans T (remarquons que comme C^ (T) g ̂  ç où C °̂ (T) désigne l'algèbre
des fonctions C°° à support compact, on a Co(T)g^ 5).

Si la variété V n'est pas compacte, on est amené à considérer aussi des symboles non
nuls à l'infini. Ainsi on note

Cv(T)={ûGC,(T)/a(peCo(T),V(peCo(V)},

^,p={aeC,(T)/acpe^p%(V, T), V(peCo(V)}

et on pose Zp(V, T)=^p/Cy(T).

Si E désigne un fibre complexe hermitien de classe C°° sur V on peut aussi parler de
symboles de type p, 8 agissant sur le fibre E. On définit ainsi ^^(V, T; JSf(E)) et les
algèbres £o, p(V, T; ^f(E)) et Zp(V, T; Jâf(E)).
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Enfin notons que si T est un sous fibre de T, on a des opérateurs de restriction
surjectifs ^,s(V, T; Jâ?(E)) -^g(V, T; J?(E)) et donc

So,p(V, T; JS?(E)) ^Eo,p(V, T; J?(E)) et Sp(V, T; ^(E))^Z,(V, T; ^f(E)).

(Pour voir la surjectivité de la restriction, choisissons une métrique sur T, et écrivons
T=T@T' où T"=T1; si ae^g(V, T; J?(E)) alors &6^s(V, T; J5?(E)) où

./ ^)-J l l ^ l l 2 ^
"" ^l+ll^+ll^ll^^(^))=X .^ „ . , , a(x.^)

- l + I I ^ P + l l ^ l l 2 .

où ^eC^O, 1]) est nulle au voisinage de 1 et vaut 1 au voisinage de 0).

A. 2. La suite exacte des opérateurs pseudodifférentiels
sur un ouvert de W1 ([25], [27])

Soit 0 un ouvert de R" et a e c^ 8<û x 0, (IR")*).
La formule

(P./K^f^Y fp<'-^Mx, ̂  ^(x^dx-d^
\27l/ JJ

définit un opérateur P^ : C00 (Q) ̂  C^ (Q).

PROPRIÉTÉS :
A.2.1. Si a(x, x, ^)=0, VxeO et Vî^r)*, il existe

^ç^^p+ô(Q^Q^ çy^ ^ç Pa=^b-

A.2.2. Si ae^g et ̂ e^ alors il existe be^y-^8 avec P,P,,=P^+P,.
A. 2. 3. On a : P^ == (P,)* où a* (x, x', Ç) = a^^).
A. 2.4. Si <p : Q ̂  0' est un difféormorphisme et a e ̂  5 (û' x Q', (tR")*) alors il existe

be^ô^^QxQ, (tR")*) avec ^P^^^-^P^+P^ où (p* : C00 (Q') -> C00 (Q) est donnée
par (p*(^)=/o(p et ^^^^(QxÛ, (1R")*) est donnée par a'(x, x\ Ç)^=â((p(x), ^(x'),
^(P);1^)).

A. 2. 5. Si ae ̂  ô(I2 x Q, (R")*) alors P^ est continu de L2 (Q) dans L2 (Q). Si la classe
de a dans So.p^0^0. ((R")*) est nulle alors P^eJ^L^CO)) est compact. En particulier
si ae^§, m<0, alors P^ est compact.

A. 2.6. Soit n : ̂  5 (Q x Q, ( M")*) -»- £o, p <A (1^")*) donnée par 71 (a) = (classe de A (a)),
où (A(a)e^s(Q, R") est donnée par A (a) (x, ^)=a(x, x, ^). On obtient, combinant
A. 2.1 et A. 2. 5 que si n (a) =0 alors P^eJf^L^Q)). La réciproque est aussi vraie et on
a, pour tout ae^s(QxQ, (tT)*) ||^(P,)||=||7r(a)|| où q est la projection de ^(L2^))
dans l'algèbre de Caïkin ^(L2^))/^^2^)).

A. 2.7. Soit ^^^(û) l'adhérence dans ^(L2^)) de ralgèbre (A. 2.2) involutive
(A.2.3) des opérateurs de la forme P ,̂ ae^^DxQ, (R")*) ( l /2<p^l, 8=l-p)
Tg p(Q) contient les opérateurs régularisants, donc les compacts. On a par A. 2.6 la
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suite exacte

o ̂  JWCQ)) ̂  n,p(û) ̂  2:0. p(n, (RT) ̂  o

OÙ <J(PJ=7l(û).

On renvoie à [25] pour la preuve de toutes les assertions ci-dessus^ Nous ferons
d'ailleurs la preuve de certaines de ces assertions dans le cas, plus général, des familles
d'opérateurs pseudodifférentiels.

A. 3. La suite exacte
des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété

L'invariance de l'algèbre des opérateurs pseudodifférentiels et de l'application <J par
les difféomorphismes de R" (propriété A. 2.4) permet de définir les opérateurs pseudodif-

w

férentiels sur la variété V de classe C°° : ce sont les opérateurs de la forme ^ Pj+fc où
7=1

les Pj sont des opérateurs de la forme P^ dans une carte et keC^ (V x V) est régularisant.
On a la suite exacte

Ô^JfCL^V^^^pW^Zo.p^T^^^O

On définit aussi (si V n'est pas compacte)

Jfv(L2(V))={T€^<L2(V))|(pT6Jr(L2(V)),T(p€Jf<L2(mV(p6

^(^^{Te^CL2^)))^!^^,^ T<pe^(V)), V(peCo(V)}.

On a la suite exacte

O^JfvCL^V^^V^Z^V, T*V) -.0.

Si E est un fibre hermitien de classe C00 sur V, on peut définir les opérateurs
pseudodifférentiels agissant dans E et les algèbres T^ p<V; ^(E)) et ̂  (V; ^(E)).

On a alors les suites exactes

0 ̂  ̂ (L^V; E)) ̂  ̂  p(V; ^(E)) ̂  Eo,,(V, T* V; JTO) -.0

O^Jf^^E^-^T^V; ̂ (E)) -^2p(V, T*V; Jêf(E))-^0.

A. 4. Familles d'opérateurs pseudodifférentiels ([27], [3]-IV, [7], [11])

Soit Y une variété de classe C00, peut être à bord, et soit iî un ouvert de IR^xY.
Posons

û^ - {(x, x', j) e r1 x r x Y/(x, y) eft, <x', ̂ ) eQ }
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Soit ae^^Q^, (IT)*). La formule

(P./)(X, >o=(—T fp'-^M^ ̂  o/(^ ;w^
définit un opérateur P^ : C00 (Q) -> C,°° (Q).

On a les propriétés suivantes :
A. 4 .1 . Si a(x, x, ^, Q=0, V(x,^)eQ et VÇe(ir)* alors il existe

be^y^Q^, (RT) avec P,=Pb.
A.4.2. Si ae^g et a'e^, il existe fce^-'-p^ avec P,P,/=P^+P,.
A . 4 . 3 . On a P,*=(P,)* où a*(x, x\ ̂  0 = a (x\ x, ^, Ç).
A. 4.4. Si cp : Q ->Î2' est un difféomorphisme de la forme (p(x, y)=(f(x, y), g (y)) et

si ae^sCQ^, (R")*) alors il existe be^g^^Q^^ ([Rn)*) avec

ou

^((p'r^p^+p,
a^(x, x', ̂ , ^)=a(f(x, y\f(x\ y\ g(y\ \dJ)-1^ y)(Q).

A. 4.5. Sur C^°(0) on définit le produit scalaire à valeurs dans Co(Y) donné par

</,g>(y)= \J(^~y)g(x,y)dx. Soit ^(Q, [Rn)=^ le C*-module Hilbertien sur Co(Y)

complété de Q° (Q) pour ce produit scalaire.
Si ae^^Q^, (R")*) alors P^ définit un opérateur sur <T, Le. P^e^f(^).
En effet P^ est un opérateur borné de L^Qy) dans L^Qy) (par A. 2. 5 on a posé

ûy={xeR"/(x, ^)GQ}) et en fait P^ est uniformément borné. On a P^C^ÎÏO^C^Q)
donc P^(^)g^. On utilise alors A. 4. 3.

A. 4.6. LEMME. — 5i ae^g^, (R")*) avec m<0 ators P^eJf(^).

Preuve. — Si m < — n on peut dans la formule donnant Py intégrer d'abord par rapport

à Ç et obtenir (Pa/)(x, y)= fe(x, x\ y)f(x/)dx/ où k est continu et à support compact

et définit donc une famille continue d'opérateurs de Hilbert Schmidt et donc P^eJT(^).
Dans le cas général on a (P^^P,, où fce^^O^, (IT)*). On choisit alors N

avec 2 N m < —n. •
Soit K un compact de Q et soit ^eC^ÇV) telle que ||x||2=l et pour tout (x, ̂ )eK

et ^elR ^=1, le support de la fonction x ' -> ̂ (^(x—x')) soit inclus dans
^={x-/(x\y)e^}.

Pour (x,^)eKx(ffT)* posons T^,,,^(x /)=^<x^>(||Ç||+l)n/4 xCdl^l+l)^2^-^)).
Alors T|,̂ ^ e L2^,) et [ I ̂  ̂ J |2=l.

A. 4.7. LEMME.—1. Si feeJf(^) afors la fonction (x, ^, Ç ) ^ < r i ^ y ç , feyT|^ ,y ,ç>
appartient à C()(K x (R")*).
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2. Si ̂ ^(Q^ (r)*), posons

b (;c, ̂  Ç) = < T^. y, ç, (P,)y r|̂  ̂  ^ >.

Alors la fonction (x, ^, Ç) -̂  û(x, x, y, Ç)—b(x, ^, Ç) appartient à C()(K x^")*).
Preuve. — 1. Il est clair que ri^y^-^0 faiblement quand Ç-^oo, uniformément sur

K. D'où l'assertion pour k=Q^^. Le cas général s'en déduit.
2. Soit ae^^f^, HT), et posons

a'(x, x', ̂ , ^)=fl(x, x, ̂ , Ç)c(x, x', ̂ )

où ceC^^2^ est égale à 1 dans un voisinage du support de a. Alors P^—P^6Jf(E)
par A. 4.1 et le lemmeA.4.6, et donc fc—fc'eC^KxIR") par la partie 1 (notation
évidente). On a, pour | |Ç|[ assez grand

h /(^^Ç)=fJ-Yp<z-"'ç '-o^(^^^Ç /)x((l+||Ç||) l /2(x-z))
\27I;/ J

x/co+llçlD^^-^o+iiçiD^^^rfz

'(^yp^"""0'^ ̂  ̂ xai+ll^^^^x-^^^y^^d^^z
==^-LY f^<y•oa^x4-——^;—— Y \ v v E+n+llEll^172^^J r l ( I I ^ I I + D ^ ^(ii^ii+i)^^^'^11^ ^

x^(v)i(Ç)dvd^

Mais on a :

a(x, x, ̂  y=f,l-Y f^^^^â^ x, ̂  Ç)x(ï)x(0^^.
\27r/ J

Soit £>0 et soit K/ un compact de (R")* tel que

f^-Tf 2||a||,|x(y)[|x(0|^^<£/2.
\27l/ JIR»X[([R")*\ K']

Comme |D^a|^k ||^||0 et |Dça|<fe / | |Ç | | -p on a

„.';- .'("̂ F»"2- "(NF -̂ '• '̂ l""' ""'O -'^ '- '• a"('
uniformément sur K x Supp ^ x K/. Et donc pour || Ç [| suffisamment grand
\\a(x,x,y,^-b'(x,y,!,)\\<E. S

Soit lI:^8(î2<2),(IR")*)-^•So,p(^(IR")*) donné par n (à) = classe de A (a) où
A(a)e^,g(n^ (IR")*) est défini par A(a) (x, ̂ , i;)=a(x, x, ̂  Ç).

A. 4.8. PROPOSITION. — Soit q : Î£{S) -»• .S? (<?)/Jf (^) /a projection.
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Alors pour tout ae^p^Q^, HT) on a ||7i(a)[|=||<?(P,) ||.

Preuve. — L'inégalité [| n (a) [[ ̂  [[ <? (?„) [[ résulte du lemme A. 4.7.
Pour avoir l'inégalité [[7i(a)||^||<?(P^)[[, il suffit de prouver que pour |^|>||7i(a)||,

À/+P^ est inversible modulo Jf(<f), car par A. 4.2, A. 4.3 et le lemme A. 4.6, P^ est
essentiellement normal.

Soit (p e C^° (Q) avec (p = 1 sur le support de a i. e.

(p(x, ^,) a(x, x\ y, ^)=a(x, x', .y, ^)=a(x, x', .y, ^) q^x', y)

pour tout (x, x", y, Ç) e Q^ x (R")*. On a (pP^=P^(p=P^ où (p est considéré comme
opérateur de multiplication. Il suffit de trouver Q^ avec (P^+À,)Q^—(peJT(^) et
Q^(P^+X)-(p6Jf(^) car alors Q^+(l-(p)/À, est un inverse de P^+À, modulo Jf(<^).

Pour ^ suffisamment grand JÀ-+a(x, x, .y, Ç)| est supérieur à |À-|—||7i(a)| |/2. Soit alors
^G^s(Q, (r)*) tel que la fonction (x, ̂  y^fc,(x, ̂  Q (a(x, x, ^ Q+?i)-(p(x, y)
soit à support compact, et soit ^e^^Q^, (R")*) avec î\(x, x, ,̂ y=^(x, ,̂ Q.

Alors Q^=P^ satisfait Féquation ci-dessus par A. 4.2, A. 4 .1 le lemme A. 4.6 et le
fait que P<p'=v(/ où (p^x, x", y, Ç) ne dépend pas de ^ et v|/(x, ^)=(p'(x, x, y, ïy). •

Soit ^Fg p(Q, IR") Fadhérence dans ^(^) de l'algèbre des opérateurs de la forme
P^oe^s^, (R")*)). On a un homomorphisme o:^p(Q, R")->So,p(Q, (R")*)
donné par a(P^)=7i(a). La proposition A. 4 implique immédiatement :

A. 4.9. COROLLAIRE.—L'application a ainsi définie s'étend par continuité en un
^ -hom om orphism e.

On a la suite exacte

0 ̂  Jf (<T) ̂  ̂  p (Q, R") -> 2o, p (", (^n)*) -> 0.

Preuve. — D'après A. 4.8 la seule chose qui reste à démontrer est que
jr^^^p^, V). Si fceC^Q^) l'opérateur de convolution qu'il définit

f
(k/(x, y) = fe (x, x\ y)f{x\ y) dx') est évidemment dans ^ p. Or l'adhérence de

j
C^ (Q^^ dans J^(<r) est Jf(^). •

A. 4.10. Remarque. — Soit j^, une suite d'éléments de Y avec d(jp, y^^l~p-\-l~q.
Soit ^e([R")* avec H^H0^ et /eC,co(IR)^(t)=0 pour t^l et x(0=l pour t^O. Soit
Xp une suite de points de R" avec (x^, ̂ ) e Q.

On pose :

+00

a(x,x',.^.,^=^x((||x-x^||2+||x/-^||2+d(y,^)2)||^||2s)x(||Ç-^||2||^||-2p)
p=i

Alors ae^g^^lR'')*). Pour tout ye Y ûy e C," (i2y x Î2y x (R")*) donc
(P^ejnL2^,,)) (t2y={x/(x,.y)6t2}). Cependant it(a)^0 donc P^Jf(<f). Notons
qu'un tel phénomène ne se produit pas avec des opérateurs de type (1, 0).

4" SÉRIE - TOME 20 - 1987 - N° 3



MORPHISMES K-ORIENTÉS D'ESPACES DE FEUILLES 375

A. 5. Opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux
sur un feuilletage ([7], [11])

L'invariance de l'algèbre des opérateurs pseudodifférentiels et de l'application a par les
difféomorphismes distingués de R" x Y (propriété A. 4.4), permet de définir les opérateurs
pseudodifférentiels longitudinaux sur la variété feuilletée (V, F) de classe C°° : ce sont les

w

opérateurs de la forme ^ Py+fc où les Pj sont des familles de la forme P^ dans une
j= i

carte feuilletante et feeC^(G) est régularisant (au sens de [7], § 7). On a la suite exacte :

0 ̂  C* (V, F) -> ̂ S, p(V, F) ̂  Zo, p(V, F*) ̂  0.

Si V n'est pas compacte on définit aussi

C^(V, F)={TeM(C*(V, F))/(pTeC*(V, F), TcpeC*(V, F), V(peCo(V)}

où M(C*(V, F)) est l'algèbre des multiplicateurs de C*(V, F) - l'algèbre Co(V) est
considérée ici comme sous algèbre de M(C*(V, F));

^(V, F)={TeM(C*(V, F^ApTe^V, F), Tcpe^V, F), V(peCo(V)}.

On a la suite exacte (cf. [Il], proposition 4 .6) :

0 ̂  C^(V, F) -̂  ̂  (V, F) ̂  Zp(V, F*) ̂  0.

Si E est un fibre hermitien de classe C°° sur V, on peut définir les opérateurs
pseudodifférentiels longitudinaux agissant dans E et les algèbres C*(V, F; J^f(E)),
C^(V, F; J^(E)), ^^(V, F; JSf(E)) et ^(V, F; J^(E)). On a les suites exactes :

O^C*(V, F; ̂ (E))-^p(V, F; J^(E))^2o,p(V, F*; J^(E))^0

0 ̂  C^(V, F; J^(E)) ̂  ̂ *(V, F; ^f(E)) ̂  Zp(V, F*; Jêf(E)) ̂  0.

A. 6. Familles d'opérateurs pseudifférentiels et connexions

Posons fî = ̂  x R" x Y, Q^ =nn x Y et soit P '• ° -^ ̂  la projection. Soient E^ et E^
des fibres hermitiens sur Û et û^ respectivement. Soit S (resp. <^i, ^2) le C*-module
hilbertien sur Co(Y) [resp. Co (R"xY), Co(Y)] complété de €^(0; Ei (§)/?* E^) [resp.
C,00 (D; Ei), C^ (Û2; E^)] pour le produit scalaire donné par

</, g > 00= </(x, ^), ^Oc, ^) > dx où l'intégration est prise sur R"1 x R" (resp. R"*, R") et

^eY (resp. ^e^xY, ^eY).
Notons que Co (ÎR" x Y) agit sur ê^ et qu'on a (^^lôcoO^xY)^ Soit P^ une famille

pseudodifférentielle P2 e ̂ F^ (^2, R"; J^ (Ë2)) et fe Co ( 1R" x Y). Par A. 4.9,
[/, P2]ejr(<^2)- Notre but ici est de trouver quelles familles pseudodifférentielles
Pe^^û, R^xlR"; J^(Ei®E2)) sont des P^ connexions pour <^ ([11], définition A. 1).
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Rappelons que si r|ie<^i, T^eJ^^, ^) est donné par T^ (^2)= rii®^ et

T? Jîl l®^2) =<î1l . î11> Tl2.

A.6.1. LEMME(C/: [ll]lemma 1.7). —SoitPe^(^, lITxir; ^(E^p*E^)) et T[^
r|,e^i. Posons P^T^PT^. Ators P^ 6 ̂  p (î^ ̂  ^(^2)) ^ si a(P) ^ !a classe
module C^Qx^xR")*; J^(Ei (§);?* E^)) ^aeCb(Qx(lirxir)*; ^(E^p^E^)) alors
a(P^ est la classe modulo C^(^ x(IRn)îlt; ^(E^)) de a^ donné par

^2(^2» ̂  ^2)= <î1i(^i. ̂  ̂  ^(^i. ̂  ̂  0. ^2)^1(^1. ̂  .)0>^r
Jiis^

Preuve. — Par un argument de densité on peut supposer que r|i et r|i6C^(Q; Ei), et
donc que r|i=/r|i où feC^(0). Comme PT^^=P/T^^ on peut donc supposer que
P€^p(0, ^xlR"; ^(Ei ®^*E2)) et, par un argument de densité, que P=Pb pour
bey^Ç^x 1R")2 xY, (^x [R")*; J^(Ei®/?*E2)). On a alors

P2(^)(^ ^)=fJ-T p^2-'2^^^^ ̂  y. ̂ f^ y)dx,d^
V^/ J

oùb ,̂ x^^, ̂ -f^y p<^-^^>
\27t/ J

x<r|i(xi, x^ ^), fc(xi, x^ x[, x^ y, ̂  ^2)^1(^1, ̂  ̂ )>^i^i^i

Si on remplace b(x^ x^ x[, x^ y, Ci, ^2) par x(^i)fc(^i» ̂  ^i. ̂  ̂  ^i» ^2) où x=l
sur le support de b et de r|i, on ne change P (et donc P^) que par un opérateur compact.
On peut donc supposer que b ne dépend pas de x\. On a alors

/ i \m r
ï,'/y y' „ ^ \—l ——— \ l^^-^l '^l )P \X^ X^, ̂ , (;2^ — 1 —— J €

\27l/ J

X < T1i (Xi, X2, ^), b(x^ X2, X^ ^, Ci, ^2) (î1l)Â fél. ̂  ̂  > ̂ 1 ̂ 1

où (r|i)^ désigne la transformée de Fourier de r\[ par rapport à x\.

Par dérivation sous le signe , il est clair que Ve^^Wx ̂ xY, (R")*; ^(E2)).

Donc P2=P^elF$.
Posons

^(-^ ^2. ̂  ^2)= < ^i (^i» ̂  ̂  ^(^i» ̂  ̂  y. o, ̂ ^i (^i. ̂  ^) >^i
/ 1 \m F

= ^~ \ei<xlf!31><1[}l(x^x2.y\ b(x,,x^x^y,0, ̂ )
\27l/ J

(î1l^fél^2^)>^l^l
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On a

( b / - b / / ) ( x „ x ^ y , ^ ) = S e i < x ^ ^ >

x<r|i(xi, x^y\ <(^&)(xi, x^ x^ y, ̂ i, U Ci >^(rTi)^fêi, ̂ , .y) > d^i Ax:i
Jo

Mais \\(d^b)(x,, x^ x^ y, t^ Ç^II^O+11^11)^ et donc lim ^V-b-^O. On en
^2 -^ oo

déduit que a(P2) est la classe modulo C^^x^")*; ^f(E2)) de la restriction de V à
la diagonale c'est-à-dire du a^ de l'énoncé. •

De ce lemme on déduit immédiatement :

A.6.2. PROPOSITION. — (a) Si Pe^Q, rxffr; ^(E,(Sp*E^) vérifie Op(xi, x^ y,
0, ^)=0 alors P est une zéro connexion i.e. pour tout TeJf^i), (T®1) Pejr(^) et
P(T®l)eJf(^).

(b) Soit Pe^(Q, ^xER"; ^(Ei, Ô^E^)) et soit aeC^ (Q x (ffT x R")*; ^(Ei®^*
E^)) dont ^ c/a5S^ modulo C^ soit o(P); s'i! ^xisfô a2eQ(SÎ2 x(tR")*; ^{^2)) te^ ̂
a(x^ x^ y, 0, ^)-IEI 8)^2 (^2. ̂  ^)^Cn(^x(^)*; ^(EiÔ^E^)) fltors P est une P^
connexion où P^e^F^Q^ ^"'' J^(E2)) satisfait a (P^)= classe modulo C^ de a^

En particulier, pour tout TeJf(Ei), [T(g)l, P]eJf(^).

Preuve. — Résulte du lemme A. 6.1 et de [11] (remarque A. 6.4 et proposition
A. 2). •

À. 7. Opérateurs pseudodifférentiels transverses
et bimodules de Kasparov

Soit V une variété et F^ et F^ deux sous-fibres intégrables de TV avec F^F^.
Appelons Gi, G^ les groupoïdes d'holonomie des feuilletages (V, F^) et (V, F^). Notons
qu'on a un homomorphisme naturel h : G^ -> G^, qui est une immersion de classe C°°.
Nous allons définir les opérateurs pseudodifférentiels longitudinaux pour F^ et transverses
pour Fi.

Soit E un fibre hermitien sur V et supposons que G^ agit dans E par isométries.
Soit <^=^(V, F^; E) le C*-module hilbertien sur C*(V, F^), complété de

C,°°(G2; y^E®^172) par rapport au produit scalaire [à valeurs dans C^(G^ D172)]

^/^f ŒYimYiY))
Js(Yl)=r(Y) . Yi eG2

(on utilise des demies densités pour définir cette intégrale).
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L'algèbre C*(V, Fi) (6) agit sur 8 grâce à l'action de G^ sur E : si
/ eC^Gi; iî^2), ^e C^Ga; ^E®^2) alors

/•^(ï)=f /(YiMyi.^Yr^Y)]
Jr (Yi)=» ' (Y) . 71 eGl

(roir le début du paragraphe IV pour une discussion des demi-densités utilisées ici).
A. 7.1. DÉFINITION.—Soit Pe^F^V, F^; J^(E)). Le symbole transverse

a^(P)6£p(V, (F^/Fi)*; ^f(E)) ̂  la restriction de a(P) a F^F^/F^gF^).

Soit a6Sp(V,(F2/Fi)*; ^(E)), et soit aeQ^/Fi)*; J^(E)) de classe a. Alors
^(oyeS^G^r^/F,)*; ^(r*E)) et s*(a)eSp (G^, s* (F^)*; J?(s*E)) sont les
classes de r*(a) et s* (a) (où (r*(a))(Y, Ç)=û(r(y), y).

Soit aeZp (G^, 5* (F^/F^)*; J^(5*E)) et soit açC^ (^(F^/F^)*; J^(5*E)) de classe o.
On note cfeSp (Gi, ^(F^/Fi)*; ^(r*E)) la classe de a donné par
^(Y» y(n)==Ï.û(y, y'^Xy"1.^) où yeGi, ^(F^/Fi)*^, r|eE,^ (on utilise l'action
de Gi dans (F^/Fi)*, provenant de l'action de G^ dans TV/F^ laissant F^/F^ invariant).

A. 7.2. DÉFINITION. — V opérateur Pe^F^V, F^; J^(E)) ^sî ^ï'î transverse 51 son sym-
bole transverse est G^ invariant Le. si r*((j^(P))=s*(<Jp^(P)) .

Utilisant la proposition A. 6.2 on obtient :

A. 7.3. PROPOSITION, — Soit Pe^(V, F^; J^(E)).
(a) Si le symbole transverse de P est nul alors pour tout TeC*(V, F^), PTeJf(^) et

TPeJf(^).
(b) Si Pest transverse, alors pour tout TeC*(V, F^), [P, T]eJf(<?).
Preuve. — Comme C*(V, F^) est engendrée par les C*(Q, F^) où 0 est un ouvert

trivialisant (cf. par exemple [15], lemmê 1.8) il suffit de supposer que TeC*(Q, F^) où
Û est un ouvert trivialisant pour (F^, F^)', i. e. û % R"* x R» x Y, oùFi = R"1 x {0 } x { 0}
et F^ == IR"1 x R" x { 0} (comme sous-espaces du fibre tangent). Utilisant l'action de G^ (0)
dans E on identifie E à /?* E^ où p : 0 -^ ̂  = IR" x Y est la projection et E^ =7* E où
j : Q,^->0, est une section de p de classe C00 (par exemple la section nulle); l'action de
GI (Q) dans p* E^ est alors triviale. On peut de plus supposer que le support de T est
compact dans 0.

Soit (p e C^ (Q) avec (p T = T (p = T. Écrivons

P-(l-(p)P(l-(p)+P(p(2-(p)+[(p,P](l-(p)=(l-(p)P(l-(p)+(P'+KO+K,

où Ki, K26Jf(^) et Pe^Q, F^; ^(E)) est tel que (jp,=(p(2-(p) Op. Alors (T®1)
(l—(p) P ( l — ( p ) = = ( l — ( p ) P ( l—(p) T(g)l==0 et on conclut grâce à la proposition A. 6.2.

(6) Rappelons que dans tout le papier C*(V, F) désigne la C*-algèbre « max » de (V, F); notons qu'en
général l'action de C*(V, F^) dans <^red(V, ?2; E) ne passe pas au quotient C*çd(V> Fi) (prendre par exemple
F^TV).
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La proposition A. 7.3 permet de construire des bimodules de Kasparov :

A. 7.4. DÉFINITION. — Soit (V, Fi, F^) une variété doublement feuilletée avec F^cF^.
On appelle symbole transversalement elliptique de type p une paire (E, a) où

^ (a) E est un G^ fibre hermitien Z/2 gradué sur V, L e. un fibre hermitien sur V muni
d'une action isométrique de G^ préservant le degré;

(b) oeSp(V, (F^/F^)*; J^(E)) est G^invariant, de degré 1 et a^l.
Il résulte immédiatement de la proposition A. 7.3 :

A. 7. 5. THÉORÈME. — Soit (V, Fi, F^) une variété doublement feuilletée avec F^F^.
(a) Si (E, o) ^sr un symbole transversalement elliptique de type p et si

De^V, F^; ^f(E)) ^r ^ ̂  <7F^(D)==a ators (^(V, F^ E), D) est un C*(V, F^),
C* (V, F^) bimodule de Kasparov.

(b) La classe de (^ D) dans KK(C*(V, F^); C*(V, F^)) m? A^urf ̂  ̂  (E, a) ^
^î invariante par homotopie. Notons ^(E, a) c^^ classe.

Une homotopie ici signifie une paire (E, a) où E est un Gi x [0, 1] fibre hermitien
Z/2-gradué sur Vx[0,1] et ae^(Vx[0, l], ^(F^/F,)*; ^f(E)) est G, x[0, 1] invariant,
de degré 1 et a2 == 1 où p : V x [0,1] -^ V est la projection.

Preuve. - Résulte immédiatement de la proposition A. 7.3. L'invariance par homoto-
pie résulte de la surjectivité de l'application

a^ : ^(VxtO, l], F^; JSf(E))^(Vx[0, l], (F^/F,)*; J^(E)). •

A. 7.6. Remarque. - Soit (V, F^, F^) une variété doublement feuilletée et soit
/: W^V/FI une submersion. Soient F^/'^Fi) et F^/-^) les feuilletages de W
ramenés en arrière par /

Soit (E, a) un symbole transversalement elliptique pour (V, Fi, F^). Alors le fibre/" E
est bien défini et est un G\ fibre sur W [où G\ désigne le graphe de (W, ¥[)]. Comme a
est GI invariant on peut aussi définir le symbole f (a) :

Soit W, un recouvrement ouvert de W etf, : W, -> V des applications définissant/
Soit q\. une partition de l'unité subordonnée à W, et posons j*(o)=^^ ff (o). Comme

ff (CT) ==/* (o) sur W, H W^, ̂  (a) ne dépend pas des (p,.
Évidemmçnt (/"^/"(a)) est un symbole transversalement elliptique pour

(W, Fi, F^). [Remarquons que^F^/Fi) s'identifie naturellement à F^/F'i.]
Notons ^(/-l. 2) les C*(W, F;.), C*(V, F,) bimodules induits par / (cf. [H], §IV).

Comme C*(W, F;.) agit dans ̂ . par opérateurs compacts ([11], proposition 4.3) ^.définit
un élément [<T,] de KK(C*(W, F;.; €*(¥, F;)). Il est alors facile de voir qu'on a /

^^E,f(a))(S)[^2]=[^iW(E, a)

[i.e. que si D' est tel a^D')^^) alors D-®!^ est une ^, connexion pour D où D
vérifie Op^ (D) == o, ce qui résulte de la proposition A. 7.3].

Nous calculons maintenant le produit de Kasparov de deux opérateurs pseudodifféren-
tiels transverses.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



380 M. HILSUM ET G. SKANDALIS

A. 8. Opérateurs pseudodifférentiels transverses et connexions

Soit (V, Fi, F^) une variété doublement feuilletée avec F^F^. Soient E^, E^ deux
fibres hermitiens sur V et supposons que G^ agit sur E^ par isométries.

Soit (fi=<^(V, Fi; Ei) le C*-module hilbertien sur C*(V, F^) complété de
Q°(G,; r*Ei®Q1/2), et <^=W F^; E^.
Posons ^=(fi®c*(v FI)^^^» ̂  ËI^E^) [^2 et ^ sont des C*-modules hilbertiens
surC^V.F^)].

Soit Pe^Fp^V, F^; ^(E^)) un opérateur transverse. Par la proposition A. 7. 3, pour
tout T eC^V, Fi), [P, T]eJf(^2)- Notre but est de trouver des P-connexions pour <^.

A. 8. PROPOSITION.—Soit Pe^Fp^V, F^; ^(E^)) MU opérateur transverse et
Pe^V, F,; ^(E^E^)) ̂  ̂  aF^(P)=lE,®c^(P)eZp(V, (F^)*; ̂ (E^)).

Alors P ^st un^ P connexion pour ê\.
Preuve. — II résulte directement de la proposition A. 6.2 que si Op^ (P) =0 alors P est

une zéro-connexion (voir la preuve de A. 7. 3). Il suffit donc de prouver qu'il existe
Poe^(V, F^; ^(EiêE^) avec (JF^.(PO)=IEI®C^(P) et Fo est une P connexion
(cf. [11], proposition A. 2. b).

Si EI est le fibre trivial C", il suffit de prendre

Po^êPeMJC)®^^ F,; ̂ (E^^V, F,; ^(E,®E,))

qui est une connexion par [11] (preuve de proposition A. 2. a).
Si EI n'est pas trivial, on écrit E^=pCn où /?eC°°(V; MJC)) et p(x) est projecteur

pour tout xeV. On pose alors Po=p(l^P)p qui est une P connexion par [11] (preuve
de proposition A. 2. a), et est pseudodifférentiel avec le bon symbole car p est pseudodiffé-
rentiel de symbole p. •

A. 9. Le produit d^une zéro connexion
par un (pseudodifférentiel)® 1

Soit (V, Fi, F^) une variété doublement feuilletée avec F^cF^. Soient E^, E^ deux
fibres hermitiens sur V et supposons que G^ agit sur E^ par isométries. On pose encore

/s /s (\j T-1 . T7 \ jP £> (\J 17 • Tî \ ^ — J^ /ô\ ^
6 i=é (V, î^, biJ, ô^^ ( v ? ^2» I^2)? é —^l^c^V, F2)02•

Soit
P6^*(V, Fi; J^(Ei)), Qe^p^V, F,; ^(EiÔE^))

avec CTFJ-(Q)=O. Nous montrons ici que (P®1) Qe^pp^V, F^; ^(EiÔE^)) et que
CT((P®l)Q)=(cr(P)®l)a(Q). Commençons par donner un sens à cette formule :

A.9.1. LEMME. —(a) Si a(=Co(F?; J^(Ei)) et bç^^ 8/(V, F^; ^(EiÔE^)) est tel
que fc|^eCo((F,/Fi)*;J^(Ei®E2)) a^rs ((aop)®l^)bçC^(F^^(E,®^)) où
p : F$ -> Ff ^sî ?a transposée de l'inclusion F^ -^ F^.

(fc) Si ae^ ^(V, Ff; ^f(Ei) ^ ft ^ comme ci-dessus alors
((aop)®l^)bey°,^ ^(V, F^; ^(EiêE^)) ou p'^pp' ô-^l-p".
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(Rappelons que <9^§ désigne l'adhérence pour la norme [[ ||^.)
Preuve. — (a) Fixons une norme euclidienne sur F^, et soit s : F^ -> F^ la section

associée.
Pour tout e>0 il existe MetR+ tel que pour ^eFf, | |^[[^M on ait

||a(x,^)||^£/||fc|j,.
Soit

K=Sup||^|[P'|[D^(x,^)| |
^2^2

(K < + 00 par définition de ̂  y). Pour ̂  e Ff, || ̂  || ̂  M et ̂  e Ff ^(F^/FO'16 on a :

||ft(x,5(^)+^)]|^|[fc(x,^)|[+KM

et donc il existe M'tel que pour

I I ̂ |[^ M- et I I ̂ [|^ M, |[fc(x,5fé0+^)||<——.-
IMloo

Donc pour Ce F?, HÇH^M^M-2 , on a |[(û(x, ^(Ç))®IE^(^ Ç)||<£.
(fc) Comme a et b sont à support compact dans V on peut supposer que V est

compacte.
Soit he^^ s'(V, F^) donné par

^'^w^w w ^ewedaïemme^
Soit bey0^ ..(Y, Ff, £'(E^E^) avec fc^eCo.
Alors, pour tout ÇieFf et îy^eV^ on a

||fc(x, s(i;0+Ç,)|[^nf(lHL, ||fc(x, ̂ ll+^j^^^

oùK=sup(l+||Ç||2)•'72||(D^)(x,Ç)||(<+oo).
ÇeF;

Sil l^l l^Cl+ll^l iy.alors/ i^sfê^+^^l/Set

||fr(x, s^+^ll^llfrIli^SlIfcll^A^, sfêi)+Ç2).

^^^[^(l+ll^ll^alors
7Y-2 | |e ||2

||fc(x, .^)+^)||^2||fc(x, ̂ ll'+ l̂̂

^2h(x, s(!,,)+^)(\\b(x, ̂ )\\2+3K2)+b'(x, s(ï,,)+ï,,)

où
h'(x, s(^)+^)=2||fc(x, ̂ ll^l-^^, sfêi)+^))
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est dans Co(F$). Donc, pour tout Ç de F$, on a l'inégalité :

l l&^ll^ôOI&ll^+K2)^^

Soit Ap,={aeSp.(V, FÎ; ^{E^E^A^i-O}.
Nous avons montré que l'image n (h) de h dans Ap. est strictement positive (cf. [30], 7,

§1). Donc il en est de même pour exp(-l//i). Or ((ao;?)(g)l)exp(-l/h)e<$^ y " •
Ce lemme prouve que si aieEp(V, F^; J^(E^)) est la classe de a^ et

<726Sp.(V, F$; ^(Ei®E2)), avec CT2|Fii=° est la classe de a^ alors
((ûi0^®!)^^.^ et la classe de ((a^p)®\)a^ dans Sp.(V, F^; ̂ (Ei^) ne
dépend que de 0^ et (^(p^pp'). Notons la (a^®!) 03.

A. 9.2. LEMME (cf. [\\} lemma 1.8.) 5<nt PeTp^V, F^; J^(Ei)) ^
QeVp^V, F2; oâf(Ei(g)E2)) de symbole transverse <JF,|-(Q)=O. Alors

(PÔ^Qe^V, F^; ^(EiÔE^)) ^ a((P®l)Q)=(a(P)®l)a(Q)

(p" spp' ^sî supposé > 1/2).

Preuve. — On doit montrer que ^(Pg^Qey^p" pour tout (peCo(V). Il suffit de le
prouver pour (p€Q° avec support dans un ouvert trivialisant Dw^x^xY. Comme
(Jr(<?i)(8)l)QÊJT(^) (proposition A. 8), il suffit de montrer que
(P®l)Q€ lFS.p.(Q,(Rwxr);^(E,®E2)) pour tout Pe^. p(Q, R"; ^(E,)), et
Qe^^ p(0, IR" x R"; JSf(Ei®E2)) de symbole transverse nul. En utilisant la stricte positi-
vité du symbole exp(—l/h) du lemme A. 9.1, on peut supposer Ç^HQ' où H=P^ où
b 6 ̂  y ((Rm x Rw)2 x Y, (^m x IR")*) est donné par

h(v Y Y' ^ v ? ' ^ - f ' r ^ f f^ Y: ^ v^exnf f i i^ 1 ' 4 "!!^!! " h l l^2 | | ) p ^y^l» ^2» xl9 X2» ^» Si» S2/—J2\A1/J2V•?C1» •x'2» •îl2» ^/CXpl 1 1 -t- I I
\ \ I I si I I //

: /^C^an^eC^R^R^xY).

Il suffit alors de prouver que (P® 1)116^ pp/(i2, Br; J^(Ei)) et a le bon symbole.
On peut aussi oublier le fibre E^, en le supposant par exemple trivial sur Q et raisonnant
pour chaque élément de matrice.

Par un argument de densité on peut supposer P=P^où

û(Xi, ^2, x\, y, ^)=a(xi, x^ y, ̂ )/i (^1-^1)»

/l€CTO(Rm),/l(0)=l et a6^p,5.

On peut en outre supposer que f^ = 1 sur le support de a.
Posons

^,,y-.xp(-(,.<l^B^))
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((P®l)H)(g)(x,,x^)
/ 1 \2m+n Ç , , ,/ ,

= = — \ei«x-i-xl^l>+<xi-xl^l>+<x2-^ ^»a(;q, x^y, ̂ )
\2 ît/ J

fi(A-^l)fîW. X2, X'2, y)fi(^i, ̂ 2)^ï> ^2. 3 )̂ ̂ /dx; ̂ irf^ ̂ 1^1

Posons

î, ̂  ̂  ̂ -(^T p^1''1' ̂ ~^a(x^ x^ ̂  ̂ )/(xi-x,)rfxl^

/ 1 Y r== — a(xi ,X2,^, ^i+r|)/(r|)rfri
\27t/ J

de sorte que

(P®l)H(g)(x,, x,, y)^1}^ p«^-^ ^>+<^-^ Wa\x^ x^ y, ̂ )
VT!;/ J

^(•^ ^2. ̂  ^^fêl. Î^O^ ^2» y)dx^dx^d^[d^

Montrons que a' 6^ ^(^x^xY, (R^*), Par dérivation sous le signe il suffit

rd'estimer ( l+H^i+r i l l ) ' " ) /^ ) !^ pour reR. Or on a
»/

( l~H|Çi+'n | |) r^(l+|| rl | |){ / ' l(l+ |^i 11/5 et comme/est à décroissance rapide

^ i+ l l^+r i l l r l /wl^^^o+l l^ l l r .
Donc a'e^ g. Mais alors a'Se^ g^^x^xY, (^xR")*) comme on ra déjà

noté à la fin de la preuve de A. 9.1, et donc
/•»<= <y° n^"1 Y (R"^2 Y v' fD^" Y n^wC £ t.7 Q" §" U"^ • - "^ / X ï , ̂ iK X tt\[ ^ ^

où
c(xi, x^ x\, x^ y, ̂  ̂ 2)^0^ ̂  y. ^i)^féi» ^2)/2(•)cl.x^ x^ y)'

Etdonc(P®l)Q=P,e^p..
Notons enfin que

/ 1 \" r(a'-d)(x^ x^y, ^)==—— \(a(x^ x^ y, Çi+ri)-a(xi, x^, y, ̂ ))f(r\)dr\
\27t/ J

Donc

^/-a)(Xl,X2,^^)|f^f- l-Tfl|n|||/(T^)|^f lK(l+||^+tî^||)-p^
\2"/ J Jo

IKa —ai{x,, x

^f^T f in 1 1 1 / 0 1 ) 1 ^ 1 [^(i+ll^lD-rd+lltnilyA
\2"/ J Jo

^^yK(i+ii^ii)-pjhii(i+hii)p|/(T,)i^.
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Donc a'-a e Co (H^1 x R" x Y x (IFT)*) et donc par le lemme A. 9.1 (a)

(a/-a)bçCo((Rm x R")2 x Y x (BT1 x IT)*)

Donc a((P(g) 1)Q) =(a(P)(g)l)a(Q). •
De ce lemme nous déduisons la généralisation au cadre p, 8 du fait que P® 1 est dans

l'adhérence des pseudodifférentiels d'ordre a>0 si P est un pseudodifférentiel d'ordre a
(cf. [3-I], p. 514 (5.4) ou [36], p. 270, Theorem 7).

A. 9. 3. COROLLAIRE. — Si a e^ s^)2 x ffT x Y, (HT)*) et

bey^^w™ x R")2 x Y, (ffr x r)*) û^c a>o
alors P^G^ ^(ffrx f fTxY, (lîTx R")*) et o(P^) ̂  !û dûss<? de ( a - p ) b restreint
à la diagonale où p : (V x R")* ̂  (R^1)* est la projection.

Preuve. - Soit a'(=y\^ ((HT*)2 x HT x Y, (Br1)*) et b' e ̂ ^"o ((^ x R")2 x Y, (HT1 x IR")*)
des symboles elliptiques au voisinage du support de a et b, homogènes en dehors d'un
compact. Alors par [3.1] (5.4, p. 514) (P^®!)?^^ ̂  et son symbole principal est la
restriction de (af°p)V à la diagonale, et est donc une zéro connexion. On écrit alors

P^P^+P^'e^0 s, ce^%)
et

P^P^.+P^e^ 5,, de^-°°).

Alors (P,(g)l)Pfcejr (car P^eJf) et (P^p^®!)?^^-00^. Enfin

(P^P,,®l)P,,p^=(P^(x)l)((P,,®l) P^P^e^, p

par A. 9.2. •

A. 10. Le commutateur d'une connexion
et d'un (pseudodifférentiel) 01

Nous nous plaçons dans la même situation que ci-dessus :

A. 10.1. LEMME {cf. [11] lemma 1.9).—Soit Pe^V, F^; J^(Ei)) et
Qe^F, F^; ^(BiOE^)) ̂  que a(Q)=l^(S^ où a'e^(V, F$; ^(E^)) ̂  ̂  gu^
CTFI soit Gi invariant (cf. définition A. 7.2). 5i pp'>l/2, a(ors [P®1, Q]ejTv(^) (i.e.
V(peCo(V), (p[P®l, Q]6JfW ^ [P®1, Q](peJf(^)).

Preuve. — Soit Q % ̂  x IR" x Y un ouvert trivialisant et (p e C^ (t2). On doit démontrer
que (p[P®l, Q]eJf(^) et comme [(p, Q]eJf(^), il suffit de montrer que
[(pP®l, Q]ejf(^). Remplaçons P par (pP, comme [Jf(^i)g)l, Q]^r(^)
(proposition A. 8) on peut supposer Pe^^Q.F^J^Ei)) et par un argument de
densité que P=P^ où aç^^R"1)2 x ITxY, (ffr*)*; J^(Ei)). Soit
Q'ey^Q, F^ ^(EIÔE^)) tel que ^(Q7) soit la restriction à f2 de CT(Q). Comme
P(2)l=(p(P(§)l)(p pour un (peC^^) et que

(pQ^^O, F^; ^(EiêE^E^.p^V, F^; ^(Ei®E,)), [PÔ1, Qle^W
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et

[P®1, Q]-[P8)1, Q/]=PÔl)((pQ-cpQ/)-(Q(p-Q/(p)(P(2)l)eJf(^).

II suffit donc d'évaluer [P®1, Q']. Soient feC^ÇW) et ^eC^(RnxY) tels que
p=^p=p/^. Notons que [P®1, Q'(l-/^)]6jr(^).

Notons que Q//=^Q/ a encore un symbole transverse invariant et que, par le
lemme A. 9.2 [P®1, Q"] ne dépend module les compacts que du symbole transverse de
Q". Par un argument de densité on peut supposer que ^^(fQ//—Pb)=^ °ù
be^^lïrxRyxY, (lîTxtR")*; ^(E^E^)) est de la forme

&(Xi, X2, Xi, X'2, ̂  î, ̂ ^Eiê/^OX^l-^l)^^ ^2» ̂  ^1. ^2)

où /eC^ffT) avec x(0)=l et b^e^^ ^((P^xY, (^xR")*; ^(E^)).
Soit V(x^ x^ x^ x^ ^, Ci, ^^Ei^X (^1-^1)^2 (^ ̂  y. ̂  ^2)- K^n que V ne

soit pas à support compact, l'invariance par translations dans (R"1 montre que l'opérateur
P^ : C^(Q; Ei®E2) ^COO(Q; Ei®E2) s'étend en un opérateur P^eJ^(^) et que pour
tout /'eC^OVP^e^p et a comme symbole /'a(Q"), P^6XF*(Q, F; ^(E^z))
et CTF-^P^CTF-^Q"). Il suffit donc de prouver que [P^®1, P^]eJT(^).

Nous supposerons a et fc" homogènes pour la graduation de E^ et Ë2, et que les fibres
EI et Ë2 sont trivialisés le long de R" x IR". On a :

P^(P.®l)te)(^1^2^)=f^YW+nf^(<xl-'l^l>+<'l~xï>çl>+<x2-^
\27T/ J

{ a (Xi, X^ X2, ̂ , ̂ i) ®X (Xi - Xi) ̂ 2 (^2. ^2» ̂  ^1.^2) } x 8 W. ̂  Y) dx/! d^l ̂ 1 ^2 ̂ 1 ^2

/ i \2m+n f , , „ ,
= ( _L } '̂ « ^1 -^3.^3 > + < ^3 - ̂ l.^S > + < ^2 -^2^2 » ( — l̂ b'

\27l/ J

x{a(xi+x'i'-X3, Xi', x;, y, ̂ ^Ztë-^)^^ ̂  ̂  ̂  ^2)}

X ̂  (̂ l', ^2, y) d^l d^ ̂ 3 ̂ 2 ̂ 3 ̂ 2

où on a posé x^=x^-^-x^—x\, ^3=^1, ^3=^1. Donc

[P,êl,P^]fe)(xi,X2,^)

=^JLl m n | ^«^i-x'i.^ >+<^l-xï,^>+<X2-X2.^»^(^_^ /)

\27l/ J

{[fl(Xi, Xi, X2, ,̂ ÇO-û^i+Xi'-Xi, Xi7, X2, ,̂ Çi)]®^^. ̂  ̂  ^l» ^2)}

x^W, X2, y)dx/,d^dx,dx,d^d^.

Soit N e ̂  à préciser plus bas et écrivons le développement de Taylor

â(Xi, Xi, X2, ̂ , Ç^-û^+X^-Xi, X^, X2, ̂ , Ci)

N-l

= E E^^i» -^i» ̂  ̂  ̂ i)^^"^!' ̂ -^
f c = l j
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+Eaî J(xl»x^ x/^ x^ x^ y^ UP^W-^ ^2-^2)
j

où les p^ forment une base des polynômes homogènes de degré k et c^-e^6^
En intégrant par parties (intégrant par rapport à ̂  et ̂  l'expression

P^W-X^ .)C2-X2)^ (<X1-^•^>+<^-•<2^2»

et dérivant b^) on trouve :
N-l

'[Pa®i,Pj= Z Zœ^ô^P^+ER^ où b^y-^.
f c = i i j

et donc par le corollaire A. 9. 3 (P^® 1) P^ e Jf (<^) et

(R^)(x,, x^^f1)2^" [^{^ÔX^i-^)^^ ̂ ^ ̂  ^2)}
\2 7Ï;/ J

x ̂  (x^ x^ ^) ̂ // rfÇi dx\ dx^ d^ d^

où a^e^^ et fc^e^y (notons que le support de a^ n'est pas compact mais a^OO^^
est à support compact en (x^, x\, x^, x^, x^, ^)). Mettons le ^ dans le a^ et posons
z=(x^, x'/, x^ x^ y).

On a, en intégrant par rapport à x\ :

( 1 \2m+n /•
(R^)(X,, X,,^)= —— ^^^^'^(^N)-^ ̂  ̂ -^)

2 7l/ J

0^^, Ci, ̂ (^ ̂  y)dx^dx^d^d^d^.

Dérivant a^ par rapport à x^ avant la transformation de Fourier on obtient :
VfceN, 3CfceQ,(ffT)

n-+ . l l ? n v f c + N ) ôl l r / ^ N ^ r 7 ? ? ?n l l<r rY 7^ ' " ç l I I 7
||^J {Z, ^i, <;i-ÇiJ| |^<-fc(.X2) ———^TIÎU'

\lt\ Sl—Sl I I ;

Montrons que pour N assez grand l'intégrale

f1}^ [ '̂(^HZ, ̂ , ̂ -Çl)®^^ Ci, ^2)^1^2^!
Vît/ J

est uniformément convergente, et converge donc vers

\|/ (z) e C, ((^ x R")2 x Y; ̂  (EI ÔE^)).

Alors R^ sera l'opérateur de convolution par v|/ et donc compact.
Mais

"^••^ îr.iM^-"
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et donc si

N>? ^^""l'̂ ^Fî -
Sur la partie de (tR-)* x^-)* donnée par ||Ç,-^ |1^[)^|| on a ||^||^2||^|| et

[[^bfll^C'^l+ll^ H)14^-?^" et donc pour N^Zm+nMp'-S), c^bf est uniformé-
ment intégrable.

Sur la partie donnée par ||i;i--^i l l ^ l l ^ i || on a

||̂ 2||Ç |̂| et «(^^II^P^l+ll^-^ll)^^8^

qui est intégrable si (N4-k)8—fe<-2m Le. si fe>(2m+N8)/p. Et donc pour
N > (2 m + n)/^ - §) l'intégrale

/ iy^n r,,^^^ ̂  ̂ -^)®b^z, ̂  W^i^à\
\2 K/ J

est (absolument) uniformément convergente. •
Des lemmes A. 9.2 et A. 10.1 il découle directement :

A. 10.2. PROPOSITION.— Soit Pe¥^(V,Fi;^(Ei)) et Qe^(V, F^ ^(EiÔE^))
^ ^^ aFtCÇ^lEiôcr' où a/6Zp(V,(F2/Fl)'lt; ^(E^)) esr Gi invariant. Alors
[P® 1, Q| e ̂  (V, F^ Jâf (EI ® E^)) er

o([P®l, QI)=[a(P)®l, ^(^(p-^pp^l^).

Preu^. - Soit CT=a(Q)eZp/(V, Fî; ^(EiÔE^)) et soit fceC^FÎ; ^(EiÔEa)) dans
la classe a. Soit é? : J^(Ei®E2)-^l®-Sf(E2) l'espérance conditionnelle, V^b-e^h et
b"=e^b. Soit Q'e^^V, F; J^(Ei®E2)) de symbole la classe de &'. Alors le symbole
de Q^Q-Q' est la classe de V\

On a par A. 10.1[P®1, Q^eJTv et par A. 9.2 [P®1, Q^eT* et a le bon symbole.

, A. 11. Produit de Kasparov
de deux opérateurs pseudodifférentiels transverses elliptiques

II résulte immédiatement des propositions A. 8, A. 10.2 et de [11] (theorem A. 3) :

A. 11. THÉORÈME.—Soif (V, Fi, F^, F3) une variété triplement feuilletée avec
Fi^F2^F3. Soit (Ê3, 03) un symbole transversalement elliptique pour (V, F^, F^) et
(EI, 0^) un symbole transversalement elliptique pour (V, F2, F3). Posons E2=E3<g)Ei. Soit
a^e E(V, (F3/F^)alt; ^(E^)) un symbole G^ invariant et tel que

(a) c^lF^lEa®^
(b) [03®!, 02]^0.
Alors v|/(E2, 02) est un produit de Kasparov de ^f(E^ (73) par \|/(Ei, 0^). •
Remarque. — Dans les conditions de ce théorème, un symbole 02 est appelé un

cup-produit de Oi par 03 (cf. [Il], définition 1.6).
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Terminons cet appendice par une remarque :
A. 12. Remarque. — Les symboles que nous considérons à la section 4 sont de

type(p, 0). La classe des symboles de type (p, 0) n'est pas invariante par difféomorphismes
(cf. [25], remark, p. 85). Cependant les symboles que nous considérons restent de type
(p, 0) dans toute carte feuilletante. Beaucoup de preuves dans cet appendice sont plus
simples pour des symboles de type(p, 0). Notons aussi que pour ces symboles il suffit de
supposer p>0 (et non plus p>l/2). En particulier si on travaillait avec des symboles
(p, 0), on n'aurait pas à supposer une condition supplémentaire pour le produit d'un
opérateur pseudodifférentiel®! par une 0 connexion (dans la partie A. 9 on devait
supposer outre p> 1/2 la condition pp'> 1/2).
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