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R&urn& 

Abstract. 

Nous montrons que tome transformation bimesurable u : X x X + X x X ou X, 
est un espace mesure verifiant l’identite pentagonale v23 o u13 6 w12 = ‘ulz o ‘~23 et 
suffisamment reguliere, provient d’un couple assorti de groupes localement compacts 
(cf [5], [8], [6], [2]), i.e. d’un groupe localement compact G et de deux sous-groupes 
fermts G1 et GZ tels que l’application (gl,gz) H g1!g2 soit un homeomorphisme de 
Gi x G2 sur une partie ouverte et dense de G. 0 AcadCmie des SciencesElsevier, 
Paris 

Pentagonal transform&ions 

We prove that every bimeasurable transformation u : X x X --+ X x X, where X 
is a measured space satisjjkg the pentagon identity vz3 o ~13 o vi2 = ~12 o 2123 (and 
sujjiciently regular) comes from a matched pair of locally compact groups (cf. [.5], [8], 
[6], [2]), i.e. a locally compact group G and two closed subgroups, G1 and Gz such 
that the map (gl : g..) H gIpL is a homeomorphism from G1 x G, onto a dense open 
subset of G. 0 Academic des SciencesiElsevier, Paris 

Abridged English Version 

Let (X, CL) be a measured space and z1 : X x X + X x X a bimeasurable transformation. We 
say that u is a pentagonal transformation on X if, almost everywhere on X x X x X, we have 
‘u230vi3001z = ~2071~3. Clearly, the unitary operator V E ~(L2(X,~)@L2(X,~)) associated with v 
(i.e. defined by (V<)(x) = d(z)1/2<(w(z)), where d is a Radon-Nikodym derivative) is multiplicative 
(in the sense of [2]) if and only if the transformation w is pentagonal. 

Let ‘u : X x X --+ X x X be a pentagonal transformation. The compositions of 21 with the projections 
X x X -+ X are binary composition laws. Write for (z, 9) f X x X, v(z, y) = (z l y, :&). We 
also set w-l(z., y) = (z 0 y,z * y). 

Note prbsentie par Alain CONNFS. 
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Define the maps 4, $, v, 0 : X x X t X x X setting by $(z, y) = (z l y, y), $(%, y) = (z, z * y), 
V(X,Y) = (x,x#Y> and ~(x,Y) = (x * Y, Y). 

The main result in this Note is: 

THEOREM 1. - Let v : X x X -+ X x X be a pentagonal! transfomzation. Suppose that 4 and 71 are 
bimeasurable transformations; then there exist a locally compact group G, two closed subgroups G1 
and Gz of G such that the map (91, 92) ++ glg2 is a homeomorphism from G1 x G2 onto a 
dense open subset of G, commuting actions of G1 (on the right) and G2 (on the left) on X and 
a measurable GI x G2-equivariant map f : X + G such that, for almost all (x, y) E X x X, we 

have V(X,Y) = (x . ~1(~2(f(~))-‘f(~)),~z(f(2))-~ . Y>. 

Here pi : G -+ Giare the maps (defined almost everywhere) such that, for almost all x E G, we 
have x = pl(a)p2(z). 

One checks easily that the products l and * are associative. The transformations 4 and $’ : 
(z, y) H (y * 5, y) are thus pentagonal; associated to them are multiplicative unitaries, which are 
commutative in the sense of [2], and therefore correspond to locally compact groups. Consider 
further the map w  defined by the fromula ~(a, b, c, d) = (u l (b#c), d * (b l c),c,d). It is a 
pentagonal transformation on X x X. It also corresponds to a ‘commutative’ multiplicative unitary W 
and therefore to a locally compact group G. Moreover, w  = $i, o zlzl o 413 o z&l; whence 
IV E L(L2(X) @ L2(X) 8 CO(Gl) @ Co(G2)). We therefore get an injective *-homomorphism n 
from Co(G) to the multiplier algebra Cb(G1 x Gz) of Co(G,) @? Co(G2) = Co(G1 x G,); this map 
is seen to be f H f o h, where h : G1 x G2 + G is of the form (gl,g2) H hl(gl)h~(gz), with 
hi : Gi + G continuous group homomorphisms. 

The key step in the proof of Theorem 1 is: 

PROPOSITION 2. - Under the hypothesese, of Theorem 1, we have: 
a) The multiplicative unitary V associated with v is semi-regular (in the sense of [l]); 
b) The image of r contains Co(G1 x Gz). 

It follows from Proposition 2b) that h is a homeomorphism from G1 x Gz onto an open subset of 
G which is dense since r is injective. The exact form of v in Theorem 1 follows quite easily. 

We also compute the Hopf algebras associated with the multiplicative unitary V, their “Haar 
measures” and their modular theory. 

PROPOSITION 3 
a) The C*-algebra S fresp. s )̂ associated with V is the crossed producr CD(G/G~)MG~ fresp. 

Co(G\GWdJ 
b) The right (resp. left) Haar measure of S (resp. s )̂ is $1 o El (resp. 992 o E2) where El 

(resp. E2) is the operator valued weight of Haagerup (see [4]) corresponding to the (von- 
Neumann) crossed product from L” (G/G2) >Q G2 (resp. L” (Gl \G) >Q G,) to L” (G/G,) (resp. 
L”(G,\G)) and $1 (resp. 92) is the right (resp. left) Haar measure ofL”(G,) = L”(G/Gz) 
(resp. L”(Gp) = L”(G,\G)). 

A toute transformation bimesurable cp : X -+ Y, oh (X, p) et (Y, V) sont des espaces 
mesun%, est associC un opCrateur unitaire T : L2(Y, v) + L2(X, p) don& par la formule 
(Tf)b) = W”‘.fbW)~ 06 d est la dCriv6e de Radon--Nikodym d(cp-‘v)/dp. 

Soient (X, cl) un espace mesur6 et v : X x X + X x .Y une transformation bimesurable. Nous 
dirons que v est une transformation pentagonale sur X si, presque partout sur X x X x X, on a 
2123 0 2113 0 2112 = v12 0 2123. 11 est clair que l’unitaire V E L(L2(X,p) @ L2(X,j4)) asso& g 2, est 
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multiplicatif (au sens de [2]) si et seulement si la transformation 2, est pentagonale. On dira que V 
est l’unitaire multiplicatif associe a v. 

Un exemple d’une telle transformation pentagonale est don& par un groupe localement compact G 
et deux sow-groupes fermes G1 et G2 tels que l’application (II:, y) I-+ zy soit un homeomorphisme de 
G1 x Ga sur une pat-tie ouverte dense de G (c$ [5], [8], [6], [2]). Le but de cette Note est de demontrer 
que toute transformation pentagonale << suffisamment regulibe >> est de cette forme (theoreme 3.2). 

1. Un exemple 

Nous commenqons par rappeler la transformation pentagonale associee a un groupe et deux sous- 
groupes (voir [5], [8], [6], [2]) et decrivons les mesures de Haar des algebres de Hopf assocites, 
ainsi que leur theorie modulaire. 

Soient G un groupe localement compact, et G1 et GP deux sous-groupes fermes tels que l’application 
(2, y) H zy soit un homeomorphisme de G1 x G2 sur une partie ouverte dense R de G. Rappelons 
(cc [3]) qu’alors G - 0 est negligeable pour la mesure de Haar de G. 

Definissons les applications pl : 0 -+ G1 et ~2 : R -+ G2 par la for-mule ~)~(z)P~(Lc) = 5. 
Considerons y1 et pa comme des applications mesurables presque partout definies sur G. 

PROPOSITION 1.1. - Pour (z, y) E G x G posons U(Z, y) = (~~1(p2(5)-‘y),p~(~)-‘y). 
a) La transfonnation u est pentagonale. 
b) L’unitaire multiplicatif V associe est semi-biregulier (au sens de [ 11) et irreductible (au sens de 

[2]); l’unitaire U associe’ est l’unitaire correspondant h la transformation x ++ x-l de G. 
c) La C*-algebre S (resp. s^) associee a V est le produit croise’ Co(G/Gz)>aGz (resp. 

CO(G1\G)>aG1)). La C*-algtbre S>as^ est Co(G)>a(GI x $). 
d) La mesure de Haar a droite (resp. a gauche) de S (resp. S) est $1 o El (resp (~2 o Ez), ou 

El (resp. E2) est le poids operatoriel de Haagerup (voir [4]) correspondant au produit Croix! 
(von-Neumann) de L”(G/Gz)>aGz (resp. L”(Gi\G)>aGl) vers L”(G/Ga) (resp. L”(Gi\G)) 
et $1 (req. (~2) est la mesure de Haar h droite (resp. iz gauche) de L”(G1) = L”(G/Gz) 
(resp L”(G2) = L”(Gl\G)). 

Rappelons que l’<< irreductibilitt B de V signifie que l’unitaire C(U@ l)V(U@ 1)C est multiplicatif 
(C designe la volte de L2(G)) et que (C(l @ U)V)’ = 1. 

Dans c), les produits croises sont represent& dans L2(G) de la fagon suivante : Ca(G/Ga) (resp. 
CO(G1\G)) forme de fonctions G2 (resp G1)-invariantes dans ( 3, opere dans L2(G) par multiplication, 
et G2 (resp. G1) opere par translations a gauche (resp. B drone). 11 resulte de c) et de [2] que V est 
(bi-)regulier si et seulement si (gi, ga) H glga est surjective. 

d) signifie que q = $1 oE1 est normal, semi-fini et fidele, que sa restriction a S est q< normiquement B 
semi-finie, son groupe modulaire laisse S invariante et, pour tout w  E S_T on a Q(w * .) = w(l)$. 
On peut construire la mesure de Haar a gauche de S : @ = .F-‘9, oti F est l’optrateur (affilie au 
centralisateur de @I) de multiplication par y H A(p1(y))1/2Al(pl(y)1-1, avec A et Al-designant les 
fonctions modulaires de G et G1. La mesure de Haar a droite de S est donnee par K0 = p’s, oti 
@ est l’operateur (affilie au centralisateur de la mesure de Haar a gauche 6 de S) de multiplication 
par Y - A”“(P~(Y>)A~(P~(Y))-‘. 0 n vtrifie alors que la theorie modulaire est bien donnee par les 
formules de [7], $6. En particulier, l’opbrateur de Tomita pour !P est A,I, = F@:-lUFk. 

Remarquons que chaque representation du produit croise (plein) CO(G)>a(G1 x Gz) donne lieu a 
une representation covariante de V au sens de [2], done a un unitaire multiplicatif semi-biregulier W; 
les algbbres de Hopf associees a W sont isomorphes a S et s^ (c$ [l], theorbme 3.18). En particulier, 
si X est un espace mesure muni d’actions qui commutent de G 2 - a gauche - et de G1 - a droite 
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et d’une application G1 x G+Zquivariante f : X -+ G, on obtient une transformation pentagonale 
i : X x X -+ X x X par la formule w(z, y) = (zpl(pp(,f(2))-‘f(y)),p2(f(~))-‘y). Une orbite de 

G1 x Ga dans G (distincte de l’orbite dense G2G1) fournit un exemple d’un tel X. 

2. Le cas << commutatif >> 

On dCduit assez facilement de [2], $2, les deux rksultats suivants : 

LEMME 2.1. - Soit v : X x X + X x X une transformation pentagonale telle que, pour presque 
tous x, y E X, on ait 7~ o v(x, y) = y (ou r2(x7 y) = y). Alors il existe un groupe localement compact 
G, une action a droite de G darts X et une application mesurable f : X + G tels que l’on ait pour 

presque tous x, y E X et g E G, f(x . g) = f(x)g et v(x, y) = (x . f(y), y). 

En fait, X est alors un espace produit G x X0, f est la projection G x X0 + G et l’action est 
don&e par (g,x) . g’ = (gg’,z). 

LEMME 2.2. - Soient (H, V) et (K, W) d eux unitaires multiplicatifs commutati’s et notons G et G’ 
les groupes localement compacts associes. Soit A E L(H CD K) une representation de W darts H qui 
est une corepresentation de V dans K. Alors il existe un unique homomorphisme continu h de G’ 
dans G tel que A = (h, @ id)(W) = (id @ h,)(V). 

3. Le cas gCdra1 

Soit v : X x X -+ X x X une transformation pentagonale. Les applications obtenues en composant 
v avec les projections X x X -+ X sont des lois de colmposition interne. Pour (x, y) E X x X, 
Ccrivons V(Z, y) = (Z l y, z#y). 11 est commode de poser aussi v-l(z, y) = (TJ o y, .Z * y). 

On a facilement: 

LEMME 3.1. - Avec les notations ci-dessus 
a) les produits (x, y) H x l y et (2, y) H x * y sent associatifs : pour presque tout (x, y, 2) E X3, 

on a z 0 (y 0 z) = ( x 0 y) 0 2 et 2 * (y * z) = (x * y) * z; 
b) pour presque tout (x, y, z) E X3, on a les formules : (xdy) o z = x#(y o z), y#(z#z) = 

(x * y)#z, (x 0 2) 0 y = x 0 (y 0 2); 
c) pourpresque tout (x, y, z) EX3, posant (a, b) = v(x, ;:), on a a* (yob) = (x* y)oz, x#(zoy) = 

b l (a#~) et (y * a) o b = (y o .z) * x. 

Dkfinissons les applications c,$$, 7,19 : X x X -+ X x X en posant 4(x, y) = (Z 0 y, y), $J(x, y) = 
(x,x * Y>, rl(x, Y) = CVUY) et W4 Y) = (x 0 Y/, Y). 

THI~OR~ME 3.2. - Soit v : X x X + X x X une transformation pentagonale. On suppose que les 
applications $ et Q, dejmies ci-dessus, sont des transformations bimesurables; alors il existe un groupe 
localement compact G, des sous-groupes fermes G1 et Gz de G tels que l’application (x, y) H xy soit 
un homeomorphisme de G1 x G2 sur une partie ouverte dense de G, des actions qui commutent de G1 - 
a droite - et de G2 - a gauche - sur X et une application mesurable G1 x Gz-equivariante f : X -+ G 

tels quepourpresque tout (2, y) E X x X, on ait v(x, y) = (x .P1(p2(f(x))-‘f(y)),p2(f(lC))-l. y). 

Remarquons que, si les applications +?J et r] sont des transformations bimesurables, alors il en va 
de m&me pour li, = 4 o v-l et 0 = 7 o v-l, ainsi que pour l’application y5’ : X x X + X x X 
donde par T/.+(X, y) = (y * x, y). 

DCfinissons aussi des applications (Y et c$ de X x X x X dans lui-meme et w  de X x X x X x X 
dans lui mCme en posant cr(u, b, c) = (u l (b#c), b l c, c), ~‘(a, b, c) = (u,c * b, c) et w(u, b,c, d) = 

(a l (b!k), d * (b l cl, c, 4 
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LEMME 3.3 
a) Les applications 4 et $’ sont des transformations pentagonales sur X. 
b) On a a’ = $h3, Q: = ‘UZI&U~~ et w = T+!&,Q~z~. En particulier, les applications cv, a’ et w 

sont des transformations bimesurables. 
c) On a v,;j’ 0 W 0 U43 = a123 0 0!:24. 

d) O9l a ieS f0i”mUk.Y $34 0 a124 0 cY123 = ff123 0 $34 ; &4 0 &4 0 a{23 = (Yi23 0 ‘$;4 ; 

2111234 0 a345 = a345 0 a125 0 w1234 ; wl234 0 &45 = ai45 o a)125 o w1234. 

e) L’application w est une transformation pentagonale sur X X X. 

Par le lemme 2.1, on a des groupes localement compacts G i , G2 et G, des actions a droite de Gi dans 
X et de G dans X x X et des applications mesurables fi : X + Gi et F : X x X + G tels que l’on 
ait, pour presque tow a, b,c,d E X, ,gi E Gi et g E G: fi(a.gi) = f;(a)gi, F((a, b) .g) = F(a, b)g; 
a l b = a. f,(b), a * b = b f2(u) et ( a l (b#c), d * (b l c)) == (a, b) . F(c, d). 

Les transformations a et cy’ definissent respectivement des operateurs unitaires A et A’ 
agissant sur L’(X) @ L2(X) @ L2(X), q ui definissent (par les lemmes 2.2 et 3.3-d)) des 
homomomorphismes continus hi : Gi --+ G et h2 : G2 + G. Pour presque tout (z, y) E X x X, 
on a F(x,y) = ho fl(x)b 0 h(y)- 

11 en resulte que l’application h : (gl,g2) H hl(gl)h2(g2) a une image dense dans G; notons T 
l’application C,-,(G) -+ Cb(Gi x Ga) correspondante (f H j’ o h). 

Le point crucial dans la preuve du theoreme 3.2 est : 

PROPOSITION 3.4. - Sous les hypotheses du theoreme 3.2, on a : 
a) l’unitaire multiplicatif V associe’ a ‘u est semi-regulier (au sens de [l]); 
b) l’image de l’application TT contient Cb(G1 x Gz). 

Demonstration. - a) Soient 5, <, I’ E L2(X, p). Notons, c : X x X + X x X la volte 
(a(~, b) = (hu)) et P osons p = r] o 4-l o c. Un calcul simple montre que ((id @ wt,c)(ZV)[‘)(z) = 

Jy k(x: y)~‘(ykb.(y)~ oi.r k(z, y) = d(z; y)(< @ <) o p(x, y) on d : X x X + R; est une fonction 
mesurable (don&e par des derivees de Radon-Nikodym). L’operateur Q : [ H (cop)d est un operateur 
defini de man&e dense ferme a image dense de L2(X x X) dans lui-meme. On verifie aisement 
que Q possede un domaine essentiel contenu dans le produit tensoriel algebrique L2(X) @ L2(X), 
d’ou l’on deduit que C(V) (qui est par definition { (id @ w) (XV), w E L(L2(X))* }) contient un 
sous-ensemble dense de l’ensemble des operateurs de Hilbert-Schmidt. Son adherence contient done 
tow les operateurs compacts. 

b) Notons V1, V2, et W 1 es operateurs unitaires associes a 4, 4’ et w  respectivement. Comme 
W = V;IV~3V21V~4, l’espace {(w @ ‘d 1 ~(Lz(~~~Y)J(W), w  CI L(L2(X x X)), } est engendre par 
{(w @ id @ id)((Vii2(a @ 1 @ l)V,2), a E C(V), w  E L(L2(X)), }. Mais l’espace vectoriel ferme 
engendre par { (w@id @id)((V,l,(k@l@l)T/,2), Ic E K(L2(X)); w  E L(L2(X)), } est Ca(Gi x Gz) ; 
done b) resulte de a). 0 

De la proposition 3.4b, il resulte que l’application (gi , ga) +-) hI (gl)h2(g2) est un homeomorphisme 
de Gi x Ga sur une partie ouverte R de G ; on a vu que R est dense. On identifie a present Gi avec 
son image dans G au moyen de hi. Notons pi : R -+ Gi l’application telle que z = p1(x)p2(x). 

LEMME 3.5. - Pour presque tous x, y E X on a : 

4 fi(x l Y) = f~(x).fl(~l): .f2(~ * Y) = .f2(~).fi(z); 

b) fl(b)fi(a) = f2(~)f1(~)7 02 l’on a pose’ (a, b) = zt(lc, y) ; 

cl fl(x * y) = p1(f2(~)-1f1(y)-‘)-’ et f2(z l v) = ~2(j;(z)fi(~Y)). 

Definissons enfin f : X -+ G en posant f(z) = fi(~)f~(z:)-~. 
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LEMME 3.6. - Pour presque tous 2, y E x x x, or2 a : (f x f)(w(x, y)) = 

(f(x)P1(P2(f(xC))-1f(y)),p20)-lf(y)~. 

Par lemme 3.l.b), on a des actions a de G1 - ti droite - et D de G2 - 2 gauche - dans X en posant 
x a fl(y)-’ = x o y et fz(x) D y = x#y ; ces deux actions commutent. 11 r&Ate du lemme 3.5 clue, 
presque partout f(g2 D x a gl) = g2f(x)gl. Le thkorkme en rt%ulte, vu que u = 8-l o Q. 0 

Rdf&ences bibliographiques 

[l] Baaj S., Reprksentation rkgulihre du groupe quantique des dtplacements de Woronowicz, A&risque 232 (1995) 1148. 
[2] Baaj S., Skandalis G., Unitaires multiplicatifs et dual% pour les produits croists de C*-algkbres, Ann. Sci. I?cole Norm. 

Sup. 26 (4e sCrie) (1993) 425-488. 
[3] Bourbaki N., &men& de mathimatiques, Integration Ch. VIII, Hennann. 
[4] Haagerup U., On the dual weights for crossed products of Von Neumann algebras II, Math. Stand. 43 (1978) 119-140. 
[5] Kac G.I., Extensions of groups to ring groups, Math. USSR Sbomik 5 (1968) 451-474. 
[6] Majid S., Hopf-von Neumann algebra bicrossproducts, Kac algebra bicrossproducts, and the classical Yang-Baxter equations, 

J. Fund. Anal. 95 (2) (1991) 291-319. 
[7] Skandalis G., Operator Algebras and Duality, Proc. Int. Cong. Math. Kyoto 1990, Vol. 2, 1991, pp. 997-1009. 
[8] Takeuchi M., Matched pairs of groups and bismashed product of Hopf algebras, Comm. Alg. 9 (1981) 841-882. 

628 


