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STABILITE DES C*-ALGEBRES
DE FEUILLETAGES

par M. HILSUM et G. SKANDALIS

Introduction.

Dans la théorie des C*-algèbres des feuilletages développée par
A. Connes [1] ch. 7, apparaissent dans plusieurs constructions [2,3]
des bimodules reliant deux telles algèbres. Il est souvent facile de
décider quand un tel bimodule est un bimodule d'imprimitivité. Il
y a donc un certain nombre de cas où des C*-algèbres de feuilletages
différents sont équivalentes au sens de Morita.

Dans ce travail, nous montrons que la C*-algèbre associée à tout
feuilletage (de dimension non nulle) est stable (i.e. isomorphe à son
produit tensoriel par l'algèbre des opérateurs compacts).

En particulier, deux telles algèbres équivalentes au sens de Morita
sont isomorphes.

Nous donnons en corollaire deux illustrations de cette situation.

Soit (V, F) une variété feuilletée de classe C00'0 de dimension
p =^ 0 et de codimension q .

V est supposée sans bord, séparée, dénombrable à l'infini.
Le résultat principal de cet article est :

1. THEOREME. -La C*-algèbre associée C*(V,F) est stable.

Le résultat suivant, qui est crucial dans notre démonstration,
semble généralement connu, du moins admis. Nous en incluons une
preuve cependant, pour être plus complets.
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2. LEMME. — // existe un recouvrement distingué [5] localement
fini de V par des ouverts trivialisants Î2,, i G {1, 2,. . . , n, . . .} et
des transversales T, dans Sî^ tels que les adhérences T, dans V des
T^ soient deux à deux disjointes.

Preuve. — Partons d'un recouvrement distingué localement
fini 0., 0. C Oj. Nous construisons par récurrence des ouverts
î2y i , . . . ,Î2^. et des transversales T. ^ , . . . ,T.^. tels que :

i) S2 .̂ C 0. et Sî. f est saturé dans 0. (i.e. une réunion de
plaques de 0.).

ii)0, = UÎ2^..

iii) T,, H T^g == 0 pour (7, 0 ̂  ( k , £).
T^ g est supposé construit pour k < j par hypothèse de récur-

rence.
Ecrivons Oj = (^.(Df x D^ ) et 0̂ . = ^.(Df x D? ) C Oj

(où on a posé D^ = {x G R^ , ||̂ || <r}, ||J| étant la norme eucli-
dienne).

Comme U Tg ^.(£ </') ne rencontre chaque plaque de 0. qu'un

nombre fini de fois, il existe pour tout x G D^ des disques D^ C D^
centré en x et D^ C D^ tels ^.(D^ x D^ )nTg , = 0 pour S. </ .

Âr/
II existe x^ , . . . ,x^. G D? tels que D? C U D^..
On pose ^., = (^.(Df x D^.) où D^. === D^^ 0 D? .

En prenant, pour i == 1, . . . , k, des u. E D^. deux à deux
^distincts, on obtient le résultat avec T. ^ = <^.({^} x D^.).

D

Avec les notations du lemme précédent, choisissons des voisinages
trivialisants distingués Sî[ = <^(D^ x D^) de T, dans S2, deux
à deux disjoints avec ^.({0} x D^) = T,. Posons S2J' = ^(D?^).

Les Î2," vérifient :
i) Ils sont deux à deux disjoints.

ii) Tout compact de V rencontre au plus un nombre fini de
";'•

iii) Toute feuille rencontre au moins un Î2,".



STABILITE DES C*-ALGEBRES DE FEUILLETAGES 203

iv) Pour toute feuille S., l'intersection de C avec la réunion
des frontières des î2^ est négligeable pour la classe de mesure
de Lebesgue longitudinale.

Dans toute la suite, nous poserons

Î2 = U Î2" et T == U T.. On a Î2 ̂  Df x T.
i l i l A

Soit G le groupoide d'holonomie du feuilletage (V,F) [1].
Pour toutes parties A, B C V, nous notons :

G^ = {7eG,r(7)GA^(7)^B}.

Si W est une sous-variété C°°>0 de V transverse à F, (*),
G^, est une sous-variété et un sous-groupoide de G .

Soit C*(G^) la C*-algèbre réduite associée à ce groupoi'de
avec "Système de Haar" [6]. C'est le complété de l'algèbre involutive
C^(G^ , n172)^*) munie de la convolution, complété par rapport à la
famille des représentations régulières \y , x E V .

Si / ,gEC^(G^ ,Î2172), leur produit de convolution est donné
p a r ( 7 E G ^ ) :

/*^(7)==J/(7i)^(7r1 T)-
Pour x E V et { G L2 (G^ ), on pose (7 G G^ ) :

(V/KK^jATiK^r1^-
Les intégrales ci-dessus sont prises sur G^ .
Soient W^ et W^ deux sous-variétés de V transverses à F.

On définit le C*-module hibertien [4] ê^2 , sur C^(G^1),
obtenu en complétant Cç(G^2 , S2^2) relativement au produit scalaire
à valeurs dans C^ (G^ ) :

^^XT)^ f^ SiTy7)S2(7i7) (7^G^).
Gr(7)

(*) La transversalité ici signifie que : tout j cEW admet un voisinage dans
V, U = D^ x D^ avec W H U = D^ x D9 (dim W = ^ + Â : , 0 < A : <p).

(**) ^1/2 est le fibre des densités d'ordre 1/2 le long des feuilles du feuille-
tage de G^
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Avec ces notations, on a :

3. PROPOSITION. 1) ê^ ^ C^(G^) en tant que C*-module
hilbertien sur lui-même.

2) Si U^ et U^ sont des ouverts disjoints de V, on a :
C^^^e^2

3) -/li^c /a transversale T fidèle définie ci-dessus, on a :
3<:(ê7)^C,*(G^)

o^ X ( ê^) ^r l'algèbre des opérateurs compacts de 8^ [4].
4)&^ ^L^D?)® S^v.

Preuve. — 1), 2) résultent de la définition.
3) L'action de C^*(G^ ) dans 8^ est donnée par :

/*Ç(7)= f ^i)^^)
G^^

quand fC C,(G^ , f t^2), ? G Cc(G^ .ft172).
Le fait que cette action se prolonge en un homorphisme injectif

TT : C^(G^) ——> ̂ (^) résulte de l'égalité

^ ®c; (GÎ) £2 (G^ == L2 (G^) et (7r^ (g) 1) = ̂ (/)

pour /EC^G^,^172) (^EV) .
Le fait que les compacts de ê^ sont inclus dans 7r(C^*(G^))

résulte du fait suivant :
Soient ^ T? G C^G^ , îî^2 ), alors 6 (Ç, 77) = 7r(<^), avec

^EC^G^n^2):

^(7)== S^S(77 i )^7) (7^G^).
7ieG^

Enfin, pour prouver que 7r(C^(G^)) C3<:(&y), on remarque
que C^(G^) admet une unité approchée dans Cc(UHG^ , ^ 1 1 2 ' )
où U est un voisinage de G^ = V dans G, donc, en utilisant
une partition de l'unité, il suffit de prouver 7r(/) E îîC(&r ) pour
/EC^(G(î2,)n G^ .Sî172) où les S2, sont définis au Lemme 2
et où G(Î2,) est le groupofde d'holonomie du feuilletage restreint
à a,,

G(Î2,)^D^ x D^ x T,.
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Or pour f(u,u\t)=f^u).f^(u')g^t).g^t), on a 7r(/) = 0ç^
où^^C,(G(n,)nG^,n1/2)

S,(^)=./,(^)g,(0.

4) On a G^ ^ D^ ® G^ et pour

?ec,(D?,î21/2), r^c^G^172),
on définit { ® 77 € C,(G^ , Î2172) par ^ (g)7?0c ,7) = ^(x) ® 77(7).

Cette application se prolonge de manière unique en un isomorphis-
me de C*-modules hilbertiens sur C^(G^), L2(DP^^ &^——> ê^ .

a

Le lemme crucial pour la démonstration du théorème est le
suivant :

4. LEMME . — Soit C un fermé de V tel que, pour toute feuille
9., C H S. soit négligeable pour la classe de mesure de Lebesgue longi-
tudinale. Alors, pour tout ouvert 0 de V et toute sous-variété
W transverse à F, l'application naturelle g^0 ——> ê^ est un
isomorphisme de C*'-modules hilbertiens,

Preuve. - Fixons-nous ^C^G^ , S Î 1 / 2 ) . Le support de /
est inclus dans une réunion finie de W(7r ,7T' )nG^ (avec les nota-
tions de [1] chap. 7). Il suffit donc de prouver qu'on peut approcher
$ par des éléments de C^ÇG^ , Î2172) si supp Ç G W(7T, TT') H G^ .

Ecrivons W(7r,7r7) H G^ s D^ x D^ x T' (la dimension de
W est q + k) .

Pour 77 E C^(G^ , S2172) supp n C W(TT , TT') , on a :

l l 7?11 2 = l l < r ? , î ? > 1 1 < ^P f\rî(u,u^t)\2 .
f6=T </

Pour ^ G T' soit o^ la densité sur D^

^ = / ISO^V^)!2 .

Pour e > 0, il existe une fonction ^ positive sur Df x T',
<^ = 1 au voisinage de C et f û^j < e2 . Donc,

Se = (1 - ̂ e) S e C^G^ , S2172) et 11$ - ̂  II < 6 .
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Fin de la démonstration du théorème 1. — D'après le lemme 4
et la proposition 3 , ^ = g? C g^" ^ 9€® C*(G^) $ ê^"
et donc ê^ s 96® C^(G^) en vertu du théorème de stabilisation
pour les C*-modules hilbertiens [4].

Et donc, par la proposition 3.3, on a :

C*(V, F) == C*(G^) ^ ^C(ê^) ^ 3C ® C,*(GÎ).

5. Remarque. — Le résultat, ainsi que la méthode, restent vala-
bles si on considère au lieu de C*(V,F) la C*-algèbre "maximale"
i.e. la C*algèbre C*(G) associée au groupofde G avec "système
deHaar",cf. [6].

6. COROLLAIRE. - \) Si T est une transversale fidèle de V
on a: C*(V,F)^3<;®C*(GÎ) .

2) L'algèbre €*(¥, F) ne dépend pas à isomorphisme près de
la structure C°° longitudinale.

Preuve. - 2) résulte trivialement de 1), et il est facile de voir
que ê^ est un bimodule d'imprimitivité entre C*(V,F) et
C^(G^). Ceci démontre 1) par [7].

D

Supposons que (V ,F) est de classe C°° , et soit / une submer-
sion d'une variété W dans V/F, et G^ son graphe [2]. Nous dirons
que / est rétroconnexe si l'application s : G^.—> V est rétro-
connexe. On a alors :

7. COROLLAIRE. - Si f : W —> V/F est une submersion sur-
jective et rétroconnexe, et si le feuilletage F^y de W image récipro-
que est de dimension non nulle, alors C*(W,F^) est isomorphe
à C*(V,F) .

Preuve. — Soit êy le bimodule de [3] chap. 4.
On a C*(W,F^)C^<;(^.) [3] chap. 4. Comme / est rétro-

connexe, on a C*(W,F^y) D^C(â.) et comme / est surjective,
(fb^., &^) = C* (V, F), &. est donc un bimodule d'imprimitivité.

i—i
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8. Remarque. — Si W est une sous-variété transverse de V
de dimension > q alors :

i) C^(G^) est stable.
ii) Si W est fidèle, C,*(G^) et C*(V,F) sont isomorphes.

9. Exemples. 1) Prenons V = T3 muni d'un feuilletage de
Kronecker_par R2 et soit T = S1 une transversale à F. Soit
K = S1 x D2 un voisinage de T dans V feuilleté par D2 (où D2

est une petit disque fermé de R 2 ) . Soit M^ le tore à k trous privé
d'un petit disque ouvert. Soit (V^ , F^) la variété feuilletée obtenue
à partir de (V,F) en remplaçant K par K^ = S1 x M^ . Par le
corollaire 7, on a : C*(V^ , F^) ^ C*(V, F). Sans changer la
C*-algèbre on a modifié la feuille générique. En particulier la caracté-
ristique d'Euler des feuilletages mesurés (V, F) et (V^ , F^) sont
différentes :

X ( V , F ) = 0 et x ( V ^ , F ^ ) = = - 2 Â ; A ( T ) (cf [1] § VIII).
2) Dans l'exemple précédent on peut mettre dans K un

feuilletage de Reeb (K , R) après avoir rendu le feuilletage initial tan-
gent à la frontière de K. Soit (V'.F') la variété feuilletée ainsi
obtenue. On a une suite exacte :

0—> C^V.F)—> C*(V',F')——> C*(K,R)—> 0

(car C* (V'\K, F') s C* (V, F)).

10. Remarque. - Les résultats précédents restent valables si V
est une variété à bord et si F est tangent ou transverse au bord. Dans
le cas où F est transverse au bord, remarquons que l'inclusion
naturelle C*(V\ôV,F)—> C*(V,F) est un isomorphisme par le
lemme 4.
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