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GEORGES SKANDALIS

1 Rappels sur les espaces hilbertiens

1.1 Produits scalaires

1.1 Définition. Soient E, F, G des espaces vectoriels complexes.
e Une application f : EF — G est dite antilinéaire si, pour tout x,y € E et tout A € C, on a

flz+y) = flz) + fy) et f(Ax) = Af(z).

e Une application B : E' x F' — G est dite sesquilinéaire si 'application y — B(x,y) est linéaire
(de F' dans G) et lapplication y — B(y, z) antilinéaire (de E dans G).

e Une forme sesquilinéaire sur E est une application sesquilinéaire B : £ x £ — C.

Rappelons qu’une application bilinéaire B : E x E — F (sur un corps K) est dite symétrique si, pour
tout z,y € E, on a B(y,z) = B(z,y).

1.2 Identité de polarisation. a) Soient E,F des espaces vectoriels sur un corps K et B : E x
E — F une application bilinéaire. Pour tout x,y € E on a On a B(x+y,x+y)—B(x—y,z—y) =
2(B(z,y) + B(y,x)). St B est symétrique, on a 4B(x,y) = B(r +y,x +y) — B(x —y,x —y).

b) Soient E,F des espaces vectoriels complexes et B : E x E — F une application sesquilinéaire.
Pour tout x,y € £ on a

4B(z,y) = B(z +y,x +y) — Bz —y,z —y) —iB(z + iy, x +iy) + iB(x — iy, x — iy).

Démonstration. a) La premiere assertion est claire et la deuxieme s’en déduit.

b) Comme B est R-bilinéaire, remplagant y par iy, on trouve : B(z+1iy, z+iy) — B(x —iy, x —iy) =
2(B(z,iy) + B(iy,z)) = 2i(B(x,y) — B(y,x)), d’ou le résultat. O

En particulier, pour connaitre une forme sesquilinéaire ou une forme bilinéaire symétrique B, il suffit
de connaitre B(x,z) pour tout x.

1.3 Corollaire. Soient E un espace vectoriel complexe et B une forme sesquilinéaire sur E. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout z,y € E on a B(y,x) = B(zx,y).

(1t) Pour tout x € E, B(z,z) € R.

Démonstration. Posons S(z,y) = B(x,y) — B(y,x). Cest une forme sesquilinéaire. Par 'identité de
polarisation, S est nulle si et seulement si, pour tout = € E, S(x,z) = 0. ]



Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle forme hermitienne sur E une forme sesquilinéaire
vérifiant les conditions équivalentes de[1.3] Une forme hermitienne sur F est dite positive si, pour tout
r € E, B(x,x) € R,.

Rappelons qu’une forme bilinéaire symétrique B sur un espace vectoriel réel E est dite positive si, pour
tout z € E, B(z,z) € R,.

Convenons d’appeler produit scalaire une forme symétrique positive sur un espace réel ou une forme
hermitienne positive sur un espace complexe. Le plus souvent, nous noterons les produits scalaires

(z,y) = (z,y).
On appelle espace préhilbertien (réel ou complexe) un espace vectoriel (réel ou complexe) muni d’un
produit scalaire.

1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit E un espace préhilbertien. Pour tout x,y € E on a |{x,y)|* <
{z,2)(y, 1)

Démonstration. Soit v € K de module 1 tel que (z,y) = u|{z,y)|. Pour t € R, (ux + ty, ux + ty) est
positif. Or

(ux + ty, uzr + ty) = (uz,uz) + t{uz, y) + tuz,y) + *{y, y) = (z, ) + 2t|(z, y)| + *(y,y).

Ce polynome du deuxieme degré en t est positif en tout ¢, donc son discriminant est négatif ou nul.
Cela donne |{z,y)|* — (z, 2){y,y) < 0. O

1.5 Corollaire. Soit E un espace préhilbertien. L’application x — (x,x>1/2 est une semi-norme sur
E.

Démonstration. Pour x,y € E, on a (z +y,x +y) = (z,z) + (y,y) + (x,y) + (x,y) < (z,z) + (y,y) +
2z, )| < ((x, 2)2 + (y,y)'/?)? par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Tout espace préhilbertien sera considéré comme muni de la semi-norme ci-dessus.

1.6 Proposition. Soit E un espace préhilbertien. Pour x € E la forme linéaire f, : y — (x,y) est
continue. L’application x — f, est antilinéaire et isométrique de E dans E'.

Démonstration. Notons p la semi-norme de E. Pour y € F on a |f.(y)| < p(z)p(y) par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, donc f, € E' et || f.|| < p(x). Or p(z)? = f.(x) < | fellp(x), dott Pon déduit que
p(x) < [ fell-

On vérifie sans peine que 'application x — f, est antilinéaire. O

1.7 Définition. Soit E un espace préhilbertien. On dit que les éléments = et y de E sont orthogonaux
si (z,y) = 0. On dit que des parties A et B sont orthogonales si tout élément de A est orthogonal &
tout élément de B. Soit A une partie de E. On appelle orthogonal de A I'ensemble At des éléments de
E orthogonaux a A.

Il est clair que A+ = ﬂ ker f,. Donc At est un sous espace fermé de E.
€A



1.2 Espaces hilbertiens

1.8 Définition. Un espace hilbertien est un espace préhilbertien séparé et complet.

Soit (E,p) un espace semi-normé. On dira que p est issu d’un produit scalaire, s’il existe un produit
scalaire (,) sur E tel que, pour tout z € E on ait p(x) = (z,z)"2. Si un tel produit scalaire existe, il
est unique, par l'identité de polarisation . On dira que (E,p) est un espace préhilbertien, si p est
issu d'un produit scalaire. On dira que (F,p) est un espace hilbertien, s’il est préhilbertien séparé et
complet.

1.9 Exercice. Soit F un espace préhilbertien. Démontrer que le séparé-complété de E est un espace
hilbertien.

1.3 Le théoreme de projection

1.10 Théoreme de projection. Soient H un espace hilbertien et C' une partie convexe fermée non
vide de H. Pour tout x € H, il existe un et un seul point yo de C' en lequel la fonction y — |y — z||
atteint son minimum. Pour tout y € C, la partie réelle de (x — yo,y — yo) est négative.

Démonstration. Notons d = inf{||z — y||, y € C} la distance de z a C. Soient y,z € C. Posons

1 1 1
b:x—a(y%—z) etc:é(y—z);alors IIb]] > d vu que §(y—|—z) € C;commez—y=>b—cet
r—z=b+c,ona

1
lz = ylI” + lle = 211 = 201817 + lell*) = 24" + S lly — =[1%

done [ly — 2[I* < 2(llz — y|I* — d*) + 2(||l= — 2[|* — d*).

Pour n € N, posons C,, = {y € C; ||z —yl||* < d*+1/n}. Cest une partie fermée non vide de H ; par ce
qui précede le diametre de C,, est inférieur ou égal & 2/+/n, donc tend vers 0. Comme H est complet,
I'intersection des fermés emboités C,, qui est égale a {y € C, ||z —y|| = d}, contient un et un seul point

Yo-

Soit y € C'; pour t € [0,1], on a yo + t(y — yo) € C, donc |lyo + t(y — vo) — z|| = ||yo — x||. Posons

p(t) = llyo + t(y — yo) — z[* = llyo — 2 + 2tRe({yo — =,y — o)) + t*ly — yol*. Comme (0) < (1)
pour t € [0, 1], la dérivée de ¢ en 0 est positive ou nulle, donc Re({yo — =,y — yo)) = 0. O

1.11 Proposition. Soient H un espace hilbertien et E un sous-espace vectoriel fermé de H. On a
EoFEt=H.

Démonstration. Si x € EN E+ alors (z,z) = 0 donc # = 0. Soit # € H et notons y, € E le point en
lequel la fonction y — ||y — z|| atteint son minimum. Soit y € E. Soit u € K. Alors yo + uy € F, donc
la partie réelle de (yo — x,uy) est négative ou nulle. Prenant v = (y,yo — ), on trouve wu < 0, donc
uw=0. 1l sensuit que z —yo € B+, donc x =y + 1z —yo € E & E+. O

Si E est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace hilbertien H on appelle projecteur orthogonal sur
E Topérateur P : H — H tel que P(z +y) = x pour tout z € E et y € E+. Pour tout © € Eet y € B+
ona |z +yl* = [lz* + [lylI* > l«|* = [ P(z + y)||I*, donc P € L(H, H) et | P|| < 1.

1.12 Corollaire. a) Soient H un espace hilbertien et A une partie de H ; alors (AY)* est le plus
petit sous-espace fermé de H contenant A.



b) Si F est un sous espace de H, (F+)*: =T,

Démonstration. a) Notons E le plus petit sous-espace fermé de H contenant A. Tout élément de A
est orthogonal & A, donc A C (A*)*. Comme (A+)* est un sous-espace fermé de H contenant
A ona E C (AH)*
Soit 2 € (A)*. Ecrivons 2 = y + z avec y € E et z € E-. Comme E C (AN, 2 =0 -y €
(AH)*; comme A C E, on a EX C A+ ; comme z € (AT)T N At il s’ensuit que (2, z) = 0, donc
z=10. On en déduit que x =y € F.

b) découle de a), puisque le plus petit sous-espace fermé de H contenant F est F. O

1.13 Proposition. Soit H un espace hilbertien. L’application isométrique antilinéaire x — f, de la
prop. est une bijection de H sur H'.

Démonstration. Soit f € H'; notons E son noyau. Si f # 0, E # H et E*+ n’est pas réduit & 0 par
la prop. . Soit alors  un vecteur non nul de E+. Comme z € E*, la forme f, est nulle sur E.
Comme f,(z) # 0, il existe A € K tel que f(z) = A\f.(z). Comme FE est un hyperplan et ¢ F, on a
H = FE ®Kz. Donc f et A\f, qui coincident sur E et en x sont égales. Donc f = f5._. O]

1.14 Corollaire. Tout espace hilbertien est réflexif.

Démonstration. Soient H un espace hilbertien et £ € H”. L’application z — £(f,) est une forme linéaire
et continue sur H. Par la prop. , il existe y € H tel que, pour tout x € H on ait {(f,) = f,(z) =
(y,x) = fo(y). Il résulte alors de la prop. que, pour tout f € H' on a l(f) = f(y), c’est a dire que
¢ est 'image de y par lapplication canonique de H dans H”. O

1.4 Adjoint d’une application linéaire continue

1.15 Proposition. Soient E et F des espaces hilbertiens et T € L(E, F). 1l existe un unique T™ €
L(F,E) tel que pour tout x € E et tout y € F on ait (T'(z),y) = (x,T*(y)).

Démonstration. Pour tout y € F, Papplication z +— (y,T'(z)) est linéaire et continue. Il existe donc un
unique élément 77 (y) € E tel que pour tout x € F on ait (y,T(x)) = (T"(y),z). Pour tout z € E,
lapplication y — (x,T*(y)) = (T'(z),y) est linéaire d’ou 'on déduit que T est linéaire.

Pour tout x € E et tout y € F on a [(z, T*(y))| = (T'(x),y)| < [T @)yl < [IT||=[lllyll; or, pour

y € F on a (par la prop. [L6) [|T"(y)|| = sup{(z,T"(y)), = € E, |lz[ < 1}; donc [T*(y)[| < [[T/llyll-
Donc T™ est continue et |77 < || T O

1.16 Définition. Soient F et F' des espaces hilbertiens et T' € L(E, F'). L'unique T* € L(E, F) tel
que pour tout x € E et tout y € F on ait (T'(z),y) = (x,T*(y)) est appelé adjoint de T

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints :

1.17 Proposition. Soient E et F' des espaces hilbertiens. L’application T +— T est antilinéaire et
isométrique de L(E, F) sur L(F, E) ; pour tout T € L(E,F) on a (T*)* =T et |[T*oT|| = ||T|*. Pour
tout espace hilbertien H tout S € L(E,F) et tout T € L(F,H) ona (T'oS)*=S5"0oT").

Démonstration. Montrons que ||T% o T|| = ||T||*. On a [|T* o T|| < ||T*|||IT|| < ||T||*. De plus, pour
tout z € B, |z < 1 on a [T@)|P = (T(2), T(x)) = {z,T" o T(x)) < " o T| gréce & Vinégalité de
Cauchy-Schwarz. Donc ||T||> = sup{||T(2)||?, z € H, |lz|| <1} <||T* o T||.

Les autres propriétés sont laissées en exercice. O



1.18 Proposition. Soient E et F des espaces hilbertiens et T € L(E, F). Alors ker T* = (T(E))* et
l'adhérence de T*(F) est (ker T)™*.

Démonstration. Soit y € F; alors y € ker T* <= Vo € B, (T*(y),z) =0 < y € (T(E))*, dou
la premiere assertion. Il en résulte (par le cor. ) que T(E) = (ker T*)*, d’olt la deuxieme assertion
en remplagant 1" par son adjoint. O

1.19 Définition. Soient F et F' des espaces hilbertiens. Un élément U € L(E, F) est appelé unitaire
siUoU =idg et Uo U* = idp. Un élément T' € L(FE, E) est appelé normal si T* o T = T o T,
autoadjoint si T = T et positif s'il est autoadjoint et, pour tout = € E on a (T'(x),z) € R,.

1.20 Exemple. Soit H un espace hilbertien Un projecteur est auto-adjoint si et seulement s’il est
orthogonal. Dans ce cas il est positif.

En effet, soit P € L(H) un projecteur; notons E son image.
e Supposons que P est autoadjoint. Soient x € F et y € ker P. On a (x,y) = (P(x),y) = (x, Py) =
0, donc ker P C E+. L’égalité s’en déduit puisque H = F @ ker P = E @ E*.
e Supposons que P est le projecteur orthogonal d’'image E. Pour z,2' € E et y,y/ € E* on a
(P(x+y),2 +y) = (z,2") = (x +y, P(' + ¢)) ; donc P = P*. De plus, (P(z +y),z +y) =
(z,x) € R, donc P est positif.
1.21 Proposition. Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E,F). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) T est unitaire.
(i1) T est surjectif et T* o T = idp.

(iii) T est une isométrie de E sur F.

Démonstration. Si T est unitaire, comme T o T = idp, il est surjectif, donc (i)=-(ii).

Si T* o T = idp, alors pour tout x € E on a ||T(2)||* = (I'(x),T(x)) = (x,T*(T(x))) = ||z||* ; donc
(ii)=>(ii).

Enfin, supposons que T est une isométrie de E sur F'; comme (z,y) — (z,T*(T(y))) = (Tz,Ty) est
un produit scalaire sur E, il résulte de I'identité de polarisation (1.2)) que, pour tout x,y € E, on a
(x, T*(T(y))) = (z,y). Donc T*(T(y)) —y € E* = {0}. Donc T* o T' = idp. Comme par 'hypothése
(iii) T est bijective, T* = T~ ', d’out (i). O

1.5 Topologies sur L(H)

Soient X un ensemble, et (F;);c; une famille d’espaces topologiques. Donnons-nous pour tout i € [
une application f; : X — FE;. On peut munir alors X d’une topologie qui est la plus faible parmi celles
rendant continues les applications f;. Une partie V de X est un voisinage de x € X pour cette topologie
si et seulement s'il existe une partie finie J de I et, pour tout j € J un voisinage U; de f;(x) dans E;
tels que () f;7(U;) C V.

jeJ
Soit H un espace hilbertien.
Sur H, en plus de la topologie normique, on utilisera la topologie faible qui est la topologie la plus
faible rendant continues les applications f, : z — (y,z) (pour fout y € H).

Dans le cas hilbertien, le théoreme de projection implique le résultat suivant (E[)

1. Ce résultat est vrai dans un espace normé quelconque - c’est une conséquence du théoreéme de séparation de
Hahn-Banach



1.22 Proposition. Toute partie convexe fermée de H est faiblement fermée.

Démonstration. Soit C' une partie convexe fermée non vide de H. Pour € H, notons pc(x) le point
de C tel que ||z — pe(x)|| = inf{||x — y||; y € C}. Alors, il résulte du théoréme de projection que 'on
aC={ye€H; VreH, Re(y —pc(r),(x — pc(r))) <0}; donc C est faiblement fermé. O

Sur L£(H) en plus de la topologie normique, on utilisera les topologies suivantes.

e La topologie forte, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications 7" — T'(x)
de L(H) dans H muni de la topologie normique (pour x € H).

e La topologie faible, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications T — T'(z)
de £(H) dans H muni de la topologie faible (pour x € H). C’est la topologie la plus faible rendant
continues les applications T — (x, T(y)) pour x,y € H.

e La topologie x-forte, qui est la topologie la plus faible rendant continues les applications T +—>
T(x) et T — T*(x) de L(H) dans H muni de la topologie normique (pour z € H).

2 Algebres de Banach

Soient A une algebre complexe unifere et € A. On sait définir P(z) si P est un polynome. Un des
themes de la théorie spectrale des algebres de Banach sera de construire P(z) pour P de plus en plus
général.

2.1 Préliminaires. Définition du spectre

Soit K un corps algébriquement clos.

2.1 Définition. Soit A une K-algebre unifere. Notons 1 I'élément unité de A. Pour A € K nous
noterons encore A 1’élément A1 de A. On note A~! I'ensemble des éléments inversibles de A. Soit z un
élément de A. On appelle spectre de x dans A le sous-ensemble Sp,x = {A € K, (x —\) ¢ A™'} de
K.

Commengons par un résultat simple :

2.2 Lemme. Soit A une K-algébre uniféere.

a) Soient a,b € A deux éléments permutables (i.e. tels que ab = ba). Alors ab est inversible si et
seulement si a et b le sont.

b) Soient P € K[X] un polynome non nul et x € A. Alors P(x) est inversible si et seulement si
Spa(z) contient une racine de P.

Démonstration. a) Si a et b sont inversibles, il en va de méme pour ab. Si ab = ba est inversible,
on a a(b(ab)™') =1 = ((ab) " 'b)a donc a est inversible & gauche et & droite.
k
b) On écrit P = o | | (X — A;). Par (a), P(x) est inversible si et seulement si z — \; est inversible
j=1
pour tout j. O



Si I'algebre A n’est pas unifere, on peut la plonger dans une algébre unifere A qui comme K-espace
vectoriel est isomorphe & A x K et dont la loi de produit est définie par : (a, A)(b, u) = (ab+ Ab+ pa, Ap)
(pour tout a,b € A\, € K). L’élément (0,1) est I'élément unité de A. La formule i(a) = (a, 0) définit
un homomorphisme de A dans A. On identifie alors A avec son image dans A de sorte que 1’élément
(a,\) s’écrit a + A. Enfin, on pose Sp/ya = Sp za pour tout élément a de A. Dans la suite on écrira
souvent Sp 4a au lieu de Sp'ya.

Remarquons que, pour tout a € A, 0 € Sp/ya.

2.3 Remarque. Si l'algebre A possede déja un élément unité noté e, en posant 7(a, A) = (a + Ae, )
on obtient un isomorphisme 7 de A sur l'algébre produit A x K. Pour a € A on a Sp’ya = Sp,a U {0}.

2.4 Proposition. Soit 7 : A — B un morphisme d’algébres uniféres. Pour tout x € A on a Spgm(z) C
Spyz.

O

2.5 Exemple. Notons K (X) le corps des fractions rationnelles sur K. Pour R € K(X), notons p(R)
S

le sous-ensemble de K formé des poles de R. Soit S une partie de K et posons K(X)s = {R
K(X), p(R)NS = 0}. Alors il est clair que Spyy) X = S.

Revenons au cas général. Soient © € A et R € K(X) sans poles dans Sp,z; écrivons R = P/Q
ou P et @ sont deux polynomes premiers entre eux. Alors Q(z) est inversible et on peut former
R(z) = P(z)Q(z)"'. On a clairement :

2.6 Proposition. a) L’application R — R(x) est l'unique homomorphisme ¢ d’algébres uniferes
de K(X)sp,z dans A tel que p(X) = .
b) Pour tout P € K(X)sp,z, on a P(Spyx) C SpyP(x) avec égalité sauf si Spyx = 0 et P est
constant.

Démonstration. a) est clair.
b) Soit AC, alors il existe @ € K(X)gp,» tel que P — P(\) = (X — A)Q. Si P(z) — P(A)1 est
inversible, il en va de méme pour x — A. Il vient P(Sp,z) C Sp,P(x).
Supposons que P = S/T n’est pas un polynome constant avec S,7" € K[X| premiers entre eux.
Soit A € K. Comme T'(x) est inversible, on a A € Sp,P(x), si et seulement si (S — AT")(z) n’est

pas inversible. D’apres le lemme [2.2] cela a lieu si et seulement s'il existe y € Sp o racine de
S — AT, c’est a dire tel que P(u) = A. O

2.7 Lemme. Soit A une anneau uniféere et notons 1 son élément unité. Soient v,y € A. Alors 1 — xy
est inversible si et seulement si 1 — yx [’est.

Démonstration. Si 1 — yx est inversible, 1 + z((1 — yz) ')y est 'inverse de 1 — zy. O
2.8 Proposition. Pour tout couple (x,y) d’éléments de l’algebre A on a Sp'yxy = Sp'yyz. U

2.9 Remarque. Supposons que le corps K n’est pas algébriquement clos et soit k£ une cloture algébrique
de K. Soit A une K-algebre. En < étendant les scalaires > on définit une k-algebre Ay, = A ®k k dans
laquelle A est naturellement plongée (par 'application a — a ® 1). Le spectre d’un élément x de A est
alors par définition Sp,, (z ® 1).



2.2 Spectre d’un élément d’une algebre de Banach

2.10 Notations. e Soient F et F' deux espaces normés. On note L(FE, F') I'espace vectoriel des
applications linéaires continues de E' dans F. La norme d’opérateur de T' € L(E, F') est | T|| =
sup{||Tz||, = € E, ||z|]| <1}. Rappelons que I'espace des applications linéaires continues d’un
espace vectoriel normé E dans un espace de Banach F' est un espace de Banach.

e Une algebre de Banach (complexe) est un espace de Banach muni d’'un produit (x,y) — xy qui
en fait une algebre complexe et tel que, pour tout z,y € A on ait ||xy|| < ||z|| ||y (ou || || désigne
la norme de A). Si A est unifere on suppose de plus que ||1]| = 1. Soit E un espace de Banach.
L’algebre £(FE) = L(FE, E) munie de la norme des opérateurs est une algebre de Banach.

e Si lalgebre A n’est pas unifere, 'algebre unifere A (¢f. §1) admet une structure d’algebre de
Banach dont la norme est définie par : ||(a, \)|| = ||a|| + |\ (pour a € A, X € C).

e Soit A un espace de Banach muni d’un produit continu qui en fait une algebre complexe unifere.
On peut remplacer la norme de A par une norme équivalente de maniere a avoir ||zy/|| < ||z [|y/|
et ||1|| = 1. En effet, pour a € A définissons L, € L(A) par la formule L,(z) = ax. L’application
a +— L, est un morphisme continu d’algebres. La norme d’opérateur de L, est supérieure ou
,1\||a||D anolicati N A o1 Lond de L
egale a m onc l'application qui a a € A assocle la norme d’'operateur de L, est une norme
équivalente a || ||.

Nous utiliserons le lemme suivant :

2.11 Lemme. Soient A une algébre de Banach unifére.

a) Soita de A tel que ||la|| < 1. Alors 1 —a est inversible et son inverse est limite de la série Z a”.

neN
b) Pour tout x € A et tout A € C tels que ||z|| < |A|, on a X € Sp,z et Ali:m IAA =)t —1] = 0.
— 00

Démonstration. a) Comme |a"| < |la||" la série Za" converge. On a
neN
+o0 +oo +o0
n=0 n=0 n=1
d’ou a).
b) Posons a = xA~*. Par a) 1 —a est inversible, donc A — x est inversible et A(A—2) ™' = (1—a)™';
+oo
or [1—a) =1) = a <1”L||||Hd’ou b). O
—|la
n=1

Il résulte de ce lemme :

2.12 Proposition. L’ensemble des éléments inversibles A~ d’une algébre de Banach unifére A est
ouvert et Uapplication ¢ : x — x~ " est continument différentiable sur A~ ; sa différentielle en v € A™!
est (D) h v —x tha™!,

Démonstration. Soient x € A™' et h € A tels que ||h|| < ||#7*|~". Posons a = —ha™'; alors 1 — a est
inversible par le lemme [2.11la), donc = + h = (1 — a)z est inversible et (z +h)™' =271 —a)™ =

x ! Z a” donc
neN
< =R

[z +h) " =2 42 ha | = gz _NIBIL_
1 — [lz={[[|A|

“+o00
-1 n
xr a
n=2




d’ou le résultat. ]

2.13 Proposition. Soit A une algébre de Banach unifére non nulle. Le spectre de tout élément x de
A est une partie compacte non vide de C et Uapplication z — (x — 2z)~" est holomorphe de C — Sp 4@
dans A.

Démonstration. L’application A — (A — ) est continue donc I'image inverse de A~! est ouverte (prop
2.12)). Donc Spyx est fermé dans C. Comme Sp,z est borné (lemme b), c’est un compact de C.
Posons U = C — Spy.

Par la prop. [2.12] pour toute forme linéaire continue ¢ sur A, l'application z +— £((x — 2)™') est
une fonction holomorphe dans U. Si Sp,x était vide, cette fonction serait entiere; or quand z —

o0, {((x—2)"") tend vers 0 (lemme[2.11lb). Par le théoréme de Liouville on aurait £((x—2z)~*) = 0 pour
tout z; ceci ayant lieu pour tout ¢, on aurait (z —z)~! = 0, ce qui est absurde, d’ol1 la proposition. [

Une conséquence directe de cette proposition est :

2.14 Théoreme de Gel’fand-Mazur. Soit A une algébre de Banach. Si A est un corps alors A = C.

Démonstration. Montrons que I'application i : C — A telle que i(A\) = Al est surjective. Soit = € A;
comme Sp 4x n’est pas vide il existe A € C tel que i(\) — = ne soit pas inversible; si A est un corps on
a alors i(\) = x. O

2.3 Transformation de Gel’fand

2.15 Définition. Soit A une algebre de Banach. On appelle caractére de A tout homomorphisme
d’algebres continu et non nul de A dans C.

Rappelons qu'un idéal a gauche (resp. a droite, bilatere) I d’un anneau A est dit mazimal si [ # A et
si les seuls idéaux & gauche (resp. a droite, bilateres) de A contenant I sont A et I.

2.16 Lemme. Tout idéal maximal d’une algebre de Banach unifere est fermé.

Démonstration. Soit I un idéal de 1'algebre de Banach A, distinct de A et notons I son adhérence.
Comme INA™ =0 et que A™! est ouvert,ona INA™ =@ et T # A. Si I est maximal, comme I C T,
on a nécessairement [ = [ et [ est fermé. O]

Rappelons qu’un idéal I d’un anneau commutatif A est maximal si et seulement si 'anneau A/I est un
corps. D’apres le lemme précédent et le théoreme de Gel’fand-Mazur, il y a correspondance bijective
entre idéaux maximaux d’une algebre de Banach commutative et caracteres : le noyau d’un caractere
est un idéal maximal ; le quotient de A par un idéal maximal est une algebre de Banach (lemme
et un corps donc est canoniquement isomorphe a C.

2.17 Définition. On appelle spectre d’une algebre de Banach commutative A et on note Sp A I'en-
semble de ses caracteres. On munit Sp A de la topologie de le convergence simple.

Autrement dit la topologie de Sp A est la topologie la moins fine pour laquelle les applications y — x(x)
de Sp A dans C sont continues (pour tout x € A).

Si A est une algebre de Banach commutative et non unifere, le spectre de A est la partie du spectre de
A formée des caracteres qui ne sont pas nuls sur A.
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2.18 Proposition. Soit A une algébre de Banach commutative et unifére.
a) Pourx € A ona:Spyx={x(x); x€SpA}.
b) Le spectre de A est compact.

c) Pour x € A et x € SpA on pose G(x)(x) = x(x). L’application G est un morphisme continu
d’algébres de A dans C(Sp A).

Démonstration. a) Soit x € A. Pour tout x € Sp A, = — x(x) appartient au noyau du caractere y et
donc n’est pas inversible. Il s’ensuit que x(z) € Sp, x. Réciproquement, soit A € Sp ,x. L’idéal
(x — A)A est alors distinct de A. Soit J un idéal maximal contenant (z — A)A (lemme de Zorn)
et x le caractere de noyau J. On a x(x — ) = 0 donc x(z) = A.

b) 1l résulte de a) et du lemme [2.11}b) que pour tout y € SpA et z € A on a |x(x)| < ||z|. I
s’ensuit que Sp A est inclus dans la boule unité de I'espace de Banach A’ dual (topologique)
de A. Or la boule unité du dual d'un espace de Banach E est compacte pour la topologie de
la convergence simple o(E’, E). Comme Sp A est l'intersection des parties fermées B, , = {{ €
A" U(zy) = L(x)l(y) } pour x et y parcourant A et de {£ € A", ¢(1) =1}, Sp A est compact.

c¢) Par définition de la topologie de Sp A les applications G(x) sont continues. De plus, pour tout

7,y € Aet tout x € Sp A on a G(xy)(x) = x(zy) = x(@)x(y) = (G(x)G(y))(x) donc G(xy) =
G(z)G(y); de méme G(z +y) = G(z) + G(y), d’ou la proposition. O

2.19 Définition. L’application G : A — C(Sp A) décrite dans la proposition [2.18|c) s’appelle la
transformation de Gel’fand de A.

2.20 Remarque. Soit A une algebre de Banach non unifére et x : A — C un morphisme d’algebres.
On peut bien étendre x a un morphisme d’algebres y : A — C en posant x(z + A) = x(x) + A (pour
tout x € A, A € C) donc x est continu.

2.21 Proposition. Soient a et b deuz éléments permutables de A. Alors Sp,a + b C Spya + Spyb et
Spaab C (Spaa)(Spab).

Démonstration. Soit B la plus petite sous-algebre fermée de A contenant a, b ainsi que { (a—\)"", A &
SpaatU{(b—A)"", A€ Sp,b}. Alors B est commutative et il est clair que Spga = Sp 4a et Sppb =
Sp4b. Comme Sp  a+b C Spra+ b et Sp,ab C Spgab, il suffit d’établir la proposition en supposant A
commutative. Si A est commutative, pour tout x € Sp A on a x(a+b) = x(a)+x(b) et x(ab) = x(a)x(b)
donc la proposition découle de la prop. a). O

2.22 Exemple. Soient a et b deux éléments d’une algebre de Banach A tels que Sp a N Spyb = 0.
L’application x — ax — xb est inversible dans I'algebre de Banach L£(A) des applications linéaires
continues de ’espace de Banach A dans lui méme.

2.23 Remarques. a) Soit A une algebre de Banach commutative non nécessairement unifere. Le
spectre de A est localement compact et séparé et son compactifié d’Alexandroff est le spectre
de A.

b) < Naturalité > de la transformation de Gel’fand : Soit 7 : A — B un homomorphisme continu
unital (ie. tel que que 7(1) = 1) d’algebres de Banach uniferes. Si x est un caractere sur B, xom
est un caractere sur A et I'application 7* : y — y o w est une application continue du spectre
de B dans celui de A. On obtient alors un homomorphisme 7, : C(Sp A — C(Sp B) en posant
m.(f) = fon". Appelons G4 et Gp les transformations de Gel'fand de A et B respectivement.
Onam, oGy =Ggom.
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2.24 Exemples. a) Le spectre de C'(X) est X et sa transformation de Gel’fand est Iidentité de
C(X). En effet, I’évaluation en un point  de X est un caractere dont le noyau est J, = { f €
C(X); f(z) = 0}. On obtient ainsi une application clairement continue de X dans Sp C'(X).
Cette application est injective car les fonctions continues séparent les points de X (les espaces
compacts sont normauz). Montrons qu’elle est surjective : soit J un idéal de C'(X). Pour f € J
posons Uy = {z € X, f(x)# 0}. Siles Uy recouvrent X, il existe une partie finie 7" de J telle

que les Ug, f € T recouvrent X (par compacité de X). Posons alors h = Z |fI> € J. On a

fer
Un = X donc h est inversible dans C(X) et J = C(X). Si J # C(X), il existe donc x tel que

J C J,. En particulier les idéaux maximaux de C'(X) sont les J,.

b) Soient A une algebre de Banach et z un élément de A. On dit que A est rationnellement engendrée
par x si la plus petite sous-algebre fermée de A contenant x et { (z —A)™', A € C —Sp, o } est
A. Alors A est commutative et un caractere de A est déterminé par sa valeur en x. L’application
X — x(z) est donc injective et, comme Sp A est compact, c¢’est un homéomorphisme de Sp A
sur Sp 4.

¢) En particulier, soit X une partie compacte de C. On note Ry ’algebre des fonctions rationnelles
de poles hors de X et A = (C(X) 'adhérence de son image dans C(X). Pour connaitre un
caractere y de C(X), il suffit donc de connaitre la valeur y(z) ou z est la fonction identique
sur X. Or il est clair que Sp,z = X : chaque point de X définit un caractere de C(X); si
Mg X, (z—= A1 € Rx C Cy(X). Donc le spectre de Cj,(X) est X. L'inclusion de Cj,(X) dans
C(X) est la transformation de Gel’fand de X. En général C},(X) est distinct de C'(X) puisque
la formule de Cauchy montre que I'application qui a f associe sa dérivée en un point intérieur
de X est continue; donc Cp(X) est formée de fonctions holomorphes a 'intérieur de X.

d) Soit E un espace de Banach. Considérons E comme algebre de Banach en posant zy = 0 pour
tout x,y € E. L’algebre de Banach E est commutative et son spectre est vide. La transformation
de Gel'fand est alors I’application G : £ — 0.

Les exemples ci-dessus montrent que la transformation de Gel'fand n’est en général ni surjective
(exemple ¢) ni injective (exemple d).

2.4 Calcul fonctionnel holomorphe

Reprenons les notations de I’exemple .C). Soit X une partie compacte de C. Notons Hol(X) I'algebre
des germes au voisinage de X de fonctions holomorphes a valeurs dans C; si Y est un voisinage compact
de X notons ixy : Cn(Y) — Hol(X) l'application qui a une fonction de Cj,(Y") associe son germe au
voisinage de X.

2.25 Théoreéme. Soient A une algebre de Banach unifére, x un élément de A. Il existe un unique
homomorphisme d’algébres uniféres ®, : Hol(Sp,z) — A tel que :
a) ®,.(z) = x ou z désigne le germe de la fonction identique C — C.

b) Pour tout voisinage compact 'Y de Spx, la composée @, oigy, .y est continue.

Fixons A et x; posons X = Sp,z. Soit &, : Hol(X) — A un homomorphisme d’algebres vérifiant
la condition a) du théoreme; si g est le germe d’'une fonction rationnelle f sans pole dans X, on a
®,(g9) = f(x). Le théoreme résulte donc immédiatement de ’énoncé suivant :

2.26 Proposition. a) Pour tout voisinage compact Y de X [application qui a P € Ry associe
P(z) est continue pour la norme de la convergence uniforme sur'Y .
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b) Il existe une suite décroissante (Y,,) de voisinages compacts de X tels qu’on ait

Hol(X) = U ix,v, Ch(Y)

neN

Nous démontrons cette proposition en nous basant sur le lemme suivant :

2.27 Lemme. Soit ¢ une fonction de classe C' & support compact dans C égale ¢ 1 dans un voisinage
ouvert U de X. Notons K le support de .

a) Pour toute fonction rationnelle P sans pole dans K on a :

P(z) = /K P(2)(z — x) " 'dz A dyp

= %in

b) Pour toute fonction holomorphe f au voisinage de K et tout point A\ de U on a :

=g [ 1P

C%um ez — A

dz N\ dy

Notons que dg étant nulle sur U les intégrales ci-dessus sont prises en fait sur K — U (et ont donc un

sens).

Démonstration. a) Traitons d’abord le cas P = 1. Soient ¢ et 1 deux fonctions de classe C' a

support compact sur C égales a lau voisinage de X ; définissons la forme w nulle au voisinage
de X et telle que w(z) = (¢(z) — ¥(2))(z — x) " 'dz pour z ¢ X. La forme (z — x) 'dz étant

fermée sur C — X, on a dw = (2 — x) " 'dz Adyp — (2 — x)"'dz A dp. Comme /dw =0ona
C

/(z —2) tdz ANdy = /(z — 1)~ 'dz Ady. Soit alors ¥ une fonction de la forme ¢(z) = g(|2|) ou
o o
g(t)=1pourt < R, g(t) = 0pourt > R+2et |¢'(t)] < 1 pour tout . Faisant tendre R vers +oo

on en déduit (lemme [2.11}c) que /(z — )tz Adyp = / 2z Ndyp = / id0 A g (r)dr = 2iT.
c C c
Soient S et T' deux polynomes tels que T n’a pas de zéros dans K et posons P = ST . Soit Q la
fraction rationnelle & deux variables Q(y, z) = (P(y) — P(2))(y — 2)~'. Alors T(y)Q(y, 2)T(2) =
(S(y) —S(2)(y—2)"'T(2)+(T(2) = T(y))(y — 2)"*S(2) est un polynome. Considérons la forme

1
w nulle hors de K et telle que pour z € K on ait w(z) = —¢(2)Q(z, x)dz. Comme /dw =0
im

2

o
on trouve :
L P -z nde = —— [ Pa)(z — 2)"'dz A dp = P()
2im i v 2im i v
b) Pour f rationnelle c’est un cas particulier de a) (en prenant A = C et x = \). Si f(A\) =0, on
pose w(z) = ¢(2)f(2)(z — A\)"'dz pour z € K. Alors / dw = 0. O
c
FEtablissons a présent la proposition 2.2 : a) Résulte du lemme [2.27]a), 'application

1
P —/ P(2)(z — )" *dyp A dz étant continue.
2w K

12



b) Posons Y,, = {z € C, d(z,X) < 1/n}. Soit f une fonction holomorphe définie sur un voisinage
ouvert V de X. Il existe n tel que Y,, C V. Soit ¢ une fonction de classe C'' de support compact
dans V' et égale a 1 au voisinage de Y,,. Pour z € V —Y,,, notons h, € C,(Y,) la fonction

1
A= (z—A)7L Il résulte du lemme [2.27/b) que la restriction de f & Y, est 5 / f(2)h, dzNdep,
im

K
donc cette restriction appartient a Ch(Y,). O

Notation : On posera pour tout f € Hol(Spyz), f(z) = ®.(f). Cette notation est justifié par le cas
ou f est le germe d’une fonction rationnelle. Si f est une fonction holomorphe au voisinage de Sp 4,
on écrira souvent f(x) au lieu de g(z) o g € Hol(Sp ) désigne le germe de f.

2.28 Remarque. Soit U un voisinage ouvert de Sp 4« et y un cycle tracé dans U —Sp 4 tel que I, (z) =

Isiz€Spywet [,(2)=0siz¢&U (ici L,(z) = (2im) ! /(z'—z)_ldz' est 'indice de «y autour de z). On
v

montre facilement que pour toute fonction holomorphe f sur U on a f(x) = (2im) ™" /f(z)(z —z) 'z,
v

2.29 Proposition. a) Soient x un élément d’une algébre de Banach unifére A et g € Hol(Sp ).
On a Spag(x) = g(Spx) et pour tout " € Hol(Sp,g(x)) on a (¢ o g)(x) = ¢'(g(2)).
b) Soient m : A — B un homomorphisme continu unital d’algébres de Banach uniféres, x € A et
g € Hol(Sp ). Alors g(n(z)) = m(g(x)).

Démonstration. a) Soit f une fonction holomorphe définie dans un voisinage U du spectre de x. Si
A & f(Spux) la fonction z — (A — f(2))~! est holomorphe au voisinage du spectre de z et donc
A € Sp,g(x) ou g désigne le germe de f au voisinage de Sp 4x. Soit pu € Sp 4z et soit h la fonction
holomorphe sur U telle que pour tout z # m on ait f(z) — f(u) = h(z)(z — p). Si f(x) — f(u)
était inversible d’inverse y € A on aurait (v — p)h(z)y = yh(zx)(x — p) = 1 et x — p serait
inversible & gauche et a droite donc inversible, ce qui est absurde. Donc f(u) € Sp,f(z). De
plus, 'application ¢ — (¢’ o g)(z) est un homomorphisme de Hol(Sp ,g(z)) dans A et coincide

avec ¢’ — ¢'(g(x)) par le théoréme [2.25|

b) Soient z € A et A € C. Si x — X est inversible dans A alors 7(z) — A est inversible dans B et
son inverse est ((x — A\)~*). Donc Spgm(z) C Spyx. Donc g(w(x)) a un sens. L’assertion b) est
claire si g est le germe d’une fonction rationnelle et donc pour tout g par la proposition [2.26, []

2.30 Proposition. Soit  un élément d'une algébre de Banach A. La suite ||z"||*/™

limite est égale a sup{ |A|, A € Spyx }.

converge et sa

La premiére assertion résulte du lemme élémentaire suivant (en posant u, = log(||z"[*/™)) :

2.31 Lemme. Soit u, une suite de nombres dans R U {—oo} telle que pour tout n et p on ait (n +
D)Untp < MUy, + puy. Alors la suite u, converge vers inf{u, , n>1}.

Démonstration. Soit m > 1. Par recurrence sur k > 1 on a gy < Upy. Pourn = km+ravec0 <r <m
on a u, <N H(kmuy, + rur) = Uy + 1r/n(uy — u,,) donc im sup u, < ty,. O

Fin de la démonstration de la proposition[2.30. Posons 7 = sup{ [\|, A € Spaz } et p = lim(||z"|"/™).

Pour |A| > p la série Z(w/ A)" converge donc 1 — x/\ est inversible. Il en résulte que r < p.

Soit R un nombre réel tel que R > 7, et ¢ une fonction de casse C' sur C égale & 1 au voisinage du
spectre de z et telle que ¢(2) = 0si [2| = R. On a 2" = (2in) " /z"(z—x)_l dz Adf donc ||z"]] < kR"

ol k est une constante; donc R > r; donc p < r. O
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2.32 Définition. Pour z € A on pose p(x) = sup{ |\, A € Spyx }. Ce nombre s’appelle le rayon
spectral de x.

2.5 Appendice : Formes différentielles sur C

Produit extérieur : Soient E et I deux espaces vectoriels (réels) ; on note AF(E; F') 'espace vectoriel
des applications multilinéaires alternées de E* dans F'; il est naturel de poser AY(E;F) = F. Pour
a € AF(E;R) et B € F on définit a8 € A*(E; F) en posant (af)(zy,...,x,) = alzy,...,1:)3; pour
a € A(E;R) et 8 € AY(F; F) on définit aAB € A*(E; F) en posant (aAB)(x,y) = a(z)8(y) —aly)B(z).
La méme formule définit le produit a A 3 € A*(E; F) pour a € A'(E;C) et 3 € AY(E; F) si Fest un
espace vectoriel complexe. Plus généralement, pour a € AY(E;R) et 8 € A*(E; F) on pose

1
(Oz/\ﬁ)(ﬂfu---,xﬁk):W D e t(@oq), s To())B(Ta(irn)s - Tol)

’ 0€6; 1k

(mais cette formule ne nous servira pas puisque pour nous E sera de dimension 2, donc A*(E; F) =0
pour k > 2).

Formes différentielles : Soient W un ouvert de R", E un espace de Banach réel et k£ un nombre
entier. Une k-forme différentielle sur W a coefficients dans E est une application de W dans A*(R"™; E).
Comme A*(R"; E) est un espace de Banach (isomorphe Ecﬁ), on peut parler d'une k-forme continue,
de classe C"... Soient o une j-forme sur W a coefficients dans R et 8 une k-forme sur W a coefficients
dans E. On note a A 8 la j + k-forme qui & = € W associe a(x) A B(z).

Exemple : Une O-forme, est une application de W dans E. Soit f : W — E une application de classe
C'; la différentielle df de f est une 1-forme différentielle sur W a coefficients dans E. Notons 21, . .., x,
les fonctions coordonnées de R". Alors x; est une fonction sur R", donc dx; est une 1-forme sur R" :
c’est 'application qui a tout point de R™ associe 'application linéaire x;. Toute 1-forme s’écrit alors

o= Z dx; f; ou f; est une O-forme.
i

La différentielle extérieure :

2.33 Proposition. [l existe une unique extension de d en une application qui a une k-forme différentielle
w de classe C' associe une k + 1-forme continue et telle que :

a) Pour toute j-forme a sur W a coefficients dans R et toute k-forme [ sur W a coefficients dans
Eonadlanp)=(da)NS+ (=1 andp.

b) Pour toute k-forme o sur W a coefficients dans E de classe C?, la forme da est de classe C*
et on a d(da) = 0.

Démonstration. Soit I un sous-ensemble de {1,...,n}. Posons ¢ = dx;, A... Adx;, ol i < ... <y
sont les éléments de I (cette notation n’est pas < canonique ). Toute k-forme s’écrit de maniere unique
sous la forme d’une somme de termes ¢;f ou I parcourt ’ensemble des sous-ensembles de {1,...,n} a

k éléments et f est une O-forme. Or par a) et b) d(¢;) = 0 donc d(¢;f) = (—1)*¢; A df, d’ott I'unicité.
Définissons donc d par la formule d(¢;f) = (—=1)¥¢; A df ; on doit alors calculer d(¢;f A ¢yg) qui se
ramene immédiatement a la formule de Leibniz d(fg) = (df)g + fdg! Quant a b), en utilisant a) on se

*f  O*f 0O
al’ia.ﬁﬂj N 8:1538331

ramene au cas des O-formes. Dans ce cas c’est juste la formule de Schwartz
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L’application d ainsi étendue s’appelle la différentielle extérieure.

2.34 Remarque. La seule chose qui nous intéresse ici est la partie existence de cette proposition. La
partie unicité n’a un sens précis que dans le cas des formes a coefficients réels.

Intégrale d’une forme volume : Une forme volume sur un ouvert W de R"™ a coefficients dans
E est une n-forme différentielle sur W a coefficients dans E. Une forme volume s’écrit sous la forme
w=dry N... Ndzx,f ou f est une O-forme. Si f est intégrable (dans ce qui nous intéresse, continue a

support compact), on définit / dzi N ... Ndx,f comme I'intégrale de Lebesgue de f sur W.
W

2.35 Proposition. Soit w une n — 1-forme de classe C' & support compact sur W & valeurs dans un

espace de Banach E. On a alors dw = 0.

W
Démonstration. Pour k € {1,...,n} posons [, = {1,...,n} — {k}. Il existe des fonctions f; de classe
n n a
C' A support compact telles que w = Z o1, fr alors dw = ¢g1, . Z(—l)"_kj. Or pour tout k£ on
. k=1 B Oy
>0
— 50 8xk

La forme dz : On s’intéresse ici & des formes sur un ouvert de C identifié & R%. On note z I'application
identité de C dans C et = et y les parties réelle et imaginaire de z, de sorte que dz est une 1-forme
différentielle sur C a coefficients dans C; on a dz = dx + idy. Soit E un espace de Banach complexe;
remarquons qu'une application f de classe C' d'un ouvert W de C dans E est holomorphe si et
seulement si d(dzf) = 0.

3 C¥*-algebres

3.1 Définitions, calcul fonctionnel continu

3.1 Définition. Une involution d’'une algebre de Banach A est une application x — x* de A dans A
involutive, antilinéaire, antimultiplicative et isométrique. Autrement dit, pour tout x,y € A et tout
AMeC,ona: (29 =z; (z+y) =" +y", )" = z*; (2y)* = y*z* et ||2*|| = ||=||. On dit quune
algebre de Banach est involutive si elle est munie d’une involution. Une C*-algébre est une algebre de
Banach involutive A telle que pour tout x € A on ait ||z*z| = ||z||.

3.2 Remarque. Si une application involutive z — z* de I’algebre normée A dans A vérifie ||z*z| >
|l]|* pour tout x, comme 2"z < fla"[lflz]| on a [l < 2|5 done fla| < f[(")7[|; enfin flz]f = l="]
et [|ax]| = l=|]*.

Voyons deux exemples fondamentaux de C*-algebres :

La C*-algébre C(X) : Soit X un espace topologique compact. On note C'(X) I'algebre des fonctions
continues a valeurs complexes sur X. Munissons C'(X) de la norme de la convergence uniforme || f|| =

sup{ |f(t)|, t € X } et de l'involution donnée par f*(t) = f(¢) (pour tout t € X).

On a évidemment :
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3.3 Proposition. Munie de la norme de la convergence uniforme et de l'involution ci-dessus, C(X)
est une C™-algebre commutative et unifere. O

Quand on parlera de la C*-algebre C'(X) ce sera toujours 'algebre C'(X) munie de la norme de la
convergence uniforme et de 'involution ci-dessus.

La C*-algébre L(H)

3.4 Proposition. Soit H un espace hilbertien. L’algébre de Banach L(H) munie de l'involution T' +— T*
est une C*-algébre.

Démonstration. Pour tout T € L(H) et tout x € H, ||| < 1on a |Tz||* = (Tx,Tx) = (v, T*Tx) <
|T*T|| grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc ||T'||* = sup{ ||Tz|*, z € H, ||z|| <1} < ||T*T)
et la prop. résulte de la remarque |3.2] O

3.5 Définition. Soit A une C*-algebre. Un élément h de A est dit autoadjoint ou hermitien si h* = h;
un élément a de A est dit normal si a*a = aa™; si A est unifere, un élément u de A est dit unitaire si
on a u'u=uu" = 1.

Les éléments autoadjoints et unitaires sont normaux. Si x est un élément quelconque de A les éléments
x*x, xr*, r+ 2" et i(x — 2") sont autoadjoints. En particulier tout élément x de A se décompose de
facon unique sous la forme z = h + ¢k avec h et k autoadjoints.

3.6 Proposition. Soit A une C*-algébre uniféere.
a) Le spectre de tout élément unitaire de A est inclus dans U(1) ={z€ C, |z| =1}.
b) Le spectre de tout élément autoadjoint de A est inclus dans R.

¢) Pour tout x € A on a Spyax* = { X, A € Sp,z}.

Démonstration. a) Soient u un élément unitaire et A € Sp,u. Comme |[u|| = 1 on a |A] < 1 et
comme |[u”'||=1ona |\ <1

b) Soit h un élément autoadjoint. Pour t € R, ¢ > ||h||, h+it est inversible et (h—it)(h+it)"" est
unitaire ; donc Sp 4k est inclus (par a et la prop. 4.5.a) dans { z € C, |(z—it)(z+it)" ' =1} = R.

* ok

c) Enfin, si y = x — X est inversible, on a (y ")*y* = y*(y~')* = 1 donc y* est inversible et
(y)'= ("), donc). O

3.7 Proposition. Soient A une C*-algébre uniféere et B une sous-algebre involutive fermée de A
contenant l’élément unité 1 de A. Pour tout élément x de B on a Sp,x = Spg.

Démonstration. Soit A € C — Spx; posons y = (x — \)*(x — \). Alors Spgy — Spuy = {p € C —
Spay, (y—pu)"' € A— B} est une partie ouverte de C, contenue dans R donc Spzy = Sp,y. Or y est
inversible dans A (prop. [3.6]c) donc dans B et (v —\) ™' =y '(z — \)* € B. O

3.8 Remarque. Cette proposition n’est pas vraie pour des algebres de Banach générales. Cependant,
si B est une sous-algebre fermée de l'algebre de Banach A et x € B, Spgx — Spyxz = {A € C —
Spaz, (r—\)"' € A— B} est une partie ouverte de C, autrement dit la frontiere de Spgz est incluse
dans Sp 4. Ici, on a appliqué ce résultat a y.

3.9 Proposition. Le rayon spectral de tout élément normal d’'une C*-algébre est égal a sa norme.
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Démonstration. Soit h un élément autoadjoint. On a, par récurrence sur n, ||h*" || = ||h||*", donc p(h) =
|2||. Soit  un élément normal de la C*-algébre A. On a (z*z)" = (z*)"2z" donc ||(z*z)"| = ||z"||* et
p(x*r) = p(x)* Or *r est autoadjoint, donc p(x)* = p(x*z) = ||z*z| = ||=|*. O

En particulier, la norme d’un élément x d’une C*-algebre A, ne dépend que de la structure d’algebre
et de I'involution de A, vu que ||z||* =sup{ |\, A€ C, (z*z—\) € A~ }.

Nous sommes en mesure a présent de démontrer le théoreme de Gel’fand :

3.10 Théoreme. La transformation de Gel’fand G : A — C(Sp A) d’une C*-algébre commutative et
unifére A est un isomorphisme de C™*-algébres.

Démonstration. Montrons que GG préserve I'involution. Il suffit pour cela de démontrer que pour tout
élément autoadjoint h de A on a G(h)* = G(h). Or, pour tout x € Sp A, G(h)(x) = x(h) est réel par
la prop. .a).

Montrons que G est isométrique. Tout élément = de A est normal, donc ||z|| = p(x) = sup{ |x(z)|, x €

SpA} (3.4.a).

En particulier, la sous-algebre G(A) de C(Sp A) est stable par conjugaison complexe et fermée dans
C(Sp A). Comme de plus elle sépare les points de Sp A (deux caracteres égaux sur A sont égaux!),
G(A) = C(Sp A) par le théoreme de Stone-Weierstrass i.e. G est surjective. O

3.11 Corollaire. Soit x un élément normal d’une C™*-algébre uniféere A. Il existe un unique homomor-
phisme unital de C*-algébres ®, : C(Spx) — A tel que ®,(2) =z ot z € C(Spx) désigne l'inclusion
de Sp sz dans C. De plus, I’homomorphisme ®, est isométrique. Si Sp,x C R alors x = x™.

Démonstration. Soit B I'adhérence dans A de 'ensemble { P(z,2*), P € C[X,Y]}. C’est une sous-
algebre commutative involutive fermée de A. Tout caractere y de B étant autoadjoint, on a x(z*) =
x(x), et x(P(z,z*)) = P(x(z), x(z)). Donc x — x(z) est un homéomorphisme de Sp B sur Spzz (prop.
3.4.a) qui est égal a Sp,z (prop. [3.7). Identifions Sp B a Sp,z a l'aide de cet homéomorphisme. La
transformation de Gel’fand B est un isomorphisme isométrique G : B — C(Sp4x) et fait correspondre

a x la fonction 2. 11 suffit donc de poser @,(f) = G~*(f).

Par ailleurs, { P(z,%Z)), P € C[X,Y]} est dense dans C'(Sp4x) (théoreme de Stone-Weierstrass) ; tout
homomorphisme unital de C*-algebres ® : C(Spyz) — A, vérifie ®(P(z,2)) = P(P(z), (2)*) donc est
déterminé par ®(z), d’ou l'unicité de P,.

Enfin, si Spyz C R, 2z =Z donc z = @,(z) = z™. O

3.12 Définition. Soient x un élément normal d'une C*-algebre unifere A et f une fonction continue
sur Spx. L’élément ®,(f) de A est noté f(x).

3.13 Proposition. a) Soient x un élément normal d’une C*-algebre unifére A et f une fonction
continue sur Spz. On a Spaf(x) = f(Spaz), Uélément f(x) de A est normal et pour toute
fonction g € C(Spaf(x)) on a (g0 f)(z) = 9(f(x)).

b) Soient m : A — B un homomorphisme involutif unital de C*-algébres (uniféres), x € A un
élément normal de A et f une fonction continue sur Sp x. Alors f(m(x)) = w(f(x)).

Démonstration. a) L’élément f — A de C(Sp,z) est inversible si et seulement si f — A ne s’annule
pas dans Sp 4z i.e. si et seulement si A & f(Sp,x). L’application f +— f(z) est un isomorphisme
de la C*-algebre B = C(Spyx) sur une sous-algébre involutive fermée A’ de A . On a alors
Spaf(z) =Spu f(x) = Sppf = f(Spusx). Comme f(z) appartient a la C*-algebre commutative
A’ il est normal. De plus, lapplication g — (g o f)(z) est un homomorphisme de C(Sp4f(z))
dans A et coincide avec g — g(f(x)) par le corollaire m
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b) Les homomorphismes f — 7w (f(x)) et f+— f(m(x)) de C(Sp,z) dans B coincident sur la fonction
z donc sont égaux. O

3.14 Proposition. a) Tout homomorphisme involutif d’une algébre de Banach involutive dans une
C*-algebre est contractant.

b) Tout homomorphisme involutif injectif entre C*-algébres uniféres est isométrique.

Démonstration. Soient A une algebre de Banach involutive, B une C*-algebre et m : A — B un
homomorphisme involutif.

a) Soit x € A. Alors Spgm(2*z) C Spyx*z. Par la prop. , on a

2" > llz"z]| > p(a"z) > p(x(2"x)) = |7 (z"2)]| = ||=(x)|

ou p désigne le rayon spectral.

b) Supposons que A est une C*-algebre. Pour ¢t € R, notons f; : R — R I'application telle que
s — sup(|s| — ¢,0). Pour un élément autoadjoint h d’une C*-algebre C' on a f;(h) = 0 <~
|h|| < t. Soit = € A, et posons t = ||7(z*x)||; alors 7(fi(x*x)) = fi(m(x*x)) = 0; si 7 est injectif
fi(z*x) =0 et |27z <t

[

Remarquons qu’on n’a pas a supposer a priori 'homomorphisme 7 continu.

3.2 C*-algebres sans unité

Toutes les C*-algebres considérées dans ce paragraphe ont été supposées uniferes. Cependant tous les
résultats ci-dessus restent vrais, avec tres peu de modifications, pour des C*-algebres non uniféres.

Si A est une algébre de Banach non unifere, Palgébre A est formée des éléments a4+ X, a € A, X € C.

3.15 Pr0p051t10n Soit A une C*-algébre (non nécessairement unifere). Munie de 'involution telle
que (a+N\)* = a* + X, lalgebre A est une C*-algebre et A est une sous-algébre involutive fermée de A.

Autrement dit il existe une norme sur A (nécessairement unique) pour laquelle A est une C*-algebre.

Démonstration. Si A est unifere, I'algebre A est isomorphe & la C*-algébre A x C. Supposons donc A
non unifere et notons 7 l'action de A dans A par multlphcatlon a gauche (i.e. m(a + A)(b) = ab + \b)
et munissons A de la semi-norme z +— ||7(2)||. Soit z = a + X un élément de A . Pour b € A on a
(=(2)())" (m(2)(8)) = b*(=*2)(b). Done [[n(=)| = sup{[b*x(="2)b], b€ A, [b] < 1} < [[n(="2)]. T
s’ensuit que ||7(2)||* = ||7(2*2)| (cf. remarque .

Pour a € A, il est clair que ||7(a)|| < |la]; comme |aa®|| = |lal|||a*||, il s’ensuit que ||7(a)| = |a.
Il s’ensuit que 'inclusion de A dans A est isométrique. Comme A n’a pas dunité, (1) ¢ 7(A) et la
semi-norme z — ||7(z)| est une norme. Comme A est une algébre de Banach, A est fermée dans A .
Comme A/A est isomorphe & C, la norme z — ||7(2)|| est équivalente & la norme (a + A) — ||a|| + |\|;
en particulier, A est une algébre de Banach. C’est donc une C*-algebre. O]
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Comme A est une sous-algebre involutive fermée de la C*-algebre A et que pour z € A, Sp A% = Sp;,
la prop. 3.6 a) et c) et la prop. 3.9 restent vraies nec varietur dans le cas non unifere.

Si x est un élément normal de A et f est une fonction continue sur Sp,z, f(z) € A. Si f(0) = 01l
résulte de la prop. .b) appliquée & 'homomorphisme a + A — A (de A dans C), que f(z) € A. De
cette maniere tous les résultats de ce paragraphe restent vrais mutatis mutandis pour les C*-algebres
non uniferes.

Par exemple, si A est commutative, la transformation de Gel'fand de A comme celle de A est un
isomorphisme de C*-algebres, donc A est isomorphe a la C*-algebre Cy(Sp A).

3.3 Eléments positifs dans une C*-algébre

3.16 Théoreme. Soit A une C*-algébre.
a) Pour un élément autoadjoint de h de A les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Spah C Ry ;
(ii) Il existe k € A tel que k = k* et k* = h.
(111) Il existe x € A tel que x*x = h.

b) Les éléments autoadjoints de A vérifiant ces conditions forment un céne convexe saillant de A.

Démonstration. Soit A la C*-algtbre obtenue & partir de A par adjonction d’un élément unité. I1
est clair que I'ensemble des éléments de A vérifiant (i) (resp. (ii), (iii)), est I'intersection de A avec
I'ensemble des éléments de A vérifiant (i) (resp. (ii), (iii)). On peut donc supposer que l'algebre A est
unifere.

Il est clair que (ii) = (iii).

Soit f I'application ¢ +— ¢* de R dans R. On a Sp,f(k) = f(Sp4k) C R,. Donc (ii) = (i).

Soit g application ¢ +— v/t de R, dans R. Si Sp,h C Ry, alors h = g(h)% Donc (i) = (ii).

Montrons a présent que les éléments de A satisfaisant a (i) forment un cone convexe saillant. Nous

utiliserons un lemme :

3.17 Lemme. a) La condition (i) est équivalente a :
() Il existe t € Ry tel que ||t — h|| < t.

b) L’ensemble A, des éléments autoadjoints de A vérifiant (iv) est un cone conveze saillant.

Démonstration. a) Le spectre d'un élément autoadjoint h est une partie X de R, incluse dans
(=Rl [|]|]. Pour t € Ry ona {s € R, |t —s| <t} =10,2t], donc ||t — h|| <t si et seulement
si X est inclus dans [0, 2¢] ; donc (iv) implique (i). Si (i) est vraie on a X C [0, ||h]|] et (iv) est
vraie (en posant t = ||h||/2).

b) Si|t—h| <tetseRyona|st—sh|<stdoncshe Ar. Autrement dit A, est un cone.
Sills—h||<set|t—Fk[|<tonals+t—(h+k)]|<s+tdonch+kec A, Il en résulte que
le cone A, est convexe.

Enfin, si h € Ay et —h € A, alors Spyh = {0} et ||h]| = p(h) = 0. Donc le cone A, est
saillant. O
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Fin de la démonstration du théoréme s Soit x € A. Soit f 'application ¢ — inf(¢,0) de R dans R et
posons y = zf(x*r). On a y*y = f(z*z)x* v f(z*z) = f(z*z)?, car pour tout t € R on a tf(t)* = f(t)*.
Comme pour tout ¢t € R, f(t)* <0, ona —y*y € A,. Par laprop. 1.7, Sp 4 (y*y) U{0} = Sp4(yy*)U{0}
donc —yy* € A, . Ecrivons y = h + ik avec h et k autoadjoints; on a yy* + y*y = h* + k? donc y*y =
h? + k* — yy* € A,. Donc y*y = 0 car le cone A est saillant. Enfin, f(z*z) =0 d.e. Spyz C Ry, O

3.18 Définition. Un élément autoadjoint h satisfaisant aux conditions équivalentes du théoreme est
dit positif. Le cone des éléments positifs de la C*-algebre A est noté A,. Pour des éléments hermitiens
a,b € A, la relation d’ordre a — b € A, est notée a > b ou encore b < a.

3.19 Proposition. Soit A une C*-algébre unifére. Pour tout a € A, il existe un unique élément
be A, tel que b* = a.

Démonstration. Soient f P'application t — t* et g 'application t — v/t de R, dans R,. Par la prop.
3.13la), pour a,b € Ay, la condition a = f(b) équivaut a b = g(a). O

3.4 Opérateurs positifs dans un espace hilbertien et décomposition polaire

3.20 Proposition. Soit H un espace hilbertien et T € L(H).
a) T =T~ si et seulement si pour tout x € H, (x,Tx) € R.
b) T € L(H), si et seulement si pour tout x € H, (x,Tx) € R,.

Démonstration. a) SiT=T", (x,Tz) = (Tz,z) = (z,T"z) = (x,Tx), donc (x,Tz) est réel.
Supposons inversement que pour tout x € H, (z,Tx) € R; alors, pour tout =,y € H on
a (x,Ty) + (y,Tz) = (x +y,T(x +y)) — (x,Tx) — (y, Ty) est réel et (x,Ty) — (y, Tx) =
i({x — iy, T(x —iy)) — (z, Tx) — (y, Ty)) est imaginaire pur donc (x,Ty) = (y,Tz) = (Tz,y)
donc T est auto-adjoint.
b) Si T'= S*S, alors, pour tout z € H on a (x,Tz) = (Sx,Sx) € R,

Supposons inversement que pour tout x € H , (x,Tx) € R, et montrons que pour tout A € Ri et
montrons que T+ \ est inversible. Pour x € H, tel que ||z|| = Lona (|[(T+N)z| = (z, (T+N)z) >
A. Ceci prouve que T'+ A est bijective et bicontinue de H sur (T'+ \)H. En particulier, (T'+\)H
est complet donc fermé dans H. Si z € (T + A\)H)*, alors 0 = (z, (T + \)z) > A|z|* et 2 =0
donc T+ A est surjectif. O]

3.21 Définition. Soient E et F' des espaces hilbertiens. On appelle module de T' € L(E, F') 'opérateur
IT| € L(E), tel que |T|* = T*T.

3.22 Proposition. Soient E et F' deux espaces hilbertiens et T € L(E, F'). Il existe un unique opérateur
u € L(E,F) nul surker T et tel que T = u|T.

Démonstration. Notons E; I'adhérence dans E de I'image de |T'|. Pour tout # € E on a ||[Tx|* =
(x,T*Tz) = |||T|z]||*. Donc ker |T'| = ker T et il existe une unique application linéaire isométrique
U : Ey — F telle que, pour € E on ait Tx = U|T|z. La proposition résulte de ce que E;i- = ker |T|

(prop. [L19). 0

3.23 Définition. La décomposition 7' = u|T'| de la prop. s’appelle la décomposition polaire de T'.

Donnons sans démonstration quelques propriétés simples de la décomposition polaire :
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3.24 Proposition. Soient E et F' deux espaces hilbertiens et T € L(E,F); notons T = u|T| sa
décomposition polaire.

a) uu* est le projecteur orthogonal sur l’adhérence de l'image de T et u*u est le projecteur orthogonal
sur l’orthogonal du noyau de T.

b) On a |T7| = u|T|u* et la décomposition polaire de T est T* = u*|T*|;

¢) Ona|l|=uwT=TuetT" =|T|u" =uTu";

d) Les opérateurs T et |T'| ont méme noyau ; les opérateurs T et |T'| ont méme image.

e) L'opérateur u est limite forte de la suite T(1/n + |T))~". O

3.5 La relation d’ordre d’une C*-algébre

Soit A une C*-algebre. Notons A, le R espace vectoriel des éléments hermitiens de A. Comme A,
est un cone convexe saillant dans Ay, il existe une unique relation d’ordre dans A; compatible avec la
structure d’espace vectoriel de A, pour laquelle A, est I'ensemble des éléments supérieurs a 0. Si a et
b sont deux éléments de Ay, la relation a < b équivaut ab—a € A,.

3.25 Lemme. Soient A une C*-algébre uniféere a un élément hermitien de A et t € Ry. Les relations
—t<a<tetl|al <t sont équivalentes.

Démonstration. Par définition, la relation —t < a < ¢ signifie que 'on a Sp(t +a) C R, et Sp(t —a) C
R, c’est a dire Spa C [—t,t]. Le lemme en résulte vu que ||a|| = sup{|s|, s € Spa}. O
3.26 Proposition. Soit A une C*-algébre et a,b,x des éléments de A.

a) Si0<a<bonalal <|b.

b) Sia<balors x*ar < z*bx.

Démonstration. Comme A, = AN A, on peut supposer que A est unifere.

a) Si0 < a < b, les éléments a et b sont hermitiens et 'on a —||b]] < 0 < a < b < [|b|| (lemme [3.25),
donc ||al| < ||b]| (loc. cit.).

b) Sib—a=y"y, alors xbx — x%ax = x*(b — a)r = (yz)"'yx € A,. O

3.27 Corollaire. Soit A une C*-algébre unifere.

a) Soient x,y € A avec y inversible. Les propriétés z*z < y*y et ||zy ™| < 1 sont équivalentes.

-1

b) Sia,b€ A, sont inversibles, les propriétés a < b et b < a' sont équivalentes.

Démonstration. a) Siz*z < y'y alors (y )*2*ry ! < (v H*y*yy ' = 1 par la prop. .b), donc
ley =1 < 1.
Réciproquement, posons z = zy~'. Si ||z]| < 1, alors 2%z < 1, (lemme [3.25)) donc 2*x = y*z* 2y <
y*y (prop. B.26]D).
b) Posons = = a'/? et y = b'/2. Comme Padjoint de zy~* est y~ 'z, on a (par a) a < b <=
L]

ey <1 <= |y 2| <1 <= y?<a 2

3.28 Corollaire. Soient A une C*-algébre et a,b € A,. Notons f : R, — R Uapplication t — t(14t)~".
Les propriétés a < b et f(a) < f(b) sont équivalentes.

Démonstration. On peut supposer que A est unifere, vu que A, = A, N A). Par le corollaire [3.27b),
maa<b < 1l+a<1l+b <= (1+b)'<(1+a)! <= 1-(1+b)'<1-(1+a)™" O
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3.29 Lemme. Soit x un élément d’une C*-algébre. Pour toute fonction f continue sur Sp’ (z*x) on a

Démonstration. C’est clair si f est une fonction polynomiale. Le cas général en résulte par le théoreme
de Stone-Weierstrass. O

3.30 Proposition. Soient A une C*-algébre et notons A la C*-algébre déduite de A par adjonction
d’un élément unité. Pour des éléments a,b € A les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) a*a < b*b
(ii) Pour tout x € A on a |laz| < ||bz]|.
(iii) Pour tout x € A on a |jaz| < ||bz|.
(iv) a est adhérent a {yb, ye€ A, |y|| <1}.

Démonstration. Si a*a < b*b alors (ax)*ax < (bx)*bz (prop [3.26/b) donc |az||* < ||bx||* (prop. [3.26la)

Supposons (ii) satisfaite et soit = € A. Alors |laz|® = ||azz*a®|| < ||brz*a”|| = |Jazz™b*|| < ||bra*b*|| =
|bz||?, vu que zz*a* € A, x2*b* € A et que I'adjoint de bra*a* est axz*b*; donc (iii) est vérifiée.
Supposons (iii) satisfaite et posons y, = a(b*b + 1/n)"'b* = ab*(bb* + 1/n)~" (lemme [3.29). Comme

_ bb* | _ _

* * 1 1 — H 1 1. — o — * 1 1 * 1 2 —
95700 + 1) = Tt < ] < 1 Or b= 0 = a4 1) et [b{abs+ 1)
(1/n)sup{t(t+1)"%, t € Sp (nb*b) } < 1/4n donc lim y,b = a.

Enfin, si a = yb alors y*y < ||y||?, donc a*a < ||y||*b*b (prop. -b L’ensemble {a € A, a*a < b*b}
étant fermé, (iv) = (i). O

3.31 Corollaire. Soient z, une suite d’éléments d’une C*-algebre A et a,b € A tels que a*a < b*b. Si
la suite bz, est convergente, la suite az, est convergente.

Démonstration. Par 'implication (i) = (ii) dans le prop. [3.30] si la suite bz, est de Cauchy, la suite
az, est de Cauchy. [

3.32 Proposition. L’ensemble ordonné A ={a € Ay, |la]| <1} est une unité approchée de A.

Démonstration. Notons f : R, — R l'application ¢ + (1 + ¢)~'. L’application b + f(b) est un
isomorphisme d’ensembles ordonnés de A, sur A (cor. [3.28)). Or pour b,c € Ay, b<b+cetc<b+c
donc A, est filtrant croissant.

Soient x € A, a € Ay et € > 0 tels que ea > z*x. On a donc ||z(1 — ( WP =111 — f(a)z*2(1 —
fla)|l <ella(l — f(a)?)]| < e/4, vu que por tout t € Ry, on a t(1 — f(t)*) =t(1 +t)"2 < 1/4.
Remplacant x par son adjoint, on trouve ||(1 — f(a))z||* < /4. O

3.6 Idéaux bilatéres

3.33 Proposition. Soient A une C*-algébre et J un idéal bilatére fermé dans A.
a) L’idéal J est stable par l'involution de A.

b) Munie de l'involution et de la norme quotient, l’algébre de Banach A/J est une C*-algébre.
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Démonstration. a) Soit z € J et posons |z| = (z*x)/2. Par la prop. m, comme z*r = |z|?, il
existe des suites a, et b, d’éléments de A tels que |z| = lim a,x € J et x = lim b,|z|, donc
z* = lim |z|b) € J.
Il résulte de a) que J est une C™-algebre et que A/J est une algebre de Banach involutive.
Notons 7 : A — A/J I'application quotient. Pour établir b) nous utilisons la formule suivante
donnant la norme d'un élément de A//J.

Notons A I'ensemble ordonné {b € J, ||b|| <1}.
3.34 Lemme. Pour tout x € A on a : ||7(x)|| =inf{ |z —zb]|, be A} = li/I\n |z — zb]|.

Démonstration. On a ||m(z)|| =inf { |z — 2|, z € J} <inf{ ||z —xb|, b € A}. Soit z € J; pour tout
be A, ||[1-0b| <1donc||z—z| = ||(x—2)(1=0)| = |lx—xb|| — ||z — 2b||. Or li{{n ||z — zb|| = 0, (prop.
3.32)), donc limsup ||z — xb|| < ||z — z]||. Ceci ayant lieu pour tout z on a ||7(z)|| = limsup ||z — xb|| >

A
limAinf |z — xb|| = inf { ||z — xb||, b€ A}, donc ces quatre quantités sont égales. O

Démontrons le b) de la prop. :
Soit x € A. Pour tout b€ A, |1 —b| <1, donc ||z*2(1 —b)|| = ||(1 — b)az*z(1 —b)|| = ||z — xb||* et par
le lemme [3.34} ||7(z*2)|| > ||7(z)||*. Donc A/J est une C*-algebre. O

3.7 C*-algebres enveloppantes

Soit A une algebre involutive. Une C*-semi-norme sur A est une semi-norme p telle que pour tout
z € A on ait p(z*x) = p(x)?. Si p est une C*-semi-norme sur A, le séparé complété A, de A par p est
une C*-algebre et p est la semi-norme a +— |[|i(a)|| ou ¢ : A — A, est application canonique de A dans
son séparé complété.

Inversement, pour tout morphisme involutif f de A dans une C*-algebre B, I'application a — ||f(a)]|
est une C”-semi-norme sur A.

Soit A un ensemble de C*-semi-normes sur une algebre involutive A. L’ensemble des x € A tels
que sup{p(z), p € A} < 400 est clairement une sous algebre involutive A, de A; 'application
x +— sup{p(x), p € A} est une C*-semi-norme sur A,.

3.35 Définition. Soient A une algebre involutive. Si A admet une plus grande C*-semi-norme p on
appellera C*-algébre enveloppante de A et on notera C*(A) le séparé complété de A pour la semi-norme

P.
Il existe des algebres involutives qui n’ont pas de C*-algebre enveloppante (exercice ?77).

3.36 Proposition. Toute algébre de Banach involutive admet une C*-algébre enveloppante.
Démonstration. Résulte de la prop. m.a). O]

Les C*-algebres enveloppantes sont bien str caractérisées par une propriété universelle :

3.37 Proposition. Soit A une algebre involutive qui admet une C*-algeébre enveloppante et notons i
le morphisme canonique de A dans son séparé complété C*(A). Alors (C*(A), j) jouit de la propriété
universelle suivante : pour tout homomorphisme involutif f de A a valeurs dans une C*-algébre D 1l
existe un unique homomorphisme involutif g : C*(A) — D tel que goi = f.
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Démonstration. Soit f un homomorphisme involutif de A a valeurs dans une C*-algebre D. Comme
x+— || f(x)] est une C*-semi-norme sur A, on a, par définition de C*(A), | f(x)| < ||i(x)]. Donc f se
factorise de maniére unique a travers le séparé complété C*(A) de A. ]

4 Applications linéaires compactes

4.1 Généralités

4.1 Définition. Soient E et F' des espaces de Banach. Une application linéaire T' € L(E, F) est dit
compacte si 'image par T' de la boule unité fermée de E est (normiquement) relativement compacte

dans F. On note K(E, F) l'ensemble des applications linéaires compactes de F dans F. On pose
K(E)=K(E,E).

Rappelons qu'une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement compacte dans X
s’il existe une partie compacte B de X contenant A. Dans ce cas B est fermée dans X donc contient
A et A est alors fermé dans B donc est compacte. Autrement dit, A est relativement compacte si et
seulement si A est compacte.

4.2 Proposition. Soient E, F et H des espaces de Banach, S € L(E,F) etT € L(F,H); i S ouT
est compacte alors T'S est compacte.

Démonstration. Si K C F est compact et contient 'image par S de la boule unité de E, alors T(K)
est compact et contient 'image par T'S de la boule unité de E.

Remarquons que I'image par S de la boule unité de E, est contenue dans la boule de F' de centre 0 et
de rayon ||S||. Si K’ C H est compact et contient I'image par 7" de la boule unité de F, alors ||.S|| K est
compact et contient I'image par T'S de la boule unité de E. O

Rappelons qu'un espace métrique X est dit précompact si, pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini
de X par des parties de diametre < €; rappelons qu’'un espace métrique est compact si et seulement s’il
est précompact est complet. En particulier, dans un espace métrique complet, les parties relativement
compactes sont les parties précompactes.

4.3 Proposition. Soient E et F des espaces de Banach. L’ensemble K(E,F) est un sous-espace
vectoriel fermé de L(E, F).

Démonstration. 1l est clair que 0 € K(E, F) et que, si T € K(E,F) et A € C, alors \T € K(E, F). Si
K, et K5 sont des parties compactes de F' alors K; X K5 est compacte dans F' x F, donc K; + Ky =
{z+y, (z,y) € K1 x K, } est compact dans F'; on en déduit que IC(E, F') est un sous-espace vectoriel de
L(E,F).Soit T € K(E, F). Notons B la boule unité de £ et montrons que T'(B) est précompact ; soient
e>0et S e(E F)tels que |S—T| < ¢/3; comme S(B) est précompact, il existe un recouvrement
fini (A;)ier de S(B) par des parties de diametre < /3 ; alors (S™'(A;) N B)ic; est un recouvrement de
B et (T(S7(A;) N B))ser est un recouvrement fini de T'(B). Soient i € I et x,y € S~*(A;) N B; alors
IT(2) =Tl < [T(x) = S@)[[ +[]S(z) = SWl +[1S(w) = TW)ll; or [ T(x) = S(@)[| < 1T = S| < &/3
car z € B. De méme, ||S(y) — T(y)|| < ¢/3; de plus ||S(x) — S(y)|| < £/3, puisque z,y € S~ (A;) et
que le diametre de A; est < £/3; on a montré que (T'(S™(A;) N B))ier est un recouvrement fini de
T'(B) par des parties de diametre < e. O
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4.2 Le cas hilbertien

Rappelons que la topologie faible sur un espace de Banach FE est la topologie o(E, E').

4.4 Lemme. a) Dans un espace normé toute suite faiblement convergente est bornée.
b) Soit (en)nen un systeme orthonormal dans un espace hilbertien ; alors e, converge faiblement vers
0.

Démonstration. a) Soit z,, une suite faiblement convergente. Notons B la boule unité de E’; pour tout
( € E' la suite £(x,) est convergente, donc bornée. Il résulte alors du théoréme de Banach-Steinhaus
que {{(z,), £ € B, n € N} est borné dans C; or par le théoreme de Hahn-Banach, pour tout n € N,
on a ||x,|| =sup{¥(z,), £ € B};on en déduit immédiatement que { ||z,||, n € N} est borné.

b) Pour tout z € E on a Z |(en, 7)|* < ||z]|* (inégalité de Bessel); la suite ({e,,z)) est de carré

neN
sommable donc tend vers 0. O

4.5 Théoréme. Soient E et F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F'). Notons B la boule unité fermée
de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T(B) est (normiquement) relativement compact dans F'.

(i1) T(B) est (normiquement) compact dans F.

(i1i) T' est continu de B munie de la topologie faible dans F muni de la topologie normique.

(iv) T est (normiquement) adhérent a l’espace des applications linéaires continues de rang fini.

(v) Pour tout systéme orthonormal (e,)nen dans E on a lim ||T'(e,)|| = 0.

(vi) Pour toute suite x,, de points de E convergeant faiblement vers 0 la suite T'(x,) converge en norme
vers 0.

Démonstration. (ii) = (i) est clair. Comme B est faiblement compact (iii) = (ii). Supposons (i) vérifiée
et soit C' une partie (normiquement) compacte de F contenant 7'(B). L'identité de C' muni de la
topologie normique dans C' muni de la topologie faible est continue; comme C' est normiquement
compact, ¢’est un homéomorphisme. Comme T est continu de B muni de la topologie faible dans C'
muni de la topologie faible, (iii) est vérifiée.

Si T est de rang fini, les topologies faible et normique coincident sur T'(E); or T est continu de E
muni de o(E, E') dans T(F) muni de la topologie faible (prop. [2.18)), donc T vérifie (iii). Or une limite
uniforme d’applications continues (d'un espace topologique X dans un espace métrique Y') est continue;
donc (iv) = (iii).

Supposons que (iv) ne soit pas vérifiée. Il existe alors € > 0 tel que pour toute application linéaire
continue de rang fini R on ait ||T" — R|| > e. Construisons alors par récurrence sur n un systeme
orthonormal (e,)n,en tel que ||T'(e,)|| > € : comme ||T]] > ¢, il existe ¢y € E tel que ||eg]] = 1 et
IT(eo)|| > €; supposons e construit pour k < n et soit P le projecteur orthogonal sur le sous-espace
de E engendré par { ey, k <n};alors TP est de rang fini donc ||T'— T P|| > ¢; il existe donc y,, € E tel
que [T (idg — P)(ya)ll > ellynll > ell(idp — P)(ya)| 5 on pose alors e, = ||(idg — P)(ya) ||~ (ide — P) (ya).
On a alors || T(e,)|| = [|(ide — P) ()| 1T (idg — P)(y,)|| > €; donc (v) n’est pas vérifiée. On a montré
que (v) = (iv).

(vi) = (v) résulte du lemme [4.4]a). Enfin, si x,, est une suite tendant faiblement vers 0, elle est bornée

et on peut supposer qu’elle est contenue dans B. Si (iii) est vérifiée, T'(x,,) tend en norme vers 0. Donc
(iii) = (vi). O

4.6 Proposition. Soient E, F' des espaces hilbertiens et T € L(E, F). On a ’équivalence entre
(i) T est compacte ;
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(i1) T* est compacte ;
(11i) T*T est compacte ;
(i) |T| est compacte.

Démonstration. (ii)=(iii) résulte de la prop. [1.2]; pour tout systéme orthonormal (e, ),en dans E on
a ||T(en)||? = (T*T(en), en) < ||T*T(e,)| donc si lim ||T*T'(e,)|| = 0, alors lim ||T(e,)|| = 0; donc
(iii)=-(i) (propriété équivalente (v) du théoreme [4.5). On a montré que (ii)=(i). Appliquant cela & 7™,
on en déduit que (i)=-(ii). Appliquant (i) <= (iii) a |T'|, on trouve (iv) <= (iii). O

4.7 Théoréeme. (Alternative de Fredholm) Soient E un espace hilbertien et T € KC(FE).

a) Pour tout A € C—{0}, l'image de Nidg—T est fermée et de codimension finie et ’on a codim (Aidg —
T)(E) = dim ker (Aidg — T).

b) SpT est fini ou formé d’une suite tendant vers 0.

Démonstration. a) En remplacant T' par T/\ on se ramene a A = 1. Soit R € L(F) de rang fini telle
que ||T — R|| < 1. Alors idg — T + R est inversible. Posons S = R(idg — T + R)™*; c’est une application
linéaire continue de rang fini. Or idg — T = (idg — S)(idg — T+ R) ; donc idg — T et idg — S ont méme
image et ker (idg —T) = (idg — T+ R) " ker (idg — S), donc ces deux noyaux ont méme codimension. Il
suffit donc de traiter le cas d’une application linéaire continue de rang fini. Soit alors F' un sous-espace
de dimension finie de E contenant T'(F) et T*(E) (remarquons que T"(E) a la méme dimension finie
que T(E)). Alors idg — T est l'identité sur F* et laisse F' stable. Notons T} : F' — F la restriction
de idp — T. Donc (idg — T)(E) = F*+ 4+ T1(F) et ker (idg — T) = ker T}. On en déduit que I'image
de idg — T est {z € E, p(z) € imT} } ou p est la projection orthogonale d'image F'; I'image de
idg — T est donc fermée et sa codimension est égale a la codimension de 'image de T} dans F'. L’égalité
codim (idg — T)(F) = dim ker (idg — T') résulte alors de I’égalité dimker T} + dim im 77 = dim F.

b) On doit montrer que, pour tout € > 0 il y a un nombre fini de valeurs spectrales telles que |A| > ¢
autrement dit que toute suite A, de valeurs spectrales distinctes tend vers 0. Il résulte de a) que toute
valeur spectrale non nulle de T est valeur propre de T. Soit alors A, une suite de valeurs propres
distinctes et x, des vecteurs propres associés. Montrons que lim A, = 0. Pour n € N, notons E,,
I'espace engendré par (x)o<k<n; comme les Ay sont distinctes, le systéme x, est libre, donc 'espace
E,, est de dimension n. Notons e, un vecteur de norme 1 de E, 1 N En ; comme T'(x) = A\pxp on a
T(E,) C E,. De plus, pour tout k < n, on a (T — A\,idg)(zx) € E, et (T — \,idg)(z,) =0 € E,, donc
(T — \idg)(Eng1) C Ey; on en déduit que (T — N\, idg)(e,) € E,, donc (T — A\,)(en), e,) = 0; donc
(T(en), en) = \p. En particulier, [|T'(e,)|| = |A\a|- Par la caractérisation (v) des applications linéaires
compactes, on a lim A\, = 0, d’ou le résultat. O

4.8 Théoreme. Une application linéaire compacte normale admet une base hilbertienne formée de
vecteurs propres.

Démonstration. Soit T € L(E) une application linéaire compacte normale. Soit S son spectre. Pour
A € S notons E, 'espace propre de 1" associé. On doit démontrer que :

a) les E sont deux a deux orthogonaux

b) Le sous-espace engendré par les F) est dense.

Alors si By, est une base hilbertienne de E) , U B, sera la base voulue.

AES
Si x € E), comme TT"(z) = T"T(x) = XI"(z) on trouve T"(x) € E\. Pour tout y € E\ on a
(T*(x),y) = (x,T(y)) = (\x,y) ; donc T* (= ) Az € E\N By done T*(z) = Az
i,

Siz e Eyetye E, alors (I'(z),y) = y) = (z, T"y) = Mz, y) d'ou a).
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Notons F' le sous-espace de E engendré par les E\, A € S — {0}. Alors T(F) C F et T*(F) C F.
Il s’ensuit que T(F*) ¢ F*+ et T*(F*) ¢ F*+. Notons Ty € L(F*) la restriction de T'. Alors T} est
la restriction de T™, donc T} est normal. Remarquons que 77 est compacte, qu’elle n’a pas de valeur
propre non nulle; par I'alternative de Fredholm, 7T} n’a pas de valeur spectrale non nulle; par la prop.

T1:0, donc F+ = E,, d’oti b). O
4.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

4.9 Lemme. Soient E et F des espaces hilbertiens, B une base hilbertienne de E et B’ une base
hilbertienne de F. Pour tout T € L(E,F) on a :

Yo IO = ITO) = Y IT")IP(€ Ry U {+o0}).

beB,beB’ beB b'eB’

Cette quantité ne dépend pas des bases B et B’ choisies.

Démonstration. Pourz € Eety € Fona |z|? = Z (2, b))% et ||y||* = Z |(t/,9)|?, d’ont la premiere

beB VeB!
assertion. Il est clair que Z |7(b)||* ne dépend pas de B’ et que Z | T*(¥")||*> ne dépend pas de B,
beB beB’
d’ou la deuxieme assertion. ]
1/2
Pour T € L(E,F) on pose [T = <Z ||T(b)||2) ou B est une base hilbertienne de E. Posons

beB

LXE,F)={T e L(E,F), ||T|; < +co }.

4.10 Théoreme. Soient E et ' des espaces hilbertiens.

a) L’ensemble L*(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

b) Pour tout S,T € L*(E,F) et toute base hilbertienne B de E, la famille ((S(b), T(b)))sep est som-
mable ; application (S,T) — Z(S(b),T(b)) est un produit scalaire sur L*(E, F) indépendant de la

beB
base B.

On note (S,T) — (S,T)a ce produit scalaire.
¢) Muni de ce produit scalaire, L*(E, F) est un espace hilbertien.
d) L*(E,F)C K(E,F).
e) Soit T € K(E,F); notons (An)nen les valeurs propres de |T| (qui est compact par la prop.
comptées avec leur multiplicité. Alors ||T||5 = Z A2
neN

Démonstration. a) et b) Soient S,T € L(FE,F) et B une base hilbertienne de E. Pour b € B on
a [(S0), TO) < [SOITEN < 1/2(I1S®)” + [|TO)[*). On en déduit que ((S(b), T(D)))sen est
sommable. Comme ||S(b) 4+ T(b)||* = [|S(B)||* + || T(b)||* + 2Re({S(b), T(b))), on en déduit que S+ T €
L*(E,F); a) est alors clair. Il est clair que (S,7) ~ Z(S’(b),T(b)> est un produit scalaire. On a
beB

Z(S(b),T(b)) = 1/4(|S+ T3 — IS — T|5 + il|S + iT||5 — i||S — iT|3), (identité de polarisation -
beB

proposition d’ott I'indépendance de la base.

c¢) De b) il résulte que £?(E, F) est un espace préhilbertien. On doit montrer qu’il est séparé et complet.
Remarquons que, pour tout 7' € L*(E, F) et tout x € E de norme 1, prenant une base hilbertienne
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contenant z, on a ||T||2 = ||T(z)||; ceci ayant lieu pour tout z il en résulte que ||T|2 = ||T]|. En
particulier £L2(E, F) est séparé. Soit T, une suite de Cauchy dans £*(E, F); comme || || < || |2, Th
est une suite de Cauchy dans L(F, F') qui est complet, donc la suite T,, converge en norme vers un
opérateur T'. Soit alors ¢ € R ; remarquons que l'ensemble C, = {S € L(E,F), [[S|2 < €} est

I'intersection pour toutes les parties finies / de B de { S € L(E, F) Z 1S(0)||* < €*}; clest donc
bel
une partie fermée de L(E, F'). Comme T}, est de Cauchy dans £*(E, F), il existe N € N tel que, pour
tout m,n > N on ait ||T,,, — T,,|]2 < €. Fixons n > N ; comme T,, — T, converge vers T"— T,,, on a
T —T, € C.; on en déduit immédiatement que T € L*(E, F) et que lixil T — Tl = 0.
n—-+0oo

d) Soit T € L*(E,F) et e, un systéme orthonormal. Soit B une base contenant les e,. La famille
(|IT(b)||?) est sommable, donc la suite ||T'(e,)|| tend vers 0. Donc T est compact par la caractérisation
(v) du théoreme |4.5|

d) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour |T]. O]

4.11 Définition. Soient E et I des espaces hilbertiens. Un opérateur T' € L2(E, F) est dit de Hilbert-
Schmidt.

4.12 Proposition. Soient E, F' et H des espaces hilbertiens. Pour tout S € L(E,F) etT € L(F,H)
on a:

a) [[S]l2 = [|S7[l2-

b) [|TS|l2 < [ITIHIS]l2 et [TS]2 < [T]2)S]I-

c) Si S ouT est un opérateur de Hilbert-Schmidt alors il en va de méme pour T'S.

Démonstmtion a) résulte de la définition de [|S]|s (lemme [4.
) Soit B une base hilbertienne de E. Pour tout b € B on a ||TS( W< TS (b)]| done ||TS|)5 =

Z TS |1* < |71 Z 1S(®)]I* = |IT||||S]|2- La deuxieme assertion en résulte en remplacant S et T

beB beB
par leurs adjoints.

c) résulte aussitot de b). O

En particulier I'espace £*(E) = L*(E, F) est un idéal bilatere de L(E).

4.4 Opérateurs nucléaires

4.13 Proposition. a) Soient E un espace hilbertien et T € L(E). La quantité Tr(T) = Z(T(b), b) €

beB
(R4 U{+0o0}) ne dépend pas de la base hilbertienne B.

b) Pour tout S,T € L(E); et tout \€ Ry on a Tr(S+T)=Tr(S)+Tr(T) et Tr(AS) = XTr(S).

c) Soient F' un espace hilbertien U € L(E, F) un opérateur unitaire et T € L(E) alors Tr(UTU") =
Tr(T).

d) Si T € L(E)y est compact, Tr(T) est la somme des valeurs propres de T comptées avec leur
multiplicité.

Démonstration. Ecrivons T = S*S alors Tr(T) = ||S||? ne dépend pas de la base, d’oit a). b) est clair.
Soit B une base hilbertienne de E ; alors U(B) est une base hilbertienne de F. On a Z (UTU~(b),b) =
beU(B)

Z(T (b),b), d’ott ¢). Enfin, d) est clair si on choisit une base B formée de vecteurs propres pour 7. [
beB
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Soient E, F des espaces hilbertiens. Pour T € L(E, F) posons ||T|; = Tr(|T|) et LY(E,F) ={T €

4.14 Lemme. Soit T € L(E, F).
a) Soient H un espace hilbertien et S € L(E, H) tels que |T| = S*S. On a ||T|, = [|S]|3.
b) On a||T|y =sup{|(TR,S)|, Re€ LXE), S € LYEF), |RIIS| <1}

Démonstration. a) est clair.
b) Si T € LYE, F), alors |T|'* € L*(F); soient R € L2(E) et S € L2(E, F) tels que ||S||| R < 1.
Soit B une base hilbertienne de E; on a (T'R,S)y = Z(TR(b),S(b)} = (|T|"?R, |T|"*u*S), ot u

B
est la phase de 7. On en déduit que |[(T'R,S)s| < |||T1Y2R|2|||T12u*S|ly < |Ju* S| RIIITV?2 <
I1T12)13 = ITlh- Done {[(TR.S)a|, R € LXE), S € LXE,F), |R|[||S| <1} est majoré par | T],.

Soit B une base hilbertienne de F et [ une partie finie de B; notons P le projecteur orthogo-

nal sur le sous-espace de E engendré par [ ; alors Z(]T|(b),b> = Z(u*T(b),b> = (TP,uP)y <

bel bel
sup{|(TR,S)s|, R€ L*(E), S € L*(E,F), |R||||S]| < 1}. Prenant le < sup > sur les parties finies de
B on trouve ||T||; < sup{|(TR,S)s|, R€ L*(E), S € L*E,F), |R||S] <1} O

4.15 Théoreme. Soient E, F, H des espaces hilbertiens.
a) L'ensemble L'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
b) Lapplication T + ||T||; est une norme sur L'(E, F) pour laquelle L'(E, F) est complet.
c) Pour toutT € LIE,F) on a ||T|1=|T"|-
d) Pour tout S € L(E,F) et tout T € L(F,H) on a || TS| < [|S|[LI|T] et [|TS]x < ISIT||x-

Démonstration. a) et b) Soient S,T € L(E,F). Pour tout Ry € L*(E) et Ry € L*(E, F) tels que
HR1||||R2|| S 1, on a |((S+T)R1,R2)2| < ‘(SRl,RQ)Q‘ + |(TR1,R2)2|. Par le lemme.b), ’|S+TH1 <
IS]l1 + ||| ; on en déduit immédiatement que £'(E, F) est un sous-espace vectoriel de L£(E, F) et
que || ||1 est une semi-norme. Par le lemme .a), 17| = 171212 = 1T)V2)1% = | T (prop.
En particulier, || ||; est une norme.

Par le lemme[4.14lb) 'application T +— T'r(|T|) est semi-continue inférieurement et on en déduit comme
dans le th. c) que, muni de cette norme £*(E) est complet.

¢) On a |T7| = u|Tu* = (IT|V*u*)*(|T|"?u"). Done ||T*|y = [[|T"u*|l; < |IT1Y*5 = ||IT]l1; rem-
placant T par T*, on en déduit c).
d) Soient Ry € L*(E) et Ry € L*(E, H). On a (TSR, Ry)s = (SRy, T*Ry),. 1l résulte alors du lemme

4.141b) que [|T'S]]y < [|S||1||T]]; remplagant S et T' par leur adjoint il résulte de c) que ||[T'S]; <
ST O

4.16 Théoreme. Soient E, F des espaces hilbertiens.

a) Pour T € LY(E) et pour toute base hilbertienne B de E la famille ({T'(b),b))sep est sommable

et la quantité Tr(T) = Z(T(b), by ne dépend pas de la base hilbertienne B.
beB
< (7))
L(E,F), TeL(F,E)siSeL(EF)ousiS etT sont de Hilbert-Schmidt,
(ST).

b) On a |Tr(T)|
c) Pour tout S €
alors Tr(T'S) =Tr
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Démonstration. On a (T(b),b) = (|T|*2(b), |T|*?u*(b)). Comme |T|'/2,|T|*?u* € L*(E), a) résulte du
théoréme [1.101b). De plus |Tr(T)| = |(|T]"/2, [T1"*u*)a| < 1T1V2 [T 2u" (|2 < [|T1, d'ou b).

c¢) L’application S — S* est une isométrie antilinéaire de £*(E, F) dans £2(F, E); pour S € L*(E, F),
on a alors Tr(S*S) = Tr(SS*). Par Iidentité polarisation on en déduit que, pour S, S; € £L*(E, F), on
a Tr(S;S) =Tr(SS7). Soit T € L*(F, E); posant S; = T*, on en déduit Tr(TS) = Tr(ST).

Enfin, soient T € L(F,E) et S € LY(E,F). Donnons nous S; € L*(E,F), Sy € L*(E) tels que
S =515y 0naTr(ST)="Tr(S15:T) =Tr(S.TS,) =Tr(TS). O

4.17 Définition. Un opérateur T' € L' (E) est appelé nucléaire ou a trace.

Il est clair que
e LI(E,F) C L*(E,F).

e Un opérateur de rang fini est nucléaire.

5 Appendice : Unités approchées dans les algebres de Banach

5.1 Unités approchées

5.1 Définition. On appelle unité approchée a gauche (resp. a droite) d’une algebre de Banach A une
famille (u;);e; d’éléments de A indexée par un ensemble filtré I telle que, pour tout © € A on ait
lim w;z = x (resp. lim zu; = x). On appelle unité approchée de A une famille qui est a la fois une unité
approchée a gauche et a droite.

Une unité approchée (resp. unité approchée a gauche, a droite) u; est dite bornée si { ||u;||, i € I } est
majoré.

5.2 Remarque. Soient (u;);c; une unité approchée a gauche bornée et (v;);c; une unité approchée a
droite bornée de A. Alors (u; + v; — v;u;) (i jyerxs est une unité approchée (& gauche et a droite), ot
I'on munit [ x J du filtre produit. En effet, (u; +v; — v;uw;)a = wa + v;j(a — wa) et a(u; +v; —vju;) =
avj + (a — av;)u; tendent vers a pour tout a € A. En particulier, une algebre de Banach involutive
possédant une unité approchée a gauche bornée, possede une unité approchée bornée.

Soit A une algebre et soit E un espace de Banach qui est un A-module. On dit que le A-module E est
non dégénéré si le sous-espace vectoriel engendré par {ax, a € A, v € E } est dense dans E.

5.3 Proposition. Soient A une algébre de Banach, E un A-module banachique et (u;)ic; une unité
approchée a gauche bornée de A. Alors le A-module E est non dégénéré si et seulement si, pour tout
r € FE, onalimux = .

Démonstration. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par {azx, a € A, x € E'}. Le A-module E
est non dégénéré si et seulement si F' est dense dans E.

Il est clair que lim w;xz = x pour tout x € F. Comme 1'unité approchée u; est bornée et que E est un
module banachique, cela reste vrai pour tout x adhérent a F' donc, si F' est dense dans E, pour tout
T € L.

Réciproquement, pour tout x € E et tout ¢ € I, u;xz € F. Si, pour tout x € E, on alim w;x = x, alors
I est dense dans FE. O
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On en déduit immédiatement :

5.4 Corollaire. Soient A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée et E
un A-module banachique non dégénéré. Tout sous-module fermé de E est non dégénére. U

5.5 Théoréme. (Cohen) Soient A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche
bornée et EE un module banachique non dégénéré de A. Alors pour tout v € E il existea € A ety € E
tels que © = ay.

Démonstration. Soient d € Ry (d > 1) et (u;)ie; une unité approchée a gauche de A telle que, pour
tout i € I, ||u;]] < d. Notons A I'algebre de Banach obtenue en adjoignant une unité (notée 1) a A. Si

a € A est tel que |ja]| < d alors est inversible dans A et

2d + 1
2d+a 1_2 a—1 "
2d+1) 2d+1)
neN
2d +a\ "
E ticuli <2+ 1/d.
n particulier, (2d—|—1) +1/

A Taide de la prop. , on construit par récurrence une suite i,,, n > 1 d’éléments de I et une suite

2d -
a, = al, + <2d—+1) , n >0 d’éléments de A tels que ag = 1 et, pour tout n > 1, on ait :

Ay =

L ) e A, fund, y—d | <2 et flugr — o] <67

Remarquons que ||a, 'z —a, ' 2| = [(2d+ 1) a, (2 —u;,2)|| < (2d+1)"1(24+1/d)"6™™ < 27" vu que

d > 1. De plus,
J - 2d + u;, a— U, 20d \" !
o\ 2d4+1 ) 2d+1\2d+1

(i, — Va4 4 Uiy, 2d \""

2d+1 2d+1 \2d+1
Les suites a, et a, 'z sont donc de Cauchy. Notons a et y leurs limites respectives; on a clairement
T = ay. ]

de sorte que

/ / o
Ay — Ay =

Une fagon équivalente d’énoncer ce théoreme est la suivante :

5.6 Corollaire. Soient A une algebre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée et
un A-module (@ gauche) banachique. Alors {ax, a € A, v € E'} est un sous-module fermé de E.

Démonstration. Notons F' le sous-module fermé de E engendré par {ax, a € A, v € E}. Clest
un A-module Banachique non dégénéré. Le corollaire résulte du théoreme appliqué au A-module
F. m

5.7 Corollaire. Soient A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée et
a, une suite d’éléments de A tels que lim a, = 0. Alors il existe un élément a € A et une suite b,
d’éléments de A tels que lim b, = 0 et a,, = ab,, pour tout n.
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Démonstration. On applique le théoreme [5.5(au module banachique des suites b,, d’éléments de A telles
que lim b, = 0. O

5.8 Corollaire. Soient A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée, E
un A-module a droite banachique et T : A — E une application telle que, pour tout a,b € A on ait
T(ab) = T(a)b. Alors T est linéaire et continue.

Démonstration. Soient aj,as € A et A € C; il existe a,b;,by € A tels que a1 = a1b et ay = aby
(corollaire [5.7)). Alors T'(a; + az) = T'(a)(by + ba) = T(a1) + T(as)) et T(Aay) = T(a)(Aby) = AT (a1),
donc T est linéaire. Soit a,, une suite d’éléments de A tels que lim a,, = 0; par le corollaire |5.7, il existe
un élément a € A et une suite b,, d’éléments de A tels que lim b, = 0 et a,, = ab,, pour tout n. Alors
Ta, = (Ta)b, donc lim Ta, =0 et T est continu. O

5.9 Corollaire. Soient A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée, E
un module banachique non dégénéré de A et B une algébre contenant A comme idéal a gauche. Alors
il existe sur E une unique structure de B-module prolongeant l’opération de A.

Démonstration. Soient b € B et x € E. Par le théoreme [5.5] il existe a € A et y € E tels que x = ay.
Pour toute structure de B-module sur E prolongeant l'opération de A on a bx = (ba)y. Inversement,
fixons une unité approchée a gauche bornée u; de A. L’élément b de B définit un endomorphisme du A
module a droite A, donc (bu;)a converge vers ba (cor. ; 1l s’ensuit que (bu;)x converge vers (ba)y.
On définit alors une opération de B dans E en posant bx = lim ((bu;)x). O

Si de plus I'inclusion de A dans B est un homomorphisme isométrique d’algebres de Banach et ||u;]| < 1,
alors ||bz|| < sup ||bu;||||z|| donc E est un B-module banachique.

5.10 Corollaire. Soient A une algebre de Banach, I un idéal a gauche fermé de A et B une algébre
contenant A comme idéal a gauche. Si l'une des algébres A ou I posséde une unité approchée a gauche
bornée alors I est un idéal a gauche de B.

Démonstration. Soit x € I. Sous chacune des deux hypotheses, il existe a € A et y € [ tels que
x = ay : si A possede une unité approchée bornée a gauche, on applique le théoreme au A-module
banachique I qui est non dégénéré par le corollaire [5.4]; si I possede une unité approchée bornée a
gauche, on peut méme supposer a € I (théoreme . Pour b € B on a alors bz = (ba)y € 1. O

5.11 Proposition. Soit A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche bornée. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 1l existe a € A tel que aA soit dense dans A.

(ii) Il existe une partie dénombrable D de A tel que l'idéal a droite de A engendré par D soit dense
dans A

(iii) Il existe une suite d’éléments de A formant une unité approchée a gauche pour A.

(iv) Pour toute unité approchée & gauche bornée (u;);cr de A, il existe une suite i,, d’éléments de I,
croissante si I est filtré par un ordre filtrant croissant, telle que la suite v, = w;, soit une unité
approchée a gauche de A.

Démonstration. (iv) = (iii) résulte de ce que, par hypothese, A possede une unité approchée a gauche
bornée.

Supposons que la suite xj soit une unité approchée de A. Alors I'idéal a gauche de A engendré par
{x, k€ N} est dense dans A, d’ou (iii) = (ii).
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Soit D une partie dénombrable de A. En multipliant les éléments de D par des scalaires non nuls
convenables, on peut supposer que les éléments de D forment une suite x;, telle que lim x;, = 0. Par le
corollaire [5.7], il existe a € A tel que I'idéal & droite de A engendré par D soit contenu dans aA, d’ou
(i) = (i).

Enfin, soient (u;);c; une unité approchée a gauche bornée de A et a € A. Il existe une suite 7,, d’éléments
de I, croissante si I est filtré par un ordre filtrant croissant, telle que ||u;,a — al| < 1/n. La suite u;,
étant bornée, {x € A, lim w;,x = x } est un idéal a droite fermé dans A. Si aA est dense dans A, wu;,
est une unité approchée a gauche de A. O]

5.12 Définition. Une algebre de Banach est dite o-unifére (resp. o-unifere a gauche, a droite) si elle
possede une unité approchée (resp. une unité approchée a gauche, a droite) formée d’une suite bornée.

5.13 Remarque. Par la remarque [5.2) une algébre de Banach est o-unifere si et seulement si elle est
o-unifere a gauche et a droite.

5.2 Multiplicateurs

5.14 Définition. Soient A et B des algebres. On appelle multiplicateur d'un A-module & gauche (resp.
a droite) E une application A-linéaire du A-module & gauche (resp. a droite) A dans E. On appelle
multiplicateur d'un (A, B)-bimodule E une paire d’applications v : B — E et § : A — F telles que
pour tout a € A, b € B on ait ay(b) = d(a)b.

Soient A une algebre et F un A-module a gauche (resp. a droite). L’ensemble des multiplicateurs de
E est donc Homy(,A, E) (resp. Homa(As, E)) ot ,A (resp. As) désigne le A-module a gauche (resp.
a droite) A. Pour tout z € E l'application a — az (resp. x + xa) est un multiplicateur noté ¢,
(resp. 7,) de E. Soient T" un multiplicateur de £ et a € A. Posons aT’ = dr(q) (resp. Ta = vr()). On
munit ainsi 'ensemble des multiplicateurs de E' d'une structure de A-module & gauche (resp. a droite),
pour laquelle 'application = +— 9§, (resp. x — 7,) est un morphisme de modules, appelé morphisme
canonique.

Soient A et B deux algebres et F un (A, B)-bimodule. Pour # € E posons m, = (Vz,0;) ol 7, et
0, sont respectivement le multiplicateur du B-module E et du A-module E associés a x. La paire
Mz = (Vz,0,) est un multiplicateur du (A, B)-bimodule E.

Le noyau de l'application z + 0, (resp. x> v;) est {z € E, xA={0}} (resp. {x € £, Ax ={0}}).
On dira que le A-module E est non singulier si application z — §, (resp. x — -,) est injective.
Soit e une unité a droite (resp. & gauche) de A; pour tout multiplicateur 7" de E et tout a € A on a
T'(a) = aT'(e) (resp. T'(a) = T(e)a) de sorte que T' = dp) (resp. T = vp(e))-

5.15 Proposition. a) Soient A une algebre et E un A-module a gauche (resp. a droite) non
singulier. Alors tout multiplicateur de E est C-linéaire.

b) Soient A et B des algébres, E un (A, B)-bimodule et m = (v, ) un multiplicateur de E. Si le
A-module E (resp. le B-module E) est non singulier, l'application v est un multiplicateur du
B-module E (resp. § est un multiplicateur du A-module E).

c) Soit A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche (resp. a droite) bornée.
Alors tout multiplicateur d’un A-module banachique a droite (resp. d gauche) non dégénéré est
linéaire et continu.

Démonstration. Soit T un multiplicateur de E. Pour tout a,b € A et tout A € C, on a aT'(A\b) =
T'(Aab) = AaT'(b) et donc dp(xp) = Oxrp), d'out a).
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Pour tout a,a’ € A, b€ Bonad(a+a')b= (a+a")y(b) = (6(a)+0(a’))bet 6(aa’)b = aa'y(b) = ad(a’)d.
Donc Vs(a+a') = Vs(a)+6(a’) et Yé(aa’) = VYad(a')> d’ou b)

L’assertion c) est une reformulation du corollaire [5.8|

Les énoncés < resp. » s’en déduisent en remplacant A et B par leur algebre opposé. O

5.16 Définition. On appelle multiplicateur a gauche (resp. a droite) d’'une algebre A un multiplicateur
du module & droite (resp a gauche) A. On appelle multiplicateur de A un multiplicateur du (A, A)-
bimodule A.

5.17 Corollaire. Soit A une algébre de Banach possédant une unité approchée a gauche (resp. a droite)
bornée. Alors pour tout multiplicateur (y,d) de A Uapplication v (resp. &) est continue.

Démonstration. Si A posseéde une unité approchée a gauche (u;);es, alors pour tout a € A, a =
lim (d,(u;)) donc l'application a +— §, est injective. Le corollaire découle donc de la prop. b) et

c).

Un idéal bilatere I d’un anneau A est dit essentiel si les idéaux annulateurs du A-module a gauche et
du A-module a droite I sont nuls.

5.18 Proposition. Soit A une algebre dans laquelle les application a — 7, et a — 0, sont injectives.

a) Soient m = (v,0) et m' = (7/,0") deux multiplicateurs de A et X € C. Alors m +m' = (y +

V846, dm = (A, \) et mm’ = (yor, 8 06) sont des multiplicateurs de A.

b) Muni des opérations de a) ’ensemble des multiplicateurs de A est une algébre unifére notée

M(A).

c) L’application a — m, est un homomorphisme d’algébres qui identifie A a un idéal bilatére

essentiel de M(A).

d) Pour toute algébre B contenant A comme idéal bilatere, il existe un unique homomorphisme

d’algebres m : B — M(A) dont la restriction a A soit Uapplication a — m,. Si A est un idéal
essentiel de B alors w est injectif.

Démonstration. a) est clair.

b)

Soit E D'algtbre des applications linéaires de A dans A et notons E© Dalgtbre opposée. Par
a), Pensemble M(A) = {(7,8) € E x E© | Va,b € A, ay(b) = 6(a)b} est une sous algebre
de E x E©. Remarquons que I'unité (id4,id,) de E x E@ est un multiplicateur (ot1 idy est
I'application identique de A dans A).

L’application a — m, est injective par hypothese et est clairement un homomorphisme d’algebres.
Soit a € A et m = (7y,6) un multiplicateur. On a mmg = M) et mym = Mms(q). Si mmg = 0
pour tout a alors m.) = 0 donc y(a) = 0; il en résulte alors que pour tout a,b € A, 6(a)b =
ay(b) = 0, donc 754 = 0 et §(a) = 0 enfin m = 0.

Pour b € B, posons 7, : a — ba et §, : a — ab. 1l est clair que application 7 : b +— (73, dp) est
un homomorphisme 7 : B — M(A) qui convient. Si 7 est un autre homomorphisme ayant la
méme propriété, on a pour tout b € B et a € A, 7'(b)m, = 7' (ba) = mp, = 7(ba) = 7(b)m,.
Comme l'idéal A de M(A) est essentiel, on a 7'(b) = w(b). O

Dans la suite on considere A comme plongée dans M(A) en identifiant a € A avec m,.

Soit A une algebre de Banach. L’algebre M(A) est munie d’une topologie dite topologie stricte ou
topologie des multiplicateurs : c’est la topologie la moins fine pour laquelle les applications T — Ta
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et T +— aT de M(A) dans A sont continues. La famille (u;);e; est une unité approchée de A si et
seulement si u; converge strictement vers 1. Soit (u;);c; une unité approchée de A et T' € M(A) un
multiplicateur continu; alors Tu; converge strictement vers T'. En particulier, si A possede une unité
approchée bornée, A est dense dans M (A) pour la topologie des multiplicateurs.

5.19 Proposition. Soit 7 : A — B un homomorphisme d’algébres de Banach. On suppose que A
posseéde une unité approchée bornée et que B considéré comme A-module a gauche et a droite est non
dégénéré. Alors m admet un unique prolongement en un homomorphisme I1 : M(A) — M(B). Cet
homomorphisme est strictement continu.

Démonstration. Par le corollaire , I'opération a gauche (resp. a droite) de A dans B se prolonge de
maniere unique en une opération de M(A). Pour T € M(A), notons yr : B — B et o : B — B les
opérations ainsi définies. Soient x,y € B; d’apres le théoreme , il existe a,b € A et 2’y € B tels
que z = 2'm(a) et y = w(b)y'. Alors zyr(y) = 2'm(aTb)y’ = dr(x)y; donc (yr,dr) est un multiplicateur
de B; notons le II(T"). De plus, les applications 7' +— 7(Th) et T +— w(aT’) sont continues, donc
les applications T+ II(T)y = w(Tb)y et T +— 2I(T) = 2'w(aT) sont continues. Enfin, I'image
par m d’une unité approchée de A est une unité approchée de B, donc B est un idéal essentiel de
M(B) (prop. [p.18lc); si II' : M(A) — M(B) est une autre extension, on a II'(T)y = 7(Tb)y’, donc
(T = IT'(T). O

5.3 Multiplicateurs des C*-algebres

5.20 Proposition. Soit A une algébre de Banach involutive possédant une unité approchée bornée et

notons m : A — C*(A) ’homomorphisme canonique. Alors m admet un unique prolongement en un
homomorphisme I : M(A) — M(C*(A)).

Démonstration. Comme 7(A) est dense dans C*(A), le A-module a gauche (resp. a droite) C*(A) est
non dégénéré. La proposition résulte donc de la prop. [5.19] O

Soit a un élément d'une C*-algebre A. Notons m, = (7,4, d,) le multiplicateur de A associé.

5.21 Proposition. Soit A une C*-algébre.

a) Soit T = (v,0) un multiplicateur de A. Alors ||v|| = ||6]] et T* = (6*,7") est un multiplicateur
ot pour tout a € A, v*(a) = y(a™)" et 6"(a) = d(a”)".

b) Muni de linvolution ci-dessus et de la norme ||(,0)|| = ||[v[[(= |9]]), {'algébre M(A) est une
C™*-algébre.

¢) L’inclusion de A dans M(A) est un homomorphisme involutif isométrique.

d) Soit B une C*-algébre contenant A comme idéal bilatére. L’homomorphisme associé de B dans

M(A) (prop. . d) est un homomorphisme involutif.

Démonstration. a) Onal|y|| =sup{||lay(D)|, a,b€ A, |la|]| <1, ||b] <1} =sup{|[[d(a)d|, a,be
A, |la]] <1, ||b]] <1} =]|9]|. La deuxieme assertion est claire.

b) Soit E l'algebre de Banach des applications linéaires continues de A dans A et notons E©
Palgebre de Banach opposée. 11 est clair que M(A) = {(v,6) € E x B9 Va,b € A, ay(b) =
5(a)b} est fermé dans E x E©. 1l s’ensuit que M(A) est une algébre de Banach. Soit T' =
(7,9) € M(A); pour tout a € A on a y(a)*y(a) = 7*(a*)y(a) = a*" 0y(a) (par b) et [[y(a)||* <
lall?[]6% o v de sorte que ||T|* = ||v[* = sup { [|y(a)|*, a € A, [la] <1} < [|6" 0| = [IT*T|;
donc M(A) est une C*-algebre.
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d) est clair.

c¢) Il résulte de d) appliqué & B = A que linclusion de A dans M(A) est un homomorphisme
involutif, qui est injectif comme ||6,(a*)|| = ||a||?, donc isométrique (prop. b). O

5.22 Exemple. Soit X un espace localement compact. La C*-algebre Cy(X) des fonctions complexes
continues sur X tendant vers 0 a l'infini est un idéal bilatere fermé dans la C*-algebre Cy(X) des
fonctions complexes continues bornées sur X. Soient z € X et T' € M(Cy(X)). Comme 'ensemble
J. ={f € Co(X), f(z) =0} est un idéal de Co(X) donc de M(Cy(X)) (corollaire [5.10), le nombre
(T'f)(x) ne dépend pas de f € Cy(X) telle que f(z) = 1; notons le T'(x). L’application qui & T" associe
T'(x) est un homomorphisme de C*-algebres ; en particulier |T'(z)| < ||7']|. Comme pour tout f € Cp(X)
et tout z € X, on a T'(z)f(z) = (Tf)(x), Vapplication z — T'(z) est continue. On a donc construit
un homomorphisme f : M(Cy(X)) — Cp(X) qui a T associe 'application « — T'(z). La restriction de
cet homomorphisme & Co(X) est l'identité. Par la prop. [5.18/d), on a aussi un homomorphisme injectif
7 Cy(X) = M(Cy(X)) et par I'unicité dans la prop. [5.18ld), 7o f est lidentité de M(Cy(X)). Donc
7 et f sont des isomorphismes inverses 'un de autre. Autrement dit M (Cy(X)) s’identifie & Cy(X).

Soit A une C*-algebre. L’ensemble ordonné A = {a € A, ||la|| < 1} est une unité approchée de A.
Pour tout T € M(A), il est clair que (aTa),cp converge strictement vers T', de sorte que la boule unité
de A est strictement dense dans celle de M(A) et A, est strictement dense dans M(A),.

6 Représentations des C*-algebres

6.1 Définitions et notations

Soient A une algebre involutive et H un espace hilbertien. Une représentation de A dans H est un
homomorphisme d’algebres involutives 7 : A — L(H). Autrement dit, 7 est une application linéaire
telle que, pour tout x,y € A on ait

m(z?) = m(z)" et 7(zy) =m(z)7n(y).

L’espace H s’appelle espace de la représentation w et se note parfois H,.

Soit 7 une représentation de A. Un sous-espace de H, est dit stable par w s’il est invariant par les
opérateurs m(x), x € A. Soit F' un sous-espace de H, stable par 7 alors I'adhérence de F' dans H
et lorthogonal F* de F dans H, sont stables par m; en effet sia € A, z € F- et y € F on a
(y, m(a)z) = (w(a®)y,x) = 0.
Soit F' un sous-espace fermé de H, stable par 7. L’application 7z qui a x € A associe la restriction de
m(x) a F est alors une représentation de A dans F' appelée sous-représentation de m associée a F.
Soit (H;)ie; une famille d’espaces hilbertiens. La somme hilbertienne des espaces hilbertiens H; est
I'ensemble des (x;);cr € H H; tels que la famille ((z;, x;));cs soit sommable. Le produit scalaire tel que
iel

((x)ier, Wi)ier) = Z(wl, y;) en fait un espace hilbertien.

iel
Soit (m;);er une famille de représentations d’'une algebre involutive A. Notons H; = H,, l'espace de

la représentation m; et H = @HZ la somme hilbertienne des espaces hilbertiens H;. Supposons que
icl

pour tout a € A l'ensemble {||m;(a)||, ¢ € I} soit borné (c’est le cas si A est une algebre de Banach

involutive par la prop. [3.14}a)).
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6.1 Proposition. Awvec les hypothéses et notations ci-dessus, il existe une (unique) représentation m
de A dans la somme hilbertienne @Hi telle que, pour tout a € A et tout (x;)ier € @Hi on ait
iel iel

m(a)((x;)ier) = (mi(a)x;)ier. On a ||7w(a)|| = sup{ ||m:(a)||, i € I } pour tout a € A.
Démonstration. Soit a € A. Pour tout (z;)ie; € @ierH; et tout ¢ € I on a (m(a)z;, m(a)x;) <
|7:(a)]|? (s, 2;). Donc,

> (m(@)zi, m(a)z) <sup{ [m(@)*, i€ 1} (v, ).

iel iel
Il en résulte que (m;(a)x;)icr € ®icrHi, que 7 est bien définie et que ||7(a)|| < sup{||mi(a)||, i€ I}. 11
est clair que 7 est une représentation.
Enfin, soit j € I et © € H;, |z|| < 1. Définissons (vy;)icr € PierH; en posant y; = = et y; = 0 si

i 7 J- On a ||(y)ictll = [l et [Im(a)(y:)ierll = llm;(a)z]| done [lw(a)[| = sup||lm;(a)zl|, j € I, = €
Hy, flefl < 15 O

La représentation 7 ainsi définie est appelée somme directe des représentations m; et notée @m.
iel

6.2 Opérateurs d’entrelacement.

Si H est un espace hilbertien et X est un sous-ensemble de L(H), le commutant X' de X dans L(H)
est {T'e L(H), Ve e X, Te =2T}.

Soient m; et my des représentations d’une algebre involutive A. On appelle opérateur d’entrelacement
de m; et my tout opérateur T' € L(H,,, H,) tel que, pour tout = € A, on ait T'my(x) = ma(x)T. On note
Hom(7, m9) 'espace vectoriel des opérateurs d’entrelacement de 7 et my. On appelle commutant de la

représentation 7 'espace End(7) = Hom(m, 7). Cest le commutant 7(A)’ dans £(H,) de la sous-algebre
m(A).

6.2 Proposition. Soient w1, m et w3 des représentations d’une algébre involutive A dans des espaces
hilbertiens Hy, Hy et Hs respectivement.

a) Si T € Hom(my,ms) alors T € Hom(my, 7). St T € Hom(m,ms) et S € Hom(my, w3) alors
ST € Hom(my, m3).

b) Le sous-espace Hom(my, mo) de L(Hy, Hy) est fermé pour la topologie faible.

c) Le commutant de la représentation m; est une sous-C*-algébre de L(H}).

Démonstration. b) Hom(m,m) = {T € L(Hy, Hy), Yo € Hy, Yy € Hy, Ya € A, (my(a™)z, Ty) =
(x,Tm(a)y)} donc est faiblement fermé.

a) est élémentaire et c¢) résulte de a) et b). O
6.3 Proposition. Soient m une représentation d’une algébre involutive A dans un espace hilbertien H

et E un sous-espace fermé de H. Notons P € L(H) le projecteur orthogonal d’image E. Alors E est
stable par w si et seulement si P € End(7).

Démonstration. a) Remarquons que E est stable par un opérateur 7' € L(H), si et seulement si
PTP = TP, ie si (1 —P)TP = 0.Si P € End(w), pour tout T € w(A), on a PT = TP, donc
multipliant a droite par P on en déduit que E est stable par 7.

Si E est stable par 7, il en va de méme pour (1 — P)H = E* donc, pour tout 7' € n(A), on a
(1— P)TP =0 = PT(1 — P), donc TP = PTP = PT. O
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Deux représentations d’une algebre involutive sont dites équivalentes si elles admettent un opérateur
d’entrelacement unitaire.

Si F' est un sous-espace fermé de H, stable par 7, alors 7 est équivalente a 7p ® mp.L.

6.4 Proposition. Soient m; et my des représentations d’une algébre involutive A et T € Hom(my, ms).

a) L’image (resp. limage réciproque) par T d’un sous-espace de Hy, (resp. Hy,) stable par m; (resp.
o) est stable par o (resp. m ).

b) L’adhérence de TH,, et kerT sont des sous-espaces de H, stables par m; et my respectivement.
c) Notons T' = u|T| la décomposition polaire de T'. Alors uw € Hom(my,m5) et |T| € End(my).

d) La restriction de m a l'adhérence de T*H,, et celle de mo a l'adhérence de TH,, sont des
représentations équivalentes.

Démonstration. a) est clair et b) résulte de a) et de ce que 'adhérence d’un sous-espace stable par une
représentation est stable.

Par la prop. [6.2la), T*T € End(m;) donc par la prop.[6.2] ¢) |T| € End(m;). Par la prop. [3.24le), u est
limite forte d’une suite 7,, d’éléments de Hom (7, m2) , donc u € Hom(7, m2) par la prop. [6.2] b), d’ou
c). Enfin, la restriction de u est un opérateur unitaire de ’adhérence de T*H,, sur celle de TH,, qui
entrelace les restrictions de 7 et my, d’ou d). O

Deux représentations d’une algebre involutive sont dites disjointes si elles n’admettent pas de sous-
représentations équivalentes non nulles.

6.5 Corollaire. Deux représentations sont disjointes si et seulement si elles n’admettent pas d’opéra-
teur d’entrelacement non nul.

Démonstration. Soient m; et my des représentations de A. Si T' € Hom(m, m2) est non nul, m et my
admettent des sous-représentations équivalentes non nulles par la prop. .d).

Si F; est un sous-espace invariant de H,, stable par m; (i = 1,2) et T' € L(F}, F») est un opérateur
entrelagant les restrictions de m;, 'opérateur S € L(H,,, H,) qui coincide avec T' sur F} et est nul sur
Fll entrelace m; et my, d’ou la réciproque. O

6.3 Représentations cycliques

Soit 7 une représentation d’une algebre involutive A. Pour tout sous-ensemble S de H, le sous-espace
fermé de H, engendré par { m(a)z, a € A, x € S} est stable par 7. On dit que le sous-ensemble S de
H, est totalisateur pour 7 si le sous-espace de H, engendré par { w(a)z, a € A, x € S} est dense dans
H,. Un vecteur x € H, est dit totalisateur pour 7 si {x} est totalisateur pour 7. La représentation
est dite non dégénérée si H, est totalisateur pour 7. Cela signifie que le A-module H,; est non dégénéré

(cf. p. .
Soient H un espace hilbertien et B une sous-algebre de £(H). Un sous-ensemble S de H est dit

séparateur pour B si’application qui a b € B associe sa restriction a S est injective. Un vecteur x € H
est dit séparateur pour B si {z} est séparateur pour B.

6.6 Proposition. Soient m une représentation non dégénérée d’une algébre involutive A dans un espace
hilbertien H . Un sous-ensemble S de H est totalisateur pour w si et seulement s’il est séparateur pour
son commutant.
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Démonstration. Supposons S totalisateur pour 7. Soit b € 7(A)". Si b s’annule sur S, pour tout a € A
et tout z € S on a brr(a)xr = w(a)bxr =0 donc b= 0.

Réciproquement, soit £ 'adhérence dans H du sous-espace vectoriel engendré par {7(a)x, a € A, x €
S} et notons P le projecteur orthogonal de H d’image E. Alors P € 7(A)’ (prop. [6.3]) et pour tout
r €S, Pr=u;siS est séparateur pour 7(A)', P =1, donc F = H et S est totalisateur pour 7. [J

6.7 Définition. Une représentation d’une algebre involutive est dite cyclique si elle admet un vecteur
totalisateur.

6.8 Corollaire. La somme de deux représentations cycliques disjointes est cyclique. La somme d’une
suite de représentations cycliques disjointes deux a deuz est cyclique.

Démonstration. Soient (7,) une suite de représentations cycliques disjointes deux a deux. Par le corol-
laire le commutant de @ 7, est le produit £*° des End(m,). Or, si x, € H,, est séparateur pour

. 1
End(m;) (¢ =1,2) et, alors —1, € H  est séparateur pour End T) . O
(m3) ( ) %ZNlJrnllan GP p p (6? )
6.9 Proposition. Toute sous-représentation d’une représentation cyclique d’une algébre involutive est
cyclique.

Démonstration. Soit x un vecteur totalisateur pour la représentation m d’une algebre involutive A . Soit
E un sous-espace de H, stable par 7 et P le projecteur orthogonal d’image F . Alors Pr(A)x = w(A)Px
est dense dans E donc Pz est totalisateur pour 7. O

6.10 Lemme. a) Soient H un espace hilbertien et Py, Py € L(H) deux projecteurs orthogonaux
d’images respectives Ey et Ey. L’adhérence dans H de l'image de (1 — Py) Py est l’orthogonal de
E. dans le sous-espace fermé F' engendré par E; et Fy.

b) Soient ™ une représentation d’une algébre involutive A et E;, i = 1,2 des sous-espaces de H,
stables par w. Notons F' le sous-espace fermé engendré par Ey et FEy. Alors les restrictions de
7w a lorthogonal de Ey dans F et a l'orthogonal de Fy N Ey dans Ey sont équivalentes.

Démonstration. a) L’adhérence E de I'image de (1— P;)P; est I'orthogonal du noyau de son adjoint
Pi(1 — Py); ce noyau contient E, et son intersection avec 'orthogonal Ey de Ey est Fi- N F;- .

Donc E = Ey N (BN EH)* = By N F, puisque F- = B} N E;.
b) Notons P; et P, les projecteurs orthogonaux de H, d’images respectives E; et E,. Posons
T = (1 — P))P,. Par a) 'adhérence de im T est Ei N F et comme l'espace fermé engendré par
Ei et Ef est (E; N Ey)*, Padhérence de im T est F, N (B N Ey)* . Comme T € End(r), les
restrictions de m a ces sous-espaces sont équivalentes par la prop. .d). O

6.11 Proposition. Soit m une représentation non dégénérée d’une algébre involutive A et S un sous-
ensemble de H, totalisateur pour w. Il existe une famille totale (E,).es de sous-espaces fermés deux
a deux orthogonaux de H, stables par w telle que pour tout x € S la restriction w, de @ a E, est
équivalente a une sous-représentation de la restriction de w a 'adhérence de w(A)z .

Démonstration. Pour une partie T de H, notons Fr le sous-espace fermé engendré par 7(A)T . Mu-
nissons S d’un bon ordre. Pour z € S, notons E, 'orthogonal dans F{,cg, »<zy de Floes, v<ay -
Par le lemme [6.10b), la restriction de 7 a E, est équivalente a une sous représentation de Fy, . Par
récurrence transfinie, pour toute partie commencante J de S, le sous-espace fermé de H, engendré par
E,, v € Jest F;. Donc les E, sont deux a deux orthogonaux de somme H . O]

6.12 Corollaire. Toute représentation non dégénérée d’une algébre involutive est somme directe de
représentations cycliques. U
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6.4 Formes positives et représentations

6.13 Définition. Une forme linéaire f sur une C*-algebreA est dite positive si f(A,) C R,.

Soient H un espace hilbertien et B = L(H) la C*-algebre des endomorphismes continus de H. Pour
tout € H, la forme linéaire f, : T + (x,Tx) est positive sur B car f,(T*T) = (T, Tx) = | Tz|*.
Soient A une C™-algebre et m: A — B une représentation. Il est clair que la forme f, o 7w est positive
sur A. Nous allons montrer que toute forme positive est de cette forme.

Soit f une forme linéaire positive sur une C*-algebre A. Pour a,b € A posons (a,b); = f(a*b). Pour
tout a € A, on a f(a*a) > 0 donc la forme sesquilinéaire ( , ); ainsi définie sur A est positive. On note
H ¢ lespace hilbertien séparé complété de I'espace préhilbertien (A, (, )f) et ny : A — Hy 'application
canonique de A dans son séparé complété. Par définition, pour tout a,b € Aona (ns(a),ns(b)) = f(a*b).

6.14 Proposition. Soit f une forme linéaire positive sur une C*-algébre A. Il existe une (unique)
représentation involutive wy de A dans lespace hilbertien H telle que pour tout a,b € A on ait ns(ab) =

mr(a)ns(b).

Démonstration. Soit a € A tel que ||a|| < 1. Notons h Papplication s — 1 — (1 — s)/? définie sur

Spa*a C [0,1]. Posons ¢ = h(a*a); ¢’est un élément hermitien de A et I'on a (1 —¢)? + a*a = 1 (dans
A). Pour tout b € A, on a (b — ¢b)*(b — ¢b) + b*a*ab = b*b, donc

I O)I1* = lIns(ab)|I* + [Ing (b — cb)|*.

En particulier, ||ns(ab)|| < [|ns(b)|; Papplication linéaire b +— n(ab) est donc continue de l'espace
préhilbertien (A, (, )s) dans H; donc s’étend en un opérateur m¢(a) du séparé complété Hy dans Hy.
I est clair que I'application 7 ainsi définie est une représentation involutive. O

Il en découle immédiatement que, si A est unifere, toute forme linéaire f positive sur A est continue
et || f]] = f(1). En effet, posons & = n(1). Par la prop. |3.14la), on a ||7¢(a)|| < |la|| donc |f(a)| <
lalll&s11* = llall £(1).

6.15 Proposition. Soit A une C*-algébre. Notons A ’ensemble ordonné filtrant A = {z € A, , ||z| <
1}.

a) Toute forme linéaire f positive sur A est continue et li/r\n(f(a)) = fl-

b) Pour qu’une forme linéaire f sur A soit positive il faut et il suffit qu’elle soit continue et que

sup{ Re(f(a)), a € A} = 1]

Démonstration. a) Soit a, une suite d’éléments de A telle que lim a, = 0. Alors il existe des
éléments a,b € A et des suites b, et ¢, dans A tels que lim b, = lim ¢, = 0, a, = ab, et
by = b*c, pour tout n (on applique deux fois le corollaire . On a donc a,, = ac,b et, avec
les notations de 1a prop 1, f(an) = (17(a"), 4(cans(8)) et [ ()| < lns(a*)liealllns(B)]l. Donc
lim f(a,) = 0, d’ou la continuité de f.

Soit © € A tel que ||z| < 1. Pour tout @ € A, on a f(axr) = (n(a),n(z)), donc |f(az)]* <
In(a)|*In()||*? = f(a®)f(z*z) < sup{f(a), a € A}* (vu que a®> € A et 2"z € A). Or
flz) = lijlxnf(a:c), donc ||f]| < sup{f(a), a € A}. Comme f est croissante de A dans R,

on a sup{f(a), a € A} = li/{n(f(a)).
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b) Si f est positive alors elle est continue et sup{Re(f(x)), = € A} = || f|| par a).
Inversement supposons que f est continue et que sup{Re(f(z)), = € A} = || f]l.

Soit x € A, tel que ||z]| < 1. Alors pour tout y € A, [y — z|| < 1, d’ou l'on déduit que
sup{Re(f(y) — f(2)), y € A} < |[fl[ i-e [[f]l = Ref(z) < [If]| donc Ref(x) > 0. I s’ensuit
que 'application x +— Re(f(z)) est croissante de ’ensemble ordonné filtrant A dans R, donc

lim Re(f(x)) = [If]-

Pour conclure, il suffit de montrer que f est hermitienne. Soit h un élément hermitien de A;
écrivons f(h) = a + ib avec a,b € R. Pour tout nombre réel ¢ et tout x € A on a :

|z + ith||* = |2 + t*h? + it(zh — hx)|| < 1+ 2||h2| + |t|||xh — ha||
Or lijl\nxh = li/{n hz = h donc lij{n |zh — hz|| = 0 et limsup ||z + ith||* < 1+ *||R?.
A

Enfin, li{{nRef(x +ith) = ||f]| — tb. On a donc (||f]| — tb)* < || fII(1 + £*||h?||). Ceci ayant lieu
pour tout ¢, on trouve b = 0, i.e. f(h) est réel. ]

6.16 Proposition. Soient A une C*-algébre et f une forme linéaire positive sur A. Il existe un vecteur
& € Hy tel que ||&4])2 = || f|| et pour tout x € A on ait n(x) = 7p(2)E; et f(x) = (&5, mp(2)Es).

Démonstration. Soient a,b € A tels queb > a;ona (b—a)®> < b—adonc |9 (b)—ns(a)|® = f((b—a)?) <
f(0)—f(a) < ||f]|— f(a). Il S’ensuit immédiatement que la famille (1¢(a))qea converge. Soit &f sa limite.
Pour tout x € A on a
np(x) = lim 7y (za) = lim m;(z)n;(a) = 74 (2)¢s
et
fle) =lim f(ax) = lim (np(a), 7p(2)E5) = (€5, mp(2)E5) -
Cette derniere égalité montre que || f]| < [|€]|?; enfin, [|&/]]* = li/r\n fa®) < £l O

Le triplet (Hy, ms, &f) s’appelle construction de Gel’fand-Naimark-Segal associée a la forme f.

6.17 Corollaire. Toute forme linéaire positive f sur une C*-algébre A admet une unique extension
en une forme positive strictement continue sur l’algébre des multiplicateurs M(A).

Démonstration. Etendons la représentation 7y en une représentation m de M(A). Alors, la forme
x — (§p, m(2)€s) convient. L'unicité résulte de la densité stricte de A dans M(A). O

Soient 7 une représentation d’une algebre involutive A et x € H, un vecteur totalisateur. Notons f
la forme a +— (x,m(a)x) de A. Notons 7y I'application canonique de A dans son séparé complété H;
pour le produit scalaire (a,b) — f(a*b). Pour a,b € A, on a (n(a)x,m(b)x) = f(a*b) = (ns(a),ns (b)) .
Comme les espaces m(A)x et n7(A) sont denses dans H et Hy respectivement, il existe un (unique)
opérateur unitaire U € L(H, Hy) tel que U(n(a)z) = ns(a) pour tout a € A. Notons alors 7y la
représentation de A dans Hy donnée par m¢(a) = Un(a)U*. Le triple (Hy, m, Uz) est clairement la
construction de Gel’fand-Naimark-Segal associée a la forme f.

En particulier, une représentation est cyclique si et seulement si elle est équivalente a une représentation
de Gel'fand-Naimark-Segal ; une représentation non dégénérée est somme de représentations de Gel’'fand-
Naimark-Segal.

Soit A une C*-algebre. On note A, 'espace de Banach réel ordonné des éléments hermitiens de A.
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6.18 Proposition. Soit X [’espace compact des formes linéaires positives sur A de norme < 1, muni
de la convergence faible. L’application F qui a a € Ay, associe la fonction f +— f(a) est un isomorphisme
isométrique de l’espace de Banach ordonné Ay sur un sous-espace de ’espace de Banach ordonné des
fonctions continues réelles sur X.

Démonstration. 11 est clair que F' est linéaire. Comme A, est un cone convexe fermé de Ay, le théoreme
des bipolaires montre que a € A, <= F(a) > 0. Montrons enfin que F' est isométrique. Soit a un

élément non nul de Ay, ; posons a™ = f(a) out f :t+ sup(0,t) et a~ = a* — a; quitte & changer a en
—a, on peut supposer que |[a” || < |la*] i.e. que ||a|]| = ||a™||. Soit f une forme linéaire continue sur
A telle que || f|| = 1 et f(a™) = ||a||. Il résulte de la prop. [6.15b) que f € X ; comme a* < |a], il en
résulte que f(|a|) = |lal|, donc f(|a|) = ||a|| et comme a = 2a™ — |a|, f(a) = ||a||, d’ou le résultat. O

Remarque. — Soit x € A; écrivons © = h + ik avec h et k hermitiens. Pour tout f € X, f(h) et f(k)
sont réels, donc |f(z)| = |f(h)| et |f(x)| = |f(k)|. Donc

]l < [[2ll + [kl = sup{ [f(R)], f e X} +sup{|f(K)], fe X} <2sup{[f(z)], feX}.

1 . , 01
Cette inégalité est optimale comme le montre 'exemple z = < )

0 0

6.19 Corollaire. Soit f une forme linéaire continue hermitienne sur A. Il existe alors des formes
positives fT et [~ sur A telles que f=fT— f~ et |[fll=/TI+ /]

Démonstration. Identifions Aj, a un sous espace de C'(X) avec les notations de la prop. D’apres
le théoreme de Hahn Banach, la restriction de f a A, se prolonge en une forme linéaire continue
hermitienne p sur C(X), de méme norme que f. La mesure p sur X s’écrit sous la forme pu™ — = avec
put et u positives et ||p|| = [[uT|| + ||~ ||. 11 suffit alors de prendre pour f* (resp. f7) la restriction &
Ay, de pt (resp. o). O

Remarque. — Soit f une forme linéaire continue hermitienne sur A. Il existe alors un unique couple
(f*, f7) de formes positives sur A telles que f = f* — f~ et ||[fl| = /T + /7| (¢f exerc. 77).

6.20 Corollaire. Pour tout x € A il existe une représentation m de A dans un espace hilbertien telle
que [|7(z)|| = [|lz[|-

Démonstration. Par la prop. 6.18] il existe une forme linéaire positive f sur A telle que [|f]] < 1 et

f(z*x) = ||=|*. Soit (H;,7s,&f) la construction de Gel'fand-Naimark-Segal associée a la forme f. Par
la prop. , 14012 = |1 £]] < 1. Alors ||[7p(2)| = |7 (2)éf))* = f(2*x) = ||z||>. L'inégalité dans I'autre
sens résulte de la prop. a). O

6.21 Théoreme. Toute C*-algebre admet une représentation isométrique dans un espace hilbertien.

Démonstration. Soit A une C*-algebre. Par corollaire[6.20, pour tout a € A il existe une représentation

7, telle que ||, (a)|| = ||al|. La représentation @ 7, est alors isométrique par les prop.|3.14la) et . O
acA

Si la C*-algebre A est séparable, on a de plus :

6.22 Proposition. Soit A une C*-algébre séparable.
a) Il existe une forme linéaire positive f sur A telle que {a € A, f(a*a) =0} = {0}.
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b) Il existe une représentation isométrique de A dans un espace hilbertien séparable.

Une forme positive f est dite fidéle si {a € A, f(a*a) =0} = {0}.

Démonstration. a) Soit (a,) une suite d’éléments de A, dense dans A et, pour tout n, soit f,
une forme linéaire positive sur A telle que f,(a’a,) = ||a.||* et || f.|| = 1 (prop. [6.18). Notons
(Hy,,m,, &) la construction de Gel’fand-Naimark-Segal associée et posons f = Z 27" f,,. Soit

a € A, a#0etn e N tel que |la — a,| < |la]]/2, donc ||a — a,| < |lan]]. On a alors,
75, )&z, | = lImp, (an)ér, | = lla = anll = llan]| = lla — anll > 0, donc f,(a"a) = |7z, (a)8y, |I* > 0
et, comme f(a*a) > 27" f,(a"a), f(a*a) # 0.

b) Soit f une forme positive fidele et notons (Hy, 7y, &s) la construction de Gel’fand-Naimark-Segal
associée. Pour tout a € A, a # 0, on a (mp(a)és, mr(a)és) = f(a*a) # 0 donc ms(a) # 0.
L’homomorphisme de C*-algebres mp : A — L(Hy) est injectif donc isométrique par la prop.

B1db). 0

6.23 Proposition. Soient m une représentation d’une C*-algebre A dans un espace hilbertien H et
x € H; notons f la forme positive a — (x,m(a)x) .
a) Pour tout T € End(m) tel que T < 1 la forme fr : a — (x,m(a)x) est positive sur A et est
magjorée par f i.e. f — fr est positive.
b) Toute forme positive majorée par f est de la forme fr.

c) Six est totalisateur pour w, Uapplication T — fr est injective.

Démonstration. a) Ona fp(a) = (TV%z, w(a)T"?z) donc fr est positive. Il en résulte que f— fr =
fi_r est positive.

b) Soit ¢ une forme positive majorée par f et soit (Hy, m,,&,) la construction de Gel'fand-Naimark-
Segal associée & g. Pour tout a € A, on a ||7,(a),|* = gla*a) < f(a*a) = ||x(a)z|*, donc il
existe une unique application linéaire continue S € L(H,, H,) telle que pour tout a € A on ait
Sm(a)r = my(a)é, et, pour tout y € H,, orthogonal a m(A)xz, Sy = 0. Alors ||S|| < 1. Soient
a,b € Aety € H,, orthogonal a mw(A)x; posons z = w(b)x + y comme 7(a)y est orthogonal a
m(A)x, on a St(a)z = my(ab)§, = m4(a)Sz. Donc S € Hom(w,m,) et, pour tout a € A, on a
g(a) = (Sz,my(a)Sz) = (x,m(a)S*Sz) ; donc g = fg+s.

c) Pour tout a,b € A, (mw(a)x,(T — S)m(b)x) = fr(a*b) — fs(a*b). Si fr = fg alors (T'—S) envoie
7(A)x dans son orthogonal. Si de plus = est totalisateur pour A, T'= S n

6.5 Représentations des C*-algebres commutatives

Soit A = C'(X) une C*-algebre commutative.

6.24 Remarque. Remarquons que C'(X) est séparable si et seulement s'il existe une suite f,, de fonc-
tions positives sur X avec || fullco < 1 engendrant C'(X) comme C*-algebre, i.e. qui séparent les points
de X (d’apres le théoreme de Stone-Weierstrass). Cela a lieu si et seulement si X est homéomorphe a
une partie fermée du compact [0, 1]" - soit si et seulement si X est métrisable.

On fixe donc un compact métrisable X.

On appelle mesure de Radon sur X une mesure positive borélienne finie (si X est localement compact,
une mesure de Radon sur X une mesure borelienne finie sur ls compacts).
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Soit g une mesure de Radon sur X. L’application [ / f(z)du(z) = u(f) est une forme linéaire
X
positive sur X. Dans un sens, p prolonge aux fonctions boréliennes cette forme linéaire.

Rappelons le théoreme essentiel suivant :

6.25 Théoréme (mesures de Radon). Pour toute forme linéaire positive sur C'(X) il existe une et une
seule mesure (borélienne finie) qui la prolonge. U

Soit p une mesure de Radon (positive) sur X. On note L*(X, ) I'espace hilbertien des fonctions de
carré intégrable sur X pour la mesure p (modulo les fonctions p-négligeables). Le produit scalaire sur

L*(X, pt) est donné par la formule (£, n) = / E(t)n(t) dt .
b

Rappelons que I'image de C'(X) dans I'space L?(X, 1) est un sous-espace dense de LQ(X,_,u), de sorte
que L*(X, ) s’identifie au séparé-complété de C'(X) muni du produit scalaire (f, g) — u(f g).

6.26 Proposition. Soit u une mesure de Radon sur X. Pour f € C(X) Uapplication & — f€ est un
opérateur My sur L*(X, ).

a) L’application f — My est une représentation de C'(X) dans L*(X, u)
b) L’action de C(X) par multiplication dans L*(X, i) est une représentation que l’on notera M,,.
U

6.27 Proposition. Soient m une représentation de C(X) dans un espace de Hilbert H et £ € H un
vecteur cyclique.

o L’application f > (&, 7(f)E) est une mesure de Radon p sur X .

e La représentation m est équivalente a M, .

Démonstration. La premiere assertion est claire.

L’application (f,g) / f(t)g(t)dt est un produit scalaire. Notons E l’espace préhilbertien C'(X)
X

muni de ce produit scalaire. L’application f +— 7(f)¢ est une isométrie de E dans H, ; elle définit
un opérateur unitaire U du séparé complété L*(X,u) de E sur 'adhérence H de 7(C(X))¢. Pour
frg € C(X)onaU(fg) =n(fg)é = n(f)m(9)§ = n(f)Ug, d’ou il résulte que U est un opérateur
d’entrelacement. O]

Calcul de M,(A)" = End(M,)

6.28 Proposition. a) Soit p € L>®(X,pn). Il existe J/\\I/“(go) € End(M,) telle que pour tout £ €
L*(X, ) on ait M, ()¢ = €. De plus | M, ()| est le sup essentiel ||¢||o de ¢ pour la mesure
L.
b) Inversement, pour tout T € End(M,), il existe un unique p € L>(X, ) tel que T = Mu(go).

Démonstration. a) Comme |p| est presque partout majoré par ||¢||e, on a |p€| < ||¢||oo €| presque
partout, donc [[¢€|la < [|¢llsoll€ll2- On en déduit qu'il existe M,(¢) € L(L*(X,u)) telle que

M (p)€ = € et |Mu(@)]| < [@lloo-
Si 0 <t < |¢]leo, posons & le fonction caractéristique de {z € X; |p(x)| = t}. Alors ||&]|2 # 0
et [|&ill2 = t[|&[l2. On en déduit que || ()] = [[¢]l-

Enfin, il est clair que ]T/[;(@) entrelace M,,.
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b) Notons 1, € L*(S, 1) la classe de la fonction 1 et posons ¢ = T1, € L*(X, u).

Pour tout f € C(X), on a T(f1,) = fT(1,) = fep, donc | foll* < |TI*If1,.]1*, de sorte que la
mesure (||T|* — ||*)u est positive. On en déduit que ¢ € L(X, i) et ||p]loo < ||T||. Par densité
de C(X)1, dans L*(X, u) on en déduit que T = M, (). O

6.29 Corollaire. On a M, (A) = M,(A)" = M,(L>®(X, 11)).

Démonstration. 1l résulte de la proposition que M,(A)" = MM(LOO(X, ).

Comme M,,(A) est commutative, on a M,(A) C M, (A)', donc M,(A)" C M,(A)"; comme M,(A)" est
commutative, on a M, (A) C M,(A)". O

Rappel sur la dérivée de Radon-Nikodym. Soient u et o deux mesures positives finies sur X.

Posons i1 = 1 + po. Toute fonction f sur X mesurable pour p est mesurable p; et 'on a / |fI? dpy <

/|f|2 dyi. Donc il existe une application linéaire continue 7 :€ L(L*(X,u)) — L(L*(X,p1)) qui & la

classe dans £(L*(X, 1)) d’une fonction sur X mesurable pour p de carré intégrable pour u, associe sa
classe dans L*(X,v). Il est clair que T € Hom (M, M,,) et |T|| < 1. Posons p = T*1,, = T*T1,,.

Par la proposition précédente, on a p € L>(X,u) et T*T = Mﬂ(p). En particulier, p est (presque
partout) positive et, pour f,g € L*(X, i), on a

/ngu1=<Tf|Tg> (fIT*Tg), /fgpdu

Si h € LY(X, u), on peut écrire h = f g avec f,g € L*(X, u) et 'on a donc /hdul = /hpdu, soit
fi1 = p.

Notons alors pf la fonction caractéristique de {z € X; p(x) = 1} et pj la fonction caractéristique de
{z € X; p(x) =0}. On note p} = p—py” et enfin p), =1 —p — ph.

On pose alors i = pip et pf = pip'. On a p; = p 4 . Les mesures jiy et 5 sont équivalentes : on a

py = Opy, ol (5( ) = ( p(x ))/p( ) pour x # 0 est p)-presque partout non nulle; les mesures puf, pf
et py sont étrangeres.

Pour les représentations, on a :

a) Sip et po sont équivalentes, écrivant y1o = 0y, les représentationsM,,, et M, sont équivalentes :
Papplication € — §~/2¢ est un isomorphisme de L?(X, 1) sur L2(X, pi2) qui les entrelace.

b) Si pq et po sont étrangeres, alors M, 1,, = M,, & M,,. Tout T € Hom(MHl, M,,) définit un
élément de la forme (1 — p)Sp de End( u1+u2) ou p est le projecteur sur L? (X i1). Comme
End(M,,+,,) est commutatif et p(1 — p) =0, il vient 7' = 0.

¢) Dans le cas général, et avec les notations ci-dessus, il vient :
[ ] OnaMuiZMu;@Mu
e Les représentations M., M, et M,y sont deux a deux inéquivalentes
e On a Hom(M,,, M,,) ~ Hom(M s M, )~ L°(X, ).
Plus précisément

6.30 Proposition. Soient p; et o deux mesures positives finies sur X . Notons 6 = dus/dpy la dérivée
de Radon-Nikodym de py par rapport & pa, de sorte que py = dpus.
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a) Soit ¢ € L®(X, 1) . Pour tout € € L*(X, ), 6"20¢ € L*(X, uy) et M(Lp) € Hom(M,,,M,,)
ote M(@) : L*(X, 1) — L*(X,p2) désigne Uapplication € — p'/?
essentiel de ¢ pour la mesure i .

€. De plus ||M,|| est le sup

b) Pour tout T € Hom(M,,, M,,) il existe un unique ¢ € L>=(X, 1) tel que |¢|pu1 soit absolument
continue par rapport a py et T = M. O

6.31 Corollaire. Soit m une représentation non dégénérée de A .

a) Il existe une famille (uy)ren de mesures sur X telle que la représentation 7 soit équivalente a
B
keN

b) Il existe un espace localement compact Y , une mesure de Radon py sur'Y et une application

continue p Y — X tels que la représentation m soit équivalente a la représentation M, ,
définie par M, ,(f)€ = (f o p)¢ pour tout f € Co(X) et tout £ € L*(Y, ).

Démonstration. a) Résulte du corollaire et de la proposition [6.27]

b) en résulte en posant Y = X x N, ot 'on a muni I de la topologie discrete, et notant p : Y — X
la projection et py la mesure dont la restriction a X x {i} soit p; . ]

6.32 Proposition. Soit ™ une représentation non dégénérée de A. Pour tout & € H, notons pe la
mesure f— (£, m(f)E) sur X . On suppose que ’espace hilbertien H, est séparable. Il existe & € H, tel
que 1, soit absolument continue par rapport a pe pour tout n € Hy .

Démonstration. Par le corollaire 6.31, on peut supposer que 7 est une somme @M#k. Quitte a

kEN

multiplier les i par des constantes convenables, on peut supposer que Z [ est une mesure finie
keN

sur X. Soit n € H, et f; € L*(X, p1;) sa composante. Alors j,, = Z | fi|*pi et, comme chacune des

iel
est absolument continue par rapport a j, p, est absolument continue par rapport a p. Notons enfin
¢ € H, I'élément dont la composante dans L?(;) est la classe de 1. Alors e = p. O

6.33 Définition. Soit 7 une représentation non dégénérée de A dans un espace hilbertien séparable.
On appelle mesure spectrale de 7 la classe de la mesure f +— (£, w(f)&) associée a tout vecteur £ € H;
tel que tel que p,, soit absolument continue par rapport a je pour tout n € H, .

On note B(X) la C*-algebre des fonctions complexes boréliennes bornées sur X.

6.34 Proposition. Soit m une représentation non dégénérée de C'(X).

a) Il existe une unique extension ™ de m a B(X) telle que pour toute suite bornée ( fy)nen d’éléments
de B(X) convergeant simplement vers f € B(X), 7(f.) converge fortement vers w(f) .

b) Pour f € B(X), la norme ||7(f)|| de 7(f) est le < sup essentiel > || f||oou de f pour la mesure
spectrale p de .

¢) On aw(B(X))=m(C(X))".

Démonstration. a) On peut supposer que 7 est la représentation M, , du corollaire m Pour

—~

f € B(X) et £ € L*(Y, ) posons M, ,(f)& = (f op)é. On obtient ainsi une représentation de
B(X) qui étend M,,,. ,. Soit ( f,)nen une suite bornée d’éléments de B(X) convergent simplement
vers 0; pour tout & € L*(Y, ), ||(f. o p)&|| converge vers 0 par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue. Soit 7’ une autre extension de 7, pour tout ¢ € L*(Y, ), les applications
f = &7 (N)E) et f— (& 7(f)E) sont, par hypothese des mesures positives finies sur X qui
coincident sur C'(X) donc sur B(X) et 7’ = 7.
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b) Iest clair que || My, ,(F) = [1f 0 plloouy = [l Flloon:

¢) Soit u un élément unitaire de End(rm); posons 7'(f) = u*T(f)u. Il résulte de 'unicité de 7
que u commute a 7(f) pour tout f. Soit h € End(m) un élément hermitien. Alors pour tout
f€B(X), #(f) commute & u = (h —4)"'(h+1), donc & h =i(u+1)(u—1)"'. On en déduit
que 7(B(X)) est inclus dans le commutant 7(C'(X))” de End(w). Cela prouve que 7(B(X)) C
m(C(X))".

La réciproque, sera rédigée plus tard peut-é&tre... [

Appendice : Multiplicité d’une représentation Soit 7m une représentation non dégénérée de A
dans un espace hilbertien séparable. Pour £ € H,, notons E¢ 'adhérence de m(A){ et pe la mesure

[ & m(f)E)

6.35 Lemme. Soil pi une mesure de Radon sur X. Pour n € N" notons M, la somme de n copies

de la représentation M,. L’espace Hom(MZf, Mﬁ) est formée des opérateurs de multiplication par les
éléments de L™ (X, pi; My (C)) = My (L=(X, p1)).

Démonstration. Une application linéaire continue T € L(L*(X, u)*, L*(X, u)") est donnée par une
matrice (a;;) € Myi(L(L*(X,p))) : pour € = (&1,...,&) € L*(X, i), on éerit TE = (ny,...,m) avec
k

N = Z a; ;&;. 11 est clair que T' € Hom(Ml'f, Mﬁ) si et seulement si a; ; € End(M) pour tout 4,j. [
j=1

Soit g une mesure de Radon sur X et n une application p-mesurable de X dans l'espace discret
N — {0} U {+o00} . Notons € la mesure de comptage sur N ( ¢({k}) = 1 pour tout k) et M, o la
représentation de C(X) dans L*(X, u; (*(N)) = L*(X x N;u x m} par opérateurs de multiplication.
Posons Y = { (z,k) € X x N, k < n(x)} et notons m,, la restriction de 7 & H,,, = L*(Y,u x €).

6.36 Théoreme. Soient m une représentation de A = C'(X) dans un espace hilbertien séparable et
une mesure dans la classe spectrale de . Il existe une application p-mesurable n : X — N—{0}U{+o0},
unique modulo p telle que m soit équivalente a la représentation m,,, .

Démonstration. Montrons l'existence de n. Ecrivons m ~ @MM. Les py sont toutes absolument
keN

continues par rapport a la mesure spectrale pu. Ecrivons [ = prp ou p est une fonction borélienne

intégrable. Posons Y, = {z € X; pr(z) # 0} et notons x; : X — {0,1} la fonction caractéristique de

Y.

Posons alors n = ZXK : X = NU {400} Comme p est la mesure spectrale, ’ensemble {z €

X; n(x) =0} est p-négligeable.

Posons Z={(z,k) e X xN; z €Y} etY ={(z,k) € X xN, k < n(z)}. L’application (x,k) —
Z X;j () est une bijection d’espaces boréliens de Z sur Y et induit un isomorphisme U € L(L*(Z, ux

£), LQ(Y p x €)) qui entrelace 7 et M, ,,

Etablissons 1'unicité de n. Soient n et m deux applications y-mesurables de X dans N — {0} U {+oo}
Supposons que les représentations M, ,, et M, ,, sont equ1valentes et soit uw € H om(M,m, M, )
opérateur unitaire. Alors u entrelace les extensions M n et M, um de M, , et M, ., a B(X) (prop.
Fixons k,f € N — {0} U {+o0} tels que k > ¢, posons B {te X, n(x)=k, m( )= E} notons X sa

fonction caractéristique et posons v = yu. Notons k et ¢ les fonctions sur X constantes égales a k et ¢
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respectivement. La restriction de M, ,, a M, ,,(x)Hx,, s'identifie & M, ; celle de M, ,,, & M, ., (x) H

T,
s’identifie a 7, . La restriction de u définit un opérateur unitaire v € Hom(M, x, M, ). Par le lemme

6.35), il existe une application x + v, de X dans M, (C) telle que, pour tout £ € L*(X,n)" et presque
tout t € X on ait (v€)(x) = v,€(x). Comme v*v =1, on a vjv, = 1; or w*w # 1 pour tout w € My;(C).
Il en résulte que v = 0. Ainsi m = n modulo p . ]

La fonction n du théoreme [6.36[ s’appelle multiplicité de la représentation 7 .

I résulte de ce théoreme que deux représentations de Cp(X) possédant un ensemble totalisateur
dénombrable sont équivalentes si et seulement si elles ont méme mesure spectrale et méme multiplicité.

6.6 Calcul fonctionnel pour les opérateurs normaux

Soit T" un opérateur normal agissant dans 1’espace hilbertien H et notons S son spectre. L’application
f = f(T) est une représentation de la C*-algebre C'(SpT') dans H . Les résultats ci-dessus se traduisent
donc par :

6.37 Proposition. [l existe un espace localement compact Y , une application continue f :Y — C,
une mesure ji sur Y et un opérateur unitaire U € L(H,L*(Y,u)) tels que f(Y) = S et, pour tout
£ LA(Y,p) on a UTU*E = f€.

Démonstration. Résulte immédiatement du corolaire [6.31{b). O
6.38 Théoreme. Soit T' un opérateur normal agissant dans l’espace hilbertien H . Il existe une unique
représentation unifere mr de B(SpT) dans H satisfaisant

a) mr(z) =T ot z est la fonction X\ — X sur SpT .

b) Pour toute suite bornée (f,)nen d’éléments de B(SpT) convergeant simplement vers f € B(SpT)
mr(fn) converge fortement vers wp(f) .

Démonstration. Le théoreme résulte donc de la prop. O

6.39 Définition. Si T est un opérateur normal agissant dans I’espace hilbertien H et si f € B(SpT)
Iélément 77 (f) du théoreme se note f(7T).

Si f est une fonction sur C dont la restriction f & Sp T est borélienne et bornée, on note f(7') 'opérateur
f(T).
6.40 Corollaire. Soit T' un opérateur normal agissant dans l’espace hilbertien H .

a) Si f € C(SpT) les définitions de f(T) données ci-dessus et dans dans la déf. 6.12 coincident.

b) Pour tout f € B(SpT), f(T) est un opérateur normal et commute avec tout opérateur du
commutant de {T , T"}.

¢) Pour tout f,g € B(C) on a go f(T) = g(f(T)).
Démonstration. a) résulte de I'unicité du corollaire|3.11} Comme f(T"), f € B(SpT') est une C*-algebre
commutative, f(7') est normal pour tout f € B(SpT'). La deuxiéme assertion de b) résulte de la prop.

6.34.c). Enfin c¢) résulte de I'unicité dans le théoréme [6.38] O

Notons € la mesure sur N telle que e({k}) = 1 pour tout k € N.
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6.41 Théoréeme. Soit T' un opérateur normal de [’espace hilbertien H séparable. Alors il existe une
mesure p sur Spl, unique a équivalence de mesures pres, une application p-mesurable n @ SpT —
N — {0} U {+00}, unique modulo u et un isomorphisme U : H — L*(S,,pu x €) ou S, = {(2,k) €
SpTxN, k <n(t)} tels que T = U*TyU on Ty est l'opérateur de L*(S,,, ppx¢) donné par (Tof)(z, k) =
2f(z, k) pour tout f € L*(Sp, ju x €) et tout (z,k) € S, .

Démonstration. Résulte aussitot du théoreme [6.361 m

La classe de la mesure p et la fonction n données par le théoreme [6.41] s’appellent respectivement
mesure spectrale et fonction multiplicité de T'.

6.42 Corollaire. Pour que deux opérateurs normauz T et S de ’espace hilbertien H de type dénombrable
sotent unitairement équivalents, il faut et il suffit qu’ils aient méme spectre, méme mesure spectrale et
que leurs fonctions multiplicité soient €gales presque partout. [l

6.43 Remarque. Soient 7" un opérateur normal agissant sur I’espace hilbertien H et A € C. Notons
X la fonction caractéristique de {\} et E) l'espace propre E\ = ker(T — \). Pour x € E) on a
f(T)z = f(A)x pour toute fonction continue f donc pour tout f € B(C); comme (z — \)x, =0 ou z
est la fonction t = t sur SpT", (T'— A\)xa(T) = 0. Donc Py = xa(T') est le projecteur sur E) .

7 Sous-algebres involutives de L(H). Algebres de von Neu-
mann

7.1 Le théoreme du bicommutant de von Neumann

Soit H un espace hilbertien. Pour toute partie B de L(H) le commutant de B dans H est B' = {T €
L(H), VSeA, ST=TS}; le bicommutant de B dans H est B" = (B')'.

Une sous-algebre involutive A de L(H) est dite non dégénérée si I'inclusion de A dans L(H) est une
représentation non dégénérée de A .

7.1 Lemme. Soient H un espace hilbertien, A une sous-algébre involutive non dégénérée de L(H) et
TeA.

a) Alors T est fortement adhérent a A.

b) SiT =T", alors T est fortement adhérent a {S € A, S=S5"}.

c) Si||T| <1, alors T est fortement adhérent a {S € A, ||S]| <1},

d) SiT=T" et ||T|| <1, alors T est fortement adhérent a {S € A, S=5", ||S]| <1}.

Démonstration. Quitte a remplacer A par son adhérence normique on peut supposer que A est une
sous- C*-algebre de L(H) .

a) Soit F une partie finie de H . Notons 7 la représentation de £(H) dans I'espace hilbertien H*
telle que pour tout S € L(H), ¢ € HY | z € F on ait (7(S9)¢)(x) = S&(x). Notons u € H”
I'élément tel que u(z) = x, pour tout x € F'.

Soit P le projecteur orthogonal sur I'adhérence K de w(A)u. Comme 7(A)u est invariant par
m(A), K est invariant par 7(A) donc P € 7(A)" (prop.[6.6la)). Remarquons que P est représenté
par une matrice (Pyy)syer d’éléments de L(H). Comme P € w(A)’, il s’ensuit que pour tout
r,y€ F, P, € A". On en déduit que P commute & m(7). Soit a; une unité approchée bornée
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de A. Par hypothese, pour tout € H, lim a;z = x . Il s’ensuit que 7(a;)u converge vers u donc
w € K. Enfin 7(T)u € K. Ceci ayant lieu pour toute partie finie F' de K, T est fortement
adhérent a A.

b) Supposons que 7' = T™. Par a) il existe une famille (S;);c; d’éléments de A indexée par un
ensemble filtré I convergeant fortement vers T'. Alors S;, S} et (S;+5S])/2 convergent faiblement
vers T'. Donc T est faiblement adhérent a { S € A, S = 5™ }. Il s’ensuit que 7(7")u est faiblement
adhérent au sous ensemble convexe {7(S)u, S € A, S = S*} de H". Par le théoreme d’Hahn-
Banach 7(T")u est fortement adhérent & {7(S)u, S€ A, S=S5"}, doub).

d) Notons f la fonction ¢ — 2¢(1+t*)"" définie sur R . Par restriction f définit un homéomorphisme
de [—1,1] sur lui-méme. Soit g ’homéomorphisme réciproque. Soient a et b deux éléments her-
mitiens de £(H). On a

fla) = f(b) = 2(1+a®*) (a1 +0%) — (1+a*)b)(1+0°) 7"
= 201 +a*) Ya—b)(1+b*)" +1/2f( )(b—a)f(b)

En particulier, pour tout z € H, || f(a)z — f(b)z)| < 2|[(a—b)(1+b*) " x| +1/2|/(b—a)f(b)z] .
On en déduit que lapplication a +— f(a) est continue de I'espace des opérateurs hermitiens
de H muni de la topologie forte dans lui méme. Comme ¢(7") est fortement adhérent & {S €
A, S=5"},T = f(g(T)) est fortement adhérent & { f(S), Se A, S=85"} ={Se€A, S=
ST ISl < 1}

c¢) Considérons My(A) plongé dans Mo(L(H)) = L(H & H). Alors T" = (19* g) est dans le
bicommutant de Ms(A) donc d’apres d) dans 'adhérence de { S € My(A), S=5", ||S|| <1}

Z — b est continue de My(L(H)) muni de la topologie forte dans

L(H) muni de la topologie forte, ¢) en résulte. O

Comme I'application

7.2 Théoréme. Soient H un espace hilbertien et A une sous-algébre involutive non dégénérée de L(H ) .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1)) A=A".

(i1) A est faiblement fermée dans L(H) .

(iii) A est fortement fermée dans L(H) .

(iv) La boule unité de A est faiblement fermée dans L(H) .
(v) La boule unité de A est fortement fermée dans L(H) .

Démonstration. Pour toute partie B de L(H), B'= {T € L(H), Yz,y € H, Yb € B, (b*z,Ty) =
(x,Thy) } est faiblement fermé. Donc (i) <= (ii).

Les assertions (ii) = (iii) et (iv) = (v) sont claires, de méme que (i) = (iv) et (iii) = (v) vu que la
boule unité de L(H) est faiblement fermée.

Enfin (v) = (i) découle du lemme O

7.3 Corollaire. Les adhérences forte et faible et le bicommutant de toute sous-algebre involutive non
dégénérée de L(H) coincident. O

7.4 Définition. Une sous-algebre involutive non dégénérée de L(H) satisfaisant les conditions du
théoreme 1 est appelée algebre de von Neumann.

Le centre d'une algebre de von Neumann est une algebre de von Neumann - donc un L* (X, u).
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7.5 Définition. On appelle facteur une algebre de von Neumann dont le centre est réduit aux scalaires.

7.6 Remarque. Rappelons que £(H) est le dual de £'(H). Soit R € £'(H), I'espace des endomor-
phismes de H de rang fini. La topologie faible de £(H) est o(L(H), R). Comme R est dense dans
L'(H), la topologie faible coincide sur la boule unité de L(H) avec o(L(H), £L'(H)) . Il s’ensuit qu'une
condition équivalente dans le théoreme 1 est : (vi) A est o(L(H), £'(H)) fermée.

Soit B une algebre de von Neumann agissant dans H . Comme B est o(L(H),L'(H)) fermée dans
L(H), c’est le dual de L'(H)/{ f € L'(H), f(B) = {0}}.

7.2 Représentations irréductibles

On dit que la représentation 7 est irréductible si elle est non nulle et les seuls sous-espaces fermés de
H, stables par 7 sont H, et {0}.

7.7 Théoréme. Soit ™ une représentation non nulle d’une algeébre involutive A dans un espace hilber-
tien H . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La représentation 7 est irréductible.

(i) Tout vecteur non nul de H est totalisateur pour .
(#ii) Le commutant de w(A) est réduit a C.
(iv) w(A) est fortement dense dans L(H).

Démonstration. Si 7 est irréductible, m(A)H, est un sous-espace non nul de H, stable par m donc dense
dans H,, donc 7 est non dégénérée. Soit x un vecteur non nul. Alors 7(A)z n’est pas nul (prop. 5.3),
donc il est dense dans H,, donc x est totalisateur pour 7.

La réciproque étant claire, (i) <= (ii).

Supposons que End(m) n’est pas réduit aux opérateurs scalaires. Si a € End(7) n’est pas scalaire alors
h=1/2(a+a") et k =1i/2(a* — a) ne sont pas tous deux scalaires (vu que a = h + ik). Si a € End(m)
est un élément hermitien non scalaire, son spectre n’est pas réduit a un point et il existe des fonctions
réelles continues non nulles f et g sur Sp(a) telles que fg = 0. Alors ker f(a) est un sous-espace fermé
de H, invariant par 7 distinct de H, (puisque f(a) # 0) et de {0} (puisque g(a)f(a) =0 et g(a) # 0).
Donc 7 n’est pas irréductible, donc (i) = (iii).

Le projecteur sur I'adhérence de w(A)H appartient au commutant de w(A) . Si (iii) est vérifiée, comme

7 n’est pas nulle, la représentation 7 est non dégénérée. Donc le bicommutant de w(A) coincide avec
sa fermeture forte (corollaire d’ou (iii) = (iv). Enfin, (iv) = (ii) est clair. O

7.8 Proposition. Toute représentation irréductible d’une C*-algébre est algébriquement irréductible.

Démonstration. Soit m une représentation irréductible de A dans un espace hilbertien H et soit x € H

un vecteur de norme 1. Pour tout y € H, on a 6, ,(x) = y et ||6,.| = ||yl . Par le lemme [7.1]c), il

existe ag € A tel que ||y — m(ag)z|| < 1/2 et |Jag|| < ||y|| . Posons z; = y — w(ag)x . Par récurrence, on

construit une suite a,, d’éléments de A et une suite z, d’éléments de H tels que pour tout n > 1 on ait

llanll <277, ||zu]l < 27" et 2p41 = 2, — m(a,)x. On pose alors a = Zan; onarn(a)r=y. O
neN
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8 Exemples d’algebres d’opérateurs

8.1 Algebres de groupes dénombrables

Soit ' un groupe dénombrable. L’espace de Banach ¢*(T') (muni de la norme || ||;) est une algebre de
Banach involutive :
e pour g € T, notons u, € ¢'(T) la fonction caractéristique de g (i.e. u,(h) = 5;‘ - ou 5;‘ est le
symbole de Kronecker : 52 =18l g=nhet0sinon);

e un élément f € ¢*(T) s’écrit donc Z f(g)u, (somme normalement convergente) ;

gel
e on linéarise alors le produit défini par usup = ugp, ; on obtient le produit de convolution avec les

formules f - fo = Z f1(91) f2(92)ug, g, = Zfl * fa(g)ug ot f1* fa(g Zf1 ) f2(hg)

91,92 gel’ hel
e on veut que u, soit unitaire; or pose donc uy = uy-1, puis f*(g) = f(g7).

8.1 Définition. On appelle C*-algebre pleine du groupe I' et on note C*(I") la C*-algebre enveloppante
de I’algebre de Banach involutive ¢(T') (cf. section [3.7).

On obtient une identification entre représentations unitaires de I', i.e. morphismes de I' dans le groupe
unitaire d'un espace hilbertien, représentations involutives (non dégénérées) de ¢*(T') et représentations
involutives (non dégénérées) de C*(T").

Soit ¢*(T") I'espace hilbertien avec une base hilbertienne (e,),er indexée par T
Pour g € T, il existe un opérateur unitaire \, (resp. p,) agissant sur £%(T') tel que I'on ait A\je, = ey,
(resp. pgen = epg-1) - pour tout h € T'.
Pour g,h € T, on a Ay = AgAp et A} = )\;1 = A\g-1 (1esp. pgn = pgpn et p, = pg_l = py-1).
En d’autres termes, A et p sont des représentations unitaires de I' et définissent donc des représentations
de C*(I).
8.2 Définition. a) La C*-algebre réduite de T est 'adhérence du sous-espace vectoriel de £(¢2(T))
engendré par les A\, pour g € I'. C’est aussi I'image de C*(I") par la représentation .
b) L’algebre de von Neumann du groupe I' est LI' = {)\;; g € I'}".

8.3 Groupes commutatifs. Si [' est commutatif, toutes ces algebres sont abéliennes; si C(I") est
commutative, alors I' est commutatif ; donc une algebre d’opérateurs de I' est commutative si et seule-
ment si ' est commutatif.

Dans ce cas, un caractere sur C; (I') est déterminé par ses valeurs en les éléments \,. 11 détermine donc
un morphisme de groupe I' - U(1) = {z € C, |z]| = 1}.

On identifie alors : R
e SpC*(I") avec le groupe dual I" de I" (i.e. le groupe compact des homomorphismes I' — U(1)) ;

donc C*(T') ~ C(T).
e A travers l'isomorphisme de ¢*(T') ~ L*(T', dh) (o1 dh est la mesure de Haar de I'), on identifie
Cr(T") avec I'action de C(I") par opérateurs de multiplication et LI avec L>(T", dh).

Revenons au cas général. Déterminons le commutant {\;; g € I'}’ et le bicommutant {\,; g € T'}".

8.4 Convolution. a) Pour £,n € () et g €T, posons & *n(g) = Z{'(g)n(g_lh). Par I'inégalité

hel
de Cauchy-Schwarz, cette somme est bien définie et I'on a | x n(g)| < [[£][2]|n]|2
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b) On a ainsi une application bilinéaire continue (£,7) — & *n de £*(T') x (*(T') dans ¢*°(T). Bien
sUr ey * ey, = ey, Pour £, € CI' (combinaison linéaire finie de e,), on a £ xn € CI'. Par densité
de CI" dans ¢*(T"), on en déduit que & * 1 est dans I'adhérence co(T") de CI" pour le norme || ||oc.

c¢) Posons A = {¢ € (*(T'); Vn € (*(T"), £xn € (*(I')}. Remarquons que pour ¢ € A, le graphe de
Iapplication A(€) : n + & *n de £2(T') dans ¢*(T) est {(a, B) € 2(T)?; € xa = j(B)} ol j est
I'inclusion de £*(T") dans co(T'). Comme cette inclusion est continue, ce graphe est fermé, donc
A(€) est continue.

d) On vérifie sans peine que, pour £ € A, on a A(&)* = A(JE), out J : £2(T) — ¢*(T') est I'application
définie par (J€)(g) = &(g~'). En particulier, J¢ € A.

e) Remarquons que, pour £,1 € £ on a (JE) * (Jn) = J(n*€£). On en déduit que I'on a § € A, si
et seulement si pour tout 7 € (2(T"), on a n * & € (*(T). L’application p(€) : n+— 1 * € est alors
continue et I'on a ||p(&)|| = [|A(&)]|-

8.5 Proposition. a) Soit T € {\;; g€ T} et posons §=Te;. Onal € AetT = p(g)

b) Pour{ € A, onap(€) € {\; geT}.
) De méme, {py; g € TY = (AQ); € € A},

On en déduit que, pour &, € A, I'opérateur A(§)A(n) est dans A(A). On vérifie que A(§)A(n) = A(Exn).

En particulier, le produit * est associatif sur A. Comme A contient CI', elle est dense dans ¢*(T"). On
en déduit que A(§) et p(n) commutent.

On a démontré :
8.6 Proposition. {p,;; g€ 'Y ={\;; ge '} et {\;; geT} ={p,; g}

Démonstration. Si A et B commutent, alors A ¢ A” C B'.
Comme {A;; g €'} et {py; g € T'} commutent, on a {\;; g € T} C {p,; g €T},
Comme {p,; g € '} et {\;; g € T'} commutent, {p,; g €'} C {\;; g €'} O

8.7 Le centre de LI'. Soit £ € A. Alors A(§) est dans le centre de L(I") si et seulement si AyA(§) =
A(€)Ag pour tout g € T. Or AA(OA," = (&) ot £'(h) = £(g'hg). Done A(€) est dans le centre de
L(T") si et seulement si & est constant sur les classes de conjugaison de I'. On en déduit :

8.8 Proposition. L’algébre LI est un facteur si et seulement si les classes de conjugaison de T’
distinctes de {1} sont infinies. On dit que T" est ICC.

Citons quelques exemples de groupes ICC :

a) Le groupe PGL,(Z) est ICC. En effet, soit a € GL,(Z) dont le classe de conjugaison dans
GL,(Z) est finie. Notons Z, son centralisateur, qui est d’indice fini dans G'L,,(Z). Soient 7, j €
{1,...,n} avec i # j, et, pour s € C, notons ¢; ;(s) = I,, + sE; ; la transvection correspondante.
Comme Z, est d’indice fini, il existe & € N tel que ¢, ;(k) € Z,. On en déduit que aE;; = E; ja.
Enfin, a est dans le centre de M, (C) puisque 'algebre engendrée par les E; ; est M, (C).

8 [i) avec a de la forme 2% avec k € Z et b de la

forme p277 avec p € Z et q¢ € N. En effet, le centralisateur de tout élément distinct de I est

commutatif, donc d’indice infini.

b) Le groupe des matrices 2 x 2 de la forme (
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c) Groupe libre : Les sous groupes H = {((1) 21k> , ke Z} et K = {(21k (1]) , ke Z} sont

libres dans SLs(R).
Pour cela, on utilise le :
8.9 Lemme du ping-pong. Soit G un groupe, et soient H et K deux sous-groupes de G, tels
que H a au moins 3 éléments. On suppose que G agit sur un ensemble X ayant deuzr parties
non vides disjointes Y et Z telles que :

e Pour tout h € H\ {1}, on a hY C Z.

e Pourtoutk € K\ {1}, ona kZ CY.
Alors H et K sont libres dans G.

Démonstration. On veut montrer que tout mot réduit est différent de 1'identité.
Soit donc m un tel mot réduit. Il y a 4 cas possibles (avec h; € H \ {1} et k; € K\ {1}) :

1. m = hikihoks...k,_1h, avecn > 1 :onamY C Z, donc m # 1.
2. m = kihoks...h,k, avec n > 2. Alors mZ C Y, donc m # 1.

3. m = hikihoky...hyk,. Soit alors h € H, avec h # 1, et h # hy' (rappelons que H a au moins
3 éléments). Alors, par le premier cas, hmh™"' # 1.

4. m = kihoks...h,. Par le cas 3, m™! # 1, donc m # 1. O

Pour appliquer le lemme du ping-pong, on fait agir SL;(R) dans R? et I'on pose Y = {(z,y) €
R* [z| < Jy[} et Z = {(z,y) € R |z] > [yl}.

d) Permutations infinies. Notons &, le groupe des permutations d’un ensemble infini dénombrable
ayant un support fini. Ce groupe est ICC. En effet, la classe de conjugaison de tout élément est
I'ensemble (infini!) des permutations ayant la méme décomposition en cycles.

8.2 Quelques mots sur les produits croisés
8.2.1 Produit croisé d’'une C*-algébre par un groupe discret d’automorphismes

Soit A une C*-algebre unifere. On note Aut(A) le groupe d’automorphismes involutifs de A. Soient
[' un groupe dénombrable et a : I' = Aut(A) un homomorphisme de groupes. On munit 'espace de

Banach ¢*(T; A) des applications a : I' — A telles que Z |lag|| < +o00 du produit défini par
gel

(a*b), = Z anoe (bp-14)

hell
et de I'involution définie par
(a)g = ag-1(ay-1)
On vérifie que, munie de ces opérations, £'(I'; A) est bien une algebre de Banach involutive.
On appelle produit croisé plein associé et on note A x, I' la C*-algebre enveloppante de ¢'(T'; A).

Les représentations non dégénérées de A x, I' dans un espace de Hilbert H sont données par les
représentations covariantes (m,u) de A et I':

o m: A — L(H) est une représentation involutive de A;

o u:I'— U(H) est une représentation unitaire de I'";

e poura € Aet g €D, onam(ay(a)) =ugm(a)u,' (propriété de covariance).

o4



Soit ¢ : A — L(H) une représentation. On définit une représentation covariante (w,u) dans ¢*(T', H)
en posant (uy(§))(h) = &£(h™"g) et (m(a)€)(h) = p(an-1(a))((R)).

On démontre que si p; et @9 sont deux représentations fideles de A, les représentations ainsi construites
de Ax,I" ont méme noyau et définissent donc la méme C*-algebre quotient appelée produit croisé réduit.

8.2.2 Produit croisé von Neumann

Soient H un espace hilbertien, I' un groupe, A C L£(H) une algebre de von Neumann et (u,),er un
homomorphisme de I" dans le groupe des unitaires de H. On suppose que, pour g € ' et a € A, on a
ugau,' € A. On pose ay(a) = ugau,'. L’application oy : A — A est continue lorsqu’on munit A d’une
de ses topologies : normique, forte, *-forte, faible, ultrafaible...

Posons H = (*(T; H). Pour a € A, g,h € T et £ € H, on pose :
(m(a)€)(g9) = a(&(9)) et (Vy&)(h) = ug&(g™"h).

Pour a € A, g,h € I', V, est unitaire, on a V, V), = Vj;, et Vym(a) = 7(ay(a))Vj.
"
L’algebre de von Neumann (W(A) U{Vy; g € F}) se note A x, I

On peut en fait décrire des éléments du commutant de A %, I,

Pour g € T', notons W, 'unitaire de H donné par (W,€)(h) = £(hg). Pour T € A’, notons w(T') € L(H)
donné par (w(T)§)(g) = ugTuyé(g).

On vérifie que [V, W] = [r(a), Wy] = [V, w(T)] = [7(a), w(T)] = 0. On peut démontrer que (71'(14) U

(V,: g€ r})' = (w(A) U {W,; geT})

Supposons que A est commutative. On peut choisir dans A sous-C*-algebre séparable faiblement dense
C(X) invariante par I'action de I'. Donc I' opere par difféomorphismes de X, et A = L*(X, u) ou p
est une mesure finie sur X. On va supposer que I'action de I' est (essentiellement) libre dans X, i.e.
que pour g # 1, ensemble {x € X; gz = x} est u-négligeable.

"

Pour qu’on ait une action de I' sur A = L>(X, ) agissant sur H = L*(X, u1), on suppose que la mesure
g.1 est équivalente & p pour tout g € I'. On a donc g.u = d,u ot §, € LM(X,p) , avec d,(z) € RY
presque partout. On a donc, pour toute fonction borélienne bornée (resp. borélienne positive) sur X

/X F(g)du(z) = /X 5, (2) /() dp(a).

Pour ¢ € H = L*(X,pu) et ¢ € T, notons u,¢ la classe de la fonction définie par (u,&)(z) =
6,2 (@)& (g™ ).

Alors uy est unitaire, et ug, = ugup.

On fait agir A = L>(X,u) sur L?(X,p) par multiplication. Pour ¢ € T' et f € L>(X,u), on a
ugfuy = ag(f), olt ag(f)(x) = f(g~'2).

L’espace hilbertien H = ¢*(I'; H) s’identifie & L*(I' x X;e ® ) ol ¢ est la mesure de comptage sur I

Dans ce cas le représentations définies ci-dessus, s’expriment pour f € A = A, g € T, ¢ € L*(T x
X;e®@u) et (h,z) €' x X par :

o (m(f)E)(h,z) = f(x){(h,z),
o (Vy&)(h,x)=6,%¢(g " h,g ")
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o (Wy&)(h, x) = &(hg, x)
o @O (hx) = Fh2)E(h ).

Soit & € L*(X, ) une fonction (presque) partout non nulle. Notons v € £*(I' x X, ® u) la fonction
définie par v(e,z) = £(x) et v(h,z) = 0 pour h # e.

Le vecteur v est totalisateur pour 'algebre engendrée par w(A) et {W,; g € I'}, donc il est séparateur
pour B=AxT.

Soit b € B.

Remarquons que, pour f € A, on a 7(f)v = w(f)v, donc br(f)v = w(f)bv. Donc b commute a 7(A)
si et seulement si 7(f) et w(f) coincident sur bv. Cest & dire f(h™'2)é(h,x) = f(2)é(h, z) pour tout
h tout f et presque tout x. On en déduit que :

8.10 Proposition. a) On abe A'N B si et seulement si la fonction bu est essentiellement nulle
sur {(h,x); h 'z # x}.
b) Si Uaction de T' dans X est (essentiellement) libre, c’est a dire si, pour tout h € T', h # e,
I’ensemble {x € X; hx = x} est de masure nulle, alors AN B = A.

On en déduit :
8.11 Proposition. Si l'action de T est libre, le centre de L™°(X, ju) x4 T est L=(X, u)*. O

8.12 Définition. Soit I' un groupe agissant sur un espace mesuré (X, ) en préservant la classe de
mesure. On dit que 'action est ergodique si toute partie mesurable I' invariante de X est de mesure
nulle ou son complémentaire est de mesure nulle.

8.13 Corollaire. Si l'action de T est libre, L*°(X, u) Xo ' est un facteur si et seulement si l’action
est ergodique. 0

9 Classification des facteurs en types

Dans ce paragraphe, nous présentons la classification (par Murray et von Neumann) des facteurs en
types I, II et IIL.

9.1 Le treillis des projecteurs

Soient H un espace de Hilbert séparable. On appelle projecteur un projecteur orthogonal. En d’autres
termes un projecteur est idempotent et autoadjoint, i.e. un élément p € L(H) tel que p* = p* = p.

Remarquons que si p, g sont des projecteurs, on a ’équivalence entre :

) p<q; () QA—q)<(L—p); (iil) pH C q¢H; (iv) pg=qp=p.
L’ensemble ordonné des projecteurs est un treillis complet : tout ensemble P de projecteurs admet
une borne inférieure /\ p (la projection sur ﬂ pH) et une borne supérieure \/ p (la projection sur

peEP peEP peEP
> i),

peEP

Soient p,q € M deux projecteurs. Le projecteur p A q sur pH NgH et le projecteur pV g sur 'adhérence
de pH +¢H qui est I'mage de p+q s’écrivent pAqg = x(p+¢q) et pVg = x'(p+q) ou x, X’ : [0,2] — {0,1}
sont les fonctions boréliennes définies par x(t) =1 < t=2¢t X'(t) =1 < ¢ #0.

o6



Plus généralement, si (p,)nen est une suite de projecteurs, le projecteur /\ Dy, SUr ﬂ pnH et \/ Dn
neN neN neN

+oo
sur anH sont x(x) et x'(x) ot z = Z 27 py.
neN k=0

Enfin, si P est un ensemble quelconque de projecteurs de H, il existe une partie dénombrable D, C
U pH et une partie dénombrable Dy C U (1 —p)H telles que

peP peP

vect Dy = ZpH et vectDy = Z(l —p)H.

peEP peEP

Choisissant pour chaque € Dy (resp. © € D) un projecteur p € P tel que x € pH (resp. x € (1—p)H),

on construit une suite (p,) dans P telle que /\ Pp = /\ p et \/ Pn = \/ P.
neN peEP neN peEP

On en déduit immédiatement :

9.1 Proposition. L’ensemble des projecteurs d’une algébre de von Neumann est stable par /\ et \/

9.2 Isométries partielles

Soit H un espace hilbertien.

Pour u € L(H). Les conditions suivantes sont équivalentes : Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) v = wuu; (i) v* = v uu®; (iii) v'u = (v u)?; (iv) v = (uu®)?

En effet, (i) et (ii) se déduisent 'un de l'autre par passage aux adjoints.

(i) = (iil) est clair. Si (iil) est satisfait 7' = u(1 — w*u) vérifie v*T" = 0 donc T*T = 0 et T' = 0, d’ou
(i). Enfin, remplacant u par u* dans (i) <= (iii), on en déduit que (ii) <= (iv).

Un opérateur qui vérifie les conditions équivalentes ci-dessus est appelé une isométrie partielle. Soit
u € L(H) une isométrie partielle. De la condition (ii) (resp. (1)) il résulte que u* et u*u (resp. u et uu™)

ont méme image. On appelle support initial (resp. final) de I'isométrie partielle u € L(H) le sous-espace
u*H (resp. uH) de H.

Si u est une isométrie partielle, posons I', = {(§, u€), £ € uw*H}. C’est un sous-espace fermé de H x H.
Remarquons que si (£,1) € Ty, alors ||€]| = [|n]|. De plus, si (£,1) € H? sont tels que n = uf et

1 * *
II€Il < ||In]| alors (&,7n) € T',,. Le projecteur orthogonal sur T, est 5 (Uuu UUU*) )

9.2 Remarque. Tout sous espace fermé E C H? tel que l'on ait ||€]| = ||| pour tout (£,71) € E est
de la forme I', ou u est une isométrie partielle.

9.3 Lemme. Soient u,v € L(H) des isométries partielles. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) uwu* = vu*; (ii) v'u =u'v; (i) u=ovu'u; (v) u=uu'v. (v) T, CT,.

Démonstration. En effet, on passe de (i) a (iii) en multipliant a droite par u et de (iii) & (i) en multipliant
a droite par u*, d’ou (i) <= (iii). De méme, en multipliant & gauche par u et u*, on voit que (ii)
> (iv).

Si lassertion (iii) est satisfaite, pour fout (§,7n) € I'y, on a £ = w*ug, donc v€ = n. Puisque ||£]| = ||1]|,
il vient (§,n) € ', donc (v).
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Si (v) est satisfaite, pour tout £ € H, on a (u*§,uu*§) € I', C ', donc uu*é = vu*E, d'ou (i).

On a (iv) <= u'u=v"u et, par (iii) <= (v) appliqué a u* et v*, on trouve que (iv) est équivalent
a 'y C Ty - qui lui méme est équivalent a (v) (via la symétrie (€, 1) — (1,£)). O

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que v prolonge u et on écrit © < v. La relation < est une
relation d’ordre sur I’ensemble des isométries partielles de E dans F'.

Siu < v, alors (v—u)*u et u(v—u)* sont nuls d’ou il ressort que (v —u)(v—u)*(v—u) = Vv*Vv—vu'v =
v—u ; donc v—u est une isométrie partielle et il est clair que ses supports initial et final sont orthogonaux
a ceux de u. Réciproquement, si w est une isométrie partielle de supports initial et final orthogonaux a
ceux de u, alors u + w est une isométrie partielle et © < u 4+ w. En d’autres termes, ’application qui a
v associe v — u est une bijection de I’ensemble des isométries partielles v prolongeant u dans 1’ensemble
des isométries partielles w € L(H) de domaine initial et final respectivement inclus dans ker u et dans
ker u*.

9.3 Comparaison des projecteurs d’un algebre de von Neumann

Soit H un espace de Hilbert séparable. On fixe dans ce paragraphe une algebre de von Neumann M et
on note Proj(M) = {p € M; p* = p? = p} I'ensemble de ses projecteurs..

9.4 Définition. Soient p,q € M deux projecteurs.
a) On dit que p et ¢ sont équivalents et on écrit p ~ q s'il existe u € M tel que u*u = p et uu* = q.

b) On écrit p < ¢ s'il existe u € M tel que u*u = p et uu™ < q.

On a évidemment :

9.5 Proposition. L’équivalence des projecteurs est une relation d’équivalence. La relation < est une
relation de préordre (réflexive et transitive)

Démonstration. On a p ~ p (prendre u = p); il est clair que ~ est symétrique (on remplace u par u*).
Sip=u'u, q=v"v=uu" (resp. uu* < ¢ =v"v)etr=uovv* (resp. vv* <), on a (vu)vu = u*(vV)u =
(u*u)® = p et de méme (vu)(vu)* = r (resp. vu(vu)* = v(uu*)v* < (vv*)?* = vu* < 7). O

A l'aide de considérations alla Cantor-Bernstein on a :

9.6 Proposition. Sip < q et ¢ <p alors p ~q.

Démonstration. Soient u,v avec u*u = p > vv* et v*v = ¢ > uu”. Posons ey = p — vv™ et fo = ¢ — uu”

et pour k € N, eg, = (Uu)keo((vu)k)*, for = (uv)kfo((uv)k)*, Cokr1 = Uforv" et fory1 = uegpu®. Enfin,
+o00

posons P = Z€2k+1 et U=ulp—P)+v*P.OnaU'U=pet UU" =q. ]
k=0

Donc I'ensemble Dim (M) = Proj(M)/ ~ des classes d’équivalence de projecteurs de M est un ensemble
ordonné. Pour p € Proj(M), on note [p| sa classe dans Dim(M) = Proj(M)/ ~.

Enfin, on peut ajouter certaines classes de projecteurs de la maniere suivante :

9.7 Proposition. Soient (pn)nen €t (qn)nen deux suites de projecteurs dans M. On suppose que les
projecteurs (pn)nen (1esp. (Gn)nen) sont deux d deuz orthogonauz (i.e. pour m # n on a ppp, = 0 =

UnGm)-
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a) Si pour tout n € N on a p, < g, alors an =< an.
neN neN

b) Si pour tout n € N on a p, ~ g, alors an ~ an.

neN neN
Iei an = \/pn-

Démonstration. En effet, si u, € M est une isométrie partielle avec uu, = p, et uyu, < g, (resp.
Uply = ¢p) alors u = Z u,, est une isométrie partielle (telle que I';, = @ [y, ) qui satisfait u*u = Z Dn
neN

et uu® < an (resp. uu* = an) O]

Convenons ici de dire que la famille (o, . .. z,—1) et plus généralement (x;) ey est sommable » sil existe
des projecteurs p; de classe z; deux a deux orthogonaux. Dans ce cas, la somme Z T = [Z pj] est
donc bien définie.

L’addition partielle ainsi définie est commutative et associative.

9.4 Cas des facteurs

Nous allons a présent démontrer que, si M est un facteur, il y a peu de choix possibles pour cet ensemble
ordonné.

Démontrons d’abord que cet ordre est total.

9.8 Lemme. Soit p € M un projecteur non nul. Le sous-espace E = {{ € H; Ya € M, pa& = 0} est
stable par M et par M'. Il est nul.

Démonstration. Sib e M et £ € E, alors pour tout a € M, on a ab € M, donc pab& = 0. Cela prouve
que b€ € E.

Sibe M et &€ € E, alors pour tout a € M, on a pabl = bpaé = 0. Cela prouve que b¢ € E.
Ces deux assertions prouvent que le projecteur orthogonal pg sur E est dans M’ et dans M. Il est

scalaire. Comme p # 0, il vient pg = 0. ]

9.9 Lemme. Si p,q sont deux projecteurs non nuls de M, il existe une isométrie partielle w € M non
nulle avec u*u < p et uu™ < q.

Démonstration. Soit & € pH non nul. D’apres le lemme [9.8] il existe a € M tel que ga& # 0. Alors
b = qap, n’est pas nul. Si b = ulb| est sa décomposition polaire, alors uu* < g et v*u < p ('image de u
(resp. de u*) est 'adhérence de celle de b (resp. de b*). Elle est incluse dans ¢H (resp. pH). O

9.10 Proposition. Si p,q sont deux projecteurs de M, alors p < q, ou q < p.

Démonstration. Munissons l'ensemble V, , des isométries partielles u € ¢Mp de l'ordre u < v (voir
lemme .

Démontrons que cet ordre est inductif. Soit F C V,, est une partie totalement ordonnée non vide.

Posons £ = U I',. Comme F est totalement ordonné et non vide, c¢’est un sous-espace vectoriel de

ueF
H? Pour (£,n) € Eonapé=¢, qn=net ||| =|n|. Donc il existe v € £L(H) une isométrie partielle
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1 * *
telle que v = qup et £ = I',. Enfin, comme pour tout u € F, le projecteur 5 (uuu uuu* sur I', est

dans l'algebre de von Neumann My(M), il en va de méme pour leur sup, le projecteur sur I',. Donc
ve M.

Enfin, soit v un élément de V,,,. Si ¢ # uu™ et p # u*u, il existe d’apres le lemme une isométrie
partielle w non nulle telle que w*w < p—u*u et ww* < ¢g—wuu*. Alors u < u+w et u n’est pas maximal.
Si u est maximal, on a donc u*u = p ou wu* = q. n

La classification en trois types est basée sur la notion suivante :

9.11 Définition. Soit p € M un projecteur.
a) On dit que p est minimal si p # 0 et pour tout projecteur g tel que 0 < g < pon a g =0 ou

q=p.
b) On dit que p est infini s’il existe un projecteur ¢ tel que 0 < ¢ < p distinct de p et équivalent a
.

¢) On dit que p est fini s’il n’est pas infini.

9.12 Proposition. a) Sip est un projecteur minimal, alors p < q pour tout projecteur g non nul.
b) Sip est un projecteur infini, alors q < p pour tout projecteur q.

¢) Deuz projecteurs minimaux (resp. infinis) sont équivalents

Démonstration. a) est évident.

b) Si p est infini, alors écrivons p = u*u > wu* avec uu* # p. Pour k > 1, posons Py = p et pour

k>1 P, = uk’(u*)k et pour k € N posons py = P, — Piy1. On a p, = ukpo(u*)k donc les p;. sont
+o0

des projecteurs équivalents. Les p, sont deux a deux orthogonaux et l'on a Z PE < P.
k=0
Soit (ax) une suite fortement dense dans la boule unité M. D’apres le lemmel[9.8] pour tout § € H
il existe k tel que pparé # 0. On en déduit que T' = Z 27 *uFpoay, est injectif. La décomposition
keN

+o0
polaire T'= v|T'| donne une isométrie telle que v*v = 1 et vv* < Zpk < p.
k=0

c) résulte de a) (resp. b) et de la proposition [0.6] O

9.5 Définition des types

9.13 Définition. Un facteur M est dit de
Type I s’il existe un projecteur minimal dans M.

Type II s’il n’y a pas de projecteur minimal, mais il y a des projecteurs finis non nuls;
e si tous les projecteurs sont finis, M est de type Iy ;
e s’il y a aussi des projecteurs infinis, M est de type Il.

Type III si tous les projecteurs non nuls sont infinis.

9.14 Proposition. Si M est de type I, alors M ~ M, (C) (type I,) ou M ~ L(H) (type I ).
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Démonstration. Soit p; un projecteur minimal. Alors p; Mp, = Cp;.

Si M = C on a fini, sinon, p; < (1 — p;) et on construit py orthogonal a p; et équivalent a p;. On
continue ainsi jusqu’a ce que cela s’arréte, ou indéfiniment...
n
Dans le cas ou cela s’arréte on a des projecteurs py, . .., p, minimaux, donc equivalents tels que Z pj =
j=1
L. On écrit u; avec uju; = p; et uju; = py avec u; = py et 'on pose e; ; = uju;. On aainsi e; jey o = dj1i0
et un morphisme de M, (C) dans M. Enfin p;Mp; est de dimension 1.

+oo
Si cela ne s’arréte pas on obtient juste des p; pour tout j. On pose p = Z p; Alors p est infini donc
=1
! (o)
équivalent a 1. Quitte a remplacer p; par up;u*, ot uu* = 1 et u*u = p, on peut supposer ij = 1.
j=1
On conclut comme dans le cas fini. O

9.6 Comparaison des projecteurs dans le cas de type II;

Dans ce paragraphe, on suppose que M est de type II; (c’est a dire fini et de dimension infinie). Le but
est de calculer 'ensemble totalement ordonnée Dim (M) = Proj(M)/ ~.

9.15 Lemme. Soient p,q € Proj(M).
a) Sip<qetl—p<1—qalorsp~qet(l—p)~(1-—q).
b) Sip~qalors1—p~1—q etil existe un unitaire U € M qui conjugue p et q.
c) On ap < q si et seulement si1l —q<1—p.

Démonstration. a) Supposons que p < g et 1 —p < 1 — ¢. Soient u,v € M tels que u*u = p,
wu* < g et v'v = (1 —p), v < (1 —gq). Alors (v +v)(u+v) =1et (u+v)(u+v) =
1—(q—uu"+(1—gq)—ovv"); comme 1 est fini, (u+v)(u+v)" =1, donc uu* = q et vv* =1—gq,
soit p ~ g et (1 —p)~ (1—q)

b) Quitte a les échanger, on peut supposer que 1 —p < 1 —¢q. Alors d’aprés a), 1 —p~1—gq.
c) Sip~qalors (1—p)~ (1—¢q)donc (1—gq) < (1—p).Sip=<qetpn’est pas équivalent a ¢, on
ne peut avoir 1 — p < 1 — ¢ d’apres a), donc nécessairement 1 — ¢ < 1 — p.

La réciproque s’en déduit en remplagant p et ¢ par (1 — q) et (1 — p) respectivement. ]

9.16 Propriétés de I’addition. Simplifiabilité. Si z +y = = + z alors y = z (d’apres le lemme
9.15|b). Cela permet de définir x — y si # > y. En particulier, la classe [1 — p] ne dépend que de
[p] on la note 1 — [p].

Propriété d’Archimede. Si x # 0, il existe n € N tel que x soit n fois ajoutante a lui-méme,
mais pas n + 1 fois (sinon 1 serait infini). On a alors nz < 1 mais x > 1 — nzx.

Limite nulle. Nous dirons que (x,,) tend vers 0 si pour tout k& € N, il existe ng tel que pour n > ng
on ait kx, < 1. De plus, il existe une suite strictement décroissante (comme il n'y a pas de
projecteurs minimaux) qui tend vers 0 (a chaque n, choisir un projecteur p,1 < p, distinct de
0 et de p, et tel que p,+1 < P, — Pny1 - quitte & remplacer p,41 par p, — Ppi1)-

Suites adjacentes. Si z,, est croissante, 1, est décroissante et v, — x, — 0, alors il existe un et
un seul x € Dim(M) avec x, < T < Yp.
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9.17 Lemme. a) Si (pn) est une suite croissante de projecteurs et p = limp, (limite forte), alors
[p] est la borne supérieure des [p,].

b) Si(p,) est une suite décroissante de projecteurs de limite forte nulle, alors [p,] — 0.

Démonstration. a) Il est clair que [p] majore les p, ; on doit démontrer que c’est le plus petit des
majorants. On doit donc démontrer que, si ¢ est un projecteur tel que p, < ¢ pour tout n,
alors p < ¢. On construit par récurrence une suite wu,, croissante d’isométries partielles telles que
Uy Uy, = Pp et uyuy < q. Siu, est construit, on a p,11 —pp < ¢ — uyu,. On prolonge donc u,, par
une isométrie de support initial p,41 — p, et support final < ¢ — u,u,,. Puis on prend le sup des
Up.

b) Dans ce cas 1 — p, — 1 donc sup(1 — [p,]) = 1 et inf[p,] = 0. u

On en déduit qu’il existe un unique isomorphisme d’ensembles ordonnés compatible avec ’addition
partielle entre Dim(M) et [0, 1].

Pour cela, on démontre :

9.18 Lemme. Pour tout x € Dim(M), il existe un et un seul y € Dim(M) avec v = 2y.

Démonstration. Existence. Soit P un projecteur; on note
Q = {u € Isom(M); v* =0; u*u < P et uu* < P}
avec l'ordre <. Cet ensemble est inductif. Un élément maximal satisfait u*u + uu* = P.

Unicité. Siy < z, alors 2z = 2y + 2(z — y). H

On définit ainsi 2/2" et enfin 27" = 1/2".

Puis on démontre :

Soit x € Dim(M). Il existe une unique suite (g) € {0, 1}" telle que l'on ait ZskZ_k <z < ngQ_k.
k=0 k=0
Pour finir cette partie, on a :

9.19 Proposition. Soit p, une suite de projecteurs dans M. Si [p,] — 0 alors p, tend vers 0 fortement.

Démonstration. Sinon, il existe £ € H, a € R, et une partie infinie D de N telle que ||p,£|| > . Quitte
aremplacer D par un sous-ensemble infini, on peut supposer que la famille ([p,]).ep est sommable (dans

Dim(M)). Pour m € D, posons ¢, = \/ pn. Remarquons que l'on a [g,,] < Z [pn]. Done
neD, n>m neD, n>m
[¢m) décroit vers 0. Mais g, est une suite décroissante de projecteurs. Il vient g, — 0 fortement. O

9.7 Fonction dimension

9.20 Théoreme. Soit M un facteur dans un espace de Hilbert séparable. Il existe une fonction di-
mension D : Proj(M) — [0, +0o0], unique modulo la multiplication par un scalaire prés telle que l'on
ait p ~ ¢ <= D(p) = D(q) et si pg = 0 alors D(p + q) = D(p) + D(q) (avec la convention
a+ (+00) = +00.)

Dans le cas de type I on normalise cette dimension en posant D(p) = 1 pour p minimal et l'on a
D(M) =1{0,...,n} pour unn € N (type 1) ou D(M) =NU {+o0} (type I ).
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Dans le cas de type II; on normalise en posant D(1) =1 et l'on a D(M) = [0, 1].

Dans le cas de type I, on a D(M) = [0, +00].

Dans le cas de type III, D(M) = {0, 4+00}.

On connait déja ce théoreme dans les cas de type I, II; et III. Pour bien comprendre le cas de type I1,

il faut démontrer que la somme de deux projecteurs finis est finie. Cela résulte de 1'< additivité de la
trace >».
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10 Additivité de la trace

Le but de ce chapitre est de démontrer que tout facteur de type II; admet une (unique) trace : une
application 7 : M — C ultrafaiblement continue, positive, telle que 7(xy) = 7(yz) pour tous z,y € M,
ou, ce qui revient au méme, 7(uxru*) = 7(z) pour tout x € M et tout unitaire u € M.

10.1 Théoreme de Ryll-Nardzewski

Nous utilisons le théoreme de point fixe de Ryll-Nardzewski que nous commencons par énoncer.
Soient ' un espace vectoriel normé, K C E une partie convexe non vide, compacte pour la topologie

faible o(E, E*).

10.1 Théoreme de Ryll-Nardzewski. Tout groupe d’isométries affines de K admet au moins un
point fize.

Rappelons qu'un point z d'un convexe C est dit extremal si pour tous y, z € C' tels que x = §(y + 2),

n
on axr =y = z. Il revient aussi au méme de dire que si x = Ztiyi avec y; € C et t; € R} avec
i=1

Zti =1, alors z = y; pour tout i tel que t; # 0.
i=1

Avant de commencer la démonstration du théoreme de Ryll-Nardzewski, démontrons le :

10.2 Théoreme de Krein-Milman. L’enveloppe conveze des points extrémaux de K est dense dans
K.

Démonstration. Une partie F' de K est dite extrémale si Vy,z € K, %(y +z2)eF=yecFetzel.

Bien str, K est extrémale... et si (F});e; est une famille totalement ordonnée par 'inclusion de parties

extrémales, faiblement fermées, non vides de K, alors ﬂ F; est extrémale, faiblement fermée, non vide.
iel

Donc - d’apres le lemme de Zorn - toute partie extrémale, faiblement fermée non vide contient une partie

extrémale, faiblement fermée, non vide minimale. Or si F' est une partie extrémale, faiblement fermée
non vide minimale, alors pour toute forme linéaire continue ¢, ’ensemble {x € F'; {(x) = inlf; 0(y)} est,
ye

par minimalité, égale a F'; donc ¢ est constante sur F. On en déduit (par Hahn Banach) que toute
partie extrémale, faiblement fermée, non vide minimale est donc réduite a un point extrémal.

Remarquons enfin que si C' C K est une partie convexe fermée, non vide distincte de K, il existe
x € K\ C et une forme linéaire ¢ telle que ¢(y) > ¢(x) pour tout y € C. Alors {z € K; {(z) = inlg (y)}
ye

est extrémale, faiblement fermée, non vide, donc contient une partie extrémale, faiblement fermée,
non vide minimale : un point extrémal. On en déduit que C n’est pas I'’enveloppe convexe des points
extrémaux de K. O

Nous utiliserons aussi le résultat simple suivant :

10.3 Proposition. Si K est [’enveloppe convexe fermée d’un ensemble C', alors tout point extrémal
de K est contenu dans ’adhérence faible de C'.
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Démonstration. Soit € K un point extrémal. Soit H un demi-espace ouvert contenant x. Alors
K ={(sy+(1—-s)z); ycwo(CNH);yecco(C\ H)se[0,1]}.

Comme x est extrémal, x € co(C' N H) - et c’est un point extrémal de ce convexe.

A T'aide d’une récurrence immédiate, on en déduit que x est contenu dans ’adhérence de ’enveloppe
convexe de CNHN...NH} pour tout ensemble fini de demi-espaces ouverts contenant x. En particulier,
CNHyN...N Hg n'est pas vide : tout voisinage de x rencontre C. O

Démonstration du théoréme de Ryll-Nardzewski. Pour toute isométrie T' de K, notons K’ 1’ensemble

de ses points fixes. Il s’agit de démontrer que ’ensemble ﬂ KT n’est pas vide. Comme ces ensembles
T

sont fermés, par compacité de K il suffit de démontrer qu’une intersection finie n’est pas vide.

On peut donc se restreindre a un ensemble fini d’isométries de K, qui engendre un groupe dénombrable

S d’isométries de K.

D’apres le lemme de Zorn, il existe une partie convexe, compacte, non vide de K stable par S et
minimale pour l'inclusion. Quitte & remplacer K par cette partie, on peut supposer que K elle-méme
est minimale.

Dans ce cas, pour tout z € K, K est égal a ’'enveloppe convexe fermée de {T'xz; T € S} et, comme S
est dénombrable, K est séparable (normiquement).

Soit aussi X C K une partie non vide, faiblement fermée, stable par & et minimale pour l'inclusion.
Démontrons que X est réduite a un point. Nous commencons par montrer que les topologies normique
et faible coincident sur X. Cela résulte immédiatement du lemme suivant :

10.4 Lemme. Pour tout € > 0, tout x € X, admet un voisinage faible dans X de diametre < ¢.

Démonstration. Comme X est (normiquement) séparable, il existe un ensemble dénombrable D C X
tel que X = U (BN X) oul'on a posé By = {y € E; |y —d|| < ¢/2}. Les boules fermées B, étant

deD
convexes et normiquement fermés elles sont faiblement fermées. Le théoreme de Baire (appliqué au

compact X ) implique alors qu'il existe d € D et un ouvert faible W de X non vide tel que W C Bjy.
Pour tout # € X, 'adhérence faible de {T'z; T € S} est stable par S, donc c’est X. Il existe donc
T € S tel que Tx € W. Alors, T~'W est le voisinage cherché. n

Fin de la démonstration du théoréme de Ryll-Nardzewski. Comme les topologies faible et normique

. . : C x4+
coincident sur X, X est normiquement compact. Notons p : X x X — K Dapplication (z,y) — 5 y'

Pour tout o > 0, 'ensemble Y, = {(z,y) € X x X; ||z — y|| = a} est compact, donc '’ensemble p(Y,)
est une partie compacte invariante par S de K. Elle ne contient aucun point extremal de K donc son
enveloppe convexe fermée non plus (d’apres la prop. . Elle est donc vide par minimalité de K.
Donc Y, = §) pour tout a > 0 et X est donc réduit & un point. O

10.2 Formes ultrafaiblement continues

Le but de cette section est de caractériser les formes positives ultrafaiblement continues dans le cas de
type II;.

10.5 Théoreme. Soit ¢ une forme positive sur M de type II;. Alors on a l'équivalence entre :

(i) ¢ est ultrafaiblement continue.
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(ii) ¢ est normale : si (p,) est une famille de projecteurs deux & deuz orthogonaux de M, alors

(Y n) =D (¢(pn))-

(#ii) Si p, une suite de projecteurs tels que [p,] tende vers 0, alors p(p,) — 0.

Démonstration. (i)= (iii) est immédiat, puisque p, — 0 (ultra)fortement !

(ii)= (i) a été vu avec Pierre.

(iii)=-(ii) résulte du lemme|9.17|: Si Zpk = p alors [Z k] — 0. O
k=n

10.3 La trace

10.6 Théoréme. I existe une unique trace T positive sur M telle que 7(1). Elle est ultrafaiblement
continue.

Démonstration. Soit ¢ € M, un état vectoriel. Pour tout N, notons

E,={p € Proj(M); nlp] <1}

et posons «,, = sup ¢(p). Alors a,, — 0 d’apres la prop.[9.19, Pour U € U(M ), posons ¢y (x) = (UzU™)

En
et K =co({py; U € U(M)}. Démontrons que K est une partie faiblement compacte de M,. Il suffit
de démontrer que son adhérence dans M* pour la topologie de dualité avec M (qui est compacte car
fermée dans la boule unité de M*) est contenue dans M,.

Soit p € E,. Alors pour tout U € U(M), on a [UpU*| = [p|, donc o(UzU") < a,. Donc X est contenu
dans 'ensemble K, = {¢ € M7, ¥(1) =1, Vn e N, Vp € E,; ¢(p) < a,}, lui-méme contenu dans M,
d’apres le théoreme [10.5]

Alors, d’apres le théoreme de Ryll-Nardzewski, K possede un point fixe par x — UzU™, qui est donc
une trace 7 € M,.

L’unicité est facile : si 7 est une trace, elle est imposée sur les projecteurs : elle est connue partout par
linéarité et densité (normique) du sous-espace vectoriel de M engendré par Proj(M). O

11 Sur le type des facteurs

11.1 Facteurs de type 11

Projecteurs finis, projecteurs infinis

11.1 Remarque. Soit M un facteur possédant une trace non nulle. Alors M est de type II;.

En effet, si M possede un projecteur infini, pour tout projecteur p, on peut trouver un projecteur
p1 équivalent a p tel que 1 — p; soit infini, donc équivalent & 1. Donc, pour toute trace, on trouve
7(p) = 7(p1) = 7(1) — 7(1 — p1) = 0. On en déduit que 7 est nulle par densité de la sous algebre
engendré par les projecteurs.

11.2 Proposition. Soient M un facteur et p,q deux projecteurs finis.

a) Sip et q sont orthogonaux, alors p+ q est fini.
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b) pV q est fini

Démonstration. a) On peut supposer que ¢ < p. Il existe u avec u*u = ¢ et uu* < p équivalent
a ¢. On définit alors une trace sur (p + ¢)M(p + ¢) a l'aide de la trace de pMp en posant

7(x) = 7(pxp) + T(uzu™).
b) en résulte puisque [p V q] < [p] + [q]. O

Construction de facteurs de type II.. Soit H un espace hilbertien. Les endomorphisme continus
de l'espace hilbertien H @ ¢*(N) = ¢*(N; H) sont des matrices infinies (), 0enz.

Soit M C L(H) un facteur de type II;. On pose N = {T = (ay,) € L(F*(N; H)); V(k,() € N* ay, €
M?}. Alors N est un facteur de type Il. Si py est le projecteur qui a & = (£,) € ¢*(N; H) associe
(&,0,...,0,...), alors pgNpy ~ M.

Le facteur N ainsi construit se note N = M®L((*(N)).

Facteur de type 1I; associé a un facteur de type I, Soit N un facteur de type Il.

Soit p € N un projecteur fini non nul. On construit une suite (p,) de projecteurs orthogonaux finis
deux a deux équivalents et comme Z P est infini, il est équivalent a 1.

Posons K = poH. Choisissons u,, avec u,u, = py et u,u, = p,. Identifions H avec 62(N i K).

Les éléments de £(¢*(N; K)) sont des matrices (ay ) oenz avec (age) € L(K). Alors

T = (ary) € N < agy € M.

Donc N ~ M®L(H) = lim M, (M) ou 'on a posé M = pyNpy.
Remarquons que N' ={T® 1; T € M'}.

Groupe fondamental. Se pose alors la question de I'unicité de M tel que N = MQL(H). On arrive
tout de suite a la définition suivante.

11.3 Lemme. Soient M un facteur de type II;, T sa trace et a € R.. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

7(p)

a) il existe deux projecteurs non nuls p,q € M tels que ﬁ = « et tel que les facteurs pMp et
Tq
qMq soient isomorphes (par un x—isomorphisme ultrafaiblement continu).

-
b) pour tout couple (p,q) de projecteurs non nuls de M tels que —— = «, les facteurs pMp et

7(q)
qMq sont isomorphes (par un x—isomorphisme ultrafaiblement continu,).

11.4 Définition. On appelle groupe fondamental de M I'ensemble des a € R vérifiant les conditions
équivalentes du lemme. C’est un sous-groupe de R’
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Trace dans d’un facteur de type 11
11.5 Proposition. [l existe une application ( unique a multiplication par un scalaire prés) T : Ny —
0, +-00] vérifiant :

a) T est additive ;

b) T(z*z) =T (zz");

c) T est (ultra)faiblement semi-continue inférieurement ;

d) Uensemble de x € M tels que T'(x*x) # +00o est dense.

Démonstration. Soit p un projecteur fini et 7 la trace normalisée sur M = pNp. Donnons-nous u,u,, = p
et Zunuz = 1. On pose T'(z) = ZT(U;%"U”) pour > 0. Alors T est clairement faiblement semi-
continu inférieurement et additive.

Indépendant des (u,). Donnons-nous (u,) et (vg). Notons T, et T, les applications associées. Pour
r € N,on a

T.(z*x) = ZT(u;‘lm*xun) = ZT(uj;x*vka,xun)
n k,n

= ZT(UqunuZx*vk) = ZT(UZ:Ux*vk)

k,n k
= T,(zx*). O

On démontre, comme plus haut pour les facteurs de type I, que, inversement, si M admet une telle
trace, c’est un facteur de type Il.

11.2 Représentations normales

Jusqu’ici, les algebres de von Neumann (et en particulier, les facteurs) étaient plongées dans un L(H).
On peut en fait considérer ce plongement comme une représentation de 7y : M — L(H,).

Une représentation 7w : M — L(H) est ultrafaiblement continue si que pour tout w € L(H) la forme
w o est dans le prédual M, de M (c’est a dire w o m est normale). On dit aussi que 7 est normale.

Toute somme, sous représentations de représentations normales est normale.

Sim: M — L(H) est une représentation normale de M, alors w(M) est ultrafaiblement fermée dans
L(K) : c’est une algebre de von Neumann.

Pour simplifier, supposons que M est un facteur.
En regardant m @ 7, on en déduit que 7 et my correspondent en fait a des projecteurs du facteur
(m @ m)(M)'". On en déduit

11.6 Proposition. Toute représentation normale w de M dans un espace hilbertien séparable est une
sous-représentation de o @ 1: M — L(£*(N; Hy)).

(Cette proposition reste vraie pour une algebre de von Neumann quelconque si on se restreint aux
représentations dans un espace hilbertien séparable).

Il s’ensuit aussi :

11.7 Corollaire. Le type (I, II, ou III) du commutant ne dépend pas de la représentation.
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11.3 Dimension des représentations dans le cas de type II;

Pour comprendre toutes les représentations normales, il suffit donc d’en comprendre une seule.

Soit 7 la trace de M, et (H,, 7., n,) la représentation GNS associée. Elle est normale. Soit J : H, — H,
I'isométrie antilinéaire définie par J(n,(z)) = n,(z*). On démontre, comme dans le cas des groupes
(voir par exemple Dixmier) :

11.8 Théoréme. On a 7, (M) = Jr . (M)J.

En particulier, 7, (M) est anti-isomorphe a M : ¢’est un facteur de type II;.
La représentation 7, s’appelle la représentation standard.

Si 7 est une autre représentation, il existe une représentation p et des projecteurs p et p, dans p(M)’
tels que 7 et 7, soient unitairement équivalentes a pp et p,p respectivement. Soit alors 7" une trace non
nulle (finie ou infinie) sur p(M)'.

11.9 Définition. On appelle dimension de 7 le nombre dim(7) =

11.4 Type du commutant

On déduit assez facilement de ce qui précede :
11.10 Proposition. Le type (I, II, III) de M' est celui de M.

e Le commutant d'un facteur de type I, (avec k € N\ {0} U{+00}) est un facteur de type I, (avec
¢ € N\ {0} U{+o0}) - il dépend de la représentation.

e Le commutant d'un facteur de type II; ou Il est un facteur de type I1; ou Il - il dépend de
la représentation.

e Le commutant d'un facteur de type III est un facteur de type III - il ne dépend pas de la
représentation. En effet, tous les projecteurs du commutant sont équivalents.

11.5 Type d’un produit croisé

(esquisse)
Soit (X, i) un espace mesuré standard et I' un groupe dénombrable agissant sur I'espace X en préservant

la classe de la mesure p de fagon libre et ergodique.

On note M = L*>(X, u) x T' le produit croisé

a) Le facteur M est de type I si et seulement si la mesure p est atomique. Il est de type I ou k
est le nombre d’élément de I" et aussi le nombre d’atomes de p...

b) Le facteur M est de type II; si et seulement si il existe dans la classe de p une mesure de
probabilité invariante (nécessairement unique).

c) Le facteur M est de type Il si et seulement si il existe dans la classe de p une mesure infinie
invariante (nécessairement unique a un multiple scalaire pres).

d) Sinon, M est de type III.
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12 Moyennabilité et propriété T’

On a associé a un groupe trois algebres d’opérateurs C*(I"), Cx(I") et L(T").
De nombreuses propriétés des groupes se refletent du moins partiellement sur leurs algebres d’opérateurs.

Nous allons voir ici deux notions fondamentales sur les groupes qui se refletent de maniere tres impor-
tante sur leurs algebres d’opérateurs.

12.1 Coefficients et contenance faible de représentations

12.1 Contenance faible de représentations. m < p si ker p C ker...

Toute une théorie... Sur laquelle je passe.

12.2 Fonctions de type positif. Formes positives sur C*(G) et fonctions de type positif.
Soit G’ un groupe dénombrable. On appelle coefficients d’une représentation 7.

On a m < p si conv(coef f(m)) C conv(coef f(p)).

12.3 Proposition. Une représentation ™ contient faiblement la triviale si et seulement s’il existe
(&n) € Hr avec [[&nl| = 1 et ||mg(&n) — &nll — 0.

12.2 Groupes moyennables

12.4 Proposition. Pour un groupe dénombrable, équivalence entre :
(i) Le morphisme C*(G) — C;(G) est un isomorphisme.
(ii) € < A\
(iii) Pour tout f € (*(G) positive, on a |N(f)|| = || f]]:-
(iv) Il existe (€,) € *(G) (positive) telle que ||€,|la = 1 et, pour tout g € G, || Ng(&n) — &nll2 — 0.
(v) Il existe (&,) € ('(G) (positive) telle que ||€,]]1 = 1 et, pour tout g € G, ||\, () — &alls — 0.
[EnAgEy|

(vi) Condition de Folner : il existe une suite F,, de parties de G telle que 7|

— 0 pour tout

geqG.
(vii) 1l existe M € (>°(G)" positive et invariante a gauche, avec M(1) = 1.

f?(i??)wnstmtion. On démontre (i)=-(ii)=-(iii)=(iv)=-(i) ; puis (iv) <= (v), (v) <= (vi) et (v) <=
De (i) a (iv). (i)=(ii) est évident; si f est positive ¢(f) = /f = || f]l1, d’ou (ii)=>(iii) ; soit F

une partie finie de G symétrique et contenant 1’élément neutre. Posons f = Z d,. Si|F| € Spf,
cF
alors il existe ¢ presque invariant, donc (iii)=-(iv). ’
Reste (iv)=(i). Soit o une représentation (fidele) de C*(T'). Considérons H = ¢*(G; H,). Considérons
deux actions de G dans ‘H
o (1®A) définie par ((1® A),(€))(9) = &(x™"g);
o (0 ®)) définie par ((0 ® A).(§))(g) = 0u(E(z7g)).
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Notons aussi V : H — H I'unitaire défini par (VE)(g) = 04(£(g)). Ona V(1@ A), = (6 ® ), V.
Donc la représentation (o ® ) est une représentation de C*(G). Par ailleurs, soit £ € H, ; notons
¢ ® &, la fonction g — &,(9)¢; pour tout a € C*(G), on a

(€ @&n), (0@ N)(a)(§ ® &) = (&, 0(a)(§)).

En particulier, si b € ker A\, prenant a = b*b, on trouve o(b)§ = 0.

(iv) <= (v). Pour &, 7 des fonctions sur G, on a )|§| - |n|’ < |€ — |, donc on peut supposer &

positif. On va utiliser la bijections & — [¢|* de ¢*(G), dans £'(G),. Soit & € £*(G) une fonction
positive ; posons 77 =& Ona & —n? = 6—n(€+n).

e Ona (§—n)° < ¢ —nl(€+n) donc [€ —nl3 < [I€* —n’[|s.

e Onallé® =1l = (1€ — 1l &+ 1) < (IElla + lnll) € — mllo

(v) <= (vi). Lesens non trivial : (v)=-(vi). Soient S une partie finie de G, ¢ > O et f € L'(G) telle

que, pour g € S on ait ||g.f — f|i < —:||f]|1.- On peut remplacer f par |f]| : ||g.f — f||1 diminue.

S
On peu supposer f a support compa’ct ‘et a valeurs dans Q. Quitte a multiplier par un nombre
convenable, on peut supposer que f est a valeurs entiéres. Posons F' = {(g,k) € GxN; k < f(g)}.
On a |FAg.F| < ¢|F|. Posons F, = {g € G; (9,k) € F}. On a ZZ|FkAg Fy| < €Z|Fk

ges k
Donc il existe k tel que |ZFkAg.Fk| < e|Fyl.
geSs

(v) <= (vii). Pour (v)=(vii), on prend un ultrafiltre pour faire converger &, vu comme forme

linéaire sur ¢*°(G) vers un M invariant.

Pour la réciproque, on prend une partie finie F’ de G et on considere I'image par 'application

f o (g = Pger de S = {f € ("(G); [Iflh < 1, > flg) = 1} dans ('(G)". Alors 0 est
geG

faiblement adhérent & ce convexe par densité de ¢*(G) dans son bidual pour la topologie faible.

Donc normiquement adhérent par Hahn Banach. O

12.5 Définition. Un groupe est dit moyennable s’il satisfait ces conditions équivalentes.

Plusieurs autres conditions équivalentes... Toute action affine sur un convexe compact non vide d’un
espace localement convexe possede un point fixe; tout action sur un espace compact non vide a une
mesure de probabilité invariante... Voir [F. P. Greenleaf, Invariant means on topological groups and
their applications, New York : Van Nostrand Reinhold, 1969.]

On a aussi une généralisation de la propriété (i) (qui se démontre de la méme facon que (iv)=(i)) :

12.6 Proposition. Pour tout groupe moyennable G et toute action o de G sur une C*-algébre A, le
morphisme A X, G — A X, G est un isomorphisme.

Exemples de groupes moyennables

e Un groupe fini.

e Le produit de deux groupes moyennables est moyennable. Une limite inductive de groupes
moyennables est moyennable.

e 7 est moyennable. Tout groupe abélien est moyennable.

e Tout sous-groupe, tout quotient de groupes moyennables est moyennable ; toute extension d’un
groupe moyennable par un groupe moyennable est moyennable.

e En particulier, les groupes résolubles sont moyennables.

e Notion de croissance; un groupe de croissance sous exponentielle est moyennable.

71



Exemples de groupes non moyennables
e Le groupe libre a deux générateurs n’est pas moyennable. Considérons 'opérateurs T' = a+a™* +
b+ b* agissant dans (*(F). On peut écrire (*(Fy) = @ H, ou H, est le sous-espace vectoriel

neN
engendré par les mots de longueur n. L’opérateur T a une partie 7" qui augmente la longueur

et une partie T~ qui la diminue. On a T~ = (T")*. Ona T~ T" = 3 +p, ol p, est le projecteur
3

(de rang 1) sur I’élément neutre de Fy. On pose v =Tp, et S =T+ —(1— \/7—)1) OnaS*S =31

de sorte que ||S|| = v/3. Posons v = Tp,. On a ||v|| = 2, et comme v* = 0, on a ||v +v*|| = 2. Or

T:S—i-S*—i-(l—g)(v—l—v*), donc ||T]| <2V3+2—-V3 < 4.

e Tout groupe contenant un groupe libre est non moyennable.

e Alternative de Tits : un sous groupe finiment engendré de GL(n) est virtuellement résoluble i.e.
a un sous-groupe résolubre d’indice fini, ou contient un groupe libre non trivial.

e Probleme de von Neumann (résolu par la négative : A. Yu. Ol'shanskii [Uspekhi Mat. Nauk 35
(1980), no. 4(214), 199-200]). Est-ce qu'un groupe non moyennable contient nécessairement un
sous groupe libre a deux générateurs?

12.7 Théoreme (Connes). Le facteur associé a tout groupe (ICC) moyennable est isomorphe au facteur
hyperfini 11 (de Murray-von Neumann,).
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13 Modules hilbertiens

13.1 Définitions et exemples

Soient A une C*-algebre, E un espace vectoriel complexe. Une application sesquilinéaire (antilinéaire
en la premiere variable, linéaire en la seconde) (, ) : B x E — A est dite positive si pour tout x € E
on a (zr,z) > 0.

13.1 Lemme. Soit { , ) : E X E — A une application sesquilinéaire positive :

a) Pour tout z,y € E, on a (y,z) = (z,y)";

12 ost une semi-norme sur E.

b) L’application p : x — ||(x, z)||
c) La forme sesquilinéaire ( , ) se prolonge en une forme sesquilinéaire positive au séparé complété

E, de E pour la semi-norme p.

d) Soit A une sous-algebre involutive de A ; notons B son adhérence dans A. On suppose que E
est muni d’une structure de A-module a droite telle que pour tout x,y € E et tout a € A on
ait (x,ya) = (z,y)a alors l'action de A se prolonge en une action B dans E, et on a encore
(x,ya) = (x,y)b pour tout z,y € E, et b € B.

Démonstration. a) Les éléments <I, y> + <y7 fL’) = <.T—|—y, $+y> - <LU, x) - <y7 y> et Z((LE’ y) B <y> LU>) =
(x,iy) + (iy, z) sont hermitiens, d’ou a).
b) Soit X l'espace des formes linéaires positives sur A de norme < 1. D’apres la prop. [6.18] on
a p(z) = sup{ f({z,2))"?, f € X}. Or pour tout f € X, la forme (z,y) — f((z,y)) est un
produit scalaire sur E donc x — f({z,z))"/? est une semi-norme sur £ d’ou b).

¢) Pour tout f € X, |f((z,9))] < f((z,2))"*f({y,9))"/* < p(a)p(y) ; donc, par la remarque p. {42}
[(z, || < 2sup{|f((z,y))|, f € X} <2p(z)p(y). En particulier, la forme sesquilinéaire ( , )

est continue, d’ou c).
d) Pour tout # € E et tout a € A on a (za,za) = (za,z)a = ({z,ra))*a = a*(z,r)a < p(z)*a*a
donc p(xa) < p(x)||al|. I s’ensuit que, pour tout a € A, la multiplication a droite par a définit

une application linéaire continue d(a) de E, dans lui méme et ||0(a)|| < ||a|| d’ou d). O

13.2 Définition. Soit A une C*-algebre. Un A-module préhilbertien est un A-module a droite E muni
d’une application sesquilinéaire positive ( , ) : E x E — A appelée produit scalaire de FE, telle que
pour tout z € E l'application y — (x,y) est A-linéaire.

Soient A une C*-algebre et E' un A-module préhilbertien. Par le lemme [13.1lb) 'application z
[(z, z)||"/? est une semi-norme sur E. Pour « € E posons ||z| = ||(z, z)||*/?. Tout module préhilbertien
sera muni de la semi-norme ci-dessus.

13.3 Proposition. Soient A une C*-algebre et E un A-module préhilbertien.
a) Pour tout x,y € E, on a (y, x){x,y) < ||z||*(y,y) (inégalité de Cauchy Schwarz)
b) Pour tout z,y € E, on a ||(z,y)| < |[|[ly]-

c¢) Pour tout x € E, Uapplication f, :y— (x,y) est une application linéaire continue de E dans A
et on a || fol| = |||

d) Pour tout x € E et tout a € A on a ||zall < ||z|||a|l.

Démonstration. a) Posons a = (x,y) et soit t € R. On a (xa — ty,za — ty) = a*(x,x)a — 2ta*a +
t*{y,y) € A,. Si (x,2) = 0, on trouve, pour tout ¢ > 0, —2a*a + t{y,y) € A, ; comme A,
est fermé, ceci reste vrai pour ¢ = 0 donc a = 0. Si (x,z) # 0, on pose t = |z|*, comme

a*(x,z)a < ta*a, on trouve t(—a*a + t(y,y)) = 0.
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b)

c)
d)

résulte immédiatement de a).
Par b), f. est continue et || fu]] < [|lz]. Or [ fo(2)]| = |z, 2)|| = [l]* done || ol = |||

Comme (va,za) = a*(z,z)a, on a [lzal = [la*(z, z)al| < [la]]?]2]]*. =

13.4 Définition. Soit A une C*-algebre. Un A-module hilbertien est un A-module préhilbertien séparé
et complet.

Du lemme [13.1], on déduit immédiatement.

13.5 Proposition. Le produit scalaire et [’opération a droite d’un A-module préhilbertien se prolongent
par continuité au séparé complété et en font un A-module hilbertien. 0

13.6 Exemples. a) La C*-algebre A est un A-module hilbertien si on la munit du produit scalaire

(a,b) = a*b (a,b € A). En effet, la norme d’un élément a dans le A-module hilbertien A est
la méme que la norme de a dans la C*-algebre A (puisque ||a*al| = ||a||*), donc le A-module
préhilbertien A est séparé et complet.

Soit X un espace localement compact et E un fibré vectoriel complexe hermitien sur X. Notons
Co(X; E) des sections continues nulles & l'infini de E. Pour &,n € Co(X; E), f € Co(X) et

v € X on pose (£f)(x) = £(x)f(x) et (€,n)(x) = (€(x), n(x)). Lespace Co(X; ) muni de la
structure de Cy(X)-module et du produit scalaire a valeurs dans Cy(X) ainsi définis est un

Co(X)-module hilbertien.

Un sous-module fermé d’'un A-module hilbertien est un A-module hilbertien. En particulier les
idéaux a droite fermés de A sont des A-modules hilbertiens.

Soient F un A-module hilbertien et S une partie de E. Notons S* = {2z € E, Yy € S, (z,y) =
0}. Il est clair que S+ est un sous-module fermé de E. Si F est un sous-module fermé de E, on
n’a pas en général F @ FX = E. En effet, soit X un espace compact, Y une partie fermé de X
d’intérieur vide et posons £ = A =C(X), F={f€C(X), f(t)=0, Vt €Y }. Alors F est
I'ensemble des f € C(X) telles que f(t) =0sit € X —Y donc F*+ = {0}.

Somme hilbertienne : Soit (E;);c; une famille de A-modules hilbertiens. La somme hilbertienne
E= @ E; des E; est le sous-ensemble de 1'espace produit de la famille (E;) formé des éléments

icl
(x;)ier tels que la somme Z(xl, x;) soit convergente dans A.
iel

Supposons que l’ensemble [ soit fini. Alors @ E; est un A-module préhilbertien dont le produit

iel
scalaire est donné par la formule : ((z;)icr, (vi)ier) = Z<$“ y;). En particulier, si (x;)ier et (vi)ier
el
sont des éléments de @Ei, on a l'inégalité || Z(xz,y)H < | Z(xi,xz)“l/?” Z(yi,yi>||1/2.
iel il iel il

Comme on a
max | < ;(xi,xﬁﬂm < (card 1)'/? n?EaIxHxiH,
I’espace £ est complet.

Revenons au cas général. Soient (x;);cs et (y;)iesr des éléments de @ E;. Pour toute partie finie
icl
Jde Tonall Y (o ydll <Y {aa a1 (i ) I'?. On en déduit que la famille (z;, y;)

ieJ ieJ ieJ
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est sommable et que @ E; est un sous espace vectoriel de H E;. 11 est clair que c’est un sous-

iel
module de HEl On pose alors ((x;)ier, (Yi)ier) = Z(xz,yJ Muni du produit scalaire ainsi
iel
défini, @ E; est donc un module préhilbertien séparé.

il
Montrons qu’il est complet. Soit (&, )nen une suite de Cauchy dans @ E;. Pour chaquen € N, &,
iel
est une famille (z,,;);e;. Pour tout y = (v;)ier € @E, et tout i € I, on a (y;,v;) < (y,y) donc
el
pour tout ¢ € I la suite (2,;)nen est de Cauchy donc convergente dans E;. Soit y; sa limite. Soit
€ > 0; la suite &, étant de Cauchy, il existe n € N tel que pour tout p,q € N, tels que p > n et
g = n, on ait || Z(aﬁp,i — T Tpi — Taa)|V? < €/2. La famille ((x,,4, Tp.:))ies étant sommable,
i€l
il existe un sous-ensemble fini J de I tel que || Z (Zn.i, 2n0)|"/* < £/2. Pour toute partie finie

iel—J
K de I disjointe de J et tout p > n, on a alors

1/2 1/2 1/2
Z(xp,'h sz,z'> < Z<xp,i — Ty, Tpi — xn,i> + Z(xn,ia xn,i>
€K €K €K
1/2 1/2
< D (@i = wngmpi — )| A | D (@niimaa)||  <e
i€l el—J

Ceci ayant lieu pour tout p > n, || Z(yi, y)|V? < e il s'ensuit que la famille ((y;, y:))ser est
icK
sommable i.e. définit un élément £ de @ E;.
iel

Enfin, pour toute partie finie L de I, tout p > n et tout ¢ > n, on a || Z(xp,i — Xgiy Tpi —

il
z.)||* < /2; fixant p et L et faisant tendre ¢ vers linfini, on en déduit que || Z(xpﬂ- -
il
Yis Tpi — i) |2 < £/2; cette inégalité étant valable pour toute partie finie L de I, il s’ensuit que
I Z(xm — i, i — yi)||M? < £/2 et la suite &, converge vers €.
el

Par ailleurs, il est clair que la somme directe algébrique des modules E; est dense dans @ E;,
iel
de sorte que @ E; est le complété de la somme directe algébrique des modules E; qui est un
iel
A-module préhilbertien séparé.

e) Soient / un ensemble et £ un A-module hilbertien. Le A-module hilbertien @E se note
il
(*(I; E). En particulier, E" est un A-module hilbertien. On note g le A-module hilbertien
Hp=C(NE)=(PE.
neN

13.7 Proposition. Soient A une C*-algebre et E un A-module hilbertien.
a) Pour tout x € E, il existe un unique y € E tel que x = y(y, y).
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b) Soit B une C*-algebre contenant A comme idéal bilatére. Il existe sur E une unique structure
de B-module a droite prolongeant l’opération de A. Autrement dit tout A-module hilbertien est
un B-module hilbertien.

Démonstration. a) Posons a = (z,z)"? et b, = a"/3(1/n + a)*. Pour tout b € A, on a |jab|| = ||zb]|.
La suite ab, converge vers a'/? donc la suite zb, est de Cauchy, donc converge. Soit y sa limite. On a
(y,y) = a®?, et comme a(1 — b,a*?) tend vers 0, z(1 — b,a*?) tend vers 0, donc = = y(y, ).

Soit z € E tel que x = z(z,2); on a (z,2)® = (z,z) donc (z,z)'* = ((2,2)*)'/® = (z,2) = (prop.
3.13a) donc z — xb, = 2(1 4+ na)~! donc ||z — b,||* = ||(1 + na)"2a*?|| et z = lim (xb,).

Par a), le A-module & droite E est non dégénéré, donc b) découle du cor. [5.9 O

13.2 Morphismes de A-modules hilbertiens

13.8 Définition. Soient A une C*-algebre, F et F' des A-modules hilbertiens. Une application T :
E — F est appelée un morphisme de E dans F §’il existe une application S : ' — E telle que
Vee E, VyeF, (z,Sy) = (Tz,y). On note Mor(E, F') 'ensemble des morphismes de E dans F. On
pose Mor(E) = Mor(E, E).

13.9 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T € Mor(E, F).

a) Il existe une unique application S de F dans E satisfaisant a la propriété de la définition ;
cette application s’appelle l'adjoint de T et se note T*. On o T* € Mor(F, E) et (T*)* =T.

b) Lapplication T est linéaire, A-linéaire, continue; on a |T|| = ||T*|| et || T*T|| = ||T|]*.
c) Soient H un autre A-module hilbertien et S € Mor(F, H). Alors ST € Mor(E, H) et (ST)* =
5™

d) L’ensemble Mor(E, F') est un sous-espace vectoriel fermé de l'espace des applications linéaires
continues de E dans F'.

e) L’algébre de Banach involutive Mor(E) est une C*-algébre.

Démonstration. a) Soient R et S des applications de F' dans E telles que pour tout x € E et
tout y € F on ait (x,Ry) = (T'z,y) = (x,Sy). Alors, pour tout x € F et tout y € F on
a (r,Sy — Ry) = 0. En prenant x = Sy — Ry, on trouve ||Sy — Ry| = 0; donc, pour tout
ye F, Sy= Ry et S= R. Les autres assertions sont claires.

b) Notons G(T') = {(x,Tx), x € E'} le graphe de T et posons F' = { (=T"y,y), y € F }. Montrons

que G(T) = F*+. Pour tout x € E et tout y € F on a {(x, Tx), (—=T*y,y)) = (Tx,y) — {x,T*y) =
0. Réciproquement, soit (z,y) € F*. Posons z = Tx —y. On a (0,2) = (z,9) — (z,Tz) € F*
donc (z,z) = ((0,2),(=T"z,z)) = 0. Il Sensuit que z =0 i.e. Tx =y et (z,y) € G(T).
Comme G(T) = F*, c’est un sous-module et un sous-espace vectoriel fermé de E x F. Donc T
est linéaire, A-linéaire et continue (théoréeme du graphe fermé).

Enfin
ITI? = sup{|{Tz, Tz)||, v € E, ||z <1}
= sup{[[(z, T"Tz)||, € B, |zf| <1}
< T T < Tl
On en déduit que ||T|| < ||T7|| et, changeant T en T on voit que |T|| = ||T7| (par a) et

finalement || T2 < |T°T| < ||
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c)
d)

)

est clair.

Si une application linéaire continue 7" de E dans F' est limite d'une suite T, d’éléments de
Mor(E, F'), alors la suite T); est de Cauchy par a). Il est clair que la limite 7™ de cette suite
vérifie la condition de la définition [13.8

Résulte de b), c) et d). O

Soient A une C™*-algebre, F et F' des A-modules hilbertiens et 7' € Mor(F, F'). L’élément T™ €
Mor(F, E) associé a T s’appelle l’adjoint de T.

Remarques. —

a)

13.3

Soient A une C™-algebre et E et F' des A-modules hilbertiens. Une application linéaire A-
linéaire et continue de F dans F' n’a pas toujours un adjoint. Notons Hom4(E, A) et Hom(F, A)
I’espace des applications A linéaires continues de E et F' respectivement a valeurs dans A ; les
applications = — f, (ou f.(y) = (z,y)) sont des isométries antilinéaires ¢ : £ — Homa(E, A)
et U: F — Homy(F, A). Une application linéaire A-linéaire et continue 7' de E dans F' définit
une application ‘T : Hom(F, A) — Homy(E, A) en posant "T'(f) = f o T. Alors T admet un
adjoint T* si et seulement si “T'(W(F)) est inclus dans ®(E). Dans ce cas on a ‘"T'o W = & o T™.

Soient E et F' des A-modules hilbertiens et 7' € Mor (£, F'). L’orthogonal de imT" est ker T™;
celui de imT™ est ker T'. Il n’est pas toujours vrai que I'orthogonal de ker T" est ’adhérence de
imT™.

Morphismes compacts

Soient A une C*-algebre, E/ et F' des A-modules hilbertiens, x € E et y € F. L’application 0, , : z —
y(x, z) est un élément de Mor(E, F') et son adjoint (6, ,)" est 6,,.

13.10 Définition. Soient A une C*-algebre, F et F' des A-modules hilbertiens. Pour tout x € F et
y € F, notons 0, , application z — y(x, z) de E dans F'. On note K(E, F') I'adhérence dans Mor(E, F')
de l'espace vectoriel engendré par les applications 6, ,. On pose K(E) = K(E, E).

13.11 Proposition. Soient A une C*-algebre, E et F des A-modules hilbertiens, x € E et y € F.
a) On a |0, < ll=llllyll, 16zl = ll2]]*.
b) Soit H un A-module hilbertien. SiT : F' — H est une application A-linéaire, on a T0, , = 07, ..

Si S € Mor(H,E) on a,,5 =0, g+s.

c) L’espace K(E) est un idéal bilatére fermé de Mor(E).
d) On aMor(E) = M(K(E)). Plus précisément, [’homomorphisme 7 : Mor(E) — M(K(E)) défini

par la prop. . d) est un isomorphisme de C*-algébres.

Démonstration. On a ||(z,0,.7)| = ||z||*; a) et b) sont clairs et c) résulte immédiatement de

b).

d) Soit z € E'; par la prop. |13.7la), il existe y € E tel que x = 6, ,y. Donc, le K(E)-module E est

non dégénéré. Par le corollaire 5.9 E est un M(K(E))-module. Soient z,y € E, K € K(E)
et m € M(K(E)). Notons T': E — E D'application associée a m et S : E — FE 'application
associée a m*. On a (x, TKy) = (mK)*x,y) = (K*m")x,y) = (K*Sz,y) = (Sz, Ky). Comme
E ={Ky, y e EF, K € K(E)}, il sensuit que T" € Mor(E) et T* = S. L’opération de
M(K(F)) dans E définit donc un homomorphisme de C*-algebres p : M(KC(E)) — Mor(F) qui
prolonge l'identité de C(E). Par I'unicité dans la prop. [5.18/d), 7o p est l'identité de M(K(E));
par 'unicité dans le corollaire p o est I'identité de Mor(E). O]
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13.12 Exemples. a) Soit £ un A-module hilbertien et x € FE. L’application 7, qui a a € A

associe xa € E est un élément de IC(A, E). En effet, écrivons x = y(y,y) (prop. [13.17la), on
a Y. = 0y Remarquons que 7} est 'application z — (z,z) de £ dans A. En particulier,
I'application x +— 7, est une bijection isométrique (prop. propl3. 3@ - avec les notations de la

prop. [13.13|d) v; = f.) de E sur K(A, E).
Remarquons que si F' est un A-module hilbertien et y € F' on a 8, , = v,7..
Considérons le A-module hilbertien A (exemple [13.6la). Pour a € A, notons 7, l'application

b — ab de A dans elle méme. Par a), application a — 7, est une bijection isométrique de A sur
IC(A). Par ailleurs, il est clair que application a — 7, est un homomorphisme de C*-algebres
de A dans Mor(A). C’est donc un isomorphisme de A sur K£(A). On identifiera £(A) & A au
moyen de cet isomorphisme. Si E est un A-module hilbertien et z,y € E, on a v, = (z,y)

(via l'identification de IC(A) avec A).

Soient E et F' des A-modules hilbertiens et m,n € N. L’espace Mor(E", F'™) s’identifie a
I'espace M,, ,(Mor(E, F')) des matrices a m lignes et n colonnes a coefficients dans Mor(F, F) :
a T € Mor(E", F™) correspond la matrice T; ; ou T'(xy,...,x,) = ZTM% . ZTm]x]

j
a T™ correspond la matrice (7%); ; € M, ,(Mor(F, E)) telle que (T7); ; = (T}.)".

Cette correspondance identifie IC(E™, F™) & M,, »(K(E, F)). En particulier (A", A™) = M, »(A)
et IC(A™) est I'algebre M,,(A) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A. En particulier
I’algebre involutive M, (A) admet une structure, nécessairement unique, de C*-algebre.

Plus généralement, si F1, ..., E, et I}, ... F,, sont des A-modules hilbertiens, on peut identifier

or (@ Ek,@ F, | & un espace de matrices (Tyx) de type m x n ou Ty € Mor(Ey, Fy).
k=1 =1

La matrice (Tpy) définit un élément de K (@ Ek,@ F[> si et seulement si, pour tout
k=1 =1

(E’ k‘) , T&k - K(Ek, Fg).

En particulier, si £ et F' sont deux A-modules hilbertiens, on identifie K(E, F) & la partie

{Te K(E® F), TF =0, T"E = 0} de la C*-algebre K(E @ F). Enfin, E = K(A, E)

s’identifie a une partie de la C*-algebre K(A & E).

Pour n € N notons P, € Mor(H,4) le morphisme tel que P, ((ax)ren) = ((bk)ren) o0 by = ay,
sik<netb,=0sik>n OnaPpb, =P = Pﬁ et pour tout x € H, la suite P,x converge
vers x. Il s’ensuit que pour tout A-module hilbertien E, tout x € E et tout y € Hy, on a
6., =1lim 0, ,P,. Comme |P,| <1, pour tout T' € K(Ha, £) on a T = lim T'P,. En particulier,

il existe une suite (z)reny d’éléments de E telle que, pour tout (a,)nen € Ha la série anan

converge vers T'a. De plus, pour tout 7' € K(H,) on a T' = lim P,TP,; or P,K(Ha)P, est
isomorphe a KC(A") = M, (A). Donc KC(H 4) est la limite inductive au sens des C*-algebres (cf.
exerc. 77) de M, (A).

Soient E et F' des A-modules hilbertiens. Pour S € K(E) et T' € K(E,F), TS € K(E,F);
en particulier, (£, F') est un K(F)-module a droite. Pour S, T € K(E, F) on pose (S,T) =
S*T € KC(F); Muni de ce produit scalaire, IC(F, F') est un IC(E)-module hilbertien (corollaire

13.14). En particulier, ’ensemble des n-uplets (matrices-ligne) (x1,...,z,) € E" s’identifie au
M,,(A)-module hilbertien (A", E).
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13.4 Morphismes positifs

Il est facile de caractériser les éléments hermitiens et les éléments positifs de la C*-algebre Mor(FE) :

13.13 Proposition. Soient A une C*-algébre et E un A-module hilbertien.

a) Soit S,T : E — E des applications linéaires telles que, pour tout x € E on ait (x, Tx) = (x, Sx)*.
Alors T € Mor(FE) et T* = S.

b) Soit T : E — E une application linéaire telle que, pour tout x € E on ait (x,Tx) = (z,Tx)".
Alors T € Mor(E) et T* =T.

c) Si T € Mor(E), alors pour tout x € E on a (z,Tx) € Ay et ||T| = sup{ |[{z,Tx)|, = €
E, flzlf <1}

d) Réciproquement, soit T : E — E une application linéaire telle que, pour tout x € E on ail
(x,Tx) € A,. Alors T € Mor(E), .

Démonstration. a) Pour (z,y) € E? posons Q(x,y) = (x,Ty) — (y, Sz)*; 'application @ est ses-
quilinéaire, pour z € E, on a ()(z, z) = 0 donc, par polarisation ) = 0.

b) résulte immédiatement de ).

¢) Si T = S*S alors (x, Tx) = (Sz,Sx) € Ay et |T|| = ||S|* = sup{||(Sz,Sz)||, = € E, ||z| <
1}.

d) Par ), T € Mor(F) et T* =T. Posons T~ = f(T) ou f : t — sup(0,—t) et S =T TT". Alors
—S € Mor(F), et par ), pour tout z € E, on a (z,Sz) < 0. Or, en posant y = T~z on trouve
(x,Sx) = (y,Ty) > 0. Donc (z, Sx) = 0. Donc |~ S|| = 0par ) et S =0ie (T)* douT =0
et T € Mor(FE);. O

13.14 Corollaire. Soient E et F' des A-modules hilbertiens et T € Mor(FE, F). Alors T*T € Mor(E) .

Démonstration. Résulte de la prop. d)). O

Soient E et F' des A-modules hilbertiens. Pour 7' € Mor(E, F), le morphisme (T*T)"? € Mor(E) est
appelé module de T et noté |T|.

13.15 Remarque. (cf. lemme|3.29). Soient E et F' des A-modules hilbertiens et 7 € Mor(E, F'). Pour
toute fonction f polynomiale on a Tf(T*T) = f(TT*)T et par le théoreme de Weierstrass, cela reste

vrai si f est une fonction continue sur Sp7*T'USpTT™ (C SpT*T U {0}).

13.16 Lemme. Soient E, F et H des A-modules hilbertiens.
a) Soient v € E ety € F. Alors (x,x) < (y,y) si et seulement si pour tout a € A, ||zal < ||lyall.

b) Soient S € Mor(E,H) et T € Mor(F,H). Alors SS* < TT" si et seulement si pour tout
ze H, |52 < |[T7z]].

1/2 1/2

Démonstration. a) Posons b = (z,x)"* et ¢ = (y,y)’=. Pour tout a € A, on a ||bal| = ||xa| et

||lcal] = ||lyal|. a) résulte alors de la prop. 3.30

b) Par la prop. [13.13d), on a SS* < TT* si et seulement si pour tout z € F, (S*z,5%z) <
(T*z,T*z) et par a), ceci a lieu si et seulement si pour tout z € H et tout a € A, ||[S*zal <
| T zal|. O
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13.5 Restriction des morphismes a des sous-modules; sous-modules or-
thocomplémentés

13.17 Proposition. Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens et T € Mor(E, F).
a) SiT est surjective alors TT* est inversible dans Mor(F') et E'=ker T' & im T™.
b) SiT est bijective, il en va de méme pour T*. De plus, T~ € Mor(F, E) et (T"')* = (T*)"".

Démonstration. a) Supposons T surjective. Par le théoreme de 'application ouverte, il existe k €
R* tel que, pour tout y € F, il existe x € E, tel que Tx = y et ||z|| < k||y||. Par I'inégalité
de Canchy-Schwarz, on a [ T*yllllzll > {T*y,2)| = |y, Ta)| = [yl et KIT*y]l > [lyll- Par

le lemme .b), on a kK*T'T* > 1 donc TT* est inversible. Posons p = T*(TT*)"*T. Comme
(TT*)"'T est surjectif imp = im T*. Comme T*(TT*)"! est injectif ker p = ker T. Or p = p?,
donc E = ker p & im p.

b) Si T est bijectif, alors par a) TT™ est bijectif donc 7™ I'est aussi. Soient y € F' et x € E. Posons
v, =T 'yety = (T 2. On a (T 'y, z) = (x,T*y) = (Txy, 1) = (y,(T*)'x). Donc
T™' € Mor(F,E) et (T™Y)* = (T*)"". O

13.18 Définition. Soient A une C*-algebre et £ un A-module hilbertien. Un sous-module fermé F
de E est dit orthocomplémenté si E = F & F*.

Si le sous-module F de E est orthocomplémenté, alors F' = (F»)*. La réciproque n’est pas vraie
(cf. exerc. p. 7?). Tout sous-module orthocomplémenté est facteur direct topologique. Un sous-module
facteur direct topologique n’est pas toujours orthocomplémenté (cf. exerc. 77?).

13.19 Corollaire. Soient A une C*-algebre, E et F des A-modules hilbertiens.

a) Un sous-module fermé H de E est orthocomplémenté si et seulement si l'inclusion de H dans
E est un élément de Mor(H, E).

b) Pour toute application A-linéaire T : E — F les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T € Mor(E, F).
(ii) Le graphe de T est un sous module orthocomplémenté de E @ F.

Démonstration. a) Notons u l'inclusion de H dans E. Si H est orthocomplémenté, la projection
orthogonale de E sur H est clairement ’adjoint de u. Réciproquement, supposons que u €
Mor(H, E) ; alors pour tout x,y € H, (uzx,y) = (x,y) donc u*y =y donc u” est surjectif, donc
imu est orthocomplémenté par la prop. [13.17a).

b) Notons G le graphe de T. Si T' € Mor(E, F'), l'application (id,T) définit un élément S de
Mor(E,E @ F) et on a S*(z,y) = = + T"y. Comme S* est surjective, G = im S est or-
thocomplémenté par la prop. .a). Réciproquement, si GG est orthocomplémenté, notons
u € Mor(G, E @ F') 'inclusion, p € Mor(E @ F, E) et ¢ € Mor(E @ F, F) les projections. Alors
pu est bijective et T' = qu(pu) ™" € Mor(E, F) (prop. [13.17/b). O

13.20 Lemme. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T' € Mor(E, F').
a) Les adhérences dans E de T*F , de |T|E et de T*TE coincident.

b) Soient Ey un sous-module fermé de E et Fy un sous-module fermé de F tels que TE; soit
inclus dans Fy et que T Fy soit inclus dans E,. Alors la restriction de T est un élément T, €
MOI‘(Eh Fl) .

30



Démonstration. a) On a T*TE C T*F. Or T* = lim T*T'(1/n + T*T)~'T*, donc T*F est inclus
dans I'adhérence de T*TE et les adhérences dans F de T*F et de T*TE coincident. Remplacant
T par |T|, on en déduit que les adhérences de |T|E et de T*TE coincident.

b) est clair : I'adjoint de T} est la restriction de 7. ]

13.21 Proposition. Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens et T € Mor(E, ).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) TE est fermé dans F.

(i) T*F est fermé dans E.
(i1i) O est isolé dans le spectre de T*T.
(iv) 0 est isolé dans le spectre de TT™.

St ces conditions sont satisfaites, alors les sous-modules TE de F et T*F de E sont orthocomplémentés.

Démonstration. Montrons que (i) = (iii). Si TFE est fermé, T définit par restriction un élément S €
Mor(E, TE) (lem. |13.20\b). Alors SS™ est inversible (prop. [13.17}a) donc 0 est isolé dans le spectre de
T =5*S.

Si 0 est isolé dans le spectre de TT™, soient f : Sp(TT*) — R et g : Sp(TT*) — R les fonctions
continues telles que f(0) = g(0) = 0 et f(t) =1, g(t) = 1/t pour t # 0. On a f(TT*)TT* = TT"
et TT*g(TT*) = f(TT*) donc TT* et f(TT*) ont méme image. Comme f(7T7T™) est un idempotent
hermitien, son noyau et son image sont orthogonaux et im7T7T™ est orthocomplémenté. Comme TFE
contient 7T F et que ces modules ont méme adhérence, (lemme [13.20[b) TE = TT*F est fermé. Donc
(iv) = (i).

Par la prop. 2.8 (iii) <= (iv). On a donc (i) <= (iii) <= (iv). Changeant T en T™, on trouve
(i) <= (iii)) <= (iv).

On a vu que si (iv) est satisfaite TE est orthocomplémenté, donc si (iii) est satisfaite, T F l'est
aussi. [

13.6 Topologies sur Mor(F, F)

Soient A une C*-algebre et F et F' des A-modules hilbertiens. En dehors de la topologie normique, on
est amené a considérer sur Mor(FE, F') les topologies suivantes :

a) La topologie de la convergence simple normique, appelée parfois topologie forte :
C’est la topologie la moins fine pour laquelle les applications T' — T'x sont continues, pour tout
rekb.

b) La topologie *-forte :
C’est la topologie la moins fine pour laquelle les applications 7' — Tz et T' +— T™y sont continues,
pour tout x € E et tout y € F.

c) La topologie faible :
C’est la topologie la moins fine pour laquelle les applications T — (y, T'z) sont continues, pour
tout x € E et tout y € F.

Exemple. — Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens. Soit p une mesure finie sur
un espace localement compact X et x — T, une application bornée *-fortement continue de X dans

Mor(E, F); I'élément /Txdu(x) de Mor(E, F') est défini par les formules (/ Todu(z))é = /Txfdu(x)
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et (/ Todu(z))n = /T;ndu(ac) pour tout £ € E', n € F. Remarquons que /deu(x) appartient a
I'adhérence *-forte du sous-espace de Mor(FE, F') engendré par {T,, z € X }.

13.7 Isométries partielles

Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens et u € Mor(FE, F'). Comme dans le cas des
espaces hilbertiens, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) v = wuu; (i) v* = v uu®; (iii) v'u = (v u)?; (iv) v = (uu®)?

En effet, (i) et (ii) se déduisent I'un de l'autre par passage aux adjoints.

(i) = (ili) est clair. Si (iii) est satisfait 7' = u(1 — u*u) vérifie T = 0 donc T*T =0 et T = 0, d’on
(i). Enfin, remplagant u par v* dans (i) <= (iii), on en déduit que (ii) <= (iv).

Un morphisme qui vérifie les conditions équivalentes ci-dessus est encore appelé une isométrie partielle.

Soit u € Mor(E, F') une isométrie partielle.

e De la condition (ii) (resp. (i)) il résulte que les morphismes u* et u*u (resp. u et uu*) ont
méme image et de la condition (iii) (resp. (iv)) on déduit que celle-ci est un sous-module ortho-
complémenté de E (resp. F).

e On appelle support initial (resp. final) de I'isométrie partielle u € Mor(E, F') le sous-module
imu® de E (resp. imu C F). Siimu = F et imu* = FE alors u est unitaire.

e On pose aussi I'y = {(z,y) € E X F; ur =y et u'y = x}.

13.22 Remarque. Soient A une C*-algebre, F et F' des A-modules hilbertiens et u,v € Mor(FE, F)
des isométries partielles. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) uu* = vu™; (i) v'u = wv; (iii) v = vu'u; (iv) u = uu*v. (v) Les restrictions de v et de u au support
initial de u coincident ; (vi) ', C T,.

En effet, on passe de (i) a (iii) en multipliant & droite par u et de (iii) & (i) en multipliant & droite par
u*, d’ou (i) <= (iv). De méme, en multipliant a gauche par u et u*, on voit que (ii) <= (iv).

Si Iassertion (i) est satisfaite, on a (v — u)u* = 0 donc vv* = wu* + (v — u)(v — uw)*. Il en résulte que
u*(v—u)(v—u)u = u*(vv* —uu*)u = u*(vv* —1)u. Or (1—vv*)* = 1—vv* donc u*(v—u)(v—u)*u <0
d’ou I'on déduit que u*(v —u) = 0 c¢’est a dire 'assertion (ii).

Si u et v satisfont (ii), u* et v™ satisfont (i), donc (ii) par ce qui précede, donc u et v satisfont (i). (i)
s’écrit (u — v)u* = 0 et est donc équivalent a (v).

Si ces conditions sont satisfaites, on dit que v prolonge u et on écrit © < v. La relation < est une
relation d’ordre sur I’ensemble des isométries partielles de F dans F.

Siu < v, alors (v—u)*u et u(v—wu)* sont nuls d’ou il ressort que (v —u)(v —u)*(v—u) = Vv*v —vu'v =
v—u ; donc v—u est une isométrie partielle et il est clair que ses supports initial et final sont orthogonaux
a ceux de u. Réciproquement, si v est une isométrie partielle de supports initial et final orthogonaux a
ceux de u, alors u + w est une isométrie partielle et © < v + w. En d’autres termes, ’application qui a
v associe v — u est une bijection de I’ensemble des isométries partielles v prolongeant u dans 1’ensemble
des isométries partielles w € Mor(F, F') de domaine initial et final respectivement inclus dans ker u et
dans ker u*.

13.8 Décomposition polaire dans les modules hilbertiens

13.23 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T' € Mor(E, F).
Notons Ey et Fy les adhérences respectives de T*F dans E et de TE dans F et T} € Mor(FE1, Fy) la
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restriction de T'. Il existe un unique v € Mor(Ey, Fy) tel que pour tout x € E on ait Tx = v|T|z. Le
morphisme v ainsi défini est unitaire.

Démonstration. Remplacant T' par sa restriction, on se rameéne (grace au lemme [13.20) au cas ol
Ey=Eet Fy = F. Pour n € N posons u,, = T(1/n+ T*T)"/? = (1/n + TT*)"/*T (remarque [13.15)).
Soit x € E; si & = T*y, alors u,z = (1/n + TT*)"Y?*TT*y converge vers |T*|y. Comme |u,| < 1, il
s’ensuit que pour tout x € E la suite u,z converge dans F. Il en résulte (en remplagant 7" par T™)
que pour tout y € F' la suite u,y converge dans E. Soit v € Mor(E, F') tel que pour tout z € E on
ait vxr = lim w,x. La suite u,|T’| converge en norme vers 7', donc v|T| = T. Toute application linéaire
continue est déterminée par sa restriction & |T|E qui est dense dans £y = E d’ou l'unicité de v. Enfin,
uyu,x converge vers x si x € T*TE. 1l s’ensuit que v*v = 1x. On calcule vv™ de fagon analogue. O

13.24 Corollaire. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T € Mor(E, F). Si
les adhérences de im T et de imT™ sont des sous-modules orthocomplémentés de F' et E respectivement,
il existe un unique u € Mor(E, F) tel que T' = u|T| et dont la restriction a ker T' soit nulle. Alors u

est une isométrie partielle de support initial ’adhérence de imT™ de support final ’adhérence de imT'.
Ona|l|=uT=T, |T"|=Tu" =ul" et T" = |T|u" = u"Tu" = u*|T"|.

Démonstration. Comme im |T'| et im 7™ ont méme adhérence et que celle-ci est un sous-module supplé-
mentaire de son orthogonal ker 7', toute application linéaire continue est déterminée par ses restrictions
a |T|E et a ker T" d’on I'unicité de u. Pour construire un u qui convienne, il suffit de poser uz = vz
sizcimT* et ur =0siz € (imT*)*". On aalors vz = vz siz € imT et u*z = 0si z € (imT)*.
Les calculs de u*u et uu® sont clairs. On a |T'| = u*u|T| = u*T = T*u, puisque |T'| est autoadjoint.
Comme u|T| =T, T* = |T|u* = u*Tu". De plus, Tu* = u|T|u* € Mor(E); et Tu"Tu" = TT" donc
Tu* = (TT*)Y? = |T*| = |T*|* = uT". O
13.25 Remarque. Sous les hypotheses du corollaire, posons u, = T(1/n + T*T)_l/2 pour n € N.
Alors u est limite de u,, pour la topologie *-forte.

13.26 Définition. Si T € Mor(FE, F') satisfait les hypotheses du corollaire, I'isométrie partielle u et la
décomposition T' = u|T| s’appellent respectivement la phase et la décomposition polaire de T.

Par le corollaire [13.24] si T' = u|T"| est la décomposition polaire de 7', celle de T* est T* = u*|T™|.

On appelle projecteur d’'une C*-algebre B un élément p € B tel que p? = p = p*. Nous utiliserons plus
loin le résultat suivant.
13.27 Proposition. Soient E un A-module hilbertien, p et q deux projecteurs dans Mor(E).
a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pE+ (1 —q)E et (1 —p)E + qF sont denses dans E.

(ii) pgE est dense dans pE et (1 —p)(1 — q)E est dense dans (1 —p)E.

(111) qpE est dense dans qF et (1 — q)(1 — p)E est dense dans (1 — q)E.

(iv) L’image de p+q — 1 est dense dans E.

b) Si ces conditions sont satisfaites, il existe un unique morphisme unitaire w € Mor(FE) tel que
wpE = qF, pwp € Mor(E); et —(1 — p)w(l —p) € Mor(E);. On a w* =1, w(l — p)E =
(1-qkF.
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Démonstration. a) L’image de p + ¢ — 1 est contenue dans pE + (1 — ¢)E et dans (1 —p)E + ¢E.

Il en résulte que (iv) = (i).

Si (i) est vérifié, p((1 — p)E + ¢F) = pgE est dense dans pE et (1 — p)((1 — ¢)E + pE) =
(1 —p)(1 — q)E est dense dans (1 — p)E. Donc (i) = (ii).

PouryegE et z€ (1—q)Fona(p+q—1)(y+2) =py— (1 —p)z. Donc I'image de p+ g — 1
est pgE + (1 — p)(1 — ¢)E, donc (ii) = (iv).

Enfin, échangeant les roles de p et g on trouve (iii) <= (iv).

Soit w € Mor(F) un unitaire; le projecteur d’image wpFE est wpw*. Donc wpE = ¢F si et
seulement si wpw* = q i.e. wp = qw; dans ce cas (1—p)w = w(1—¢q), donc w(l—p)E = (1—q)E.
Posons T' = p+q—1 et soit w € Mor(FE) un unitaire tel que wp = qw. On a pwp—(1—p)w(1—p) =
w(gp— (1—¢q)(1 —p)) = wT. Remarquons que, si wT' € Mor(FE), alors pwp = pwTp € Mor(E)
et —(1—p)w(l —p) = (1 —p)wT (1 —p) € Mor(E),.

I1 suffit donc de montrer qu’il existe un unique unitaire w tel que w7 € Mor(F), et qu'on a
pw:wqethzl.

Puisque wT > 0, on a wT = |wT| = |T| et la connaissance de w1 détermine w puisque l'image
de T est dense, d’ou 'unicité de w.

Le morphisme T est hermitien ; comme son image est dense, il admet une décomposition polaire
T = w|T| (cor . Comme T est hermitien, w = w* = w™'. Remarquons que pT = Tq
et ¢T = Tp; donc pT?* = TqT = T?p. 1l en résulte que pf(T?) = f(T?)p pour toute fonction
continue f. Or w est limite forte de la suite w, = (1/n + T2)~Y2T, donc pw qui est limite forte
de la suite pw, = (1/n + T?)"V2pT = wyq, est égal & wq. O

13.28 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens, E\ un sous-module
fermé de E et Fy un sous-module fermé de F.

a) Un élément T € K(E,F) tel que TE C Fy et T*F C Ey définit par restriction un élément

T, € K(Ey, F).

b) Tout élément Ty € K(E1, Fy) s’étend de maniére unique en un élément T € K(E, F) tel que

TE C Fy et T°F C Fj.

Démonstration. a) Par la prop. [13.17.a) appliquée au IC(F)-module hilbertien IC(E, F'), il existe

13.9

un morphisme S € K(E, F) tel que $S*S = T'. Par le lemme [13.20]a) les adhérences de SE de
SS*F et TS*F = (SS*)?E coincident. Il en résulte que SE est inclus dans Fy. De méme, S*F
est inclus dans Ej. Par le lemme [13.20[b), S définit par restriction des éléments S € Mor(E}, F)
et Sy € Mor(F, Fy). La restriction de T est alors Ty = S1.5%Sy € KC(Ey, FY).

L’existence de 'extension est claire pour les somme finie de morphismes de la forme 6, ; le cas
général s’en déduit car K(F, F') est complet. Si S et T coincident sur E; et si S*F C Ej et
T*F C Ey, alors (S —T)(S —T)" =0, d’ou "unicité. O

Le Théoreme de stabilisation de Kasparov

13.29 Théoreme. Soient A une C*-algebre, E un A-module hilbertien dénombrablement engendré.
Alors les A-modules hilbertiens Hy et E @ Ha sont isomorphes.

Démonstration. a) Supposons d’abord que A est unifere. Remarquons qu'un A-module hilbertien

F est isomorphe a H 4 si et seulement s’il admet une A-base orthonormale infinie dénombrable,
i.e. une partie génératrice, infinie, dénombrable B C F’ telle que, pour tout b,c € B, b # ¢ on
ait (b,b) =1 et (b,c) = 0.
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Soit D un ensemble dénombrable engendrant E et soit B = { f,,, n € N } une base orthonormale
de H 4. Construisons une suite (z)ren, d’éléments de BU D C E @ H 4 qui prend une infinité
de fois chacune des valeurs de B U D.

m—1
Pour m € N posons E,, = E & @ frA.
k=0

On construit par récurrence sur n une suite croissante de nombres entiers m,, et une suite e,
d’éléments de E @ H 4 tels que, pour tout n € N on ait e, € E,, 11, (en,e,) =1 et, si on pose

n—1 n
F, = ZekA, en € F- et d(z,, F1) < (n+1)"' ot d(zp, Frsi) = |20 — Zek(ek,xn)H est
k=0 k=0

la distance de z,, a F,11.

Soit n € N et supposons my, et ej construits pour tout k < n. Soit m, > sup{mg, k < n}, tel
n—1

que y, € E,,, . Posons y, = xn—z exler, Tn) et 2, = Y+ (n+1)"1f,,, . Comme g, € E,,,, on a
k=0

(Zns 2n) = (Yn, Yn) +(n+ 1)_2. Donc Sp({zn, zn)) C [(n+ 1)_2, +oo[. Posons e,, = 2z, ({2, zn))_l/z.

Alors (e, e,) = 1; de plus y, € FnL et fm, € FnL7 donc e, € Fi: il est clair que e, € Em, i1

n—1 "
enfin, x,, + (n 4+ 1) fo, = Z exler, Tn) + 2n € Fy1, done d(wy,, Fryr) < (n+1)71

k=0
Le systéeme (e,)nen est orthonormal. Notons F' le sous-module fermé de E @ H, engendré
par(e, )nen. Pour tout y € BU D et tout p € N, il existe n > p tel que y = x,,; donc d(y, F') <
d(y, Fpy1) < (p+1)"' Ilen résulte que BUD C F, donc EQH 4 = F admet la base orthonormale
(en)nen, d’ou le résultat dans le cas unifere.

b) cas général. Par le cas unifere, les A-modules hilbertiens H i et @ H; sont isomorphes. Les
A-modules hilbertiens Hy = {z € H;, (v,x) € Al et E@Ha={x c EGH;, (v,x) € A}
sont donc isomorphes. O

13.10 Composition des modules hilbertiens

13.30 Proposition. Soient A une C*-algébre, E un A-module hilbertien, H un B-module hilbertien
et v : A — Mor(H) un homomorphisme involutif. Pour z,y € E, £&,n € H etb € B posons (r ®&)b =
rR&b et (@& yn) = (& p((x,y))n). Muni de la structure de B-module a droite et de lapplication
sesquilinéaire ( , ) ainsi définis, le produit tensoriel algébrique E @ H est un B-module préhilbertien.

Démonstration. On doit montrer que pour tout z = Z r,®& € E® H on a (z,2) € By.
1<i<n
Soient x1,...,x, des éléments de E. Le n-uple x = (z1,...,x,) est un élément du M,(A)-module
hilbertien K(A", E) (exemple [13.12le). Donc la matrice ((z;,2;))1<ij<n st 'élément positif z*z de
K(A™) = M, (A) et la matrice (¢((z;, zj)))1<ij<n = ¢ ®1id(z"x) est un élément positif de la C*-algebre
M,(Mor(H)) = Mor(H"). En particulier (z, z) = Z(@-, ((wi,2))€;) = (n,Tn) est un élément positif
.3

de B,oun=(&,...,&,) € H". O

Notation. — Le B-module hilbertien séparé complété du B-module préhilbertien £ ® H est noté
E ®, H et parfois E ®4 H, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible sur I’homomorphisme .

Exemple. — Soient A une C*-algebre E un A-module hilbertien et H un espace hilbertien. Considérons
I'homomorphisme 7 : C — Mor(F) tel que 7(1) = 1. On obtient ainsi le A-module hilbertien H ®@¢ E.
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En particulier, si H est un espace hilbertien séparable de dimension infinie, il est isomorphe a ’espace
(*(N) des suites de carré intégrable et H ®c E est isomorphe & H 4. Si A = C I'espace hilbertien H ®@c E
coincide avec le produit tensoriel usuel des espaces hilbertiens H et E.

13.31 Lemme. Soient A, B des C*-algébres et E un B-module préhilbertien. Notons H le séparé
complété de E, p : E — H Uapplication canonique de E dans son séparé-complété, et Endp(E)
Palgébre des endomorphismes du B-module a droite E. Soit ¢ : A — Endp(FE) un homomorphisme
d’algébres tel que pour tout a € A et tout x,y € E on ait (p(a)z,y) = (x,p(a”)y). Il existe une unique
représentation m : A — Mor(H) telle que pour tout a € A on ait w(a) o p = po p(a).

Démonstration. Soit a € A tel que ||a|| < 1. Posons b = g(a*a) ot g(t) = (1—-t)"/> 1, t € [0,1]; alors
b€ A (comme g(0) =0), b=0b* et a*a +b*+2b = 0. Pour tout x € E, on a {¢(a)x, p(a)z) + {p(b)x +
z,p(b)x + ) = (z, p(a*a + b* + 2b)x + x) = (x,z), donc {p(a)r, p(a)z) < (z,2) i.e ||pla)z| < ||z
L’application p o p(a) : E — H est donc continue; il existe une unique application linéaire continue
m(a) : H— H telle que m(a) o p=pog(a). On a (n(a)x,y) = (x,n(a")y) pour tout =,y € p(F) donc,
par continuité, pour tout z,y € H ; donc 7(a) € Mor(H).

Il est clair que m est un homomorphisme de C*-algebres. Enfin, I’égalité 7(a) o p = p o ¢(a) détermine
m(a), d’ott 'unicité de 7. O

13.32 Proposition. Soient A une C*-algébre, E un A-module hilbertien, H un B-module hilbertien
et o : A — Mor(H) une représentation.

a) PourtoutT € Mor(E) lapplication x @& — Tx®E définit un morphisme T ®,1 € Mor(E®,H).
L’application T — T ®, 1 est un homomorphisme de C*-algebres. Si ¢ est injective, alors
Vapplication T'— T ®, 1 est injective.

b) SiS € Mor(H) commute a p(A) Uapplication x @ & — x ® SE définit un morphisme 1 ®, S €
Mor(E ®, H) et pour tout T' € Mor(E), 1®, S commute a T ®,, 1.

Démonstration. Le seul énoncé qui ne résulte pas du lemme [13.31] est l'injectivité de I'application
T—T®,1. 01, siT #0, il existe x € E tel que Tz # 0, donc (T'x, Tx) # 0. Si ¢ est fidele, il existe
€ € H tel que o((Tx,Tx)) # 0, et comme p((Tx,Tz)) > 0, il en résulte que (£, o((Tx,Tx))E) # 0
e (T®, 1)(z®E),(T®,1)(z®E)) #0. O

13.33 Corollaire. Soient A une C*-algébre, ', F des A-module hilbertiens, H un B-module hilber-
tien et ¢ : A — Mor(H) une représentation. Pour tout T € Mor(E, F') Uapplication © @ & — Tax & £
définit un morphisme T ®, 1 € Mor(E ®, H,F ®, H).

Démonstration. 11 est clair que (E & F) ®, H s’identifie a (F ®, H) ® (F ®, H). Soit T' € Mor(E, F)
et définissons S € Mor(E @ F) en posant S(z,y) = (0,Tx). Alors S ®, 1 définit par restriction un
opérateur T’ ®, 1 € Mor(E ®, H, F ®, H). O

Exemple. — Soit ¢ une représentation d’'une C*-algebre A dans un B-module hilbertien H. Le B-
module hilbertien A®, H s’identifie au sous-module ¢(A)H de H ; en particulier, si ¢ est non dégénérée,
A ®, H s’identifie a H. Soit 7 : Ay — M(A) un morphisme de C*-algebres. La représentation ¢, de
A; dans A®, H ~ ¢(A)H est la composée de 7 et de 'extension de ¢ a 'algebre des multiplicateurs.
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14

14.1

Opérateurs non bornés dans les modules hilbertiens

Opérateurs non bornés dans les espaces de Banach

14.1.1 Généralités sur les opérateurs

Soient E et F' des espaces vectoriels.

Un opérateur T' de E dans F' est donné par un sous-espace vectoriel dom 1" de E appelé domaine
de T et une application linéaire T de dom T dans F'.

On appelle respectivement noyau et image d'un opérateur T le sous-espace ker T = {x €
domT, Tx =0} de E et le sous-espace im7T = T(domT') de F.

Soit T un opérateur. Le graphe de T est le sous-espace G(T) = {(z,Tz), x € domT } de
E x F. La restriction a G(T') de la premiere projection est injective. Réciproquement, soit G
un sous-espace vectoriel de FF x F' et supposons que la restriction de la premiere projection a G
est injective. Notons p; : G — E et ps : G — F' les projections et définissons 'opérateur T" en
posant dom T = p;(G) et T'(p1(x)) = pa2(x) pour tout z € G. Il est clair que G(7') = G. Comme
le noyau de la premiere projection de E x F dans E est le sous-espace {0} x F' de E x F, la
correspondance qui a un opérateur associe son graphe est une correspondance biunivoque entre
opérateurs et sous espaces G de E x F tels que G N ({0} x F) = {0}.

On appelle extension de Popérateur T' tout opérateur S tel que G(T) C G(S). On écrit alors
TCSs.

Soit T" un opérateur et D un sous-espace vectoriel de dom 7. On note T|D l'opérateur tel que
T|DCTetdomT|D = D.

Soient S et T' des opérateurs de E dans F'. On définit I'opérateur S + 7T en posant dom S+ 7T =
dom SNdom7T et, pour tout z € dom S+71', (S+7T)(z) =S(x)+T(x). Si R, S et T sont des
opérateurs de F dans F, on a clairement R+S =S+ Ret (R+5)+T =R+ (S+1T1).
Soient E, I’ et GG des espaces vectoriels, T un opérateur de E dans F' et S un opérateur de F
dans G. On définit I'opérateur ST en posant dom ST = {z € domT', Tz € dom S} et, pour
tout © € dom ST, (ST)x = S(Tx). Si R est un opérateur de G dans un espace vectoriel H, on
a (RS)T = R(ST).

De plus, si T est un opérateur de E dans F' et R et S sont des opérateurs de F' dans G on
a (R+ S)T = RT + ST; cependant, si R et S sont des opérateurs de E dans F' et T est un
opérateur de F' dans G, on a TR+ TS C T(R + S) sans, en général, avoir 1’égalité.

Un opérateur T' de E dans F' est dit injectif si 'application T' : domT" — F' est injective.
Soit T un opérateur injectif de E dans F'; I'ensemble { (y,z) € F x E, (z,y) € G(T)} est
le graphe d'un opérateur 7' (de domaine imT) appelé inverse de T. Clairement T ' est
injectif et (7)™ =T.SiT:E — FetS:F — H sont injectifs, alors ST est injectif et
(ST) ' =T77187%

14.1 Définition. Soient E et F' des espaces localement convexes séparés.

Un opérateur de FE dans I est dit densément défini si son domaine est dense dans E.
Un opérateur de F dans F' est dit fermé si son graphe est un sous-espace fermé de ' x F. Un
opérateur de F dans F est dit fermable s’il admet une extension fermée.

14.2 Remarques. a) Contrairement a la notion de morphisme de E dans F, celle d’opérateur

b)

fermé ou fermable ne change pas si on modifie les topologies de E et F' sans changer leur dual
topologique.

Soient E et F' des espaces localement convexes et T un opérateur fermé de E dans F. Alors
ker T'={x € E, (x,0) € G(T) } est un sous espace fermé de E. Remarquons de plus que F
est automatiquement séparé.
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c¢) Soit S une extension fermée de l'opérateur T'. Alors G(S) contient G(7T'), donc son adhérence
G(T).
Il s’ensuit qu’un opérateur 1" est fermable si et seulement si G(7') est le graphe d’un opérateur.
On notera T et on appellera fermeture de T I'application fermée de graphe G(T) = G(T).

En particulier, pour que 'opérateur 7" soit fermable il faut et il suffit que G(T')N ({0} x F') = {0}.

On en déduit immédiatement :

14.3 Proposition. Soient E et F' des espaces localement convexes séparés et T un opérateur de E
dans F. Pour que T soit fermable il faut et il suffit que pour tout filtre F de domT tel que F converge
vers 0 dans E et T'F converge vers y € F on ait y = 0. O

14.4 Proposition. L’inverse d’un opérateur injectif fermé est fermé.

Démonstration. Soient E et F des espaces localement convexes séparés et T un opérateur fermé de
E dans F. Comme le graphe de T~ se déduit de celui de T par la symétrie (x,y) — (y,z), il est
fermé. m

14.5 Lemme. a) Soient E et F' des espaces localement convexes séparés, S et T des opérateurs
fermés de E dans F. S’il existe une application linéaire continue u : E x F' — F telle que, pour
tout x € dom S + T, on ait u(zx, (S +T)x) = Sz, alors S+ T est fermé.

b) Soient E, F et H des espaces localement convezes séparés, T un opérateur fermé de E dans F' et
S un opérateur fermé de F dans H. S’il existe une application linéaire continue u : E X H — F
telle que, pour tout x € dom ST, on ait u(x,(ST)x) = Tx, alors ST est fermé.

Démonstration. a) OnaG(S+T) ={(z,y) € EXF,(z,u(z,y)) € G(S), (z,y—u(z,y) € G(T) }.
b) Ona G(ST) = ¢ HG(S) x G(T)) ou vy : Ex H — (F x H) x (E x F) est I'application linéaire
continue (z, z) — ((u(z, 2), 2), (z, u(zx, 2))). O

14.6 Proposition. Soient E, F et H des espaces localement convexes séparés.

a) Soient S : E — F wune application linéaire continue et T un opérateur de E dans F'; pour que
S+ T soit fermé il faut et il suffit que T' le soit; pour que S+ T soit fermable il faut et il suffit
que T le soit et, dans ce cas, S+T =S +T.

b) Soient T : E — F une application linéaire continue et S un opérateur fermé (resp. fermable) de
F dans H. L'opérateur ST est fermé (resp. fermable).

c) Soient T un opérateur fermé (resp. fermable) de E dans F et S : H — F une application
linéaire continue injective. L opérateur S™'T est fermé (resp. fermable).

Démonstration. a) Si T est fermé, S+ T est fermé par lemme [14.5/a) (en posant u(z,y) = Sz). Si
T' est fermable, S+ T" admet I'extension S+ T' qui est un opérateur fermé par ce qui précede;;
il en résulte que S + T est fermableet S+T C S+ T.

Remplagant 7" par T+ S et .S par —S on trouve que si 7'+ S est fermé ou fermable il en va de
méme pour T et que dans cecas, T’ C S+T1T —S;donc S+T CS+S+T-S=5+T1T.

b) Si S est fermé, il en va de méme pour ST par le lemme [14.5(b) (en posant u(z,z) = T'z). Si S
est fermable, alors ST admet I'extension fermée ST

¢) Si T est fermé, il en va de méme pour S~'T par le lemme [14.5\b) (en posant u(z,z) = Sz). Si
T est fermable, alors S™'T admet I'extension fermée ST O
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Remarque. — Si S est une application linéaire continue de F' dans H et T est un opérateur fermé de
E dans F', ST n’est en général pas fermable (cf. exerc??.)

Soient E et F' des espaces localement convexes séparés et T' un opérateur fermable de £ dans F'. Un
sous-espace D du domaine de 7" est appelé un domaine essentiel pour T si les opérateurs T et T'|D ont
méme fermeture. Cela revient a dire que D est dense dans dom T pour la topologie du graphe.

14.1.2 Spectre des opérateurs fermés

14.7 Définition. Soient 7" un opérateur d’'un espace localement convexe séparé E dans lui méme et
A € C. On dit que A est une valeur réguliére de T si T — Aidg est une application linéaire bijective
de dom T sur E et 'application linéaire réciproque définit une application linéaire continue Ry(T') de
E dans lui méme. On appelle spectre de T' le complémentaire SpT" dans C de ’ensemble des valeurs
régulieres de T

14.8 Proposition. Soient T un opérateur fermé d’un espace localement convexe séparé E dans lui
meme.

a) Soient X et pv des valeurs réguliéres de T ; on a Ry\(T) — R, (T) = (A — p)RA(T)R,(T).
b) La famille { R\(T), A\ € C—SpT'} est une partie commutative de End(E).

¢) Si T est injectif et X est une valeur réguliére de T non nulle, alors \™* est une valeur régulicre
de T et on a Ry—1(T™) = —ATR\(T) = —Xidg — N R\(T).

Démonstration. a) Ona (T —pidg)RA(T) = (T —Aidg) RA(T)+(A—p) RA(T') = idg+(A—p) RA(T).
Donc By (T)+ (A=) Ra(T) By(T) = (T — i) Ra(T) By(T) = (T —pid) By(T) Ra(T) = Ba(T).

b) découle de (a).
¢) Ona Tt —Xtdg = —A"HT — MNdg)T ™, vu que ces opérateurs ont méme domaine (I'image
de T) et y coincident. I en résulte que T~' — A 'idg est bijectif de domT~! sur E, et son
application réciproque est —AT'R)(T"). Or TR\(T) — AR\(T) = idg; on en déduit 1'égalité
—ATR\(T) = —Xidg — A2Ry(T), dont il résulte que —\T R (T) est continu et (c). O

14.1.3 Opérateurs fermés dans les espaces de Banach

Soit T un opérateur continu d’un espace vectoriel normé F dans un espace de Banach F. Alors T
est fermable et sa fermeture est son prolongement par continuité a l'’adhérence de son domaine. En
particulier, pour qu’un opérateur continu de E dans F' soit fermé, il faut et il suffit que son domaine
soit, fermé.

Soit T' un opérateur fermé d’un espace de Banach E dans lui méme. Remarquons que pour tout
A€ C, T— \idg est fermé (prop. a). Si T — Mdg est injectif d’image dense et son inverse est
continu, alors A est une valeur réguliere car (T'— Xidg) ™' est fermé (prop. , donc son domaine est
fermé.

Par ailleurs, un opérateur fermé de domaine fermé entre espaces de Banach est continu (théoreme du
graphe fermé). Soit alors 7" un opérateur fermé d’un espace de Banach E dans un espace de Banach F';
si T est bijectif de dom T sur F, alors T~! est continu. Il s’ensuit que le spectre d’un opérateur fermé
T d’un espace de Banach E dans lui méme est ’ensemble des A € C tels que T — A ne soit pas bijectif
de dom T sur F.

14.9 Proposition. a) Le spectre d’un opérateur fermé T d’un espace de Banach E dans lui méme
est une partie fermée de C.
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b) L’application A — Ry(T') est analytique du complémentaire du spectre dans ’algébre End(FE) des
endomorphismes de E.

Démonstration. Si SpT = (), il n’y a rien & démontrer. Sinon, quitte & remplacer T par T — Aidg, on
peut supposer que 0 est une valeur régulier deC. On pose S = T~ .

a) 11 résulte de la prop. [14.8lc) que SpT = {A € C — {0}, A™' € SpS} et comme Sp S est une
partie compacte de C, SpT est une partie fermée de C.

b) Par la prop. [14.8c), pour toute valeur réguliere non nulle de 7' on a Ry(T) = —A " SRy-1(S).
Donc Papplication A — R, (T) est analytique sur le complémentaire de 0. Comme SpT est
fermé, il existe une valeur réguliere non nulle A de T'. Appliquant ce qui précede a T'— Aidg on
en déduit que A — Ry, (T') est analytique au voisinage de 0. ]

Le spectre d’'un opérateur fermé peut étre n’importe quelle partie fermée de C : soit F' une partie fermée
de C. Notons z la fonction A\ — A de F' dans C. Nous verrons plus bas que f — zf définit un opérateur
fermé de Cy(C) dans lui méme, dont le spectre est F.

Par ailleurs, notons V l'opérateur de Voltera : c’est 1'opérateur de l'espace de Hilbert L*([0,1]) des
fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur [0, 1] donné par la formule (V f)(z) =

/ f(t)dt. 11 est injectif et son image est dense (elle contient I’ensemble des fonctions continiment

0

dérivables sur [0, 1] nulles en 0). Posons S = V! Son domaine est I'’ensemble des fonctions continues
sur [0, 1], nulles en 0 et dont la dérivée (au sens des distributions) est de carré intégrable; pour f €
dom S Sf = f'. Comme le spectre de V' est réduit a {0}, on a Sp.S = 0 (lemme [14.8)).

Soient S, T deux opérateurs fermés d’un espace de Banach E dans lui méme tels que S C T et S # T
Soit A € C et supposons que S — X est surjectif. soit x € domT — dom S'; il existe y € dom S tel
que (T'—= Ny = (S — Ny = (T — Nz, d’ou 'on déduit que 7" — X n’est pas injectif. On en déduit que
SpSuUSpT =C.

En particulier, si T est un opérateur qui prolonge strictement 'opérateur noté S ci-dessus, on a SpT =
C; par exemple, notons T l'opérateur f — f’ dont le domaine est I’ensemble des fonctions continues sur

[0, 1] et dont la dérivée (au sens des distributions) est de carré intégrable ; pour tout A € C, application
t — e est dans le noyau de T — .

14.2 Opérateurs réguliers dans les modules hilbertiens
14.2.1 L’adjoint d’un opérateur

Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens. Nous dirons qu'un opérateur de E dans
F est A-linéaire, si son graphe est un sous- A-module de £ & F.

Soit T" un opérateur de E dans F'. Supposons que l'orthogonal dans £ de dom T soit réduit & {0}. On
définit [’adjoint de T qui est un opérateur A-linéaire T* de F' dans E en posant G(T*) = { (y,x) €
FxFE,VzedomT, (x,z) = (y,Tz)}. Soit Uy € Mor(F @ E, E & F') le morphisme unitaire qui &
(y,x) € F & E associe (x,—y). Le graphe G(T™) de T™ est l'orthogonal dans le A-module F & E de
UsG(T). Un opérateur T de E dans lui méme est dit autoadjoint si T = T™.

Remarquons que 7™ est A-linéaire et fermé par définition. Si 'orthogonal dans E de dom T est réduit
a {0} et 'orthogonal dans F' de dom T™ est réduit a {0}, alors T'C (T*)* donc T est fermable.

14.10 Proposition. Soient A une C*-algebre, E, F et H des A-modules hilbertiens.

90



a) Soient S et T des opérateurs de E dans F tels que (dom S N dom T)* = {0}. Alors S* +T* C
(S+T)". SiSeMor(E,F), alors (S+T)" = S*+T".

b) Soit T un opérateur injectif de E dans F' tel que les orthogonauz respectifs de domT dans E et
de im T dans F soient réduits a {0}. Alors T* est injectif et (T*)~" = (T~1)*.

c) Soient T un opérateur de E dans F et S un opérateur de F dans H tels que les orthogonauz
respectifs de dom ST dans E et de dom S dans F' soient réduits a {0}. On o T*S* C (ST)*. Si
S est un morphisme ou si T est linverse d’un morphisme injectif, alors T*S* = (ST)*.

Démonstration. a) La premiere assertion est claire. Si S € Mor(E, F),ona T = (S+T) + (-5
donc, par la premiere assertion, (S + 7)* — S* C T™; on en déduit que (S+T1)" = (S+T)" —
S*4+ 5" C S*+1T", dou a).

b) 1l est clair que ker 7% = im T+ = {0} donc T est injectif. Le graphe de T~ se déduit de
celui de T par la symétrie (x,y) — (y,z); donc son orthogonal est { (z,7) (y,z) € G(T)*} =
{(z,~T*z), v € domT*} = { (—(T*) 'y,y), y € dom (T*)" '}, d’ott il ressort que (T%)"' =
Ty

¢) La premiere assertion est claire.

Si S est un morphisme, pour tout z € dom(ST)* et tout x € dom T = dom ST on a (z, (ST)*z) =
(STx,z) = (Tz,S*z) d’ou il ressort que S*z € domT™ et T"S*z = (ST)*z.

Si T est I'inverse d'un morphisme injectif, pour tout z € dom(ST)* et tout y € dom S, T 'y €
dom ST et ST(T'y) = Sy, donc (Sy, z) = (T~ 1y, (ST)*2) = (y, (T~1)*(ST)*z) d’out il ressort
(par b) que y € dom S*, S*y = (T*)"Y(ST)*2 € domT* et T*S*y = (ST)*y. O

14.2.2 Opérateurs réguliers

14.11 Lemme. Soient A une C*-algébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T" un opérateur fermé
de E dans F tel que l'orthogonal dans E de domT soit réduit a {0}. Notons Uy € Mor(F® E,E® F)
le morphisme (y,x) — (x,—y).
a) L’image de (1 +T*T) est {x € E, (z,0) € G(T) + UyG(T")}. L’image de (1 +TT") est
{yeF, (0,y) e G(T) + UyG(T") }.
b) Si de plus T et T* sont densément définis, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) L’image de 1+ T*T est dense.
(i) 1 +T*T est surjective.
(11i) 1+ TT* est surjective.
(iv) Le graphe de T' est un sous-module orthocomplémenté du A-module hilbertien E @ F.

Si T satisfait o ces conditions, il en va de méme pour T™ et U'on o (T*)" =T.

Démonstration. a) Soit z € dom 1+ T*T'; posons y = Tz; alors y € domT* et ((14+T77T)z,0) =
(2, T2)+(T"y,—y) € G(T)+UyG(T™). Inversement, soit = € E tel que (z,0) € G(T)+UyG(T™).
Il existe alors z € dom T et y € domT™ tels que (z,0) = (2,72) + (T"y, —y). Alors y = Tz donc
ze€domT*T =dom1+T"T et v = (14+T1"T)z, d’out a). La deuxieme assertion est identique...

b) Comme T" et T™ sont fermés et que G(T) et UyG(T™) sont orthogonaux, G(T) + UyG(T™) est un
sous-module fermé de E @ F. Par a) l'image de 1 4+ T*T est fermée, donc (i) = (ii).
L’orthogonal de G(T') étant UyG(T™), la propriété (iv) équivaut a 'égalité G(T') + UyG(T™) =
E® F. Si (iii) est satisfaite, { (2,0), z € E} C G(T)+UyG(T™) et par a) (ii) est satisfaite et de
méme (iii) est satisfaite. Inversement, si (ii) (resp. (iii)) est satisfaite, alors (E @ {0}) +G(T™) =
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E®domT™ C G(T)+UyG(T™) (resp. domT & F C G(T)+UyG(T™)) et pusique G(T') +UgG(T™)
est fermé, (iv) est vérifié.

Enfin, si la condition (iv) est satisfaite, G(T') est 'orthogonal de UyG(T™) ; il en résulte immédia-
tement que (7%)* =1T. O

14.12 Définition. Soient A une C*-algebre, F et F' des A-modules hilbertiens. Un opérateur de E
dans F' est dit régulier s’il est densément défini ainsi que son adjoint et si son graphe est un sous-module
orthocomplémenté du A-module hilbertien £ ¢ F.

Tout sous-module orthocomplémenté d’'un module hilbertien est fermé, donc tout opérateur régulier
est fermé.

14.13 Lemme. Soient A une C*-algeébre, E et F' des A-modules hilbertiens et T un opérateur de E
dans F' densément défini ainsi que son adjoint et fermé. Pour que T soit réqulier il faut et il suffit
qu’il existe un A-module hilbertien H et un morphisme R € Mor(H, E) tel que domT = im R et
TR € Mor(H, F).

Démonstration. Supposons T régulier et posons H = G(7T'). L’inclusion de G(T') dans E & F' définit un
élément u € Mor(H, E® F') par le corollaire |13.19a). Notons p € Mor(E® F, E) et ¢ € Mor(E® F, F)
les projections et posons R = pu; alors im R = domT et TR = qu € Mor(H, F)).

Réciproquement, supposons l'existence d'un tel R et notons w € Mor(H, E & F') le morphisme x >
(Rxz, TRx). Il est clair que imw = G(T') et comme par hypothese ce sous-module de E @ F' est fermé,
il est orthocomplémenté par la prop. [13.21] O

14.14 Proposition. Soient A une C*-algébre, E, F et H des A-modules hilbertiens.
a) Soient S € Mor(E, F) et T un opérateur régulier de E dans F. L’opérateur S+ T est régulier.

b) Soient T un opérateur réqulier de E dans F' et S € Mor(F, H) un morphisme inversible. L’ opéra-
teur ST est réqulier.

c¢) Soient T € Mor(E, F) un morphisme inversible et S un opérateur régulier de F dans H.
L’opérateur ST est régulier.

Démonstration. Sous les hypotheses de a) et b), soient G un A-module hilbertien et R € Mor(G, F)
tel que im R = domT et TR € Mor(G, F) (lemme [14.13)).

a) OnaimR=domS+T et (S+T)R=SR+TR € Mor(G, F). Par la prop. .a), lopérateur
S + T est fermé. Par la prop. .a), le domaine de son adjoint est dense; 'opérateur S + T
est donc régulier par le lemme [14.13]

b) On aim R =dom ST et (ST)R = S(TR) € Mor(G, H). Par la prop. [14.6c), 'opérateur ST est
fermé. Par la prop. .c), son adjoint est T*S™, dont le domaine est I'image par le morphisme
(S*)~! de celui de T*; il est donc dense dans H ; 'opérateur ST est donc régulier par le lemme
1413l

¢) Par la prop. [14.10lc), on a (ST)* = T*S*. Par le lemme [14.11]b), S* est un opérateur régulier.
Par b) T*S* est régulier. Donc son adjoint, égal & (S*)*T (prop. [14.10c) donc & ST (lemme
[14.11]b) est régulier (lemme [14.11]D). O

14.15 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F des A-modules hilbertiens et T un opérateur
régulier de E& dans F'.

a) SidomT = E alors T' € Mor(E, F).
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b) Siles images de T et T* sont denses dans F et E respectivement, alors T~ est un opérateur
régulier de F' dans E.

c¢) Si T est bijectif de domT sur F alors T~" € Mor(F, E).
d) Si E=F, pour tout \ € C—SpT, R\(T) € Mor(E).

Démonstration. a) Si T est un opérateur partout défini et son graphe est orthocomplémenté, alors
T € Mor(E, F) par le corollaire [13.19]b).

b) Comme ker T (resp. ker T*) est 'orthogonal de imT™ (resp. de imT"), T (resp. T™) est injec-
tif. Comme le graphe de 77! se déduit de celui de T par la symétrie (z,y) — (y,z), il est
orthocomplémenté. Comme les domaines de 7! et (T*)™' = (T')* sont denses, T" est régulier.

¢) Sous les hypothéses de c), T~ est un opérateur partout défini et son graphe est orthocomplémenté,
donc T~! € Mor(F, E) par le corollaire [13.19\b).

d) résulte immédiatement de c) et de la prop. |14.14]a). O

14.2.3 Transformation de Woronowicz

14.16 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F des A-modules hilbertiens et T un opérateur
régulier de E dans F'. Notons G le graphe de T', p: G — FE et q: G — F' les projections.

a) —1 est une valeur régulicre de T*T et (1 4+ T°T)~" = pp*.
b) Le domaine de T*T est un domaine essentiel pour T

c) L'opérateur T*T est autoadjoint régulier et SpT*T C R,.

Démonstration. a) Pour z € dom1+T"T, on a (x,(1 +T"T)x) = (x,x) + (T'x,Txz) de sorte que
|(1 4+ T*T)z|| > ||z||, donc 1 + T*T est injectif. Soit x € E; comme E @ F = G & G+, il existe
ze€domT ety € domT™ tels que (z,0) = (2,Tz2) + (T"y, —vy), i.e. y =Tz et x = (1 +T°T)z.
Donc, 1+ T*T est bijectif et (1 + T*T)"'(x) = 2. Remarquons que (z,7%2) est la projection
orthogonale de (x,0) dans G, i.e. (2,T2) = p*z. Enfin, z = p(2,T2) = pp™z.

b) Soient 2 € dom T et £ > 0. Soit y € dom T™ tel que |7z — y|| < e. Posons z = (1 +T*T) ! (x +
T*y). Comme (x,y) = (2, Tz) + (T"(Tz —y),y — Tz), le projeté orthogonal de (z,y) dans G(T)
est (z,Tz), de sorte que ||(2,Tz) — (z,y)|| <&, d'oub).

¢) Comme le domaine de T*T est un domaine essentiel pour 7', il est en particulier dense dans E.
Il en résulte que dom T*T = dom 1 + T*T = im (1 + T*T) " est dense; comme (1 + T*T)~! €
Mor(E) est hermitien, par la prop. [14.15/b) 1 + T*T est régulier et par la prop [14.10[b), il est
autoadjoint. Il résulte alors des prop. [14.10la) et [14.14la) que T™T possede les mémes propriétés.
Comme (1 +T*T)~* € Mor(E) 4 et ||[(1+T*T)7'| <1, Sp(1+T*T)~* c [0,1], de sorte que le
spectre de 1 4+ T™7T est inclus dans [1, +oo[ par le lemme et SpT*T C R,. ]

14.17 Proposition. Soient A une C*-algébre, E et F des A-modules hilbertiens et T un opérateur
réqulier de E dans F'. Notons G le graphe de T', e, g € Mor(E@® F) les projecteurs orthogonauz d’image
E et G respectivement.

a) L’image du morphisme e + g — 1 est dense dans E @ F.

b) Le morphisme e + g — 1 admet une décomposition polaire e + g —1 = wle + g — 1|, ou w est un
morphisme unitaire de carré 1 de Mor(E & F').

¢) On a domT = im (1 + T*T)~Y% et T(1 + T*T)"*Mor(E, F) ot on a posé (1 + T*T) Y =
(L+T°T)H)2 (= [p").
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d) On a wE = G ; la matrice de w est

(A +TT)TVE T+ TT) TV
S \TO+TT)VE (14 TTH)V?

Démonstration. a) Onaimeg =eG =domT et (1—e)(1—g)(E®F) = (1 —e)G+ = dom T*. Par
la prop. [13.27/a), le morphisme hermitien e + g — 1 a une image dense.

b) découle du corollaire [13.24]

¢) Nous avons vu dans la démonstration de la prop .b) que w est 'unique morphisme unitaire
w € Mor(E + F) tel que wE = G et ewe — (1 —e)w(l —e) = le4+g—1]. Or (e +g—1)* =
ege + (1 —e)(1 — g)(1 — e). Il sensuit que (ewe)® = ege et sa restriction comme élément de
Mor(E) est (1 4+ T*T) = pp*, vu que, pour x € E, on a pp*cr = egx = egex; de sorte que
la restriction de ewe comme élément de Mor(E) est (1 + T*T) Y2 = (1 + T*T)"H)/2. On a
domT = eG = ewFE = imewe = im (1 + T*T)"Y2. Pour z € E, wz € G, donc ewz € dom T et
(1—e)wz = Tewz, donc im (1+T*T) "2 C dom T et la restriction de (1 — e)we comme élément
de Mor(E, F) est T(1 + T*T)~'/2. En particulier T'(1 4+ T*T)~"? € Mor(E, F).

d) Notons W € Mor(E & F') le morphisme donné par la matrice

wo [+ T*T)7Y2 T+ TT*) Y2
S \T(+TT)TVE (L4 TT)V?

Par ce qui précede, la restriction de W a E coincide avec celle de w donc WE = G(T') ; appliquant
cela & T* on en déduit que la restriction de W & F est un unitaire de F sur UyG(T*) = G(T)*,
donc W est unitaire. Il résulte alors de la prop. [13.27b) que W = w. O]

14.18 Lemme. Soient A une C*-algébre, E et F' les A-modules hilbertiens et () € Mor(E, F) tel que
QI < 1.
a) Soit S € Mor(FE), tel que ||S|| < 1. L’adhérence de l'image de 1 —S est {z € E, lim S"z =0}.
b) Pour @ € Mor(E, F) tel que ||Q| < 1 les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) L’image de 1 — Q*Q est dense dans E.
(11) La suite (Q*Q)" converge fortement vers 0 dans Mor(FE).
(111) La suite (QQ*)" converge fortement vers 0 dans Mor(F).
(iv) L’image de 1 — QQ" est dense dans F.

Démonstration. a) Comme la suite de fonctions t ++ " — ¢"*! converge uniformément vers 0 sur
[0,1], on a lim S™(1 — S) = 0. Pour tout z € im(1 — §), on a donc lim S"z = 0. Comme la
suite S™ est bornée, 'ensemble {z € £, lim S"z = 0} est fermé donc contient I’adhérence de
iml—S.

Par ailleurs, pour tout x € £, x — S"x €im1 — S. Si lim S"x =0, x est adhérent & im1 — S.

b) Par a) appliqué a Q*Q et a QQ™ on trouve (i) <= (ii) et (ili) <= (iv). Si (ii) est satisfait,
pour tout y € F et tout n > 1 on a (QRQ*)"y = Q(Q*Q)" 'Q*y; donc lim (QQ*)"y = 0. Donc
(ii) = (iii). Enfin (iii) = (ii) en résulte, en remplacant ) par son adjoint. ]

Soit A une C*-algebre. Si E et F' sont des A-modules hilbertiens et T' un opérateur régulier de E' dans
F on posera Q(T) = T(1+ T*T)~/2.

14.19 Théoreme. Soient A une C*-algébre et E et F' des A-modules hilbertiens.
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a) Onal—Q(T)Q(T)=1+TT)" et Q(T*) = Q(T)*.

b) La correspondance T — Q(T') est une bijection entre l’ensemble des opérateurs fermés réguliers
de E dans F et opérateurs Q) € Mor(E, F) tels que ||Q|| < 1 et que l'image de (1 — Q*Q) soit
dense dans E. L’application réciproque est Q — Q((1 — Q*Q)Y?)~1.

Démonstration. a) Reprenons les notations de la prop. Comme w = w*, on a Q(T") =
Q(T)*; comme w? = 1, on trouve Q(T*)Q(T) + (1 +T*T)™' = 1.

b) Si T est un opérateur régulier, Q(7') vérifie les conditions requises. Remarquons de plus que
T = QT)((1+T°T)"*)™ = Q(T)((1 = QT)*Q(T))"*)™", Vapplication T ~— Q(T) est
injective
Soit @ € Mor(E, F') un morphisme tel que ||@Q|| < 1 et que I'image de (1 — Q*Q) soit dense dans
E. Comme (1 —Q*Q 1/2 est hermitien, son noyau est égal & Porthogonal de son image. I résulte
alors du lemme [14.18}, que les morphismes (1 — Q*Q)Y? et (1 — QQ*)Y/? sont injectifs d’image
dense. s
Soit, W le morphisme de £ @ F' de matrice ((1 - %Q) _a —%Q*)1/2> cona W =W7 et,
par la remarque , W? est I'identité. Donc WE et WF sont des sous-espaces orthogonaux
supplémentaires de £ @ F.

Comme la restriction de eW a E' est le morphisme injectif d’image dense (1 — Q*Q)Y?, on en
déduit que W FE est le graphe d’un opérateur densément défini 7. Comme 'orthogonal du graphe
de T est WF, le graphe de T* est { (1 — QQ*)"%y,Q*y), y € F'} et donc T* est densément
défini. Il est clair que T" est régulier. Enfin W vérifie les conditions de la prop. b), donc W

est égal au w de la prop. [14.17, donc @ = Q(T). O
Remarques. — Soient A une C*-algebre, E et F' des A-modules hilbertiens et T" un opérateur régulier
de E dans F.

a) Il découle immédiatement de la définition de Q(7T") que T et Q(T') ont méme image. En particulier,
si 'image de T est fermée, elle est orthocomplémentée (prop.|13.21)). De plus, comme T™ et Q(7T)*
ont méme image, T et Q(7") ont méme noyau. Il en résulte que T est bijectif si et seulement si
Q(T) est bijectif. Si E=F, 0€ SpT < 0¢€ SpQ(T).

b) Supposons que E = F'; il découle immédiatement du théoréeme , que T' est autoadjoint si
et seulement si Q(7') soit hermitien.

¢) Par le théoreme[14.19]b), il existe un opérateur régulier |T'| de E dans E tel que Q(|T|) = |Q(T)).
Cet opérateur est autoadjoint et comme (|T)? +1)" = 1 — Q(|T)*Q(|T|) on en déduit que
IT)? = T*T. Le domaine de |T| est 'image de (1 —Q(|T])?)"/?; il est donc égal & celui de T Soit
z € dom T ; écrivons 2 = (1+T*T) Y2y avecy € E. Ona (z, |T|z) = ((1+T*T) "2y, Q(|T|)y) =
(. (1 = QUTN*)2Q(IT|)y) car le morphisme (1 — Q(|T])*)"/2Q(|T]) est positif.
Les adhérences de im 7" = im Q(T™) et im |T| = im Q(|T'|) coincident (lemme [13.20]a). Donc, si
les adhérences des images de T' et de T™ sont orthocomplémentées dans F' et E respectivement,
Q(T) admet une décomposition polaire Q(7") = uQ(|T|) ce qui donne immédiatement 7" = u|T'|.

14.20 Exemple. Soit X un espace localement compact. Soit f € C'(X). Notons g : C — C ’application
2 2(1+ |2)*) 72 Soit Q; € Mor(Cy(X)) 'opérateur de multiplication par la fonction ¢ o f. Alors
1 — Q3}Qy est I'opérateur de multiplication par la fonction (1 + |fI)! et il est clair que I'image de
1-Q3Qf = 1—QsQ7 est dense. Notons M I'opérateur du Cy(X)-module Co(X) tel que Q(My) = Q.
C’est I'opérateur de multiplication par f i.e. son graphe est G(My) = {(g,h) € Co(X) ® Co(X), h =
g9f }. Remarquons que M} = M.
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Soit u; une unité approchée de Cy(X) formée d’éléments de C.(X). Pour tout g € dom My, (gu;, fgu;)
converge vers (g, fg), donc C.(X) est un domaine essentiel pour M.

Soit T' un opérateur Cy(X)-linéaire et densément défini de Cy(X) dans lui méme. Alors dom 7" est un
idéal dense dans Cy(X), donc, pour tout x € X, domT ¢ {f € Co(X), f(x) =0}; soient x € X
et f,g € domT telles que f(x) =0 et g(x) # 0; alors (T'f)g = T(fg) = T(g)f, donc (T'f)(x) =03 il
s’ensuit qu’il existe une unique fonction ¢ : X — C telle que, pour tout f € dom7T et tout x € X, on
ait (T'f)(z) = f(z)p(x); comme T'f est continue, ¢ est continue sur Uy = {z € X, f(z) #0}; or les
ensembles Uy forment un recouvrement ouvert de X, donc ¢ € C(X) et T C M,,.

Soit f € C.(X); il existe une partie finie J de dom7T telle que le support de f soit contenu dans

U U, D K ; alors g est contenu dans l'idéal engendré par J, donc C.(X) C domT. Comme C,(X) est
geJ
un domaine essentiel pour M, , T = M,

Pour f,g € C(X), ona My+ M, C My, et MyM, C My, ; comme C.(X) est un domaine essentiel de
chacun de ces opérateurs, on a My + My = My 4 et MMy = My,.

Enfin, 0 € SpM; <= O € SpQ(M;) =q(f(X) < 0¢€ f(x). Il en résulte que Sp M; = f(X).

Pour f € C(X), I'opérateur régulier M; se note simplement f. L’ensemble des opérateurs réguliers du
Co(X)-module hilbertien Cy(X) dans lui méme est donc C'(X).

14.3 Opérateurs réguliers normaux et calcul fonctionnel continu
14.3.1 Opérateurs normaux

Soient A une C*-algebre. Un opérateur régulier 7" d’'un A-module hilbertien dans lui méme est dit
mormal si TT* =T*T.

14.21 Proposition. Un opérateur régulier T' d’un A-module hilbertien E dans lui méme est normal
si et seulement si Q(T) = T(1+ T*T)~Y/? est un élément normal de la C*-algébre Mor(E).

Démonstration. Par le théoreme [14.19/a), on a 1 — Q(T)*Q(T) = (1 +T*T) et 1 — Q(T)Q(T)* =
(147TT*)~" d’ou le résultat. O

14.22 Corollaire. Soit T un opérateur régulier normal d’un A-module hilbertien E dans lui méme
d’image dense. Alors T~ est un opérateur réqulier normal.

Démonstration. Comme 'image de T est celle de Q(T"), 'image de Q(T)*Q(T) = Q(T)Q(T)* est dense
par le lemme a), donc I'image de T, qui coincide avec celle de Q(T')*, est dense. Par la prop.
[14.15b), T est régulier et (T71)* = (T*)'. Comme TT* = T*T, leurs inverses sont égaux i.e.
(T*) 't =T YT*)"!, donc T~ est normal. O

14.23 Lemme. Le domaine d’un opérateur réqulier normal d’un A-module hilbertien E dans lui méme
coincide avec celui de son adjoint. Si S et'l" sont des opérateurs normauz tels que S C T, alors S =T

Démonstration. Soit T un opérateur régulier normal d’'un A-module hilbertien £ dans lui méme. On
a domT* =im (1 +7TT*)"Y? =domT. Si S C T, alors T* C S*, donc domT = domT* C dom S* =
dom §S. O
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14.3.2 Image d’un opérateur régulier par composition de modules hilbertiens

14.24 Proposition. Soient A et B des C*-algebres, E et F' des A-modules hilbertiens, H un B-module
hilbertien ™ : A — Mor(H) une représentation et T un opérateur régulier de E dans F. Il existe un
opérateur Ty de E ®, H dans F @, H dont le domaine est ['image dans E @, H du produit tensoriel
algébrique de domT par H et tel que pour tout x € domT et tout y € H on ait To(x @ y) = Tr Q@ y.
Loopérateur Ty ainsi défini est fermable et sa fermeture est un opérateur régulier noté T'®, 1. On a

QIT)®,1=Q(T®,1).

Démonstration. Notons G le graphe de T, e,g € Mor(E @ F') les projecteurs orthogonaux d’image

E et G respectivement. L’'image du morphisme (e +¢g — 1) ®, 1 € Mor((E & F) ®, H) contient

I'image du produit tensoriel algébrique de ime + g — 1 par H donc est dense dans (F @ F) ®, H =
h

(E ® H)® (F @, H). Posons G = (g @, 1)((E @, H) ® (F ®, H)). Par la prop. [13.27}a), G est le

graphe d'un opérateur densément défini (son domaine est (e ®, 1)(G)) ainsi que son adjoint (dont le
domaine est (1 — (e ®, 1))(G™F)) régulier de E ®, H dans F ®, H, que I'on note T ®; 1.

La décomposition polaire de (e + g — 1) ®, 1 est (w ®; 1)(Jle + g — 1| ®, 1), d’ou il ressort que
QT ®,1=Q(T ®, 1).

Remarquons que G = (w®,1)(E®,1) est 'adhérence - de 'image dans (E'® F')®, 1 du produit tensoriel
algébrique de wE par H, i.e. du graphe de Tj. Donc Tp =T ®, 1. O

14.25 Proposition. Soient A et B des C*-algébres, E et F' des A-modules hilbertiens, H un B-module
hilbertien, m : A — Mor(H) une représentation et T un opérateur régulier de E dans F.

a) Si T est normal ou autoadjoint, il en va de méme pour T' ®, 1.

b) Ona (TR, 1) =T" @1 et (TR, 1) (T®,1)=(T"T ®;1).

c) Si D C domT est un domaine essentiel pour T, l’image dans E &, H du produit tensoriel
algébrique de D par H est un domaine essentiel pour T @, 1.

d) Pour tout opérateur réqulier T de E dans E on a Sp (T ®, 1) C SpT, avec égalité si w est
mjective.

Démonstration. a) Pour que T soit normal ou autoadjoint, il faut et il suffit que Q(T") possede la
méme propriété, donc a) découle de la prop. [14.24]

b) Par la prop. et le théoreme [14.19/a), on a Q(T* ®, 1) = Q(I™) ®, 1 = Q(T)" ®, 1 =
(Q(T) ®x 1)" = (Q(T' @7 1))" = QT ®x 1)7).

¢) Comme G(T'|D) est dense dans G(T'), 'image dans (E® F')®, H du produit tensoriel algébrique
de G(T'|D) par H a la méme adhérence que I'image dans (E & F') ®, H du produit tensoriel
algébrique de G(T') par H i.e. G(T ®; 1).

d) Comme 0 € SpT <= 0 € SpQ(T), on se ramene au cas ou T' € Mor(E). Comme T +— T ®, 1
est un morphisme d’algebres, Sp (T'®, 1) C SpT'. Si 7 est injectif et S € Mor(E) n’est pas nul,
il existe x € F tel que Sz # 0; alors (Sz, Sz) # 0, donc w({(Sx, Sx)) # 0; il existe donc y, z € H
tels que (z,7((Sz,Sx))y) # 0, donc (S ®, 1)(z ® y) # 0. L’homomorphisme de C*-algebres
S — 5§ ®; 1 est injectif donc préserve le spectre. O

14.3.3 Calcul fonctionnel continu

Soient A et B des C*-algebres, H un B-module hilbertien et 7 : A — Mor(H) une représentation non
dégénérée. Notons 7 : M(A) — Mor(H) l'extension de 7 aux multiplicateurs. Le B-module hilbertien
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A®, H s’identifie a H au moyen de I'opérateur unitaire a®x +— 7m(a)x. Pour T' € M(A) = Mor(A) on a,
a travers cette identification, 7(7T) = T®,1 (exemple p. . Si T est un opérateur régulier du A-module
hilbertien A dans lui méme, on note 7(7T") 'opérateur régulier T'®, 1 du B-module hilbertien H dans
lui méme. Remarquons que le domaine de 7(T) est 'image de 7((1 4+ T*T)~'/?), i.e. (par le théoreme
de Cohen), dom#(T) = {7((1 + T*T) Y*)r(a)z, a € A, x € H} = {n(a)z, a € domT, = € H}.
Pour a € domT et z € H on a 7(T)w(a)x = n(Ta)x.

14.26 Théoréme. Soient A une C*-algebre, E un A-module hilbertien, X un espace localement com-
pact et m : Co(X) — Mor(FE) une représentation non dégénérée. Notons T : Cp(X) — Mor(E) son
extension aux multiplicateurs et 7 lapplication de C(X) dans ’ensemble des opérateurs réguliers de F
dans E définie ci-dessus.

o) Pour tout f € C(X), 7(f) est normal, #(F) = #()", Q(f)) = F(f(1+ /") et Spi(f)
f(X), avec égalité si 7 est injective.

b) Pour tout g € Co(X) on a 7(f)n(g) = 7(fg); Uensemble {n(g)x, g € Co(X), x € E'} est un
domaine essentiel pour w(f).

¢) Pour f € Cy(X), 7(f) = 7(f).

d) SiT est un opérateur réqulier normal de E dans E tel que, pour tout g € C.(X) on ait Tw(g) =
7(fg), alors T = 7(f).

¢) Pour tout f,g € C(X), on a #(f +g) = 7(f) + 7(g) et 7(fg) = 7([)7(g) N79). Sig(lf +gl + ™
est bornée sur X, alors 7(f + g) = 7(f) + 7(g9); si g(|fg] + 1)~" est bornée sur X, alors

w(fg) = 7(f)7(g).
Démonstration. a) et b) découlent de la définition de 7 et des prop. [14.24] et [14.25]
Posons D = {m(g9)x, g € Co(X), v € E}.

Comme D est un domaine essentiel de 7(f), tout opérateur fermé qui prolonge 7(f)|D prolonge 7(f).
Donc d) découle du lemme [14.23| et ¢) s’en déduit.

Pour z € D, on a (7(f) + 7(g9))x = 7(f + g)x et 7(f)7(g9)x =
m(f) +7(g) et 7(fg) C 7(f)7(g). Comme 7(f)" +7(g)" C (7(f)
et
)"

(fg)x. 1l en résulte que 7(f + g) C
7(g))" et 7(g) 7 (f)" C (7(f)7(9))",
JoI = @) € (2Rl doe

est bornée, notons u € Mor(E @ E, F) I'application

on en déduit que 7(f + ¢)" = 7(f +9) C (7(f) + 7(g9))"
T(f)+7(g) C(@(f+9)) =7(f +g) et 7(f)7(g) C (7(f9)*
Posons h = f + g (resp. h = fg). Si g(1 + |n|)~*
(x,y) — ﬁ(l +g|h|2)x +ﬁ(1 fThF)y Pour (z,y) € G(w(h)), (z,u(z,y)) € G(7(g)). 1l résulte du
lemme [14.5] a) (resp. b), que 7(f) + 7(g) (resp. T(f)7(g)) est fermé. O

14.27 Exemple. Soient X et Y des espaces localement compacts et ¢ : ¥ — X une application
continue. Notons 9 : Co(X) — Mor(Cy(Y)) = Cp(Y') Papplication f +— f o . Soit h € C.(Y); comme
I'image par ¢ du support de h est compacte, il existe f € Cy(X) telle que (f op)h = h, donc le Cy(X)-
module Cy(Y') est non dégénéré. Pour f € C(X) et g € Co(X)onan(fg) = (fg)op = (fop)(goyp),
d’ott on déduit que (f) = f o ¢.

Soient A une C™*-algebre, F un A-module hilbertien et 7 : Co(Y) — Mor(E) une représentation
non dégénérée; notons 7 : Cy(Y) — Mor(E) son extension aux multiplicateurs. Pour f € C(X) et

g € Cu(X), on am(P(fg) =T((f o) (g o9) = 7(f 0 p)T(g 0 ). Done Toh(f) = 7(f o ).

14.28 Proposition. Soient A une C*-algebre, E un A-module hilbertien, T un opérateur régqulier
normal de E dans lui méme et X une partie fermée de C contenant SpT. Notons z € C(X) la fonction
A= A 1l existe une unique représentation non dégénérée m : Co(X) — Mor(E) telle que w(z) =T. Le
noyau de 7 est 'ensemble des f € Cy(X) nulles sur SpT.

7(f
_|_
7(
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Démonstration. Soit m : Co(X) — Mor(E) une représentation non dégénérée; notons 7 : Cp(X) —
Mor(E) son extension aux multiplicateurs. Notons ¢ = Q(z) € Cy(X) Iapplication X — A(1+|A*)~Y/2.
Par les théoremes [14.19| et [14.26] pour que 7" = 7(2), il faut et il suffit que Q(T") = 7(q).

Notons D le disque unité de C. Soit ¢ : Cy(C) — C(D) I'homomorphisme tel que pour tout f € Cy(C)
et A€ D, onait (¢(f))(A) = FOL =A%) st Al # Let (o(f))(A) = 0si [A] = L.

Soient f € Co(X) et h € Co(C) qui prolonge f; on a f = @(h) o q, donc si @(q) = Q(T), alors
7(f) = ¢(h)(Q(T)), d’ou I"unicité de .

Notons zy € C(C) et g € Cy(C) les applications A — X et A — A(1 + |A*)"/2. Notons 7 : Co(C) —
Mor(E) la représentation f +— o(f)(Q(T)); on a w(1 — |¢]*) =1 — Q(T)*Q(T) dont I'image est dense,
donc 7 est non dégénérée. De plus, 7(q(1—|q|*)) = Q(T)(1—Q(T)*Q(T)) donc 7(q) et Q(T) coincident
sur 'image de 1 — Q(T')*Q(T') qui est dense, donc ils sont égaux. Par ce qui précede appliqué a X = C,
on a m(z) =T.

Le noyau de my étant un idéal fermé de Cy(C), il existe une partie fermée Y C C telle que ker 7 =
{fe€Cy(C), fIY =0}. Notons z; : Y — C l'inclusion et ¢ : Co(C) — Cy(Y') lapplication f +— foz.
Comme ¢ est un homomorphisme surjectif et ker 7 = ker v, il existe une représentation injective
m1 : Co(Y) — Mor(E) telle que 7y = my o p. Par Uexemple [14.27] T = 7(29) = 71 (20 © 21), donc par le
théoreme [14.26la), SpT = 250 2, (Y) = Y.

On pose alors 7 : f +— w1 (f|Y). Comme pour tout f € Co(C) on a mo(f) =7n(foz),onaT =my(z0)

7(29 0 2z) (exemple [14.27)). O

Soit T un opérateur régulier normal. Notons z € C(SpT) la fonction A — A. Notons 7 : Cy(Sp7T) —
Mor(E) la représentation de Co(SpT') telle que 7(z) = T. Pour f € C(SpT), l'opérateur 7(f) se note
f(T). Soit f une fonction définie sur une partie de C contenant SpT et dont la restriction g & SpT
soit continue; on pose f(T) = g(T).

14.29 Théoreme. L’application f+— f(T) ainsi définie possede les propriétés suivantes :

a) Pour tout f € C(C), f(T) est un opérateur régulier normal, f(T)* = f(T); z(T) =T ot z est
la fonction A — .

b) Sp f(T)) est l'adhérence dans C de f(SpT).

c¢) Pour toute fonction continue bornée f on a f(T) € Mor(E) et ||f(T)|| = sup{ |f(N)|, A € SpT }.

d) Pour tout couple (f, g) de fonctions continues sur C, (f+g)(T) est la fermeture de f(T)+g(T)
et (fg)(T) celle de f(T)g(T). Si de plus g/|f + g| + 1 (resp. g/|fg| + 1) est bornée, on a
(f +9)(T) = f(T) + g(T) (resp. (f9)(T) = f(T)g(T))-

e) Pour f,g € C(C), f(T)=g(T) si et seulement si [ et g coincident sur SpT.

f) Pour f,g € C(C) on a go f(T) = g(f(T)).

g) Si T € Mor(E) lapplication ainsi définie coincide avec le calcul fonctionnel continu de la C*-
algebre Mor(E).

Démonstration. Les assertions a), b) ¢) et d) découlent du théoreme|14.26|appliqué a la représenta-
tion injective 7 : Co(SpT') — Mor(E).
e) Si f et g coincident sur Sp T, f(T) = g(T) par définition. Si f(T') = g(T), alors (f — ¢)(T") qui
est la fermeture de f(T') — g(T) (par d) est nul, donc son spectre est réduit a {0}..
f) Notons 7 : Co(C) — Mor(FE) la représentation h +— (h o f)(T). Par 'exemple [14.27, 7 est
non dégénérée et pour tout h € C(C), w(h) = (ho f)(T); en particulier 7(z) = f(T'), donc
(g0 fIT) =7(g) = g(f(T)) par définition de g — g(f(T))-
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g) Par a), ¢) et d) f — f(T) est un homomorphisme de C*-algebres de C'(SpT') dans Mor(E) et
donc coincide avec le calcul fonctionnel continu de Mor(E) (corollaire [3.11]) O

14.30 Corollaire. Pour qu’un opérateur réqulier d’un module hilbertien dans lui méme soit autoadjoint
il faut et il suffit qu’il soit normal et que son spectre soit réel.

Démonstration. Un opérateur autoadjoint est clairement normal.

Soit T" un opérateur régulier normal d’'un module hilbertien dans lui méme et notons z la fonction
A — A. Par le théoréme [14.29a), pour que T soit autoadjoint il faut et il suffit que 2(7") = Z(T") = 0 ce
qui, par le théoreme [14.29\e), équivaut & SpT C { € C, (z —2)(A\) =0} =R. O

14.31 Corollaire. Le spectre d’un opérateur régqulier normal T d’un A-module hilbertien non nul E
dans lut méme n’est pas vide et les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) SpT est une partie bornée de C.
(ii) domT = E.
(i1i) T € Mor(E).

Démonstration. (iii) = (ii) est clair et la réciproque résulte de la prop. [14.15a).
(ili) = (i) est clair et la réciproque résulte du théoreme |14.29c).

Enfin, si SpT n’est pas borné, il n’est pas vide; s’il est borné, alors T' € Mor(F) et Sp T est le spectre
de I’élément T' de la C*-algebre Mor(FE) (prop. [14.15{d) et n’est donc pas vide par la prop. [2.13l [

14.32 Corollaire. Pour un opérateur réqulier T d’un A-module hilbertien E dans lui méme les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) T est autoadjoint et son spectre est inclus dans R .
(ii) T est normal et pour tout x € domT on a (z,Tx) € A,.
(#i) Il existe un opérateur régulier S de E dans un A-module hilbertien F' tel que T = S*S.

(iv) Il existe un opérateur régulier autoadjoint S de E dans lui méme tel que T = SZ.

Démonstration. (iv) = (iii) est clair et (iii) = (i) résulte de la prop. [14.16|c). Si T satisfait (iii), alors
pour tout z € domT on a (z,Tx) € A, donc (iii) = (ii).

Supposons que T satisfait (ii). Définissons f,g € Co(SpT) en posant f(\) = (1 + [A)™" et g(\) =
A1+ |[A])72. Pour tout x € E on a f(T)x € domT (th.[14.29c) et d)) et (f(T)x, Tf(T)z) € A,. Par
la prop. 20.3.c), g(T') = f(T)*Tf(T) € Mor(E),, donc g(SpT) C R, ce qui implique que SpT C R;.
Par le corollaire [14.30] 7" est autoadjoint, donc (ii) = (i).

Enfin, si T satisfait (i), posons S = f(T') ot f est la fonction A — A/? de Sp T dans C. Par le théoreme
14.290a), S est autoadjoint. Par le théoreme [14.29ld) S* = (f*)(T) = T. O

Un opérateur régulier T vérifiant les conditions équivalentes de ce corollaire est dit autoadjoint positif.
Soit T un opérateur régulier autoadjoint positif. Pour tout a € C, de partie réelle strictement positive,
on pose T = fo(T) ou f, est la fonction A +— X* sur SpT. Par le théoreme [14.29d), Pour tout
a, B € C, de partie réelle strictement positive on a T%T? = T si o € R*, on a (T*)? = T (th.

TL201).

14.33 Corollaire. Soit T un opérateur régulier, autoadjoint, positif. L’opérateur T?* est lunique
opérateur S régqulier autoadjoint positif tel que T = S*.

Démonstration. Si T = S, alors S = (5?)'/? par le théoréme [14.29]f). O
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