4M322 Géométrie différentielle 2025-2026

Feuille 2 : spheres, tores, projectifs
Correction

Exercice 1. 1. Tout d’abord, 'application ¢y est bien définie de S™\ {N} dans R". En effet, N
est I'unique point de la spheére de derniére coordonnée égale a 1 (ceci et I’équation de la sphere
entrainant automatiquement que toutes les autres coordonnées sont nulles), donc pour tout X =
(1, .. xpt1) € S"\ {N}, le vecteur ]W = (x1,...2Tpn, Tnt1 — 1) n’appartient pas a I'hyperplan
vectoriel R™ x {0}, donc la droite (NX) n’est pas parallele a 'hyperplan affine R™ x {0} et
I'intersecte donc en un unique point (y1,...,yn,0). On pose alors ¢n(X) = (y1,...,Yn). Idem
pour ¢g.

Nous allons maintenant montrer que ¢y définit une bijection de S™\{N} dans R", et nous ob-
tiendrons au passage son expression et celle de son inverse dans les coordonnées standard de R™*!
et R™ respectivement. Ces applications apparaitrons alors comme restrictions d’applications con-
tinues entre (ouverts de) R"*! et R™. On conclura alors quant & leur continuité avec le critére
suivant : pour toute application continue f : X — Y et parties A et B de X et Y telles que
f(A) C B, l'application g : A — B qui envoie x sur f(x) est continue si A et B sont munis de
la topologie induite.

Pour tout X = (z1,...,2p+1) € S"\ {N} (de sorte que x, 41 # 1) et tout y = (y1,...,Yn) €
RTL

Y

y=on(X) &Y =(y,0) € (NX)
o 3NeR, NY = ANX
S 3INER, (Y1, Yn, —1) = A(@1, ... Tpy Tpy1 — 1)
s INeR, Vie[l,n], yi=A zjet —1=Azp41 —1)

e VYie[l,n], yi= Ti (%).

1 —xn4
Ceci nous donne déja 'expression de en coordonnées :
N

1

1—13n+1( 1, ) n)

(ZSN(‘TL seey xn-{-l) = (y17 teey Z/n) =
et sa continuité, ses composantes étant des fonctions rationnelles (bien définies au voisinage de
S™\ {N}) des coordonnées de X . Poursuivons alors notre série de propositions équivalentes en
commencant par leur adjoindre une propriété toujours vraie puisque X est supposé appartenir
a la sphere :

n+1

. T 2
(x) @ Vie[l,n], yi = —— et ;xz =1
n+1
e Vie[l,n], zi=(1—xp41)y; et ny(l — xn+1)2 —i—wiﬂ =1
i=1
, 2 — 4 14 xp41 2
& Vi€ [l,n], i =(1—ap)yi et |yl|” = A—zm1)? 1=z =1+ F—
< Vie [1,n], z; = (1 — xpt1)y; et (petit calcul) zp41 = Wi—l (et 1 -2y = 2)
l[y[|? +1 [y[|? +1

s X (2y1772yna”y”2_1)

!

Comme ce dernier vecteur est bien de norme 1 et de derniére coordonnée différente de 1 pour
tout y € R™, on a donc montré que tout élément y de R™ posseéde un unique antécédent X dans



S\ {N} par ¢y, i.e. que ¢n définit une bijection de S™ \ {N} dans R"™, et que sa bijection
réciproque a pour expression en coordonnées :

SN (Y153 Yn) (251, 20, 9P = 1), ()

lyl* +1
Celle-ci est continue par le méme argument que pour ¢y, ce qui achéve la preuve du fait que ¢
définit un homéomorphisme entre S"\{ N} et R™. Pour ¢g entre S\ {S} et R", on peut répéter le
méme argument en changeant quelques signes, ou encore remarquer que, si o désigne la symétrie
orthogonale par rapport a I’hyperplan R™ x {0} de R"*! qui induit un homéomorphisme entre
S*\ {N} et S*\ {S}, ¢s = ¢n o 0, donc par composition ¢g définit un homéomorphisme entre
S™\ {S} et R", avec

1
ds(x1, .. xTpny1) = ON(T1, ..oy —Tpg1) = m(xl, ey Tp))
et 1
qbgl(yl, TSI (0_1 o gi)fvl)(yl, ey Yn) = W@yla ey 2yn, 1 — ||y”2)

2. Ainsi, ¢ : S\ {N} = R" et ¢pg : S\ {S} — R” sont deux cartes. Leurs domaines recouvrent
la sphere. IIs s’intersectent en U = S™\ { N, S}. Les applications de changement de carte envoient
on(U) =R\ {0} sur ¢5(U) = R™\ {0} et réciproquement. On déduit des formules précédentes
leurs expressions en coordonnées

- T
lyl>” Iyl

Les applications ainsi définies (une seule & vrai dire, c’est une involution de R™\ {0}) sont lisses,
donc les cartes sont compatibles, et définissent donc bien un atlas différentiable de la sphere.

3. D’apres (#x), expression de i : S® — R™*! dans la carte (S™ \ {N}, ¢n, R") est

b5 0N (y) on o o5 (y)

iogy R R (g, yn) = (T YD) T2y, 20, )P - D).

Elle est de classe C°, et il en est de méme pour ’expression de i dans la carte obtenue par
projection stéréographique par rapport au pole sud. Par conséquent ¢ est C'™ pour la structure
différentiable définie par cet atlas.

Soit f : X — S™. Si f est lisse, i o f l'est aussi comme composée d’applications lisses (cf.
exercice 2). Supposons maintenant que i o f est lisse et montrons que f est de classe C*. Cela
équivaut & montrer (s’en convaincre !) que ¢x o f et 5o f sont C> sur les ouverts f~H(S*\ {N})
et f71(S™\ {S}) (ce sont bien des ouverts car io f est lisse donc continue et donc f est continue
par définition de la topologie induite). Or d’apres (%), ¢y = P o ou P est 'application lisse
de R\ {x,,,1 = 1} dans R"

(1, Tpt1) — (1= xn+1)_1(x1, ceey Tp).

Et io f C* implique que ¢y o f = Py o(io f) est C° par composition. On raisonne de la méme
fagon pour la deuxiéme carte.

Enfin, I'inclusion de RPT! dans RPT"+! étant C°, sa composition j avec I'injection SP — RPT!
Iest aussi. L’image de j étant incluse dans S™*?, elle est de la forme j = i o f ol1 i est I'injection
SttP 5 RPTHL et f 1 S® — S™HP. D’apres ce qui précede, f est une application C> de SP dans
SPtP et c’est clairement une injection.

4. Deux atlas définissent la méme structure différentiable si leur union est encore un atlas
différentiable, ce qui équivaut a dire que leurs cartes sont mutuellement compatibles. Une
premiere facon de répondre a la question est de montrer que les projections stéréographiques et



les cartes définies par restrictions de difféomorphismes de redressements (qui définissent la struc-
ture différentiable sur S C R™*! induite par celle de R™*! S™ étant une sous-variété lisse) sont
compatibles, au sens ou les changements de cartes sont lisses. Pour cela, on peut en fait montrer
que les projections stéréographiques sont elles-mémes des restrictions de difféomorphismes de
redressement, et sont donc automatiquement compatibles avec les autres, mais cela demande de
construire ces difféomorphismes de redressement. On peut aussi procéder a la main en montrant
que pour toute carte ¢ de l'atlas de sous-variété, ¢y g o o letgo ¢&15 sont des applications
C™ entre ouverts de R", avec des arguments similaires a ceux de la question précédente, en
utilisant le fait que ¢n g et QSJ_V}S sont des restrictions (a la source et au but respectivement)
d’applications lisses entre ouverts de R**! et R™.

Pour éviter les redites, une autre fagon consiste a utiliser la question précédente et I’équivalence
suivante (x), que 'on démontrera en fin de question : deux atlas définissent la méme structure
différentiable sur une variété M si et seulement si, pour toute variété lisse X, les applications
f X — M lisses pour I'un des atlas et celles lisses pour 'autre sont les mémes.

D’apres la question précédente, on sait que les applications f : X — S™ lisses pour l'atlas
par projections stéréographiques sont exactement celles telles que i o f : X — R™*! est lisse. 11
s’agit de vérifier que c’est aussi le cas pour 'atlas de sous-variété. C’est un fait général a retenir,
vrai pour toute sous-variété M de dimension k de R™. La encore, 'argument est tres similaire
a ce qu'on a fait dans la question précédente. On montre d’abord que l'inclusion ¢ : M — R™
est lisse, i.e. qu’elle 'est lue dans les cartes. Soit ¢ une carte de ’atlas de sous-variété, donc la
restriction & M N U d’un difféomorphisme de redressement ® : U — ®(U) entre ouverts de R™
satisfaisant ®(M NU) = ®(U) N (R* x {0}) = V. Alors io ¢~ = (®71)}y,, qui est lisse comme
restriction a un sous-espace vectoriel d’une application lisse entre ouverts d’espaces vectoriels.
Ainsi, ¢ est lisse donc par composition, si f : X — S" est lisse (pour 'atlas de sous-variété),
1 o f lest. Voyons la réciproque : on suppose i o f lisse, et on veut montrer que f est lisse,
ce qui équivaut a montrer que pour toute carte ¢ de l'atlas de sous-variété (avec les notations
ci-dessus), ¢ o f est lisse sur son ouvert de définition. Mais ¢po f = ® oio f, qui est lisse par
composition et par hypothese.

Montrons enfin I’équivalence (). L’implication directe découle directement de la définition
d’application lisse entre variétés. Montrons la réciproque. Soient ¢ et 1) des cartes de chacun
des atlas. Chacune est lisse et d’inverse lisse pour la structure différentiable définie par atlas
auquel elle appartient (justifier 7) mais alors d’apres ’hypothese, leurs inverses sont aussi lisses
pour l'autre structure différentiable. Ainsi ¢ o ¢! est la composée d’une application lisse d’un
ouvert de R™ dans un ouvert de M et d’une application lisse d’un ouvert de M dans un ouvert
de R", les deux pour la méme structure différentiable sur M, donc cette composée est lisse. De
méme pour ¢ o ¢~ L. Les cartes des deux atlas sont donc compatibles.

Exercice 2. Quelques résultats théoriques. (rébarbatif mais nécessaire...) 1. On suppose
f:M™— N"et g: N* — PP différentiables. Soit x € M. Notons y = f(z) et z = (g o f)(x).
Soient ¢, : Uy, C M — V, C R™ une carte de M en z, ¢, : Uy, C N — V, C R" une carte
de N eny,et ¢, :U, C P — V, CRPune carte de P en z. Quitte a restreindre U, et U, on
suppose que g(U,) C U, et f(U,) C Uy, de sorte que ¢, 0 fop, ' et ¢Zogo¢;1 sont bien définies
de V, dans V, et de V, dans V, respectivement. Comme f et g sont supposées lisses, les deux
applications précédentes, entre ouverts de R, R™ et RP, le sont aussi par définition de la lissité
d’applications entre variétés. Mais alors leur composée

(0900, )o(pyofod, ) (dz0(gof)od,')=Ve— V.

I’est aussi (on suppose connus les résultats sur les composes de fonctions lisses entre ouverts
d’espaces euclidiens !). Donc go f est lisse au voisinage de x par définition. Ceci étant vrai pour
tout © € M, cela conclut la preuve de la lissité de la composée g o f.



2. 11 s’agit de montrer que pour tout z € M* C R", il existe une carte ¢ : U ¢ M — V C R*
de M au voisinage de z telle que fo ¢! : V — RP soit différentiable. Soit + € M et ® :
Q C R" — Q' C R" un difféomorphisme de redressement de M au voisinage de z, de sorte que
p:pcU=0NM &(p) c N (RF x {0}) (qui s'identifie & un ouvert V de R¥) définit une
carte de I'atlas de sous-variété de M. Alors f o ¢! est la restriction & un sous-espace vectoriel
de D'application f o ®~!, lisse comme composée d’applications lisses entre ouverts d’espaces
vectoriels. Elle est donc elle-méme lisse (se restreindre a un sous-espace vectoriel revient a
composer avec 'inclusion du sous-espace dans 'espace, qui est linéaire donc lisse). CQFD.

3.S0it x € U ety = f(x) € MF c RP. 1l s’agit de vérifier qu’il existe une carte ¢ : V C
M — W C R* de M au voisinage de y telle que ¢ o f : f~5(V) — R soit différentiable. Soit
®:QCR*— Q cR” un difféomorphisme de redressement de M au voisinage de y, de sorte
que ¢ :p €V =QNM = &(x) € &N (RF x {0}) (qui s’identifie & un ouvert W de R¥)
définit une carte de ’atlas de sous-variété de M. Alors ¢ o f est la composée de 'application
P o f lisse entre ouverts d’espaces vectoriels avec la projection de R” dans R¥ sur les k premieres
coordonnées, qui est linéaire donc lisse. CQFD.

Exercice 2. 1. Soit f : R™ x RP — R ’application lisse (car polynomiale en les coordonnées)
(@,9) = l2ll® = [9lP, et @ = f~1({1}) (ie. la quadrique d'équation [|z|P — |y = 1). La
jacobienne de f en (z,y) est (2z,—2y) = (221, ..., 22, —2Y1, ..., —2yp), qui n’est nulle que pour
(z,y) = (0,0). Or f(0,0) =0 # 1 donc (0,0) ¢ Q. Autrement dit, 1 est une valeur réguliere de
la fonction f, donc Q = f~1({1}) est une sous-variété lisse de R"*? de codimension 1, i.e. une
hypersurface.

Pour tout (x,y) € Q, ||z||?> =1+ ||y||*> > 0 donc I'application

¢: QCR"xRP — S 1xRP
(z,9) = (v

est bien définie. Par définition de la structure différentiable induite sur une sous-variété de R*+?
(resp. R™), cf. exercice précédent, ¢ est lisse comme restriction & @Q & la source et & S"~! x RP
au but de 'application

®: (R*"\{0})xRP — R"xRP
(z,y) = (v
lisse (entre ouverts d’espaces euclidiens) car rationnelle en les coordonnées.

Soient (u,v) € S"! x RP et (x,y) € Q, donc satisfaisant ||x]|?> — ||y||> = 1, ou encore

[zl = v1+[lyl*. On a

() = &(z,y) & (,0) = (1.9

— = = xz
[l]| V1|2 V1+]v]|2

& (2,y) = (uV/1+[|v]?,v).

(uy/1 4+ ||v||?,v) appartient bien & @ donc ¢ est bijective, d’inverse

Sv=yetu=

¢l SIXxRF — QCR"xRP

(w,v) = (uy/T+v]?0)

qui est lisse par un argument similaire a celui utilisé pour ¢. ¢ est donc un difféomorphisme
entre les sous-variétés @ et S*~1 x RP.

Exercice 4. (Ruban de Mobius)



1. Toute classe d’équivalence [(x,y)] de Rx] —1,1[/R admet au moins un représentant dans
[0,1]x]0,1[, par exemple (z — E(z), (—1)®)y) ot E(x) désigne la partie entiere de .
Deux représentants dans [0, 1]x]0, 1] sont en relation avec ~. La surface ainsi obtenue est
le ruban de Mobius.

2. Soit U un ouvert de Rx]—1, 1[. Nous devons montrer que p(U) est ouvert dans Rx]0,1[/R,
c’est & dire que p~! [p(U)] est ouvert dans Rx]0,1[. Ceci découle de 1’égalité suivante et
du fait que Z agit sur Rx] — 1, 1[ par des homéomorphismes.

p~ [p(U)] = Unez - U.

3. Etant donné [(z,v)],[(«',y")] € Rx] — 1,1[/R. Nous supposerons (z,y) et (z’,y') dans
[0,1]x] — 1,1[. Cela revient a exhiber deux ouverts de Rx]| — 1,1[, voisinages de (z,y)
et (2/,y'), d’intersection vide et invariants par 'action de Z. Leur image par p séparera
[(z,y)] et [(2',y)]. Deux cas sont & distinguer.

Premier cas : (x,y) et (2',y’) sont dans ]0,1[x]0,1[. On prend V et W deux ouverts
disjojnts de ]0,1[x]0, 1] séparant (z,y) et (z’,y). Alors p(V) et p(W) séparent [(z,y)] et
[(2/,y')] dans Rx] —1,1[/R.

Deuzxieme cas : (x,y) €]0,1[x]—1,1[ et (z/,y') € {0}x]—1,1[ On prend V C]0,1[x] —1,1]
et W C|] — 3, 5[x] — 1,1 deux ouverts disjoints séparant (z,y) et (z’,y’). Alors p(V) et
p(W) séparent [(z,y)] et [(2/,y')] dans Rx] — 1,1[/R.

Rx]—1,1[ étant localement compact et p étant continue, il en est de méme de M. Rx]—1, 1]
étant a base dénombrable et p étant ouverte, il en est de méme de M.

4. ¢ et ¢ sont des bijections continues et, comme p est ouverte, ce sont des homéomorphismes.

5. Prenons (bl_l et o5 ! pour cartes de I’atlas. Nous devons vérifier que qﬁl_l o ¢ et oy Lo gy
sont lisses. Calculons-les.

et

Les changements de cartes sont bien lisses.

Exercice 4. 1. Ici (avec les notations des rappels sur la topologie quotient), X est R et la
relation ~ est : * ~ y< x —y € Z. T' = R/Z est I'image par p, continue, d’un ensemble
connexe (R), donc est connexe. En outre, si on note [z] la classe modulo Z d’un réel x et E(x)
sa partie entiere, pour tout réel z, [z] = [x — E(x)] et x — E(x) € [0,1] donc T = p([0,1]) et a
fortiori T' = p([0,1]). Donc T! est I'image d’un compact par une application continue. Si I’on
montre que T! est séparé, cela entrainera qu’il est compact.

Considérons donc deux éléments distincts de T, i.e. de la forme [z] et [y] avec 2,y € R
et * —y ¢ Z. Soient U et V des ouverts de T! contenant [z] et [y] respectivement. Alors
U' =p Y (U) et V! = p~1(V) sont des ouverts de R (contenant respectivement z et y) invariants
par translation entiere :

zeU &piz)eUsVkelZplz+k)eU &VkeZz+kel,

et
UnV=geplUnV)=ocep(U)np!V)=0cUNV =0



Il suffit donc, pour construire deux ouverts disjoints de T' contenant respectivement [z]
et [y], de construire deux ouverts disjoints U’ et V' de R invariants par translation entiére et
contenant respectivement x et y. Pour cela, posons

1 : 1 - 1. 1
T2 8 ey Y = 3L k= Dl = il —y) —nl = e =y 2) > 0

car ¢ —y ¢ Z et Z est un fermé de R. Alors

U' = U]m/fé,xuré[ et V' = U]xlfé,xur(;[

z/ €|z z/ €[z

conviennent. T' est donc bien séparé.

2. La restriction de p & ]0, 1] est injective, donc induit une application bijective (et continue car p
lest) de ]0, 1[ dans p(]0, 1) = T'\ {p(0)} =: U, qui est un ouvert de T! (puisque complémentaire
d’un point dans un espace séparé). Notons ©Jo,1] son inverse, qui a une classe dans U associe
"unique représentant de cette classe dans |0, 1[. ¢}o,1 est continue ssi pjg jjop : p~ Y (U)=R\Z —
10, 1 Vest par définition de la topologie quotient. Mais la restriction de cette application & chaque
composante connexe |k, k+ 1], k € Z, de R\ Z n’est autre que la translation = — z — k, qui est
continue, et méme lisse, ce qui servira plus tard. Donc g 10 p est continue et donc ¢y 1| aussi.
Finalement, ¢jo [ : U —]0, 1[ définit bien une carte de T'.

En raisonnant de méme pour la restriction de p a ]1/2,3/2[, on obtient une seconde carte
Q22 0 V = T\ {p(1/2)} —]1/2,3/2]. Les deux domaines de cartes recouvrent le tore.
L’application de changement de carte

©)1/2,3/2[ © @}6711[ C@pa(UNV) = @njospUNnV),

qui & un élément du premier ouvert associe I'unique élément du second qui lui est égal modulo
7, est
zsiz€|l/2,1]

10,1/2[U]1/2,1[ = ]1/2,1[U]1,3/2[, x> {x +1siz€0,1/2[.

C’est un difféomorphisme. Les deux cartes forment donc un atlas différentiable.

3. On a déja vu que I'application ¢y [ o p exprimant la projection p : R — T' dans la premiere
carte était lisse sur R\ Z. Il en est de méme pour i 93/9; © p sur R\ (3 + Z), sa restriction a
chaque composante connexe |k + 1/2,k + 3/2], k € Z, valant a nouveau x — = — k. Ainsi, p est
lisse sur R tout entier.

Par conséquent, si f : T! — R est lisse, f o p l'est aussi par composition. Vérifions la
réciproque. Supposons f o p lisse. L’expression de f dans la premiere carte de T' est f o 90}?),11[’
qui n’est autre autre que la restriction de f o p & ]0,1[, donc de classe C*°. Il en est de méme
pour l'expression de f dans la deuxieme carte. f est donc lisse.

4. Soit W I'application lisse x € R + (cos(27z),sin(27z)) € St (lisse car restriction au but d’une
application lisse de R dans R?). On a

U(z) = ¥(a') & p(z) = p(a’)

donc W se factorise de fagon unique en une application injective 1 : R/Z — S! satisfaisant yop =
V. Comme W est surjective, ¥ 1’est également, donc ¢ est en fait bijective. Comme ¥ = ¢ op
est lisse, 1) I’est aussi d’apres la question précédente. Enfin, pour tout z € R, d¥, : R — T\I,(x)Sl
envoie 1 sur ¥'(x) = 27(—sin(27x), cos(2mx)) # (0,0) donc est de rang supérieur ou égal a 1,
donc surjective puisque Tq,(QC)Sl est de dimension 1. Mais alors comme d¥, = di,,) o dp(z),
dip,(z) est elle aussi surjective, donc inversible car entre espaces de méme dimension. Ceci étant



vrai pour tout x € R, par le théoreme d’inversion locale, 1 est un difféomorphisme local, et 1
étant en outre bijective, ¥ est un difféomorphisme entre T' et S!.

Exercice 6. 1. Tout vecteur non nul de R”*! est colinéaire & un vecteur unitaire, donc la
projection p : R"*1\ {0} — RP" satisfait p(S?) = RP™. Or S" est compact et connexe et p
est continue donc RP" est connexe et pour montrer qu’il est compact il suffit de montrer qu’il
est séparé. Soient = et y deux éléments distincts de RP", donc images de deux vecteurs u et v
de R™*! non colinéaires. Comme dans I’exercice 4, pour trouver deux voisinages disjoints U et
V de z et y, il suffit de trouver deux ouverts de R"*1\ {0}, U’ et V', saturés pour la relation
d’équivalence et contenant respectivement u et v, donc en fait Ru \ {0} et Rv \ {0}, et de poser
U =pU) et V=p(V'). Les droites Ru et Rv sont distinctes par hypothese. Notons 6 'angle
(non orienté) strictement positif entre ces droites. Alors U’ = {u/ € R"*1\ {0}, ((v/,u) < 0/2}
et V! = {v e R""1\ {0}, ((v/,v) < 0/2} conviennent.

2. Pour tout i entre 0 et n, V; est un ouvert de RP™ car p~(V;) = R"*1\ {z; = 0} est un ouvert
de R"*1\ {0} comme complémentaire d'un fermé, et par définition de la topologie quotient.
L’application ¢; : V; — {x; = 1} est bien définie sur V; (toute droite vectorielle de R™*! non
incluse dans {z; = 0} intersecte I’hyperplan affine {x; = 1} en un unique point) et bijective (par
tout point de {x; = 1}, nécessairement différent de 0, passe une unique droite vectorielle non
incluse dans {z; = 0}). Son expression en coordonnées homogenes est :

©; - V; — .{l’izll}
[ZL‘OI"'iﬂZ’n] = (%?7"'71:;1’ 7%7‘“)%)

ou encore, apres identification canonique
. —_ n
vi(xoye oy Tim1, Ly, ooy xn) € {ay = 1= (0, -0, L1, Tig 1y -+ -, Tp) € RY

o : Vi — R™

[Xo: - txp] (%‘3,7%,7%)

ol le chapeau signifie qu’on omet le terme correspondant. Autrement dit, ¢; est obtenue par
passage au quotient de ’application :

(I)i: ]Rn—H\{xi:O} — R"™
(@0sevvan) > (22, E L ey,

Cette application est continue (composantes rationnelles) donc ¢; I'est par définition de la topolo-
gie quotient. Son inverse est 'application

gp;lzpoL_l: R"™ — Vi
W15 Un) = [y rtyicr i Loy syl

continue par composition, ce qui montre que ¢; : V; = {x; = 1} est un homéomorphisme.
Puisque les V; recouvrent RP™ tout entier (aucun vecteur non nul de R"*! n’appartient &

tous les hyperplans {z; = 0}, reste a vérifier que les changements de carte sont différentiables.

Soient i < j entre 0 et n. Pour tout (y1,...,yn) € i(ViNV;) =R"\ {yj—1 = 0} (& vérifier),

(oo N, um) =@yt iyt Liyit o yn))
_ ( Y1 yi-r 1 i i1 Yn )
yj—17 ’ yj—17 yj—17 yj—l, ’ Z/j—17 7 Yj—1

qui est bien lisse, et de fagon similaire pour j < 7. On a donc bien un atlas différentiable.
Notons que dans le cas ou n = 1, ¢g est lapplication [zg : x1] — %, 1 est Papplication
[z : x1] > 32, et le changement de carte est ¢ o ooty ER* % € R*.



Exercice 7. 1. Méthode 1 (sans atlas). Puisque RP! est difféomorphe & S!'/{£1d} d’apres
I'exercice précédent, il suffit de montrer que S' et S'/{£1d} sont difféomorphes, donc déja
homéomorphes, et pour cela de trouver une surjection continue de S' dans S' qui passe au
quotient en une bijection (toujours continue par définition de la topologie quotient, et automa-
tiquement d’inverse continue par argument de compacité) de S'/{£1d} dans S'. L’application
h:z¢e St 22 € S! (en notations complexes, R? étant identifié & C) a toutes les propriétés
requises (pour le passage au quotient : h(z) = h(z') & x = £2’). Elle est en outre lisse (en coor-
données cartésiennes, elle s’écrit (z,y) — (22 — y?,22y)) et c’est une submersion (par exemple :
c’est la restriction de S! dans S! d’un difféomorphisme local entre ouverts de R?, cf. premiere
feuille de TD; ou encore, en coordonnées polaires, c’est I’application 6 +— 26, de différentielle
non nulle). Notons h : S'/{+1d} — S! I’application induite, satisfaisant h o p = h, ot p est
la projection S' — S!'/{£1Id}. On a déja vu qu’elle était bijective. Elle est lisse car h 'est (cf.
exercice précédent), sa différentielle est non nulle en tout point car celle de h lest, et entre
espaces de dimension 1, donc elle est inversible. Par inversion locale, on obtient bien que h est
un difféomorphisme.

Méthode 2 (avec atlas). Comparer I'atlas de S' par projections stéréographiques et I'atlas
affine & deux cartes de RP! de I’exercice précédent. Voir que les cartes sont a valeur dans les
mémes ouverts de R et que les changements de cartes sont identiques. Conclure.

2. L’application f : (z,y, 2) — (22,92, 2%, xy,yz, x2) est lisse de R? dans RS (polynomiale), donc
de S? dans R®, et satisfait, pour tous (x,y,2) et (z/,y,2') € S%, f(z,y,2) = f(2',9,2') si et
seulement si (x,y,2) = *(2/,y/,2"). Elle passe donc au quotient en une application injective
f:8?/{£1d} ~ RP? — RS. Celle-ci est encore lisse puisque f = fop, ot p: S? — S?/{£1d}
désigne la projection, et f est lisse (cf. exo 6). En outre, p est un difféomorphisme local (donc en
particulier a une différentielle inversible en tout point). Donc par la formule sur la différentielle
d’une composée, f est une immersion si et seulement si f en est une. Or pour tout (z,v,2) € S?,

20 0 0

0 2y O
0 0 2z

Tac@ynl = 4
0 =z y

z 0 =

Si x # 0, les trois colonnes sont linéairement indépendantes car le mineur formé des premiere,
quatrieme et sixieme lignes :

0 0
y x 0 =223
z 0 =z

est non nul. De méme si y # 0 ou z # 0 (les trois coordonnées jouent des roles symétriques).
Comme (x,y,2) appartient & S?, les trois coordonnées ne sont pas simultanément nulles, donc
D24, est injective. f est donc bien une immersion. Reste a vérifier que f est un homéomorphisme
sur son image mais c’est automatique pour une injection continue d’'un compact dans un séparé.

Exercice 8. Etant donné un plan vectoriel P de R™*!, on construit facilement une bijection de
RP! dans A = p, (P \ {0}), o p,, désigne la projection R**!\ {0} — RP” : tout isomorphisme
linéaire entre R? et P passe au quotient en une telle bijection (le vérifier). Mais il faut montrer
que cette bijection est un difféomorphisme.

Il suffit pour cela de se restreindre au cas particulier du plan Py = R? x {Ogn—1}. En effet, si
P est un autre plan vectoriel de R™*1, il existe un automorphisme linéaire A de R**! envoyant
R? x {0} sur P. Cet automorphisme passe au quotient en un difféomorphisme de RP™ envoyant
Ao = pn((R? x {Ogn-1}) \ {Ogn+1}) sur A. En effet, f = p, o A: R* 1\ {0} — RP" est lisse par



composition et satisfait : f(z) = f(2) si et seulement si A(z) et A(z’) sont colinéaires, i.e. ssi
x et 2’ sont colinéaires, i.e. ssi p,(z) = py(z’). Elle passe donc au quotient en une application
lisse injective ¢4 : RP™ — RP", qui est en outre surjective var f l’est. Son inverse n’est autre
que ¢4-1 (le vérifier), qui est elle aussi lisse, donc ¢4 définit un difféomorphisme de RP" dans
lui-méme, qui par construction envoie bijectivement Ag sur A. Donc si Ag est une sous-variété
de RP" difféomorphe & RP!, A aussi.

Considérons donc la droite projective Ag. Plutot que de construire un difféomorphisme entre
RP! et Ag, nous allons construire un plongement ¢ de RP! dans RP” d’image Ag, ce qui
montrera que Ag est une sous-variété de RP", et ¢ induira alors le difféomorphisme voulu entre
RP! et son image Ag. On construit ¢ de la facon suivante : Iinjction canonique i : R? — R? x {0}
satisfait : (p, 04)(x) = (pn 0 i) (') ssi p1(z) = p1(2) donc p, oi : R? — RP™ passe au quotient
en une injection ¢ : RP! — RP™, qui est lisse car p, o i l'est. Reste & vérifier que c’est une
immersion (le fait que c’est un homéomorphisme sur son image sera automatique car RP! est
compact et RP™ séparé). Une facon de faire est de remarquer que ¢ est aussi 'application induite
par passage au quotient (par £1Id cette fois) de l'injection i’ : (z,y) € S' — (z,9,0,...,0)S",
dont la différentielle est non nulle donc injective puisque S' est de dimension 1. Or la projection
T 0 S — S"/{£1d} ~ RP" est un difféo local, donc par composition la différentielle de ¢ est
elle aussi injective. Une autre méthode consiste & passer dans des cartes...



