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Introduction

Le but de ce cours est d’introduire le langage de la géométrie différentielle, qui est omnipré-
sent en mathématiques, et de se familiariser avec les objets centraux de ce domaine, les variétés
différentielles.

Intuitivement, une variété est un objet géométrique muni d’une structure “lisse”. Nous met-
trons l'accent sur les exemples fondamentaux : spheéres, tores, espace projectifs. Mais des
constructions abstraites apparaitront aussi : quotients de variétés, fibrés vectoriels... Nous ver-
rons que toutes les propriétés locales du calcul différentiel dans R™ peuvent étre transposées
aux variétés et nous ne nous priverons pas de le faire. Il s’agit d’un cours ot de trés nombreuses
nouvelles notions sont introduites.

La derniére partie du poly (qui n’est plus traitée depuis l'allégement du cours en termes
d’heures/crédits) est une introduction a la topologie différentielle et a la topologie algébrique,
dont le but est la classification des variétés différentielles par des méthodes algébriques. A chaque
variété différentiable M, nous associerons (de maniére assez élaborée) un espace vectoriel noté
H*(M), appelé « cohomologie de De Rham » de M. Nous utiliserons cette construction pour
montrer que certains espaces ne sont pas homéomorphes. Par exemple, nous démontrerons
qu’un tore n’est pas homéomorphe & une sphére :

‘ ¢
Ces notes de cours sont trés largement inspirées d’autres (que vous pouvez aussi consulter),
en particulier :
— les motes de cours d’Alexandru Oancea,
— les notes de cours de Frédéric Paulin)
— les notes de cours de Claude Viterbo,
— les notes de cours de Laurent Charles (non disponibles en ligne)
Il y a des dizaines (centaines?) d’autres références possibles, par exemple les livres "Intro-

duction aux variétés différentielles" de Jacques Lafontaine, le livre "Géométrie différentielle"
de Berger-Gostiaux.


http://webusers.imj-prg.fr/~vincent.humiliere/4M022-2017/Cours-Oancea-09-2016.pdf
http://webusers.imj-prg.fr/~vincent.humiliere/4M022-2017/Cours-Paulin_geodiff.pdf
http://webusers.imj-prg.fr/~vincent.humiliere/4M022-2017/Cours-Viterbo-Geodiff-2013.pdf

Chapitre 1

Sous-variétés de R"

I Rappels de calcul différentiel

Norme. Soit E un espace vectoriel. Une norme est une application ||-|| : £ — [0, +oo[ (aussi
notée || - ||g) vérifiant :

— ||z|| = 0 si et seulement si z = 0,

— llz+yl < [zl + llyll, pour tous z,y € E,

— [[Az|| = |A| ||z||, pour tous A € R, x € E.

Distance. Une norme définit une distance par la formule dg(z,y) = ||z — y||&.

Boules ouvertes. On notera B(z,r) (ou Bg(z,7)) la boule ouverte de centre x et de rayon
r (c’est-a-dire B(z,r) ={y € E|d(y,x) <r}).

Ouverts. Un ouvert est une partie de E qui est réunion de boules ouvertes. Une partie U est
un ouvert si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points, c¢’est-a-dire :

pour tout = € U, il existe r > 0 tel que B(x,r) C U.

Propriétés. (i) () est un ouvert,
(ii) E est un ouvert,
(iii) Si (Us)ier est une famille d’ouverts, alors leur réunion | J,.; U; est un ouvert,

() Si (U;)iz1,..x est une famille finie d’ouverts, alors leur intersection ﬂle U; est ouverte.

Applications continues. Soient U un ouvert d’un espace normé (E, || - ||g) et (F, ] - ||#) un
autre espace normé. Une application f : U — F est dite continue si et seulement si pour tout
relU,

Ve >0, In >0, Yy € Bg(x,n), f(y) € Bp(f(z),¢).

Exercice 1. Démontrer que f : U — F est continue si et seulement si pour tout ouvert V de
F, limage réciproque f~1(V) est ouverte.



Applications linéaires continues. Lorsque la fonction est linéaire, I’écriture de la continuité
se simplifie :

Proposition 1.1. Soit f : E — F une application linéaire. Alors, il y a équivalence entre :
1. f est continue,
2.3C>0,vz € E, || f(z)|r < Cllz|le

3. [ est bornée sur la boule unité Bg(0,1).

Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire f : £ — F' est continue.
On notera L(F, F') 'espace des applications linéaires continues de F dans F'. C’est un espace
vectoriel normé, muni de la norme (induite par celles de E et F) :

[flleer = sup [|f(@)]F

z€BE(0,1

Applications multilinéaires continues. De maniére similaire au paragraphe précédent,
une application k-linéaire f : Fy X --- X Ey — F est continue si et seulement siE]

4C' > 0, \V/.l’lEEl,...,l‘kEEk,||f(ZL'1,...,ZL‘k)|| <C||J]1H """ ||{L’k|| (11)

Comme précédemment, la continuité est automatique si tous les F; sont de dimension finie.
On peut aussi munir l'espace L(Ey, ..., Ex, F') des applications k-linéaires continues d’une
norme :

1Al = sup [[f (21, - ze) |,

ou le supremum est pris sur tous les 1 € Bg,(0,1),..., 2 € Bg,(0,1).

Différentiabilité. Soit f: U — F, avec U C E ouvert. On dit que f est différentiable en x
si et seulement s’il existe une application linéaire continue L, : £ — F telle que

Ve E, flr+v)=f(x)+ L:(v) +o(v)

Pour mémoire, la notation o(v) signifie “une certaine fonction telle que lim,_,q -0 | =0

De maniére équivalente, f est différentiable en x si et seulement si elle admet un Aeveloppe—
ment limité & I'ordre 1 en .

On notera D f, (ouaussi Df(x) ou D, f, ...) la forme linéaire L, (qui est unique). On I'appelle
différentielle de f en x ou application linéaire tangente a f en x.

Applications lisses. Si Df:U — L(E,F), z — Df, est définie et continue, alors f est dite
de classe C'*. Par induction, on dit que f est de classe C**! si Df est de classe C*. Enfin, on
dit que f est lisse ou de classe C*™ si elle est de classe CF pour tout entier k > 0.

Dans ce cours, toutes les applications (ou presque) seront lisses. Souvent, par “application”,
on sous-entendra “application lisse”.

1. Dans (1.1)), on a omis de préciser quelles étaient les normes impliquées. Mais le contexte permet de deviner :
par exemple, puisque x; € Ep, nécessairement ||z1| est ||z1| g,. Nous ferons souvent ce type d’omission pour
alléger I'écriture de nos formules.



Cas particuliers importants.

e Si I'=R, alors Df, : E — R est une forme linéaire.

fl
e Si F' = RP alors f peut étre décrite par des applications coordonnées f = ( . ) et on a

f'P
Dfg(v)
Df,(v) = : .
Df2(v)

e Si £ =R, alors Df, : R — F est déterminée par Df,(1) (en effet, par linéarité, Df,.(v) =
v D f,(1) pour tout v € R), et on note f'(x) := Df,(1). On voit que f’(z) est un vecteur
de F' et qu’il vérifie :

alors

Vo € R, Df.(v) =v f'(z).
Autrement dit, D f, est la multiplication par f’(x).

e Si £ = R", on peut définir les dérivées partielles de f. Pour i = 1,...,n, la i-éme dérivée

partielle de f est donnée par
0

==Y T

6
olu, bien str, le 1 apparait en i-éme position.
e Si F =R"et I'=RP, alors Df, peut étre représentée dans la base canonique par la matrice
jacobienne (8%, fl(x)) 1<i<p -
1<isn
Exemples fondamentaux.

(a) Si f : E — F est linéaire continue, alors on peut écrire f(z 4+ v) = f(x) + f(v). On en
déduit que pour tout x,

L’application D f est donc constante.

(b) Supposons maintenant que f : Ey X Fy — F' est bilinéaire continue. Alors, on peut écrire

floy +v1, 20 +v2) — f(21,22) = f(21,02) + f(vr, 22) + f(v1,02).

Dans le membre de droite ci-dessus, les deux premiers termes sont linéaires et le troisiéme
est o(v). En effet, la continuité de f et des projections v — vy, v — v, implique que pour
certaines constantes C', C’; on a || f(vi, v2)|| < C|lv1]] ||va]] < C'||v]|*. On en déduit :

‘Df(xl,ﬂcz)(vlﬁ UQ) = f(xbU?) + f(’l)bﬂjg) ‘

(c) Si f: E— Fetg:F — G sont deux applications, telles que f est différentiable en x et g
est différentiable en f(z), alors g o f est différentiable en = et

D(gof)x:Dgf(x)ona:- (12)

Autrement dit, la différentielle d’une composée est la composée des différentielles.



Démonstration (pas tout-a-fait rigoureuse). En effet, on peut écrire

go flz+v)=g(f(x)+df(v) +o(v)).

Notons w = df,(v) 4+ o(v). En particulier, ||w| < C||v|| pour une certaine constante C'. On
a alors :

goflz+v)=g(f(z)+w)
=go f(z) + Dgu(w) + o(w)
= g0 f(x) + Dgga) © Dfa(v) + Dga(o(v)) + o(w).

La continuité de I’application linéaire Dg, implique que le terme Dg,(o(v)) est o(v). Le
terme o(w) est aussi o(v). D’ou Dg,(o(v))+o(w) = o(v) et on en déduit la formule (1.2]). O

REMARQUE 1.2. (dérivées partielles d’une composition). On suppose que f : R" — RP et
g : RP — RY. Nous avons vu que la matrice jacobienne représente la différentielle dans la base
canonique. Par ailleurs, nous savons que la composition des applications linéaires se traduit par
la multiplication de leurs matrices. On déduit donc directement de la formule :

(02, (g0 f)i(x)) i<i<n = (009" (2)) 1<i<a (0, f*()) 1<55n -

<J<q 1<k<p 1<k<p

On peut ensuite retrouver (exercice!) la formule pour d,,(g o f)(z) en effectuant le produit
matriciel. <

Nous utiliserons a plusieurs reprises dans le cours le résultat de I'exercice suivant :

Exercice 2. On suppose que E est de dimension finie et muni d’un produit scalaire euclidien
(). Montrer que la différentielle de la norme euclidienne

N :xzw— +/(z,x)

en tout x # 0 est donnée par :

DN, (v) = (@v) :

L

Difféeomorphismes. Un difféomorphisme est une application bijective, différentiable, dont
la réciproque est différentiable. Un C*-difféomorphisme est une application bijective, de classe
C*, dont la réciproque est de classe C*.

Comme on I'a déja dit, la plupart des applications de ce cours seront lisses. Il en sera de méme
des difféeomorphismes. Aussi, lorsque nous dirons “difféeomorphisme”, nous sous-entendrons sou-
vent “difféomorphisme lisse”.

Deux théorémes fondamentaux. Les deux énoncés qui suivent nous seront trés utiles dans
la suite du cours (appliqué a des espaces vectoriels de dimension finie).

Théoréme 1.3 (Théoréme d’inversion locale). Soient E, F' des espaces de Banach, U un ouvert
de E, f:U CE — F de classe C* (avec k > 1 éventuellement oo) et a € U. On suppose que
Df, est inversible.

Alors, il existe un ouvert V- de U contenant a et un ouvert W de F contenant f(a) tels que
la restriction f|y induise un C*-difféomorphisme de V vers W.

7



Dans la suite du cours, nous abrégerons la phrase « il existe un ouvert V de U contenant a
et un ouvert W de F contenant f(a) tels que la restriction f|y induise un C*-difféomorphisme
de V vers W » en disant simplement « f est un difféomorphisme local en a ».

Théoréme 1.4 (Théoréme des fonctions implicites). Soient E, F,G trois espaces de Banach
et f:U C ExF — G de classe C* (avec k > 1 éventuellement oo) et (a,b) € U wvérifiant
f(a,b) = 0. On suppose que Uapplication linéaire restreinte D fap)|orxr € L(F, G) (c’est-a-dire
la dérivée partielle dans la direction de F', que l’on pourrait aussi noter Op f(a, b)) est inversible.

Alors, il existe un voisinage ouvert V' de a, un voisinage ouvert W de b, tels que V- x W C U
et une application g : V — W de classe CF tels que

V(z,y) € Vx W, f(x,y) =0 si et seulement si y = g(x).

Autrement dit, [’ensemble des solutions de l’équation f(x,y) = 0 est localement le graphe de
lapplication g.




Exemple 1.5. Considérons I'application f :]0, +0o[xR — R? donnée par f(r,6) = (r cosf,rsin6).
Elle est lisse et sa jacobienne en (r,#) est donnée par

cos) —rsinf
<sin0 rcosf ) '
Cette matrice est de déterminant r # 0. Donc la différentielle de f est inversible en tout point.
D’apreés le théoréme d’inversion locale, f est un difféomorphisme lisse au voisinage de tout
point.
Par ailleurs, on sait que f est une bijection ]0, +o0o[x]|—m, [ R?\ (]—00, 0] x {0}). On déduit

de ce qui précéde que son inverse f~! est de classe O et donc que f est un C*°-difféomorphisme
de 10, +-00[x] — 7, 7| vers R?\ (] — oo, 0] x {0}). <

Exercice 3. Montrer que f: (z,y,z) — (% + *,e* — e** x —y) définit un difféomorphisme
entre deux ouverts (mazximauz) G préciser.

Exemple 1.6. Soit (¢;);cr une famille d’applications contractantes £ — F telle que (¢, z) —
¢¢(x) est C*. D’aprés le théoréme du point fixe de Picard, chacune d’entre elles admet un unique
point fixe x;. Alors 'application ¢ — x; est de classe C*.

En effet, on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites a I'application ¢ : (¢, x) —
or(x)—x (comme O, f(x,t) = D(¢r). —1d et || Dey|| < 1 puisque ¢, est contractante, 0, f(x,t) est
inversible). L’ensemble des solutions de ¢;(z)—x est donc localement le graphe d’une application
lisse t — ¢(t). Par ailleurs, on sait que c’est le graphe de ¢ +— z;. On en déduit que x; = g(t) et
donc que t — x; est lisse. |

REMARQUE 1.7. Dans le théoréme d’inversion locale, on peut retrouver facilement la formule
pour la différentielle de I'inverse de f. En effet, prenant la différentielle de la formule f~lof = Id,
on trouve D ff_(i) odf, = Id et donc

Df]:(i) = (Dfx)_l

De méme, dans I’énoncé du théoréme des fonctions implicites, on peut retrouver facile-

ment la formule donnant la différentielle de g. En effet, en prenant la différentielle de la for-

mule f(z,g(x)) = 0, on obtient D f(, 4(z) - <;§ ) = 0, ce qui se réécrit Ipf(x, g(z)) - Dg, +

Opf(xz,g(x)) =0. Pour x = a, on a g(a) = b, donc

Dga = _aFf(a> b)il ' aEf(&a b)

II Immersions, submersions

Pour toute cette partie, on fixe E, F' des espaces vectoriels normés de dimensions finies
respectives n et p, et f: U — F une application lisse définie sur un ouvert U de E.



Définition 1.8 (Immersions, submersions). (a) On dit que f est une immersion en x € U si
Df, est injective. On dit que f est une immersion sur U si f est une immersion en tout
point de U.

(b) On dit que f est une submersion en x € U si Df, est surjective. On dit que f est une
submersion sur U si f est une submersion en tout point de U.

L’exemple le plus simple d’immersion est R” — R™ x R? z +— (z,0). De maniére similaire,
I'exemple le plus simple de submersion est R? x R? — R?, (z,y) > x.

Les deux théorémes de la fin de ce paragraphe montrent que, localement, toutes les immer-
sions/submersions se raménent & ces deux exemples en composant par des difféeomorphismes.

Notons que, si F est de dimension 1, Df, : h — f'(x) - h est injective si et seulement si
f'(x) # 0. Ainsi, par exemple, v :  — (cosz,sinx) est une immersion (non injective) de R
dans R?, puisque 7/(z) = (—sinx,cosz) # (0,0) quel que soit z € R.

De facon similaire, si F' est de dimension 1, D f, est une forme linéaire, et elle est surjective
si et seulement si elle est non nulle. Si = R" et F' = R, cela revient a dire que le gradient de
f en z est non nul. Par exemple, f : z € R™ — ||z||? est une submersion en dehors de 'origine,
puisque V f, = 2.

Définition 1.9 (Rang en un point). On appelle rang de f en x et on note rang, f le rang de
la différentielle de f en x.

Rappelons que par définition, le rang d’une application linéaire est la dimension de son
image. Dans le cas ou £ = R", rang, f est donc le rang de la famille de vecteurs de F

(Os, f(@), -, 0, f ().
Dans le cas ou F' = RP, c’est aussi le rang de la famille de formes linéaires sur £
(dfy,....df"),

ou f!,..., fP désignent les applications coordonnées de f. Dans le cas ot £ = R" et F' = RP,
le rang de f en x est égal au rang de la matrice jacobienne de f en =x.

REMARQUE 1.10. Le rang de f en z vérifie I'inégalité :
rang, f < min(dim E, dim F).

Lorsqu’il y a égalité, on dit que f est de rang maximal en x. Remarquons aussi que f est de
rang maximal en x si et seulement si elle une immersion ou une submersion. <

Proposition 1.11 (semi-continuité du rang). L’application rang : L(E,F) — R est semi-
continue inférieurement. Autrement dit, pour tout entier k, I’ensemble

Ug={ue L(E,F)|rangu > k}

est un ouwvert de L(E, F).
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Démonstration.  En identifiant applications linéaires et matrices (au moyen d’un choix de
bases), nous pouvons supposer que Uy = {A € M,,(R) |rang A > k}. Rappelons qu’une matrice
est de rang au moins k si et seulement si elle admet une sous-matrice de taille k£ x k£ dont le
déterminant est non nul.

Pour toutes parties a k éléments I C {1,...,p} et J C {1,...,n}, on peut définir 'appli-
cation 77 qui & une matrice A associe le déterminant de la sous-matrice de A extraite en ne
gardant que les lignes et colonnes numérotées 4,7 avec ¢ € I et j € J. Chaque d;; est une
application continue. De plus, ce qui précéde implique :

Up = Jor, 7 ®R\{0}).

On en déduit que U, est un ouvert, puisque c’est une union d’ouverts. [

Cette proposition admet le corollaire suivant.

Corollaire 1.12. Si f est de rang mazimal en x, alors f est de rang maximal au voisinage
de x.

Théoréme 1.13 (Forme normale des immersions). Soit U un ouvert de R"™ contenant 0 et
f:U — R une application lisse, qui est une immersion en 0 et vérifiant f(0) = 0.

Alors il existe un difféeomorphisme localE] ¢ de R"™ en 0 tel que l'on ait pour tout x dans un
voisinage de 0 :

o f(x) = (x,0pq).

On peut représenter l'identité ci-dessus en disant que le diagramme suivant (défini seulement
au voisinage de 0) est “commutatif” :

R" — L, Rt

NS

Rn*e

Dans ce type de diagramme, on note souvent en pointillés la fléche correspondant a ’application
dont l'existence est donnée par le théoréeme.

Démonstration. (On se raméne a U'inversion locale) Soit S un supplémentaire de I'image de
Dfy dans R"4. D’aprés le théoréme du rang, il existe un isomorphisme linéaire A : R? = S.
On pose ¢ : U x R? = R" (x,y) — f(x) + A(y). Par construction, I'image de D)y contient
I'image de D f; et contient S, donc contient tout R4, L’application D1 est surjective et donc
inversible.

On peut appliquer le théoréme d’inversion locale a v, qui est donc un difféomorphisme local
en 0. Par ailleurs, on remarque qu’au voisinage de 0, on peut écrire : ¥(x,0) = f(z). On en
déduit que ¢ = ¢! convient. [

Théoréme 1.14 (Forme normale des submersions). Soient U un ouvert de RPT® contenant 0
et g : U — RP une application lisse qui est une submersion en 0 et vérifie g(0) = 0.
Alors, il existe un difféomorphisme local ¢ de RPT? ~ RP x R? en 0, tel que l'on ait pour
(x,y) dans un voisinage de 0 :
goo(z,y) =w.
2. Pour la signification de “difféomorphisme local”, voir le paragraphe qui suit le Théoréme
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Ceci peut étre représenté par le diagramme commutatif suivant (défini au voisinage de 1’ori-
gine) :
Rrte 4 . Rp

: /
P e

RP+4

Démonstration. (On se rameéne a U'inversion locale) Soit S un supplémentaire de ker Dgy dans
RPT4, Notons p : RPT? — R? une application linéaire surjective et dont le noyau est S. On pose
YU — RPFE~RP X R? w — (p(w), g(w)). Le noyau de Dy est U'intersection des noyaux de
Dggy et de Dpy = p. Par construction, cette intersection est triviale et on en déduit que D)y
est inversible.

Par le théoréme d’inversion locale, v est un difféomorphisme local. En notant ¢ : RPT¢ — RP,
(z,y) — x la projection canonique, alors g = qo par construction. On en déduit que ¢ = 1~
convient. [

Ces deux énoncés sont des cas particuliers du théoréme dit « du rang constant ».

III Sous-variétés de R"

Il y a 4 maniéres équivalentes de définir les sous-variétés. Elles sont toutes regroupées dans
I’énoncé suivant.
On fixe E un espace Vectorielﬁ réel normé de dimension finie n, M une partie de E et

ke{0,...,n}.

Proposition-définition 1.15. Soit a un point de M. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) (Forme normale) Il existe un voisinage ouvert U de a dans E, un voisinage V' de 0 dans
R™ et un difféomorphisme h : U =V avec h(a) = 0, tels que

MM NU) = (R x {Ogn—r}) NV

(un tel h est appelé difféomorphisme de redressement local ou forme normale).

(b) (Equation) Il existe un voisinage ouvert U de a dans E, une application lisse f : U — R*7*
qui est une submersion en a avec f(a) = 0, tels que M NU = f~1({0}) (autrement dit,
x € MNU si et seulement si f(x) =0).

(c) (Graphe) Il existe une décomposition en somme directe E = Ey @ Ey = E; X Ey avec
dim E; = k, et des ouverts Uy de Ey et Uy de E», tels que a = ay + aq, avec a1 € Uy,
ay € Uy et une application lisse g : Uy — FEy avec g(ay) = aq telle que

M N (Uy x Uy) = graphe(g)
= {(‘rlag(xl)) | T € Ul}

3. Remarque pour les puristes : en réalité le bon cadre pour définir les sous-variétés serait plutot un espace
affine. Mais ceux-ci étant en général moins bien maitrisés par les étudiants que les espaces vectoriels, F sera
bien un espace vectoriel pour nous.
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(d) (Paramétrage) Il existe un ouvert W de R* contenant 0, un ouvert U de E contenant a, et
une application lisse ¢ : W — E qui est une immersion en 0 avec ¢p(0) = a et telle que ¢
induise un homéomorphisme de W sur U N M.

Lorsque ces conditions sont vérifiées en tout point a de M, on dit que M est une sous-variété
de E, de dimension k et de codimension n — k.

Avant de démontrer ces équivalences, donnons quelques exemples, remarques et définitions
supplémentaires.

Cas particuliers :

Une sous-variété de dimension 0 est un ensemble discret de points (tous ses points sont isolés).

Une sous-variété de dimension 1 est appelée une courbe.

Une sous-variété de dimension 2 est appelée une surface.

Une sous-variété de dimension n (= dim E) est un ouvert de E.

Valeurs critiques et valeurs réguliéres. Un point a ou f n’est pas une submersion est
appelé point critique de f. L’'image par f d’un de ses points critiques est appelée valeur critique
de f. Une valeur qui n’est pas critique est dite réguliére.

D’apres la proposition-définition [1.15] condition (b), I'image réciproque par une fonction
d’une valeur réguliére est soit vide, soit une sous-variété.

Le théoréme suivant (que 'on admettra) implique alors que presque tous les niveaux d’une
fonction sont des sous-variétés.

Théoréme 1.16 (Sard). L’ensemble des valeurs critiques d’une fonction lisse est de mesure
nulle.

Attention ! L’ensemble des points critiques, lui, n’est pas forcément de mesure nulle (penser
a une fonction constante).

Plongements.

Définition 1.17. Une application qui est une immersion et induit un homéomorphisme sur
son image est appelée plongement.

D’aprés la proposition-définition condition (d), 'image d'un ouvert de R* par un plon-
gement est une sous-variété.

L’exercice suivant donne un critére bien utile pour établir qu’une application est un plonge-
ment.

Exercice 4. Montrer qu’une immersion injective propreE] est un plongement. On pourra com-
mencer par montrer qu’une application continue propre est fermée, c’est-a-dire l'image de tout
fermé est fermée.

4. Une application propre est une application pour laquelle I'image réciproque de tout compact est compacte.
Intuitivement, une telle application “envoie I'infini & I'infini”.
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REMARQUE 1.18. Il existe des immersions injectives qui ne sont pas des plongements. Par
exemple, le dessin suivant représente une telle application R — R? (on peut trouver une suite
convergente dans l'image dont la suite d’antécédents diverge; la réciproque n’est donc pas
continue). Ceci ne suffit pas a dire que I'image n’est pas une sous-variété de R?, mais ce n’est
est effectivement pas une (exercice).

/
ST

<

Exemples 1.19. Voici quelques exemples trés classiques de sous-variétés obtenues a partir de
la condition (b) (qui est la plus couramment utilisée dans les exemples).

e (Spheres) : On note (dans toute la suite du cours) la sphére de dimension n par :
S" = {z e R""|||z| = 1}.

Elle est donnée par I’équation f =0 ou f(x) = ||z|| — 1. Nous avons vu qu’en tout point
x de S, la différentielle de f est la forme linéaire :

Df,:vw— &) = (z,v).

]

Il s’agit d’une forme linéaire non-nulle (puisque x # 0) donc surjective. Ceci montre que
f est bien une submersion en tout point de S™.

e (Tore de révolution) : On pose D = {(z,y) € R? |22 +y* < R*}, Dy = {(z,y) € R? | 2*+3? <
r?}, avec 0 <7 < R, et
f(ZE,y,Z) = <R2 - (5132 + y2))($2 + y2 - 7”2> - 22'

Alors, f est une submersion en tout point de f~!({0}). En effet,

O f = 295(2(952 + y2) —r?_ RQ),
Oyf =2y(2(z* +y*) — 1’ — R?),
0,.f = =2z,

d’ott 'on peut voir que Df ne s’annule pas sur f~1({0}), qui est par conséquent une
sous-variété de dimension 2 (c’est-a-dire une surface) de R3.
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On peut essayer de représenter Uallure de f~1({0}). Pour (z,y) ¢ D ou (z,y) € Dy, iln’y
a aucune valeur de z pour laquelle f(x,y,z) = 0. Pour (z,y) € D\ Dy, il y a deux telles
valeurs, de signes opposés. Ces valeurs viennent se confondre pour (z,y) € 0D U oD:;.
d’otu le dessin suivant :

9 B < 92 N . . . ) T
D ={(z,y) € R?*| (v —2;)* + (y —y:)* <77}, ot les (2;,y;) sont des points distincts dans
D et les r; > 0 sont suffisamment petits pour que les D; soient inclus dans D et 2 & 2
disjoints. Alors, comme précédemment, on peut vérifier que 0 est une valeur réguliére de

e (Surface de genre g) On fixe D = {(z,y) € R?*|2? + y?> < R*}, et pour tout i = 1,..., q,

I’application f donnée par

™

Py 2) = (R = (@ + ) [ (0 =20 + (= 9 = 1) — 2

1=1

Par conséquent, f~1({0}) est sous-varié¢té. On peut la représenter comme ci-dessous.

~_> : ~
~_>
>

Démonstration.

(a) = (b). Supposons (a) vérifiée et qu’il existe donc une forme normale h : U — V C R
telle que h(M NU) = (R* x {0}) N'V. Ecrivons h avec ses composantes : h = (hy,..., h,) et
posons f = (hgy1,...,hn) : U — R"7F,

Alors, comme h est un difféomorphisme, Dh, est inversible donc D f, est surjective. L’appli-
cation f est donc bien une submersion en a. De plus, pour tout z € U, f(x) = 0 si et seulement
si h(z) € RF x {0}, c’est-a-dire si et seulement si z € M NU.

(b) = (c). On suppose (b), c’est-a-dire que M est localement donnée par une équation
f(z) = 0. On pose E; = ker Df, et on fixe un supplémentaire Fy de E; dans E. Alors D f,|g,
est un isomorphisme E, — R™*. On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites
et en déduire que f~1({0}), et donc M, est localement un graphe.

(¢) = (d). On suppose que M est localement le graphe d’une application g : Uy C E; — Es
verifiant g(a;) = ay. On pose ¢ : Uy C Ey — Ey X Ey, .+ (z,g(x)). La différentielle en a; de
¢ est donnée par D¢, (v) = (v, Dg,, (v)). C’est donc bien une immersion en a;.
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De plus, ¢ est un homéomorphisme sur son image, puisque il admet comme réciproque la
restriction a cette image de (z,y) — x qui est continue. Quitte & composer par une translation,
on peut supposer que a; = 0, de sorte que 'application ¢ vérifie bien les conditions de (d).

(d) = (a). Soit ¢ : W — FE une immersion en 0 € W telle que ¢ soit un homéomorphisme
de W sur un ouvert de QN M de M (avec Q ouvert de E).

D’aprés le théoréme (forme normale des immersions), il existe h : U’ = V' difféomor-
phisme avec ¢(0) € U' C Q et V' C R", tel que ho ¢(z) = (x,0) pour tout = dans un voisinage
ouvert W' de 0 dans WW.

Alors hop(W') = W’ x {0} = VN (R* x {0}) avec V = W' x R"* ouvert de R", et comme
¢ induit un homéomorphisme sur son image, ¢(W’) est un ouvert (d'un ouvert) de M, donc de
la forme U N M avec U ouvert de E. On a donc bien h(U N M) =V N (R* x {0}). O

IV Espace tangent a une sous-variété

Soit M une sous-variété d’un espace normé F et a € M.

Définition 1.20 (Espace tangent). Un vecteur v € E est dit tangent ¢ M en un point a € M
s’il existe un chemin lisse, défini au voisinage de 0

c:]—eel= E,

tel que Im(c) C M, ¢(0) € a et ¢(0) = v.
On note T,M et on appelle espace tangent a M en a, ’ensemble des vecteurs tangents a M
en a.

Autrement dit, I'espace tangent & M en a est I'ensemble des vecteurs vitesses en a de tous
les chemins sur M passant par a.

Proposition 1.21. L’espace tangent T,M est un sous-espace vectoriel de E, de méme dimen-
ston que M.

(c’est la direction (vectorielle, contenant 0) du sous-espace affine (contenant a) représenté sur
la figure).
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Démonstration. Soit h : U = V une forme normale en a, qui vérifie donc
h(UNM) =V N (R"x {0}), h(a) = 0.

La proposition [I.21] est une conséquence directe de I'identité :

T.M = (Dh.) "' (R* x {0}) (1.3)

Montrons d’abord I'inclusion T, M C (Dhy)*(R* x {0}). Soient donc v € T,M et c ;| —¢,c[—
E un chemin sur M vérifiant ¢(0) = a et ¢/(0) = v. Alors h o ¢ est un chemin sur R* x {0},
donc (ho¢)'(0) est un vecteur de R¥ x {0}. Or

(h o ¢)'(0) = Dhe(o)('(0)) = Dha(v).

On en déduit Dh,(v) € R¥ x {0} et donc v € (Dh,) 1 (RF x {0}).

Passons a I'inclusion réciproque. Soit v € (Dh,) "' (R¥ x {0}). Il nous faut exhiber un chemin
sur M dont le vecteur vitesse au point a soit v. Pour cela, on pose w = Dh,(v) € RF x {0}
et c(t) = h1(tw) € h=2(V N (RF x {0}) pour ¢ assez petit. Ceci définit bien un chemin lisse
sur M, il vérifie ¢(0) = h™1(0) = a et ¢/(0) = Dhy'(w) = v. On a donc v € T, M et l'inclusion
réciproque est prouvée. [

Chacune des quatre définitions de sous-variété donne une nouvelle description de I'espace
tangent. Nous avons déja vu dans la démonstration précédente que l'espace tangent peut étre
obtenu d’une forme normale avec la formule (|1.3]).

Proposition 1.22. En reprenant les notations de la proposition[1.15 :
(b) Si M est donnée au voisinage de a par une équation f = 0 (avec f submersion en a),
alors

T,M =kerDf,

(c) Si M est localement le graphe d’une application g : Uy C Ey — Es, alors

ToM = graphe(Dg,,)| = {(v,Dgq,(v)) € E1 X Ey|v € E1}.

(d) Si M est localement l’image d’un plongement ¢ : W — E, alors

T,M = Im D,

Démonstration.

(b) Soit ¢ un chemin sur M vérifiant ¢(0) = a et ¢(0) = v. Alors f(c(t)) = 0, pour tout ¢
dans un voisinage de 0, donc 0 = (f o ¢)'(0) = df,(v). Ceci montre que T,M C ker D f,.
Par ailleurs, comme D f, est surjective, ker D f, a la méme dimension que T,M. On en
déduit I'égalité T, M = ker D f,,.

(¢) Un vecteur de graphe(Dg,, ) est un vecteur de la forme (v, Dg,, (v)) avec v € F;. Soit donc
v € Fy un tel vecteur. On pose ¢(t) = (a1 + tv, g(a; + tv)). Alors ¢ est un chemin sur M
vérifiant ¢(0) = a et ¢(0) = (v, Dgq, (v)). Ceci montre que graphe(Dg,,) C T,M. Comme
précédemment, ces deux espaces ont méme dimension, d’ou graphe(Dg,,) = T, M.
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(d) Pour tout v € R* x {0}, on considére le chemin sur M donné par c(t) = ¢(tv). Alors
c(0) = a et ¢(0) = Dgo(v). On en déduit l'inclusion Im Doy C T, M, et I'on conclut a
nouveau avec 1’égalité des dimensions.

O

Exemple 1.23. Calculons 'espace tangent a la sphére. D’aprés la proposition qui précede,
point (b), 'espace tangent en x & S" est le noyau de la forme linéaire v — (x,v). D’ou :

T,S" = x+

Exercice 5. Soit M une sous-variété de dimension k de R™. Montrer que
{(z,v) eR"xR" |z e M, ve T, M}

forme une sous-variété de dimension 2k de R™. On [appelle le « fibré tangent » de M (voir
chapitre 3).
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Chapitre 2

Variétés différentiables

Parenthése : espaces topologiques

Dans cette parenthése, nous introduisons (ou « rappelons » selon les cas) la notion de topo-
logie sur un ensemble et donnons quelques exemples importants.

Définition 2.1 (Topologie). Une topologie T sur un ensemble X est un ensemble de parties
de X vérifiant :

(i) O appartient o T,

(i) X appartient a T,

(iii) Si (U;)icr est une famille d’éléments de T, alors leur réunion \J,., U; appartient a T,

iel

() Si (Ui)iz1,.  est une famille finie d’éléments de T, alors l'intersection ﬂle U; appartient
aT.

Les éléments d’une topologie T sont appelés ouverts pour la topologie T . Leurs complémentaires

sont appelés fermés.

Exemples 2.2. (a) Si (X,d) est un espace métrique, alors
T ={U C X |U est une réunion de boules ouvertes}

est une topologie sur X. On I'appelle topologie induite par la distance d.

(b) Soit X un ensemble quelconque. Alors
T={UcCX|X\U est fini} U {0}

forme une topologie sur X. Dans le cas o X = R, cette topologie s’appelle la topologie de
Zam'skz’[]. Dans ce cas, on peut montrer qu’elle n’est pas induite par une distance.

(c) Si A est une partie d’'un espace X muni d’une topologie T, alors
Ta={UNA|U €T}

forme une topologie sur A. On l'appelle la topologie induite par T sur A.
|

1. En général, la topologie de Zariski sur K%, ott K est un corps, est la topologie dont les ouverts sont les
complémentaires des parties de la forme P~1(0), avec P un polynome sur K & d indéterminées.
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Sauf mention du contraire, on munira toujours les parties d’un espace topologique de leur
topologie induite.

REMARQUE 2.3. Si X est un espace muni de deux distances équivalentes, alors celles-ci induisent
la méme topologie. En particulier, sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes. Donc, un espace vectoriel de dimension finie admet une topologie canoniqueﬂ,
donnée par la topologie induite par n’importe laquelle de ses normes. <

Définition 2.4 (Base d’un espace topologique). Une base d’un espace topologique (X,T) est
une famille d’ouverts (U;);er telle que pour tout ouvert O de M, et tout x € O, il existe un
indice 1 € I tel que U; C O.

Nous avons déja rencontré ’exemple suivant.

Exemple 2.5. Dans un espace métrique, les boules ouvertes forment une base de la topologie
sous-jacente. On peut remarquer que les boules ouvertes de rayon rationnel forment aussi une
base. Dans R"”, les boules ouvertes de rayon rationnel et de centre & coordonnées rationnelles
forment une base dénombrable.

Notons que dans un espace admettant une base dénombrable, toute partie munie de la
topologie induite admet aussi une base dénombrable. <

La continuité peut étre définie sur les espaces topologiques (nul besoin de distance).

Définition 2.6 (Fonction continue). Soient (X, T) et (X', T') deuz espaces topologiques. Une
application f: X — X' est dite continue si et seulement si

vUeT, f{U)eT,
autrement dit, ['tmage réciproque par f de tout ouvert est ouverte.

Un homéomorphisme est par définition une application continue, bijective a réciproque conti-
nue. En particulier, dans la définition des “plongements”, que nous avons vue aprés la définition
des sous-variétés, lorsque l'on dit que ¢ : W — FE induit un homéomorphisme sur son image,
cela signifie que ¢ induit un homéomorphisme entre W et ¢(W), o ¢(W) est muni de la
topologie induite par celle de F.

Terminons cette parenthése par une définition supplémentaire.

Définition 2.7 (Espace séparé). Un espace topologique (X, T) est dit séparé si et seulement si
pour tous x,y € X distincts, il existe des ouverts U,V € T, telsquex € U,y € V et UNV = ().

REMARQUE 2.8. Sur un espace métrique (X, d), la topologie induite par d est toujours séparée.
En effet, si  # y € X, on peut poser ¢ = %d(x,y). Les ouverts U = B(x,¢) et V = B(y,¢)
conviennent. En effet, ils vérifient x € U, y € V et I'inégalité triangulaire implique U NV = (.

On peut aussi remarquer que la topologie de Zariski sur R n’est pas séparée (car deux ouverts
non vides se rencontrent toujours), ce qui implique, comme nous I’avions affirmé, qu’elle n’est
pas induite par une distance. <

2. Le mot « canonique » signifie en général « qui ne dépend d’aucun choix ».
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I Notion de variété différentiable

Fixons un espace topologique M et un entier n > 0.

Définition 2.9 (Cartes). Une carte de M a valeurs dans R™ est un couple (U, ¢) ot U est un
ouvert de M et ¢ est un homéomorphisme entre U et un ouvert V de R™.

L’ouvert U s’appelle le domaine de la carte. Si x € U, on parle de carte en x; si en outre
¢(z) =0, on parle de carte centrée en x.

Deuz cartes (U, ¢) et (U', @) sont dites compatibles si l'application ¢' o ¢~ : ¢(U NTU') —
' (UNU") (que l'on appelle changement de carte) est un difféomorphisme.

op

Notons qu’'un changement de carte est toujours un homéomorphisme (mais pas toujours un
difféomorphisme). Notons aussi que I'inverse d’un changement de carte est aussi un changement
de carte. Remarquons enfin qu’'un changement de carte est une application entre un ouvert de
R™ et un autre ouvert de R" et cela a donc bien un sens de déclarer qu'une telle application est
lisse.

L’exemple suivant est standard donc important.

Exemple 2.10. (Projections stéréographiques de la sphére) On note S" = {(zg,...,x,) €
R™™ | 22 + -+ -+ 22 = 1} la sphére euclidienne standard de R"™. On note N = (1,0, .. 0) son
pole nord et S = (—1,0...,0) son pole sud.

La projection stéréographique par rapport a N est 'application py qui & un point x € S*\{/N}
associe le point d’intersection de la droite passant par NV et x avec 'hyperplan équatorial zy = 0.

On définit de méme la projection stéréographique par rapport a S comme 'application pg
qui & un point x € S" \ {S} associe le point d’intersection de la droite passant par S et = avec
I’hyperplan équatorial xzq = 0.
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{zo = 0}

Les projections stéréographiques prennent leurs valeurs dans I'hyperplan {(0,x1,...,2,)}
que l'on identifiera tout simplement & R® = {(z1,...,2,)}. On obtient ainsi des bijections
pn SP\{N} = R" et pg: S"\ {S} — R"™

Nous allons donner des formules explicites. Les points N, x et py(z) étant alignés, il existe
t € R tel que N pN(:z:; = tNx. En prenant la premiére coordonnée de cette identité vectorielle,

on obtient —1 = t(zg — 1) donc t = ﬁ En prenant les autres coordonnées, on obtient :

pN(x)—( 2 ) (2.1)

1—I0> .’1—230

On en déduit que py est continue. Calculons maintenant sa réciproque.
Soit y € R™ et cherchons les coordonnées du point z tel que py(z) = y. En partant comme

— = —
au dessus de Ny =tNz,onax =N + %Ny et donc

— 1w Y
x_(l_?’T”Tn)

On peut ensuite déduire la valeur de ¢ du fait que [z[|*> = 1 d’ou Ton tire %((t — 1)* + 4} +

-+ 1y2) =1, ce qui implique ¢ = %(1 + |ly|l?) et 1 — % = ”z”% On obtient donc :

oy () = g (YIP =120, -, 2,)

Par conséquent, la réciproque de py est également continue et py est un homéomorphisme.
Autrement dit, (S™\ {N},py) est une carte de la sphére.
Des calculs analogues donnent les formules

(x) - o
ps Tda 14/’
ps (W) = e (L=l 291, 290) - (2.2)

Le couple (S™\ {S}, ps) est donc aussi une carte de S™. Calculons les changements de cartes :

—1 _ lyll?P=1 2 2yn
psopy () =ps (Hy\l2+1’ Tol2+17 " Tyl 21

_(_m Y1
llyll2> 0 Jlyl2
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1 P
yP=1 2l

Pour obtenir la deuxiéme égalité ci-dessus, on a utilisé I'identité

1+

En conclusion, nous avons :

Ps op]_vl(y) = ||y1||2y (23)

On voit dans cette formule que py o pg' : R™\ {0} — R"™\ {0} est une involution c’est-a-
dire qu’elle est égale a sa propre réciproque. On voit aussi que les deux changements de cartes
PN © pgl et pg o p]_\,1 sont lisses (et d’inverses lisses).

Nous avons donc montré que ces deux cartes sont compatibles. <

Définition 2.11 (Atlas). Un atlas (différentiable) est un ensemble de cartes deuz & deuz com-
patibles et dont les domaines recouvrent M.

Nous avons montré dans ’exemple précédent que les projections stéréographiques forment
un atlas de S™.

Lemme 2.12. Tout atlas est contenu dans un unique atlas maximal (pour linclusion).

Démonstration. Soit A un atlas. On considére 'ensemble A’ des cartes qui sont compatibles
avec toutes les cartes de A. En particulier A’ contient A, ce qui implique que les domaines des
éléments de A’ recouvrent M.

Pour vérifier que A’ est un atlas, il nous reste & montrer que deux éléments de A" sont
toujours compatibles.

Soient (U, ¢) et (U’,¢’) deux cartes de A’ et soit y € ¢(U N U’). Nous allons montrer que
L est lisse en y. Comme nous I’aurons montré pour tout y, ceci achévera de montrer que
A’ est un atlas.

Soient z = ¢~ 1(y) et (U”, ¢") une carte en x appartenant a I'atlas A. Comme les cartes de A’
"L est lisse en ¢ (x) = @0~ (y).

¢ o~

sont compatibles avec celles de A, ¢ o~ est lisse en y et ¢'o¢
Par conséquent, leur composée
1 1

N —1 W I— N L —
pop " =¢@pog "og@ o

est lisse en y, comme nous le souhaitions.

Remarquons que tout atlas de M contenant A est inclus dans A’ (par définition toutes ses
cartes sont compatibles avec A). Ceci montre que A" est maximal parmi les atlas contenant .4
et est méme 'unique atlas maximal contenant A. [

Nous sommes enfin préts pour introduire les variétés différentiables.

Définition 2.13 (Varié¢té différentiable). Une variété différentiable (ou différentielle) de di-
menston n est un espace topologique séparé, a base dénombrable, muni d’un atlas mazimal de
cartes a valeurs dans R™.

Notons que si un espace séparé et a base dénombrable admet un atlas, alors il admet une
structure de variété différentiable donnée par ’atlas maximal correspondant.

C’est le cas de tout ouvert U de R", qui posséde un atlas formé d’une seule carte (U, idy),
évidemment compatible avec elle-méme. Sauf mention contraire, on supposera toujours un tel

3. Cette involution porte méme un nom : c’est l'inversion par rapport a la sphére S™.
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ouvert muni de la structure différentiable (canonique) correspondante (ce n’est pas la seule! Par
exemple, sur R, (R, z — x?) définit un autre atlas, dont 'unique carte n’est pas compatible avec
(R,Idg), et qui appartient donc & un atlas maximal différent de celui définissant la structure
différentiable canonique sur R).

Notons que si M est une variété différentiable, pour tout ouvert U de M, la restriction des
cartes de M a U forme un atlas de U, que I'on supposera implicitement muni de la structure
correspondante.

Le travail précédent montre que S™ admet également un atlas, donc une structure de variété
différentiable. Plus généralement,

Proposition 2.14. Une sous-variété M de R™ (munie de la topologie induite) admet une
structure naturelle de variété différentiable, dont un atlas est donné par toutes les applications
de la forme h|lynp ot h : U — V est une forme normale pour M, ¢’est-a-dire vérifie h(UNM) =
VN (R* x {0}).

Démonstration. Commengons par remarquer qu’une sous-variété est séparée et a base dénom-
brable puisque c’est une partie de R™, lui-méme séparé et & base dénombrable.

Par définition des sous-variétés, les domaines des applications de la forme h|yny avec h : U —
V forme normale, recouvrent M. Ce sont aussi des homéomorphismes UNM = V N (RF x {0}).
Il nous reste & montrer que ces cartes sont compatibles pour montrer qu’elles constituent un
atlas.

Soient donc ¢ = h|ynar et ¢ = B |yay deux telles cartes. Alors on a

¢ ot =hoh ey,

qui est bien une application lisse. [

II Applications lisses entre variétés

Dans cette partie, nous allons commencer & voir apparaitre le principe général suivant :

Principe 2.15. Toutes les propriétés locales du calcul différentiel dans R™ peuvent étre trans-
férées aux variétés différentiables au moyen des cartes.

[llustrons ce principe sur la notion de lissité, qui est bien sir locale.
On fixe une variété différentiable M, et f : M — R une fonction.

Définition 2.16 (Fonction lisse sur une variété). L’application f est dite lisse si et seulement
si pour toute carte (U, @), fod™' : ¢(U) — R est lisse (au sens classique) ; on dit que « f est
lisse dans toute carte ».
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M
S~
s foo!

=0

REMARQUE 2.17. Si (U, ¢) et (U’, ¢') sont deux cartes (compatibles), alors fo ¢! est lisse sur
H(U NU) si et seulement si f o ¢'~1 est lisse sur ¢' (U NU").

On en déduit que f est lisse si et seulement si pour tout x € M, il existe une carte (U, ¢) en
x telle que f o ¢! soit lisse. <

Proposition 2.18. L’ensemble C*°(M) des fonctions lisses sur M forme une sous-algébre de
I’ensemble des fonctions continues sur M.

On peut généraliser la définition précédente.

Définition 2.19 (Application lisse entre variétés). Soient M, N deux variétés et f: M — N
une application. On dira que f est lisse si pour toutes cartes (U, ¢) de M et (V,¢) de N,
o(U N F~HV)) est un ouvert de RY™M) et application

Yo fop i pUN[THV)) = v(V)

est lisse (ce qui précéde se résume en « f lue dans les cartes (U, @), (V) est lisse »).

N

o f N
M
0@ D

¢
(4
) —pofos”
Propriétés 2.20. (i) Si f: M — N est lisse, alors elle est continue.

(ii) Pour que f: M — N soit lisse, il faut et il suffit que pour tout a € M, il existe une carte
(U, ) en a et une carte (V,1) en f(a) telle que f lue dans les cartes (U, @), (V, 1) soit

lisse.

(i5i) Si f: M — N est lisse et si g: N — P est lisse alors go f est lisse.
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Démonstration. (i) Soit a un point de M. On cherche & montrer que f est continue en a. On
se donne donc une carte (U, ¢) en a et une carte (V,1) en f(a). Par hypothese, 1) o f o ¢~*
est lisse au voisinage de a. Elle est donc continue au voisinage de a. Comme ¢ et 1 sont des
homéomorphismes, on en déduit que f est continue au voisinage de a.

(ii) Le caractére nécessaire est immédiat (car les domaines de cartes d’un atlas recouvrent la
variété). Pour le caractére suffisant, notons que, d’aprés ce qui précéde, la propriété « pour tout
a, il existe... » de ’énoncé (ii) implique la continuité de f. Soient (U, ¢’) et (V' 4') des cartes
de M et N respectivement. Alors W' = U’ N f~1(V’) est un ouvert de M (comme intersection
finie de tels ouverts, en utilisant la continuité de f). Reste & montrer que ¢/ o fo (¢')~! est lisse
sur ¢'(W’). Si b € ¢'(W’), notons a = (¢')~*(b), qui appartient a W’. Par hypotheése, il existe
une carte (U, ¢) en a et une carte (V,1)) en f(a) telles que W = U N f~1(V) soit un ouvert de
M et que o fog™t: p(W) — (V) soit lisse. Alors, sur ¢/(W N W’) (qui est un ouvert de
R™, si n est la dimension de M, comme image par un homéomorphisme d’un ouvert de M),

Wofo(d) =@ ov)o(ofod ) o(po(d) ),

ol po(¢') ! est lisse de &' (WNW') vers ¢(WNW') en tant que changement de carte d’'un méme
atlas, 1 o f o ¢! est lisse sur ¢(WW N W’') (comme restriction a cet ouvert d’une application
lisse sur ¢(W)) a valeur dans ¢(f(W NW')) C (VN V') (car f(W) C Vet f(W)cC V'
par définition de W et W) et 1)’ o ¢b~1 est lisse sur ¢»(V N V') comme changement de carte
d’un méme atlas. L’application 9’ o f o (¢’)~! est donc lisse du voisinage ¢/(W NW’) de b vers
(V' N V') comme composée d’applications lisses entre ouverts d’e.v.n. Cette application est
donc lisse au voisinage de tout point de ¢'(W’), donc lisse sur cet ouvert, ce qui conclut la
preuve du point (ii).

(iii) Soit @ € M, (U, ¢) une carte en a, (V, 1) une carte en f(a) et (W, x) une carte en (go f)(a).
Par hypothése, x o g o 1~ ! est définie et lisse sur un voisinage ouvert V' C (VN g~ (W)) de
U(f(a)), et o fop™! est définie et lisse sur un voisinage ouvert U' C ¢p(UN f~1(V)) de ¢(a) que
lon peut éventuellement réduire pour que son image par o f o ¢~1 soit incluse dans l'ouvert
V' (ceci utilise la continuité de ¢ o f o ¢! en ¢(a)). Sur le voisinage ouvert U’ de ¢(a),

xo(gof)og™ =(xogor ) o(ofog™)

(chaque terme a bien un sens suite aux précautions prises) est donc lisse comme composée
de deux applications lisses entre ouverts d’e.v.n., ce qui montre que g o f lue dans les cartes
(U, o), (W, x) (en a et (go f)(a) respectivement) est lisse et on conclut grace a I’équivalence
du point (ii). O

Morale : quand on veut tout écrire précisément, c’est assez lourd... Mais il faut le faire une fois pour pouvoir ensuite s’en passer la conscience tranquille.

Définition 2.21 (Difféomorphismes). Un difféomorphisme entre deux variétés est une appli-
cation entre ces variétés, lisse, bijective et dont la réciproque est lisse.

L’exercice suivant est une remarque bien utile :

Exercice 6. Soit (M, A) une variété différentiable (ici, M désigne un espace topologique et
A un atlas mazimal sur M le munissant de sa structure différentiable). Une carte (U, ¢) quel-
conque de M appartient a A si et seulement si ¢ est un difféomorphisme de U C M (muni de
la structure différentiable définie par A) vers ¢(U) C R"™ (muni de sa structure différentiable
canonique).
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(dans cet exercice, la situation est subtile mais, dorénavant, en présence d’une variété différen-
tiable M, par « carte de M », on voudra toujours dire « carte de ’atlas définissant la structure
différentiable de M considérée »).

Solution. (=) Soit (U, ¢) une carte de A. Par définition d’une carte, ¢ est bijective de U dans ¢(U). Par la propriété 2.20.(i), pour montrer que ¢ est
lisse, il suffit de trouver, pour tout a € U, une carte (U’, ¢’) de A en a et une carte (V, ) de R™ (muni de sa structure standard) en ¢(a) telles que
Popo(¢') ! soit lisse de ¢’ (U’ N ¢~ 1(V)) (qui doit étre ouvert) dans (V). Les choix (U’, ¢') = (U, ¢) et (V, ) = (¢(U), 1d) conviennent puisqu’ils
donnent o ¢o (¢')"1 =1d sur ¢’ (U' N¢p~1(V)) = #(U)! On est en train de dire ici que ¢ : U — ¢(U) lu dans la carte (U, ¢) est... I'identité de ¢(U).

L’application ¢ : U — ¢(U) est donc lisse. De la méme fagon, ¢~ lue dans les cartes (¢(U),Id), (U, ¢) est I'identité de ¢(U), qui est lisse, donc ¢~ 1
est lisse. Par définition, ¢ est donc bien un difféomorphisme de U dans ¢(U) au sens des difféeomorphismes entre variétés.

(<) Soit maintenant (U, ¢) une carte de M n’appartenant pas nécessairement a I’atlas A, mais telle que ¢ soit un difféomorphisme de U C M (muni de
la structure différentiable définie par A) vers ¢(U). Il s’agit de vérifier qu’alors (U, ¢) est compatible avec toute carte de A (et donc appartient a A par
maximalité). Soit donc (V, ¢) une carte de A. Sur ¢(UNV), 9o (b*l est la composée de ¢71, difféomorphisme de ¢(U NV) vers U NV par hypothése
sur ¢ (et restriction), et de v, difféomorphisme de U NV vers ¢(U N V) d’aprés la preuve de I'implication précédente (et restriction a nouveau). Donc
P o ¢>71 est un difféeomorphisme entre les ouverts ¢(U N V) et ¥ (U N V) de R™, ce qui signifie précisément que (U, ¢) et (V, 1) sont compatibles. O

Notamment, si A est I'atlas maximal définissant la structure canonique sur R et A’ I’atlas
maximal contenant la carte (R,z — z?), alors 'application z — z*® est un difféomorphisme
de (R, A’) vers (R,.A). Mais attention, certains espaces topologiques possédent des structures
différentiables non difféomorphes (cf. les « sphéres exotiques » ).

Exemple 2.22. On verra dans le paragraphe suivant que R/Z posséde une structure différen-
tiable naturelle, et que la variété obtenue est diffcomorphe a S (cf. TD). <

III Sous-variétés d’une variété

Définition 2.23 (Sous-variété). Soient N une variété de dimension n et k € {0,...,n}. Une
partie M de N est une sous-variété de dimension k de N si pour toute carte (U, ¢) de N (ou
de maniére équivalente, si pour tout a € M, il eziste une carte (U,¢) de N en a telle que),
o(U N M) est une sous-variété de R" de dimension k.

En composant les cartes avec des formes normales, on obtient facilement la proposition
suivante.

Proposition 2.24. Soit M une partie d’une variété N. Alors, M est une sous-variété de N
de dimension k si et seulement si pour tout a € M, il existe une carte (U, ¢) telle que

¢(UNM) =o(U) N (R x {0}).

Soit M une sous-variété de dimension k£ de N. Alors, M munie de la topologie induite est
séparée a base dénombrable. De plus, les couples (U N M, ¢|ynar) avec (U, ¢) carte de N telle
que G(UNM) = ¢(U)N(RF x {0}) forment un atlas. Ceci montre que M hérite d’une structure
de variété induite par celle de N.

La proposition abstraite suivante est bien utile.

Proposition 2.25. Soit M C N une sous-variété et i : M — N, x — x linjection canonique.

(i) Si lon munit M de sa structure de variété induite par celle de N, alors l'application i est
lisse et est une immersion.

(ii) Pour toute variété P, une application f : P — M est lisse si et seulement siiof : P — N
est lisse.

N
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(i1i) La structure induite est l'unique structure différentiable sur M vérifiant la propriété (ii).

Démonstration. (i) Soit a € M et soit (U, ¢) une forme normale de M en a au sens de la
proposition [2.24] Par définition, (U N M, ¢|yna) est une carte de M en a. Lue dans ces cartes,
I'application i n’est autre que I'injection canonique de R¥ x {0} dans R™. Plus précisément, on
peut écrire :

¢poio(plunm)™": o(U) N (R x {0}) = ¢(U),
(,0) — (z,0).

En particulier, on voit que 'application i lue dans ces cartes est lisse et est une immersion.

(i7) Soit a € P. On choisit une carte (V,4¢) de P en a et une forme normale (U, ¢) de M en
f(a), qui est en particulier une carte de N en a et qui induit une carte (U N M, ¢|ynn) de
M en f(a). L’application f lue dans les cartes correspondantes s’écrit @|yna o f o 1p~1, tandis
que l'application 7 o f lue dans les cartes s’écrit ¢ oi o f o~'. Notons que @|ynyr et ¢ o
sont les mémes applications & ceci prés que leur espaces d’arrivée difféerent (R* x {0} pour la
premiére, R"™ pour la seconde). Ceci implique que les deux applications lues dans les cartes sont
identiques sauf leur espace d’arrivée. Or on sait qu’une application & valeur dans R" est lisse
si et seulement si ses applications coordonnées sont lisses. En particulier une application de la
forme (g,0) : R? — R" = R*¥ x R""* est lisse si et seulement si g est lisse. Ceci montre que la
lissité de ¢|ynar o f oYt est équivalente a celle de ¢poio foh™t.

(7ii) Soient A et A’ deux strutures différentiables sur M vérifiant (i7). Nous allons montrer que
lidentité f : (M, A) — (M, A"), x — z est un diffeomorphisme. Cela impliquera que les atlas
A et A’ sont compatibles.

Tout d’abord, f: (M, A) — (M, .A) est évidemment lisse, donc io f: (M, A) — N est lisse,
et d'apres (id), f: (M, A) — (M, A’) est lisse. Le méme argument montre que f : (M, A") —
(M, A) est lisse. O

Comme dans le chapitre 1, les sous-variétés apparaissent souvent comme images de plon-
gements ou niveaux réguliers de fonctions (entre variétés cette fois-ci), ce qui nécessite de
généraliser les notions correspondantes au cadre des variétés abstraites.

Définition 2.26 (Rang, immersion, submersion). Soit f : M — N une application entre
variétés, et a un point de M.

(i) Le rang de f en a est par définition le rang de 1o f o ¢t en ¢(a), pour toutes cartes ¢
ena et en f(a).
(i) On dit que f est une immersion en a si et seulement si rang, f = dim M.

(11i) On dit que f est une submersion en a si et seulement si rang, f = dim N.

Exercice 7. Vérifier que le rang est ainsi bien défini, c’est a dire que le rang (au sens clas-
sique/calcul diff) de 1 o f o ¢! en ¢(a) ne dépend pas des cartes ¢ et ¢p dans le point (i)
ci-dessus.

Exercice 8. Veérifier que lapplication t € R — (t,t) € R? induit une immersion (lisse) de
R/Z dans R?/Z? (il y a trois choses a vérifier, et chacune nécessite un argument : induit, lisse
et immersion ).
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Exercice 9. Vérifier que Uapplication (z,y) € R? — z — y € R induit une submersion (lisse)
de R?/7Z? dans R/Z. A quoi ressemblent les niveauz de cette submersion ?

Proposition 2.27 (Forme normale des immersions/submersions). On suppose que M est une
variété de dimension p et N une variété de dimension q et on considére f : M — N une
application lisse. Soit a € M.

(a) Si f est une immersion en a, alors pour toute carte ¢ centrée en a, il existe une carte 1
centrée en f(a), telle que pour tout (x1,...,x,) dans un voisinage de 0, on ait

Ypofoop Nry,...,xp) = (x1,...,7,,0,...,0).

(b) Si f est une submersion en a, alors pour toute carte 1 centrée en f(a) il existe une carte
¢ centrée en a, telle que pour tout (z1,...,x,) dans un voisinage de 0 on ait

Yofoo Nay,...,xp) = (z1,...,7,).

Exercice 10. Vérifier que cette proposition implique le théoréme d’inversion locale suivant pour
les variétés : Si f : M — N est une application lisse entre variétés de méme dimension et, pour
un a € M, rang, f = dim M = dim N alors f est un difféomorphisme local (entre un voisinage
de a et un voisinage de f(a)).

Démontrer cet énoncé directement, a partir du théoreme d’inversion locale “classique”.

Exercice 11. Démontrer la proposition.

Définition 2.28 (Plongement). Une application f : M — N lisse est un plongement si et
seulement si c¢’est une immersion qui induit un homéomorphisme sur son image.

REMARQUE 2.29. Comme on I’a déja vu, une immersion injective propre est un plongement.
En particulier, si M est compacte, une immersion injective M — N est automatiquement un
plongement. <

Exercice 12. Montrer que pour tout k < n, 'application
Sk s (xg,...,2) — (20,...,25,0...,0)
est un plongement.

Proposition 2.30. Soit f : M — N une application lisse entre variétés. Alors, [ est un
plongement si et seulement si f(M) est une sous-variété de N et f : M — f(M) est un
difféomorphisme (pour la structure différentiable induite).

Par abus de langage, 'application f : M — f(M) sera souvent notée seulement f.

Démonstration. L’implication réciproque est facile. En effet, si f induit un difféomorphisme
M — f(M), alors elle induit a fortiori un homéomorphisme. De plus, un difféomorphisme est
en particulier une immersion (car c’est vrai dans les cartes), et sa composée avec I'injection
canonique f(M) — N, elle aussi une immersion, est encore une immersion.

Supposons maintenant que f est un plongement. Soit (U, ¢) une carte de N. Alors, ¢ o f :
f~YU) — R™ est un plongement donc son image ¢(U N f(M)) est une sous-variété de R (en
utilisant la définition (d) des sous-variétés de R™). Cela montre que f(M) est une sous-variété

29



de N. La lissité de f: M — f(M) est une conséquence du (i7) de la proposition qui précéde.
Il nous reste donc a prouver que f~': f(M) — M est lisse. Or, lue dans les cartes, f est une
immersion d'un ouvert de R* a valeurs dans R*¥ x {0} C R™. Vue comme une application &
valeur dans R*, la différentielle de cette application est bijective. Le théoréme d’inversion locale
s’applique donc, et montre que l'inverse de f est lisse. [

Proposition 2.31. Soient M et N deux variétés, f : M — N wune application lisse et a €
f(M). On suppose que f est une submersion sur f~(a) (c’est-a-dire que a est une valeur
régulicre de f), alors f~'(a) est une sous-variété de M.

Démonstration. Comme pour les démonstrations précédentes, on se raméne & I’énoncé analogue
)
pour les sous-variétés de R"™ en lisant dans les carteslﬂ. ]

Exercice 13. Ecrire cette preuve entiérement...

IV Exemples et constructions

IV.1 Somme disjointe

Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques. Leur somme disjointe est I'espace |, {i} x
Xi, que l'on note | |,.; X; muni de la topologie dont les ouverts sont les parties de la forme
Uierti} x Us, ot chaque U; est un ouvert de Xj.

Remarquons au passage que dans le cas de R? = cri7} xR la topologie de somme disjointe
différe de la topologie usuelle.

On voit en particulier que chaque partie de la forme {j} x X; pour j € I fixé, est un ouvert
de | |;c; Xi. En pratique, cette partie est identifiée a Xj.

Si chaque X; est une variété et si I est fini ou dénombrable, alors |_|Z.e ; X; admet une structure
de variété différentiable de dimension n.

En effet, on vérifie tout d’abord facilement que | |, ; X; est séparé et a base dénombrable.
De plus, si I'on se donne un atlas A; pour chacun des X;, alors on peut vérifier que A =
{{i} xU,¢)|i € 1,(U,¢) € A;} forme un atlas de | |;.; X;.

La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 2.32. (i) Pour tout j € I, l'application naturelle X; — | |,c; X; est un plonge-
ment.

(ii) Soient M une variété et f : | |,.; X — M une application. Alors f est lisse si et seulement
st pour tout 1 € I, flx, est lisse.

IV.2 Produits de variétés

Soient M, M' deux variétés. Alors 'espace M x M’ muni de la topologie produit (c’est-a-dire
la topologie engendrée par les produits d’ouverts) est séparé et & base dénombrable. De plus,
si A et A’ sont des atlas de M et M’ respectivement, alors M x M’ peut étre muni de I'atlas

{UxU,ox¢)|[(U ) €A (U,¢) e A}

4. La géométrie différentielle prend parfois des accents de science occulte.
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ol ¢ x ¢ désigne I'application (x,y) — (¢(z), d(y)).
La démonstration de la proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 2.33. (i) Les projections canoniques py : M x M' — M et ps : M x M" — M’
sont lisses.

(i1) Une application f : P — M x M’ est lisse si et seulement si ses composantes py o [ et
po o f le sont.

Exercice 14. Démontrer cette proposition.

Exercice 15. On identifie RP x R? a RPT. Vérifier que la structure différentiable produit sur

RPxRY (induite par les structures standards sur les deux composantes) coincide avec la structure
standard sur RPTY,

On peut bien stir faire des produits de plus de deux variétés. L’exemple suivant est important.
Exemple 2.34. On appelle Tore de dimension n le produit de n copies du cercle S*.
T =S'x--- xS.

C’est une sous-variété de dimension n de R?*" ~ (R?)". Nous verrons plus tard qu’il est aussi
possible de le définir comme quotient de R™ par Z". Dans le cas ot n = 2, on peut démontrer
que T? est diffeomorphe au « tore de révolution » de ’exemple m <

Parenthése : topologie quotient

Une méthode trés importante pour construire des espaces topologiques consiste a les obtenir
par quotient.

Définition 2.35 (Espace topologique quotient). Soit X un espace topologique et R une relation
d’équivalence sur X. L’espace topologique quotient est l’ensemble quotient X /R (des classes
d’équivalences), muni de la topologie dont les ouverts sont les parties U C X/R telles que
p Y (U) est ouvert, o p : X — X/R désigne la projection canonique (qui envoie un élément
sur sa classe d’équivalence).

La topologie quotient a les propriétés suivantes :

Propriétés 2.36. (i) La projection canonique p : X — X/R est continue.

1) Une application f: X/R — Y est continue si et seulement si f o p est continue.
(i)

En particulier, lorsqu'une application continue passe au quotient, I'application induite est
continue.

Exercice 16. Démontrer ces propriétés.

31



Application 1 : recollement d’espaces topologiques

Soient X, Y deux espaces topologiques, A C X et B C Y et ¢ : A — B un homéomorphisme.
On définit une relation R sur la somme disjointe X LY par la relation

=1y,
TRy  si et seulement si oux € A,y € B,y = ¢(x),
ouy € A,x € Byx = ¢(y).

Pour cette relation, les classes d’équivalence sont soit les singletons {z} avec x ¢ A et x ¢ B,
soit les paires de points {z, ¢(x)} avec x € A.

L’espace quotient (X UY)/R, noté X U, Y, s’appelle le recollement de X et Y selon A et
B au moyen de ¢. On peut définir des recollements sans '’hypothése « ¢ homéomorphisme »,
mais avec cette hypothése, on a la propriété agréable dont 'exercice |[17] fait 1'objet.

Exemple 2.37. Vue comme un espace topologique, la sphére S™ s’identifie au recollement de
deux copies de la boule euclidienne fermée de rayon 1 selon leurs bords (identiques), au moyen
de l'identité :

S" ~ B(O, 1) UIdsn—l B(O, 1)
<

Exercice 17. Si p désigne la projection canonique X UY — (X UY)/R = X U, Y, vérifier
que p induit un homéomorphisme de X etY (vus comme sous-ensembles de X UY ) vers p(X)
et p(Y') respectivement. Autrement dit, X Uy Y contient des copies homéomorphes de X etY.
Solution. La restriction de p & X (comprendre : sa copie dans X 1Y) est injective car un élément de X n’est identifié¢ qu’a lui-méme et, s’il appartient
a A, a son image par ¢, qui appartient 4 Y (comprendre : sa copie dans X LI'Y), qui est disjoint de X. Elle induit donc une bijection sur son image
p(X). Elle est continue comme restriction & X de p qui est continue par définition de la topologie quotient. Toute la subtilité est dans la preuve de la
continuité de la réciproque, et c’est 14 que 'on va utiliser I’hypothése sur ¢.

(Faire des dessins!!) Soit U est un ouvert de X. Il s’agit de montrer que p(U) est un ouvert de p(X), c’est a dire de la forme p(X) NV avec V
ouvert de X Uy Y. Par définition de la topologie induite, U N A est un ouvert de A, donc, puisque ¢ est un homéomorphisme, ¢(U N A) est un
ouvert de B, donc de la forme U’ N B ou U’ est un ouvert de Y. Posons V = p(U) U p(U’). Notons que

V np(X) = (p(U) N p(X)) U (p(U") Np(X)) = p(U) Up(U' N B) = p(U) Up(U N A) =pU).
Reste a vérifier que V est un ouvert de X Uy Y, ce qui équivaut a : p_l(V) est un ouvert de X LY. Or
p r(V)=p lpUUU)=UUSUNAUU U N (U' NnB)=UUW NB)UU' U(WUNA) =UULU’

qui est bien un ouvert de X LY par définition de la topologie de la somme disjointe. O

REMARQUE 2.38. Si A et B sont des ouverts de X et Y respectivement, p(X) et p(Y') sont des
ouverts de X U, Y. <

Preuve. Soit z € p(X), & son unique antécédent dans X et U un voisinage ouvert de . Montrons
que p(U) est un voisinage ouvert de x inclus dans p(X). L’inclusion est immédiate. Reste a
vérifier que p~!(p(U)) est un ouvert de X UY. Or p~ 1 (p(U)) = U U (U N A), et UN A est un
ouvert de A donc ¢(U N A) est un ouvert de B, mais B est un ouvert de Y donc ¢(U N A) est
un ouvert de Y, ce qui conclut. L]

REMARQUE 2.39. ATTENTION ! Le quotient d’un espace séparé n’est pas toujours un espace
séparé. C’est la premiére propriété a vérifier lorsque ’on considére un espace topologique défini
comme quotient.

Considérons par exemple la « droite & deux origines » définie comme le recollement de {0} x R
avec {1} xR selon {0} xR* et {1} x R* au moyen de ’homéomorphisme p : {0} x R* — {1} xR*,
(0,z) — (1, ).

Alors, il n’existe pas de couple d’ouverts disjoints du quotient qui contienne respectivement
les classes d’équivalence des points (0,0) et (1,0). <
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Application 2 : quotient par une action de groupe

Actions de groupes sur un espace topologique. Soit G un groupe et X un ensemble.
Une action (4 gauche) de G sur X est la donnée d’une application G x X — X, (g,z) — gz
telle que

lgrx=x et g-(h-x)=(gh) -z, pourtousg,hedG, veX.

Bien stir, ici, 15 désigne 1’élément neutre de G. Il découle directement de ces propriétés que,
pour tout ¢ € G, x + g-x et v+ ¢! - x sont des bijections réciproques de X.

Ainsi, de maniére équivalente, une action de groupe est la donnée d’un morphisme de groupe
¢ : G — Bij(X) de G dans le groupe des bijections de X, les deux points de vue se correspondant
par la relation : ¢(g)(x) =g - .

On appelle orbite de x € X, I'ensemble

0,=G-z={g-z|ge G}

La relation « étre dans la méme orbite » est une relation d’équivalence sur X. L’espace quotient
par cette relation d’équivalence est noté X/G (noter 'ambiguité de cette notation, un méme
groupe G pouvant agir de diverses fagons sur un ensemble X donné).

Exemple 2.40. Les entiers agissent sur R par translation : n-x = x 4+ n. Le quotient R/Z
s’identifie au cercle S! C C, via 'application R — S!, z — €™ qui passe au quotient en une
bijection R/Z — S!, dont on verra qu’elle est méme un homéomorphisme (R/Z étant muni
de la topologie quotient), puis un difféomorphisme quand on aura muni R/Z d’une structure
différentiable naturelle. <

Si X est un espace topologique, le quotient X /G hérite de la topologie quotient. On dit que
I'action est continuef] ou, plus explicitement, par homéomorphismes, si elle est donnée par un
morphisme de groupes entre G et Homeo(X).

Proposition 2.41. St un groupe G agit par homéomorphismes sur un espace topologique X,
alors la projection canonique p : X — X /G est une application ouverte ; autrement dit, pour
tout ouvert U de X, p(U) est un ouvert de X/G.

Démonstration.  Soit U un ouvert de X. Par définition de la topologie quotient, p(U) est un
ouvert de X/G si et seulement si p~!(p(U)) est un ouvert de X. Or, pour tout z € X, on peut
écrire p~'(p(z)) = O, = {g- x| g € G}. Par conséquent,

p ) =Jg-U

geG

est ouvert puisque réunion des ouverts g-U. [

5. En général, G est considéré comme un groupe topologique c’est & dire un groupe muni d’une topologie
pour laquelle la loi interne et le passage & l'inverse sont des opérations continues. Une action d’'un groupe
topologique est dite continue si I’application G x X — X, g - x +— x est continue. Dans ce cours, nous nous
plagons implicitement dans le cas ou G est muni de la topologie discréte. La continuité de I'action revient alors
a dire que pour tout g € G, ¢(g) : z — g - = est continue, mais c’est alors aussi le cas de ¢(g)~! = ¢(g71), et ¢
est donc un morphisme G — Homeo(X).
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Actions propres. On suppose que X est un espace topologique localement compact (i.e. tout
point admet un voisinage compact). On dit que l'action de G sur X est propre ou proprement
discontinuefl| si pour tous compacts K, K’ de X, l'ensemble {g € G| (g- K) N K’ # 0} est fini.

Exemples 2.42. (a) L’action de Z™ sur R" par translation donnée par k-x = x+k est propre.

(b) L’action de Z sur R donnée par n-x = 2"z n’est pas propre. En effet, si K’ est un voisinage
compact de 0 et K compact non vide quelconque, alors pour n proche de —oo, I'intersection
(n- K)N K’ est non-vide.
(c) L’action de Z/2 sur S" donnée par 0 -2 = z et 1 - = —x (on 'appelle l'action « par
antipodie ») est évidemment propre puisque Z/2 est fini.
|

Lemme 2.43. Soit G un groupe agissant continiment sur un espace X Supposé séparé et
localement compact. Si 'action de G est propre(ment discontinue), alors le quotient X/G est
Séparé.

Démonstration. Soient z,y des points de X tels que p(z) # p(y). Nous allons construire des
voisinages de p(x) et p(y) qui ne se rencontrent pas. Comme p est une application ouverte, on
peut chercher ces voisinages sous la forme p(U), p(V') avec U,V ouverts de X. Pour obtenir la
condition p(U) Np(V) = 0, il suffit que les ouverts U et V vérifient

Vg, € G, (g-U)N(g" - V) =1,

ce qui est équivalent a

Vge G, (g-U)NV = 0. (2.4)

Le fait que X est localement compact implique que z et y admettent des voisinages compacts
K et K’ respectivement. L’action de G étant propre, I'ensemble H = {g € G| (¢9- K)N K’ # 0}
est fini.

L’hypothése p(x) # p(y) signifie que les orbites de x et y sont disjointes. En particulier, pour
tout g € H, g- = # y, et comme X est séparé, il existe des ouverts Uy, V, tels que

g-xelUy, yeV, et UnNV,=0.

On pose
U=Kn (g -U et V=Kn(V,
geH geEH
Par construction, U et V' sont des ouverts (H est fini) vérifiant x € U C K ety € V C K'.
De plus, U et V vérifient la condition . En effet, si ¢ € H alors, g-U C U, donc g - U ne
rencontre pas V. Si g € G\ H, alors g-U C g- K ne rencontre pas V' C K’ par définition de H.

6. la définition qui suit de « propre » n’est valide que dans le contexte de groupes munis de la topologie
discréte. En général, si ’on considére une action d’un groupe G muni d’une topologie quelconque sur un espace
X, on dit que l'action est propre si application (g,2) € G X X — (z,g-x) € X X X est propre, ¢’est-a-dire si
la préimage de tout compact de X x X par cette application est un compact de G x X (les produits sont munis
de la topologie produit). Pour une action par homéomorphismes d’un groupe séparé sur un espace localement
compact, ceci est équivalent & : pour tous compacts K et K’ de X, {g € G; g- KN K’ # @} est un compact
de G. Or un compact d’un espace discret est fini, donc on retombe sur la définition ci-dessus dans le cas d’un
groupe discret. Strictement parlant, dire qu’une action d’un groupe G (pas supposé muni d’une topologie) sur
un espace localement compact X est proprement discontinue, c’est dire que, si 'on munit G de la topologie
discréte, ’action est propre au sens général ci-dessus.
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Les ouverts p(U) et p(V') vérifient donc p(z) € p(U), p(y) € p(V) et p(U) Np(V) = 0. Nous
avons bien montré que le quotient X /G est séparé. [

Actions libres et propres Une action d'un groupe G sur un ensemble X est dite lzbre si
pour tout g # 1g, 'application x — ¢ - x n’a pas de point fixe.

Si Iaction est libre, alors pour tout élément x € X, l'application G — O, g — g - x est
une bijection. En effet, cette application est toujours surjective par définition de O,. Elle est
injective dans le cas d’une action libre car si g-x = ¢’ -z, alors (¢7'¢/) -2 = z donc g7 '¢' = 1¢4.

Exemples 2.44. (a) L’action de Z™ sur R" par translation est libre.

(b) L’action de Z/2 sur R™ par antipodie n’est pas libre, mais l'action de Z/2 sur S" est libre.
<

Le résultat sur les actions de groupes qui nous sera utile dans ce cours est le suivant.

Théoréme 2.45 (Quotient par une action libre et propre). Soit G un groupe agissant librement
et proprement sur un espace topologique X séparé et localement compact. Alors,

(i) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V. de x tel que g-V NV = 0 pour tout
g # la (en particulier, chaque orbite est une partie discréte),

(i1) le quotient X /G est sépare,

(111) la projection canonique p : X — X/G est un homéomorphisme local.

Démonstration. Nous avons déja prouvé le point (i7) qui ne requiert pas que l'action soit libre.
Démontrons le point (i) (preuve similaire a celle du caractére séparé).
Soit x € X et K un voisinage compact de x. Comme 'action est propre, l'ensemble H =
{geG|lg- KNK # (0} est fini.
Soit g € H\{1g}. Comme I'action est libre, g-z # x et, X étant séparé, il existe des ouverts
Uy et V, de X tels que
g-xCU, z€V, e U,nNV,=0.

Posons

V=kn (] (97'U)NV,).

geH\{1c}

Alors, par construction x € V. De plus, pour tout g € G\ {1g}, (¢- V)NV = 0. En effet,
sige H\{lg},alors g-V C Uy et VC V,donc (¢-V)NV = 0. De plus, si g ¢ H, alors
(9- K)NK =0 et comme V C K, on en déduit la encore que g -V NV = ().

I nous reste a démontrer le point (ii7). C’est en fait une conséquence du point (7). En effet,
soit € X et V un ouvert comme fourni par (). Alors, Papplication pl|y est injective (car V'
contient au plus un point par orbite). Comme p est continue et ouverte, la restriction p|y est
un homéomorphisme V' — p(V'). Nous avons bien montré que p est un homéomorphisme local
au voisinage de tout point. [

Fin de la parenthése.
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IV.3 Somme connexe de deux variétés

Nous allons utiliser la notion de recollement d’espaces topologiques pour une construction
sur les variétés appelée somme connexe. On se donne deux variétés M et M’ de méme dimension
n et deux difféeomorphismes ¢ : B(0,2) — V C M et ¢': B(0,2) - V' C M’, ou V et V' sont
des ouverts de M et M’ respectivement. Notons que de tels difféomorphismes existent toujours.
On note K =1 (B(O, %)) et K =4/ <B(O, %))

V \ K V/ \ K!
K K’

/]

@) G—

i V'

On note C'= B(0,2) \ B(0,1) et

X

x:C—=0C v —.
[l

L’application x est un difféomorphisme de C' qui a la propriété d’envoyer le bord extérieur de
C sur son bord intérieur et inversement. On note enfin

p=y¢ oxo: (V\K)— (V'\K).

La somme connexe de M et M’ est une variété différentiable dont ’espace topologique sous-
jacent est donné par le recollement de M \ K et M’ \ K’, selon V' \ K et V'\ K’, au moyen
de p :

M#M' = (M\ K)UJ, (M"\ K').
Pour se représenter cette opération, il est utile de remarquer que C' est difféomorphe a un
cylindre. D’ott le dessin suivant.
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V\K
VI\K/

D=
* Recollement

On peut montrer (cf. fichier « compléments ») que cet espace est séparé et a base dénombrable
d’ouverts, et qu’il posséde une unique structure différentiable telle que la projection canonique
de (M \ K)U (M'\ K') vers M#M’ induise des difféomorphismes de M \ K et M'\ K’ sur
leurs images (qui sont des ouverts de M#M’ d’aprés la remarque .

On peut aussi montrer que des choix différents d’applications 1,1’ ménent a des variétés
difféomorphes. Autrement dit, a difféomorphisme prés, la somme connexe de deux variétés est
définie indépendamment de tout choix (d’ou la notation M# M’ qui ne fait pas apparaitre ces
choix).

IV.4 Quotient de variétés par des actions libres et propres de groupes
discrets

Théoréme 2.46 (Quotient d’une variété par une action libre et propre). Soit M une variété
et G un groupe discret agissant librement et proprement par dzﬁ”éomorph@'smesm sur M. Alors le
quotient M /G admet une unique structure de variété telle que la projection canonique p : M —
M/G soit un difféomorphisme local.

Démonstration. (Nous omettrons la partie unicité de la démonstration) Comme M est une
variété, elle est localement compacte. Elle est de plus séparée. On peut donc appliquer le
théoréme . I affirme en premier lieu que le quotient M/G est séparé. Par ailleurs, M/G
est & base dénombrable. En effet, si (U;);en est une base d’ouverts de M, alors (p(U;))ien forme
une base d’ouverts de M/G.

II implique également l'existence au voisinage de tout point d’une carte (U, ¢) telle que
UN{(g-U) =0 pour tout g # 1g. Nous avons vu que p|y est un homéomorphisme entre U et

p(U).

7. On dit d’une action d’un groupe G sur M, qu’elle est « par difféomorphismes » si elle est donnée par un
morphisme de groupes G — Diff (M) ou, de fagon équivalente, si x — ¢ - = est lisse sur M pour tout g € G.
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Donc, (p(U), ¢ o (p|ly)™!) est une carte de M/G. De plus, les domaines de toutes ces cartes
recouvrent tout le quotient. Pour obtenir un atlas, il nous reste a vérifier la compatibilité de
toutes ces cartes.

Soient donc (p(U), é o pl;;') et (p(V),% o p|;') deux telles cartes. Alors le changement de
carte correspondant s’écrit :

poplytoWoply )t =doplgtoplvoyh

Nous avons déja vu que les cartes d'une variété sont lisses. Il nous suffit donc de vérifier que
Iapplication p|;;* o ply est lisse.

Nous allons montrer que p\gl o ply est lisse au voisinage de tout point. Soit y € V' un point
du domaine de définition de p|;;' o p|y. Le point = = p|;;' o p|y(y) € U est dans la méme orbite
que y, donc il existe g € G tel que g - ¢ = y. Remarquons que l'on a

plv(z) = plulg - 2),

pour tout z € V tel que g-z € U, c’est-a-dire pour tout z dans VNg~!(U), qui est un voisinage
de y. Nous avons donc,
plgtoplv(z)=g-2
au voisinage de y. Autrement dit, au voisinage de y, p\gl o ply coincide avec 'action de g, et
est donc lisse.
Nous avons ainsi défini un atlas. Pour montrer que p est un difféomorphisme local, écrivons

p dans les cartes (U, ¢) de M et (p(U), ¢ opl|;') de M/G :
gopltopog
est tout simplement l'identité de U et est donc bien un difféomorphisme local. [
La proposition suivante est trés importante pour étudier les exemples.

Proposition 2.47. On suppose que les hypothéses du theoréme[2.40 sont vérifices. Alors, pour
toute variété Y et f: M/G =Y, Uapplication f est lisse si et seulement si f o p est lisse.

Démonstration. Comme p est lisse, il est clair que f lisse implique fop lisse. Pour la réciproque,
on remarque que localement, f = (f op)o (p|y)~! pour un certain ouvert U, ce qui montre que
la lissité de f se déduit de celle de fop. [

Exemple 2.48. I’action de Z sur R (ou plus généralement de Z" sur R™) par translation vérifie
les hypothéses du théoréme [2.46]

L’application f : R — S ¢ — (cos(27t),sin(2nt)) est lisse, donc par la proposition précé-
dente, I'application induite f : R/Z — S* est lisse.
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Vue comme application de R dans R?, f est une immersion, donc lue dans des cartes (de R et
S1), elle est de rang 1, et c’est donc un difféomorphisme local de R dans S! d’aprés I'exercice 8.
Comme la projection R — R/Z est un difféomorphisme local (d’aprés le théoréme , nous
déduisons du diagramme commutatif que I'application f est aussi un difféeomorphisme local.
Comme par ailleurs, nous savons que f est une bijection, on en déduit que f et son inverse sont
lisses. Autrement dit, f est un difféomorphisme. <

De méme, I'application R® — St x --- x S,
(t1,...,t,) — (cos(2mty),sin(27ty), . .., cos(27t,), sin(27t,,))

passe au quotient en une application R"/Z" — S! x -+ x S!. Le méme argument que dans le
paragraphe précédent donne la proposition suivante.

Proposition 2.49 (Tores comme quotients). Le quotient R™/Z™ est difféomorphe au tore de
dimension n, St x --- x S,

Comment visualiser R?/Z?? Intuitivement, se déplacer dans le tore R?/Z? revient a se
déplacer dans une piéce carrée [0, 1] x [0, 1] de telle sorte que lorsque 1'on vient « cogner » un
mur on se retrouve immeédiatement a sortir du mur opposé, comme sur I'image ci—dessousEl :

A
14

0+

|
0 1

Y

On peut effectivement visualiser R?/Z? sur un carré grace au résultat suivant :
Soit X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X, F' un compact de X tel que
toute classe de X rencontre F'. On définit R la relation sur F' telle que

Ve, o' € F, aRpa' < xRz’

Autrement dit, Rg est la restriction de R a F. Alors, F/Rp est homéomorphe 4 X/R.

On en déduit que R?/Z? s’identifie (est homéomorphe) au quotient du carré [0, 1] x [0, 1] par
la relation d’équivalence :

r=02"=1Ly=y,

ou 2 =0,z=1y=1,
((L‘,y) ~ (‘T/Jy/) — / /
ou y=0,y=1z=2a,

ou Yy =0y=1z=21".

8. Pour les gens de ma génération, R?/Z? rappelle 'espace dans lequel se proméne le serpent du jeu « Snake »
que l'on trouvait sur certains des premiers téléphones portables!
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Autrement dit, on identifie les bords opposés du carré, comme représenté ci-dessous.

L’homéomorphisme avec un tore de révolution peut étre visualisé grace au dessin suivant.

Autres exemples de quotients.

Exemple 2.50. Le Ruban de Moebius

On considére laction de Z sur Rx| — 1, 1] donnée par n - (z,y) = (x + n,(—1)"y), pour
n€Z, x€Retyc]—1,1[. A nouveau, le théoréme s’applique : il s’agit bien d’une action
libre et propre, par difféomorphismes. La variété quotient ainsi obtenue s’appelle le Ruban de
Moebius. On peut le visualiser comme suit :

Exemple 2.51. La bouteille de Klein

On considére I'action de Z? sur R? donnée par (n, k) - (z,y) = ((=1)*x + n,y + k), pour
n,k € Z, x,y € R. Le théoréme [2.46| s’applique encore une fois et la variété quotient ainsi
obtenue s’appelle la bouteille de Klein. On peut la visualiser comme suit :

<
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#$

@,

Comme on peut le voir, I'image ci-dessus ne représente pas une surface plongée dans R? (elle
est seulement immergée). On verra qu’il n’est pas possible de plonger la bouteille de Klein dans
R3. En revanche, il est possible de la plonger dans R?* (voir TD). <

Les deux exemples qui précédent ont une propriété commune, celle de ne pas étre des variétés
orientables. Nous en verrons la définition au chapitre 5.

IV.5 L’espace projectif
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

Définition 2.52 (Espace projectif). L’espace projectif de V', noté P(V'), est l’ensemble des
droites vectorielles de V. Autrement dit, P(V') est le quotient de V' \ {0} par la relation d’équi-
valence ~ donnée par

v~v = dteKv=1t

Dans le cas o V = R"", on note P(R™!) = RP" ou P"(R)[]

Remarquons que RP" s’identifie & S"/(Z/2Z), ou Z /27 agit sur S™ par antipodie. Il s’agit
d’une action par difféomorphismes qui est libre et propre. La structure différentielle de S™ induit
donc une structure différentielle sur S*/(Z/2Z) par le théoréme [2.46]

Nous allons maintenant donner une autre maniére de construire la structure différentielle de
RP™. Cette seconde méthode est classique et il est important de la connaitre. Elle est aussi plus
facile a utiliser dans la pratique que la premiére.

Commencons par définir la notion de carte affine de P(V') ou V' est un espace vectoriel réel
de dimension finie. Soit A : V' — R une forme linéaire non nulle. Notons Hy = A7*({0}) et
H, = M71({1}). Alors H; est un hyperplan affine dirigé par 'hyperplan vectoriel Hy. Soit iy
la restriction & H; de la projection canonique p : V' — P(V'). Autrement dit, en notant [z] la
droite vectorielle passant par z, on a

iz [z
H, — P(V).

9. On va voir que ’espace obtenu admet une structure de variété de dimension n.
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Une droite A € P(V) intersecte H; si et seulement si elle n’est pas incluse dans Hy, et bien
stir l'intersection est réduite & un point. On en déduit que 7) est une bijection entre H; et
B(V) \ P(H).

Vérifions que iy : Hy — P(V) \ P(Hy) est un homéomorphisme. Cela montrera que i, est
une carte a valeur dans H;. Tout d’abord, 7 est continue car c’est la restriction de la projection
canonique p : V — P(V) qui est continue. Pour montrer que i;l est continue, on sait (propriété
2.36| (i1)) qu’il suffit de montrer que i, ' o p est continue. Or, ;" o p est donnée par

1

1
—1
iy op:V\Hy— H, z— ——u,
A p \ 0 1 )\(l’)
et est donc bien continue.
Nous avons vérifié que pour chaque forme linéaire non nulle A, Papplication (P(V)\P(ker A), ;")
est une carte de I'espace projectif.

Définition 2.53 (Carte affine). Les cartes (P(V)\P(ker \), iy ") sont appelées cartes affines de
P(V).

Etudions maintenant les changements de cartes.
Soient donc A, X deux formes linéaires non nulles et Hy, Hy, H), H] les hyperplans corres-
pondants. Le changement de carte s’écrit

i;loiA/IH{\Ho—)Hl\Hé

1
IHWIE,

et est donc bien un difféomorphisme.
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H,

H; HY / \ 5

Z,\1 o i\()

Ceci montre que les cartes affines sont compatibles entre elles. Elles forment donc un atlas
et donnent a P(V') une structure de variété différentiable de dimension dim(V') — 1.
On laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition (trés utile) suivante.

Proposition 2.54. (i) L’application p : V — P(V) est lisse.

(i1) Pour toute variété M, une application f : P(V) — M est lisse si et seulement si fop :
V\{0} = M est lisse.

Revenons a nos deux structures différentiables sur RP", ou plutét a celle sur RP" = P(R"!)
définie grace aux cartes affines comme ci-dessus, et celle sur S"/(Z/27) induite par celle de S™.
Dans le diagramme suivant

v

[ iy
Rr+1 \ {0} [v]] sn Lo patl \ {O}

N

RP" oo §7 (2, 22)

............. > RIP™

p et p’ désignent les projections naturelles dans ce contexte, et I'affirmation est que les ap-
plications p’ o f et p o ¢ passent au quotient en des applications ¢ : RP" — S"/(Z/27Z) et
Y @ S"/(Z)2Z) — RP™ (qui sont en outre bijectives et inverses I'une de l'autre). Montrons
qu’elles sont lisses (et donc des difféeomorphismes) :
— f est lisse (elle I'est vue comme application a valeurs dans R™*!, puis on applique la
proposition [2.25(ii)),
— p/ est lisse (définition de la structure différentielle du quotient, Théoréme donc p'o f
I’est par composition,
— @ l'est donc aussi par la proposition ci-dessus.
De facon similaire :
— 1 est lisse (proposition [2.25(1)),
— p est lisse par la proposition ci-dessus donc p o i I'est par composition,
— 1) lest donc aussi par passage au quotient (prop. .
Ainsi, on a bien défini « la méme structure différentiable » sur RP" via les deux méthodes
ci-dessus.
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Exercice 18. Montrer que P(C"*1) (usuellement noté P"(C) ou CP") admet une structure
de variété différentiable de dimension 2n, donnée par des cartes « affines », définies comme
ci-dessus.

On peut montrer (voir TD) que PY(C) est difféomorphe a la sphére S*. On appelle la sphére
de Riemann.

Coordonnées homogénes. Dans le cas ot V = R""!, on note comme on I'a vu RP" =

P(antl).

Définition 2.55 (Coordonnées homogenes). Pour tout © = (o, . ..,z,) € R™™\ {0}, on note
[xo : ... : x,] Uimage de x dans RP™, c’est-a-dire la droite vectorielle passant par x. Les réels
xg, ..., T, sont appelés coordonnées homogeénes de la droite [xo : ... : x,].

REMARQUE 2.56. Pour tout ¢ € R*, et tout (o, ..., x,) € R*™\ {0},
[tz : ... twy] =[zo: ... 2y
<

On appelle cartes affines standard les cartes affines associées aux formes linéaires = +— z;.
On les notera ;. Donnons quelques formules qui seront reprises dans la suite du cours.

Pour i =0,...,n, on note U; = {[xg : ... x,]|x; # 0} et
QOZUZ—>{$7,:1}2]RTL, [[L’()Z...Il‘n]*—) (@’“"xil’xzﬂrl’.”,ﬁ)‘

L’inverse de ¢; est donnée par[[]:
(,OZ-_I : (to,...,t;',...,tn)l—) [to ctioq 1Iti+1 : tn]

Les cartes affines standard forment donc un atlas & n + 1 cartes. Les changements de cartes
s’écrivent, :

gojogpi_l:{(to,...,fi,...,tn”tj%0}—>{(uo,...,dj,...,unﬂui7&0}

to tio1 1t ti-1 i 2
CASUUR EETE PURUE FUPUE S PUPRUNE S B [ Yt S s S e S
(0 i—1y bi+1 7—15bgy bj+1 n) (t] tj tj tj tj tj tj

Dans le cas particulier ot n = 1, nous obtenons deux cartes :
U={[1:y]lyeR}, pur:U—=>R/[1:y]—y,
V={z:1]|zeR}, ¢v:V-o>R[z:1]— =,

Le changement de carte s’écrit tout simplement

_ 1 .
pv ooy (y) = " vy € R*.

10. L’écriture (to,...,%;,...,t,) signifie que t; a été retiré de la liste. Elle est équivalente a Iécriture
(tos - stimt,tigts e oo stn).
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Exercice 19. Montrer que lapplication R — RP!, ¢t + [cosnt : sinnt] induit un difféomor-
phisme R/Z — RP'.

La variété RP' est donc difféeomorphe & un cercle, mais attention, la projection S! —
S'/{£1} ~ RP' n’est pas un diffeomorphisme! C’est un diffeomorphisme local mais tel que
chaque point de RP! a deur antécédents (on parle alors de « revétement double »). Attention
également : il ne faudrait pas croire que, de maniére générale, RP" est diffécomorphe a S™! RIP?
par exemple n’est pas orientable (cf. chap. 5); on peut y penser comme un disque et un ruban
de Mébius recollés le long de leurs bords circulaires. Quant a RP3, il est difféomorphe a la
sous-variété SO(3,R) de M3(R) constituée des matrices de rotations.

Exercice 20. Ecrire les changements de cartes affines standard pour RP?.

V Partitions de 'unité et plongement de Whitney

Le but de cette partie est double : introduire la notion de partition de I'unité (et en démontrer
'existence), et 'utiliser pour établir le théoréme suivant.

Théoréme 2.57. Pour toute variété compacte M, il existe un entier p et un plongement de M
dans RP.

Ce résultat peut en fait étre amélioré :

Théoréme 2.58 (Whitney, 1936 puis 1944). Soit n > 0. Toute variété de dimension n peut
étre plongée dans R*".

L’exposant 2n est optimal. Par exemple, on sait que RP™ ne peut pas étre plongé R?" 1,
Ce théoréme admet le corollaire suivant :

Corollaire 2.59. Toute variété différentiable est un espace métrisable.

Le théoréme de Whitney peut laisser penser qu’il est inutile de s’intéresser aux variétés
abstraites et que ’on peut se contenter d’étudier les sous-variétés. C’est une erreur : le point de
vue des variétés abstraites est souvent beaucoup plus pratique, et c¢’est notamment le cas des
variétés quotients comme T" ou RP".

Partitions de 'unité. Commencons par rappeler que le support d’une fonction f: X — R
est I’ensemble

Supp(f) = {z € X | f(z) # 0}.

Définition 2.60 (Partitions de l'unité). Soit (U;)icr un recouvrement ouvert d’une variété
différentiable M. Une partition de l'unité subordonnée a (U;);er est une famille de fonctions
lisses p; - M — [0,1], i € I, telles que :

— pour tout v € I, p; est supportée dans Uj,

— la famille des supports Supp p; est localement finie, c’est-a-dire :

VK C M compact, {i € I|Suppp; N K # 0} est fini;

— Vo e M, Y .., pi(x) =1 (la somme est bien définie car, x étant fixé, tous les termes sauf
un nombre fini sont nuls d’aprés le point précédent).
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Théoréme 2.61 (Existence de partitions de 'unité). Tout recouvrement ouvert d’une variété
différentiable admet une partition de l'unité qui lui est subordonnée.

Afin de se faire une premiére image, prenons par exemple le recouvrement de R par les

ouverts U_ =] — oo, 1] et U =]0, +00[. Pour obtenir une partition de I'unité subordonnée a
ce recouvrement, il « suffit » de trouver une fonction plateau lisse p : R — [0, 1] valant 1 sur
| — 00, 0], décroissante sur [0, 1] et valant 0 sur [1, +00] et de poser p_ = p et p, = 1—p (qui sont

bien & support dans U_ et U, respectivement). Le cas général est lui aussi basé sur 'existence
de fonctions plateau, ou de fonctions « cloches » :

Lemme 2.62. Pour tout n € N*, il existe x : R" — R, lisse et a support compacte telle que
x(0) > 0.

Démonstration. En dimension 1, on peut choisir la fonction y; qui sur | — 1, 1] envoie x sur
exp(=—) et qui s’annule ailleurs. En dimension n, on peut prendre (21, ..., 2,) — []7, x1 ().
O

Démonstration du théoreme[2.61. Partant du lemme ci-dessus, en composant & droite par une
homothétie, on peut imposer au support d’une cloche d’étre contenu dans une boule de rayon
arbitrairement petit. En utilisant un atlas, on obtient donc que, pour tout point  d’une variété
et tout ouvert U contenant z, il existe une fonction positive qui est strictement positive en x
et dont le support est contenu dans U. Une telle fonction sera appelée cloche en x a support
dans U.

Nous allons traiter le cas ou M est compacte. Pour le cas non compact, nous renvoyons
par exemple a l'excellent cours de notre collegue Patrick Massot. Quitte & extraire, on peut
supposer qu’on a affaire a un recouvrement fini par des ouverts Uy, ..., U,. Pour tout x € M,
on se donne une fonction cloche x, a support dans I'un des U;, et on note V,, = x;*(]0, +00]).
Ces ouverts recouvrent M, donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini V,,...,V,,, et
chaque V,; est inclus par construction dans un certain Uy(;) (éventuellement plusieurs, mais on
en choisit un). Reste a vérifier que les fonctions p; définies, pour chaque i € {1,...,n}, par

o 2, it)—i X
Pi= " o
Z] XCE]'
ont les propriétés voulues. O]

Le corollaire suivant va étre déterminant dans la preuve du théoréme mais pourrait
servir ailleurs, c¢’est pourquoi nous l'isolons ici :

Corollaire 2.63. Etant donné un recouvrement ouvert fini {U,; }ier d’une variété M, il existe
un recouvrement {V;}icr par des ouverts strictement plus petits au sens ou V; C U, et des
fonctions lisses positives \; telles que pour tout i € I, \; = 1 sur V; et Supp\; C U;.

Démonstration. Soit {p;} une partition de I'unité subordonnée au recouvrement {Uy,...,U,}.
pour tout z € M, comme Y ©_, pi(xz) =1, il existe i € {1,...,p} tel que p;(x) > 2—1p. On fixe une
fonction lisse x : R — [0, 1] telle que x = 0 sur | — oo, SLp] et 1 sur [%p, +o00l. Alors les fonctions

i = x o p; et ouverts V; = p;- 1(]3%, +o00[) satisfont la conclusion de I’énoncé. O
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Preuve du théoréme[2.57. Soit {(U;,¢;)} un atlas de M (dont on note n la dimension), que
I'on peut supposer fini (de cardinal p) par compacité, et soient \; et V; les fonctions et ouverts
fournis par le corollaire précédent. Pour tout i, application x € U; — \;(x)¢;(z) € R™ s’étend
(par 0) en une fonction lisse sur M, que l'on note f;. Posons g; = (fi, \;) : M — R et
g=(91,---,9p) : M — RP(+1) Nous allons voir que g fournit le plongement voulu.

Tout d’abord, g est lisse (immédiat) et injective : soient z,y € M tels que g(z) = g(y). Il
existe au moins un 7 tel que x € V;, mais alors A\;(z) = 1 et g;(z) = (¢i(z),1) = ¢;(y) et donc y
appartient aussi a V; et ¢;(z) = ¢;(y) donc z = y par injectivité des cartes.

De plus, sur V;, g; = (¢, 1) et ¢; est de rang n donc pour tout x € V;, rang,g > rang,g; > n
et donc g est une immersion.

Enfin, M est compacte donc g est propre, ce qui conclut. O

REMARQUE 2.64. Cela n’est pas apparu clairement car nous n’avons fait les démonstrations
des théorémes [2.58) et que dans le cas de variétés compactes, mais ces deux théorémes
requiérent la condition « & base dénombrable » que nous avons incluse dans la définition des
variétés. <

Le poly a été partiellement remanié jusqu’ici (manquent encore quelques exemples supplé-
mentaires). La suite sera remaniée prochainement.
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Chapitre 3

Le fibré tangent

Dans le cas des sous-variétés, il est facile de définir 'espace tangent en un point (cf. cha-
pitre 1). On peut ensuite simplement définir un champ de vecteurs sur une sous-variété M de
R™ comme une application X de M dans I'espace vectoriel ambiant R" telle que X (z) € T, M
pour tout x € M, et donner un sens au fait que ’application en question est lisse ne pose pas de
gros probléme. Dans le cadre des variétés abstraites, rien n’est aussi simple. Définir un vecteur
tangent quand il n'y a pas d’espace vectoriel ambiant nécessite quelques contorsions (et une
flexibilité de point de vue), puis il faut encore munir 'union de tous les T, M (qui ne sont pas
plongés dans un R™ commun) d’une structure sympathique qui permette de donner un sens au
fait qu'un champ de vecteurs est lisse, et de définir diverses opérations naturelles sur ces objets.
Ce sont la les défis auxquels répond ce chapitre.

I L’espace tangent a une variété en un point

Dans cette partie, on fixe une variété différentiable M de dimension n et un point x € M.
On note C,(M) l'ensemble de tous les chemins lisses ¢ définis sur un voisinage de 0 € R, a
valeur dans M et vérifiant ¢(0) = x. On munit C,(M) de la relation d’équivalence donnée par :

c1~Cy <= pour toute carte ¢ en z, (¢ oc1)'(0) = (pocy)(0)
<= il existe une carte ¢ en z, (¢pocy)(0) = (¢ o) (0).

Notons que deux chemins de C,(R™) sont équivalents en ce sens si et seulement s’ils ont
meéme dérivée en 0.

Définition 3.1 (Espace tangent et application tangente). L’espace tangent ¢ M en z est
[’ensemble quotient
T.M=C,(M)/ ~ .

Si f: M — N est une application lisse entre variétés, alors Uapplication Co,(M) — Cyz)(N),
c — foc induit par passage au quotient une application T, M — T, N appelée application
tangente a f en x, ou différentielle de f en x. On la notera T, f.

On notera ¢/(0) la classe d’'un chemin ¢ pour la relation ~. Cependant, afin d’éviter des
confusions, nous la noterons [c| le temps de cette partie.

REMARQUE 3.2.
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(a) On a une identification canonique entre T,R"™ et R™. De plus, si f : R" — RP, alors T, f
s’identifie a la différentielle usuelle D f, (on confondra d’ailleurs les deux notations & partir
de la prochaine section).

(b) La formule de composition est facile & démontrer : si f : M — N et g : N — P, alors
(go f)oc=go(foc), donc en passant au quotient

Ti(go f)=Trwgo T f. (3.1)
<

Proposition 3.3. Si M est une sous-variété de R™, alors T, M ainsi défini s’identifie naturel-
lement a Uespace tangent a M introduit dans la définition [1.20,

Démonstration. Pour différentier les deux espaces tangents en jeu, on note T, MY* 'espace
tangent de la définition et T, M*~"* T'espace tangent de la définition [1.20] L’identification
est donnée par l'application I : ¢ — ¢(0), C,M — T, M*=™"*" qui est surjective par définition
de TzMSS—Var'

Soient ¢, ¢ € Cp(M). Alors ¢; ~ ¢ si et seulement si pour toute carte de M de la forme
(U N M, hlyanm) avec h forme normale de M, on a Dh,(c(0)) = dh,(c5(0)), ce qui équivaut a
¢(0) = ¢,(0). On en déduit que I passe au quotient en une application bijective I : T, M*™ —
T, ss—var ]

On voit dans la démonstration précédente que dans le cas des sous-variétés, il est naturel
d’identifier [c] a ¢/(0). Voici le résultat fondamental de cette partie.

Proposition 3.4. L’espace tangent T, M admet une unique structure d’espace vectoriel telle
que pour toute carte ¢ en x, Uapplication T,¢ : T, M — R™ est linéaire, autrement dit :

Vu,v € T,M, Tpd(u+v) = Tpd(u) + Too(v),
Yu e T,MVAER, Top(lu) = AT,é(u).

Pour toute application lisse f : M — N, Uapplication tangente a f en x est une application
linéaire T, f : T, M — Ty N, lorsque les espaces tangents sont munis de cette structure.

Démonstration.  Fixons une carte ¢ en . Commencons par vérifier que 'application T,¢ :
T,.M — R™ est une bijection.

Pour Uinjectivité, si T,¢(uy) = T,¢(ug) pour deux éléments uy, us € T, M, alors pour tous
représentants cp,co € C,(M) de uy et ug, on a (¢ oc)(0) = (¢ ocy)'(0), ce qui signifie par
définition que ¢; ~ ¢y et donc u; = usy. Passons a la surjectivité. Soit v € R™. Alors, le chemin
c:t— ¢ (tv) appartient a C,(M) et vérifie

def

To(lc]) = [poc = (¢00)(0) = (t = tv)'(0) = v.

Nous avons donc trouvé un antécédent pour v.
Revenons a la structure d’espace vectoriel de T, M. Les conditions (3.2]) et (3.3|) forcent les
lois de I'espace vectoriel a étre données par :
Vu,v € T,M, u+v =T (Tup(u) + T (v)),
Vu € T,MYAER, Iu=T,p " (\Tpop(u)).
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Réciproquement, on peut vérifier sans difficulté que ces lois sont bien celles d'un espace vectoriel.
Par exemple, pour 'associativité de I’addition :

(u+v)+w= Tx(bil(qub(Tx(bil(Tx‘b(u) + T39(v))) + Tpp(w)),

= T~ (Tep(u) + Top(v) + Tup(w))

=u+ (v+w).
Nous avons donc défini une structure d’espace vectoriel sur T, M telle que T,¢ : T, M — R"
soit un isomorphisme.

Pour toute autre carte ¢ en z, la différentielle du changement de carte, D() o ¢71)y =

Ty o (T,¢)™' (par la formule de composition (3.1)) est un isomorphisme linéaire R" — R",
donc par composition, 7,1 est également un isomorphisme linéaire entre T, M et R™.

La formule de composition (3.1) montre également que si f: M — N, alors T, f est linéaire
car on sait que 'application

Trawyx o Tof o (Tog) ™' =D(xo fod o,

ou x est une carte de N en f(x), est linéaire R* — R™. [

Exercice 21. Vérifier que la différentielle d’une application constante est nulle.
Pour terminer cette partie, on laisse au lecteur le soin de vérifier les énoncés suivants :

Proposition 3.5. Soit f,g € C>*(M), alors

T.(f+9)=T.f+Tog et T,(fg) = f(x)Tog+ g(z)T.f.

Proposition 3.6. Soit f: M — N une application lisse. Alors
1. f est une immersion en x si et seulement si T, f est injective,
2. f est une submersion en x si et seulement si T, f est surjective,
3. le rang de [ en x est égal au rang de T, f.
Proposition 3.7. 1. Soient f : M — N une application lisse entre variétés, a € N une

valeur réquliere, et x € M tel que f(x) = a. Alors lespace tangent a la sous-variété f~(a)
est donné par

T,(f'(a)) = ker T, f.

2. Soit f: M — N un plongement, alors
Tf(@f(M) =Im Txf

En 'appliquant a I'injection canonique, ce dernier point implique en particulier que si M est
une sous-variété de N, alors T, M s’identifie & un sous-espace de T, N.
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IT Fibrés vectoriels

Dans cette partie, nous introduisons la notion de fibré vectoriel. C’est une notion trés im-
portante en topologie. Nous ne ferons que I'efleurer. En particulier, nous n’aborderons pas du
tout les problémes de classifications des fibrés. Notre principale motivation pour cette partie
est d’étre en mesure de définir le fibré tangent a une variété ainsi que, plus tard, les fibrés de
formes alternées.

On fixe un entier k > 0.

Définition 3.8 (Fibré vectoriel). Un fibré vectoriel (réel) de rang k est la donnée :
(a) d’une application lisse p : E — B entre variétés,
(b) pour tout b € B, d’une structure d’espace vectoriel sur p~'(b),

de sorte que tout point b € B admette un voisinage ouvert U C B et une application
®:p(U) = U xRF

tels que
(i) le diagramme suivant commute

p(U) e U x RF

X A@Hu

U

(ii) pour tout b’ € U, la restriction de ® a p~'(b') est un isomorphisme linéaire entre p='(b')

et {b'} x R™.

Eb = p_l (b)
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Vocabulaire.

B est appelée base du fibré vectoriel,

E est appelé espace total du fibré,

p est appelée projection du fibré,

E, = p~1(b) est appelée fibre au dessus de b

® est appelée trivialisation au dessus de U. S’il existe une trivialisation au dessus de B
tout entier, on dit que le fibré est trivialisable.

Sin =1, on parle de fibré en droites.

Par abus de langage, on désigne parfois le fibré seulement par E ou par p. Les structures
d’espaces vectoriels sur les fibres sont presque toujours sous-entendues.

Un point £ € E tel que p(§) = b est parfois noté (b,¢), pour garder en mémoire que

p(§) = 0.

Exemples 3.9. (i) Le fibré trivial de rang k au dessus de B est donné par

p:BxRF = B (b,¢) —b.
Ses fibres sont les Ej, = {b} x R¥. L’identité est une trivialisation au dessus de B. Le fibré

trivial est donc trivialisable!

Soit M une sous-variété de dimension k£ de R"™. Alors,
TM = {(z,8)|x € M, € T,M}

est une sous-variété de R?” de dimension 2k. En effet, si M est localement donnée par une
équation {f(x) = 0}, alors T'M est localement donné par ’équation

{f(z) =0,Dfa(§) = 0}.

Alors l'application p : TM — M, (x,&) — z est un fibré vectoriel, appelé fibré tangent a
la sous-variété M. Vérifions-le.

Pour commencer, pour tout x € M, p~!(z) = {z} x T, M ~ T,,M est naturellement munie
d’une structure d’espace vectoriel, comme sous-espace de R™. Construisons les triviali-
sations. Soit h : U — R" une forme normale locale de M, vérifiant donc h(U N M) =
h(U) N (RF x {0}). On pose

®: (2,8) > (1, Dhy()), p{(UNM) — (UNM) x RF.

Alors ®[,-1(,) : p~'(z) — {2} x R¥ est un isomorphisme linéaire car elle s’identifie &
lapplication Dh,|r,ys qui en est un. Le diagramme

pH(U) 2 U x R¥

x A@Hw

U

est évidemment commutatif, et il est facile de vérifier que ® est un difféomorphisme.
Nous avons vérifié que ® ainsi construite est une trivialisation au-dessus de U. Comme de
telles applications peuvent étre construites au voisinage de tout point, on en déduit que
p:TM — M est un fibré vectoriel, dont on verra qu’il n’est pas toujours trivialisable.

52



(iii) Voyons a présent le trés bel exemple du fibré tautologique P™(R). Rappelons que les points
de P"(R) sont par définition les droites de R"™!. On pose

E,={(X,&)]| X e P"(R),£ € X} C P" x R*™.
Alors
p: E,—=P'R), (X,§)— X

admet la structure d’un fibré en droite. On 'appelle le fibré tautologique.

Pour le démontrer, utilisons les cartes affines standard de (U;, ¢;) de P*(R). Des triviali-
sations au-dessus de voisinages de tous points sont données par les

®;:p (U;) = U x R, (X,6) = (X, &).
Pour montrer qu’il s’agit d'un difféomorphisme, il suffit de voir que la réciproque est
donnée par (X, 1) — (X, tp;(X)).
On verra que ce fibré n’est pas trivialisable. On verra aussi que F; est difféomorphe & un

ruban de Moebius (peut-étre en TD).
<

Définition 3.10 (Morphisme de fibrés). Un morphisme entre deux fibrés vectoriels p: E — B
et p': E' — B de méme base B est une application lisse [ : E — E’ telle que :

(i) le diagramme suivant commute

(ii) pour tout b € B, la restriction de f a Ey est une application linéaire entre Ej et Ej.

REMARQUE 3.11.
(a) Une composition de morphismes de fibrés est un morphisme de fibré.

(b) Une trivialisation est un isomorphisme de fibré entre p : p~'(U) — U et le fibré trivial
au-dessus de U.

(c) Un morphisme entre deux fibrés triviaux B x R¥ et B x R™ est de la forme (b,&)
(b,g(b)(€)), ott g : B — L(R* R"). Un isomorphisme entre B x R et B x R" est de la
forme ci-dessus avec g : B — GL,(R).

Par conséquent, les changements de trivialisations sont des applications de la forme
q)i o CD]_I (Uz N U]) X Rk — (Uz N Uj) X Rk
({L’, f) = (I7 gm(x)(f)),

ou les g;; : U; NU; — Gl (R) sont appelées fonctions de transition.

On peut montrer qu'un fibré est caractérisé par ses fonctions de transition, ce qui est tres
utile lorsque ’on cherche a classer les fibrés a isomorphisme pres.
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Définition 3.12 (Sections). Une section d’un fibré vectoriel p : E — B est une application
lisse s : B — E telle que pour tout « € B, s(z) € E, (autrement dit, po s =Idg).
L’application qui a x € B associe le vecteur nul de E, est appelée section nulle du fibré.
On note souvent I'(B, E) 'ensemble des sections de p: E — B.

La section nulle sy est bien une application lisse car pour toute trivialisation ® : p~1(U) —
U xR" ona®osy(r)=(x,0) pour tout x € U.

Exemples 3.13. (i) Si E = B x R" — B est un fibré trivial, alors les sections sont les
applications de la forme B — B x R", z — (z, f(x)), ou f: M — R" est lisse.

(ii) Si M est une sous-variété de R™, alors une section du fibré tangent 7'M est appelée champ
de vecteurs sur M. C’est une application de la forme z — (z, X(z)), ot X : M — R" est
lisse et vérifie X (z) € T,,M pour tout z € M.

<

REMARQUE 3.14. L’ensemble des sections I'(E, B) d’un fibré est un module sur I'anneau
C*°(B). Autrement dit, on peut additionner deux sections et 'on peut multiplier une sec-
tion par une fonction. Ces opérations se font point par point, autrement dit, la somme de deux
sections s, s’ est définie pour chaque b € B, par

(s+8')(b) = s(b) + §'(b),

en utilisant la structure d’espace vectoriel de E,. De méme, le produit d’une section s par une
fonction f est défini pour chaque b € B par

(f - s)(b) = f(b) - s(b),
en utilisant & nouveau la structure d’espace vectoriel de Ej,. <

Définition 3.15 (Repére d’un fibré). Un repére de p : E — B est une famille (s;)i=1, x de
sections telles que pour tout b € B, la famille (s1(b), ..., sk(b)) soit une base de la fibre Ej.

Proposition 3.16. Un fibré est trivialisable si et seulement si il admet un repere.

Démonstration. Supposons le fibré trivialisable, au moyen d’une trivialisation ®. Soit (ey, . . . ex)
une base de R¥. Alors, les formules

5;(b) = @ !(b,e;), VbeE B

définissent un repére de sections sy, ..., sq4. En effet, pour chaque b, ®71(b, ) : R¥ — Ej, est un
isomorphisme donc envoie base sur base.

Réciproquement, si l'on dispose d’un repére sy, ..., sS4, alors on construit une trivialisation
en posant

B coordonnées de £ dans
®(0,¢) = <b’ la base (Si(b))izlwk ) '

O

La proposition qui précéde est particuliérement utile dans le cas des fibrés en droites. On se
convainc ainsi que :

o4



Exemples 3.17. (i) Le fibré tangent a S' est trivialisable. Le fibré tangent de T™ aussi.

(ii) Le Ruban de Mobius, vu comme fibré en droite au-dessus du cercle, n’est pas trivialisable.
«

On verra dans la suite du cours/TD que le fibré tangent a S? n’est pas trivialisable mais que
le fibré tangent a S® I'est. On sait que les seules sphéres dont le fibré tangent est trivialisable
sont les sphéres S!, S3 et S7, mais ce résultat n’est absolument pas trivial.

IIT Les fibrés tangent et cotangent

Avertissement. Comme évoqué précédemment, pour une application lisse entre ouverts d’e.v.,
I'application tangente T, f en un point x et la différentielle (au sens du chapitre 1) D f, s’iden-
tifient canoniquement. On utilisera donc dorénavant la notation D f,, plus courante, y compris
pour les applications entre variétés.

Le but de cette partie est de « montrer » que la réunion de tous les espaces tangents a une
variété admet une structure de fibré vectoriel, appelée fibré tangent. De méme, nous verrons
que la réunion des duaux des espaces tangents admet aussi une structure de fibré vectoriel,
appelée fibré cotangent.

Nous allons commencer par énoncer un lemme technique qui nous sera utile dans les deux
situations mentionnées ci-dessus.

Soit p : £ — B une application ot £ est un ensemble et B une variété. Soit k£ un entier. On
suppose que :

(a) pour tout b € B, E, = p~*(b) porte une structure d’espace vectoriel,

(b) il existe un recouvrement de B par des ouverts (U;);c; et une famille d’applications (®;);es
avec pour tout i € I, ®; : p~1(U;) — U; x R” telles que :
— pour tout i € I et tout b € U;, ®;|p, est un isomorphisme linéaire entre Ej et {b} x R¥,
— pour tout ¢, € I, ¢, 0 @;1 (U; N U;) x RF — (U; N U;) x R¥ est un difféomorphisme.

On sait que si p: E — B est un fibré vectoriel, alors ces conditions sont remplies. Récipro-
quement :

Lemme 3.18. Sous les hypothéses (a) et (b) ci-dessus, E admet une unique structure de variété
telle que pour tout i, p~1(U;) est un ouvert de E et ®; est un difféomorphisme. Pour cette
structure, p : 2 — B est un fibré vectoriel.

Démonstration. On commence par montrer que les parties O de E, telles que ®;(ONp~ (1))
est un ouvert de U; x R¥ pour tout i € I, forment une topologie sur E, séparée et & base
dénombrable.
Pour tout ¢ € I et toute carte (V,4) de B, avec V incluse dans I'un des U;, on considére
I’application
U:p (V) = (V) xRF (2,6) = (¢ x Id) o ®;(x, €).

On montre que les ¥~! ainsi construits forment un atlas de F, qui devient donc une variété

différentiable. Il ne reste alors qu’a vérifier que p : £ — B est un fibré. [
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Le fibré tangent. Considérons I’ensemble :
TM ={(x,v)|x e M,veT,M}.

On note 7 : TM — M, (z,v) — x la projection canonique.

Les conditions (a) et (b) du lemme précédent sont satisfaites par 7 : TM — M. En effet,
comme famille (®;), on peut prendre les applications 7= 1(U) — U x R", (z,v) — (z, D¢, (v))
ou (U, ¢) est une carte de M.

On admettra la proposition suivante (ou on lira la partie grisée si I'on est curieux) :

Proposition 3.19. L’espace TM admet une unique structure de variété telle que pour toute
carte (U, ¢) de M,

(a) 7= (U) est un ouvert de TM,

(b) Uapplication 7= (U) — U x R™, (z,v) — (x, Dé,(v)) est un difféomorphisme.

Avec cette structure de variété, m: TM — M est un fibré vectoriel appelé fibré tangent a M.
Quand le fibré T'M — M est trivialisable, on dit que la variété M est parallélisable.

Il est possible de faire une construction duale de la précédente.

Le fibré cotangent. On note 7)) M l’espace dual de T, M, constitué des formes linéaires sur
T,.M. On considére cette fois I’ensemble

"M = {(z,p) |z € M, p e T;M},
et on note encore 7w : T*M — M la projection sur M.
Le lemme énoncé plus haut peut encore étre appliqué pour démontrer :

Proposition 3.20. L’espace T*M admet une unique structure de variété telle que pour toute
carte (U, ¢) de M,

(a) 7= (U) est un ouvert de T*M,
(b) Uapplication 7= (U) — U x (R")*, (x,p) > (z,po (D)) est un difféomorphisme.

Awvec cette structure de variété, w : T*M — M est un fibré vectoriel appelé fibré cotangent a
M.

Nous allons maintenant nous intéresser aux sections de ces fibrés.

IV  Champs de vecteurs, formes différentielles de degré 1.

IV.1 Definitions

Définition 3.21. Une section de T'M est appelée champ de vecteurs sur M. Une section de
T*M est appelée forme différentielle de degré 1 (ou simplement 1-forme) sur M.

REMARQUE 3.22. Un champ de vecteurs (resp. une 1-forme) est toujours de la forme z €
M — (xz,X(z)) avec X(z) € T, M (resp. x +— (z,n(x)) avec n(z) € TFM), mais 'on note
souvent abusivement ces applications X et 1, confondant ainsi X (x) et (z, X (z)) (resp. n(z) et

(@, n(x))). <
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Exemples 3.23. (i) L’expression X (z,y) = (—y,x) définit un champ de vecteurs partout
non nul sur S' = {(z,y) € R?; 22 +y? = 1}, puisque (—y,z) € T(,,)S" = (z,y)* pour
tout (z,y) € S*.
(ii) Sur un ouvert U de R", on peut parler de champs de vecteurs « constants » puisque
TU ~ U x R™ : ce sont les champs de la forme x — (z,v) avec v € R™ indépendant de z,
qu’on appellera simplement « champ constant égal & v ».

(iii) On verra que les champs constants égaux aux vecteurs de la base canonique ey, .. ., e, sur
R™ « passent au quotient » en des champs de vecteurs sur T" = R™/Z"™ formant un repére
de T'T™.

|

Une famille fondamentale d’exemples de 1-formes différentielle est donnée par les :

Différentielles de fonctions. Si f: M — R est une fonction lisse alors, df : M — T*M,
x> (x,Df,) est une forme différentielle de degré 1.

En effet, Df, est une application linéaire de 7, M dans TR ~ R, i.e. un élément de T} M =
(T, M)*. Vérifions le caractére lisse. Soit (U, ¢) une carte de M. On sait que @ : 7= (U) — U X
(R™)*, (x,m) — (x,m0(D¢,)") est un diffeomorphisme. Or, ®odf : x — (x, Df, 0 (D¢,) ") =
(,D(f 0 ¢ 1)pw)) est lisse U — U x (R")* (la deuxiéme composante est la composée de
D(fo¢™1):¢(U) CR® — R* qui est lisse car fo ¢! lest, avec ¢ : U — R, lisse également).
Ceci montre la lissité de df au voisinage de tout point.

Voyons maintenant quelques remarques et notions en rapport avec ces objets.

Crochet de dualité. En général, si 'on se donne un K-espace vectoriel E et son dual E*,
on appelle crochet de dualité 1'application E* x E — K, (¢,v) — (¢,v) := {(v). En utilisant
ce crochet dans chacun des espaces tangent, on obtient un crochet de dualité entre formes
différentielles de degré 1 et champs de vecteurs. Soit n € I'(M, T*M) une forme différentielle
de degré 1 sur M et X € I'(M,TM) un champ de vecteur sur M, alors leur crochet de dualité
est la fonction :

LX) MR, 2 (@), X (@)

(ot l'on a fait le méme abus que dans la remarque [3.22)).

C’est une fonction lisse. En effet, pour toute carte (U, ¢) de M, on sait que z € U — (z,n(x))
(par hypothése) et (z,p) € 7 1(U) + (z,po (D¢,)!) (par définition de la structure lisse sur
T*M) sont lisses donc par composition = € U + (z,n(x) o (D¢,)~') € U x (R™)* est lisse, et
il en est de méme pour x € U — (2, D¢,(X(x))). Comme le crochet (R")* x R" — R est lisse
(application bilinéaire), on déduit de la formule

(n(x), X (2)) = (n(x) © (Ds) ", Do (X (x)))
la lissité de (n, X).

Transport de champs de vecteurs et de formes différentielles de degré 1 Soit ¢ :
M — N un difféomorphisme, alors pour tout champ de vecteurs X sur M , la formule

0 X(y) = D10y X (¢ (1))
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définit un champ de vecteurs sur N. On dit que ¢, X est le poussé en avant de X par ¢.
Soit f : M — N une application lisse (non nécessairement un difféomorphisme), alors pour
toute forme différentielle de degré 1, n, sur N, la formule

Frn(@) () = n(f () (D f:(E))

définit une forme différentielle de degré 1 sur M. On dit que f*n est la forme tirée en arriéere

de n par f.
Nous verrons des exemples concrets dans le dernier paragraphe de ce chapitre.

IV.2 Champs de vecteurs et dérivations

Définition 3.24. Pour f € C*(M) une fonction et X € I'(M,TM) un champ de vecteurs, on
note

X f={df,X) €C=M).

La proposition suivante donne un point de vue algébrique sur les champs de vecteurs : on
peut les identifier & des dérivations sur I'algébre des fonctions lisses de notre variété.

Définition 3.25. Une dérivation de C*°(M) est une application linéaire § : C*°(M) — C*(M)
vérifiant lidentité de Leibniz : pour tout f,g € C*°(M),

6(fg) = folg) +gd(f)

REMARQUE 3.26.

(a) Si ¢ est une dérivation, alors ¢ s’annule sur les fonctions constantes. En effet, pour la
fonction constante égale a 1, on a §(1) = 6(1%) =1-6(1) +1-46(1) = 26(1) par la formule
de Leibniz, d’on 6(1) = 0, et par linéarité, § s’annule sur toutes les fonctions constantes.

(b) On peut également transporter les dérivations. En effet, si ¢ : M — N est un difféomor-
phisme, et § une dérivation sur C*°(M), alors la formule

$:0(f) = (6(f o)) oo™

définit une dérivation sur C*°(N).

On admettra le résultat suivant (preuve en fin de paragraphe pour les curieux) :

Théoréme 3.27. L’application X - : C°(M) — C*(M) est une dérivation. Réciproquement,
toute dérivation C®°(M) — C°(M) est de la forme X- pour un unique champ de vecteurs X.

Remarquons que si § = X+, alors ¢.d = (¢.X)- pour tout diffécomorphisme ¢ : M — N.

Un cas particulier fondamental concerne la correspondance champs de vecteurs constants /
dérivées partielles. Fixons n € N. Si X désigne le champ de vecteurs constant égal au iéme
vecteur de la base canonique, étant donné une fonction f : U C R" — R,

(Xi (&) = DEAX@) = Dfuler) = 5(x),
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ce qui explique la notation courante -2 pour désigner le champ X;, selon laquelle I'égalité

. . 83;1
ci-dessus se réécrit :
0 af

Mais attention! Cette notation sera utilisée dans un sens un peu différent dans le paragraphe
suivant.
Ces champs de vecteurs sont particuliers au sens ot les dérivations correspondantes com-

mutent ( S 2=, En général, le défaut de commutativité est matérialisé par le « crochet

2
Ox;0x; Ox;0x;
de Lie », qui est aussi une dérivation / un champ de vecteurs, et dont on verra une interprétation

plus géométrique au chapitre suivant.

Définition 3.28 (crochet de Lie). Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et'Y est
lunique champ noté [ X, Y] tel que pour toute fonction f sur M, on ait

(X Y] f=X-(Y-f) =Y - (X-f))

Dans la définition ci-dessus, I'existence et 1'unicité du champ de vecteurs [ X, Y] vient du fait
que lapplication f— X - (Y- f) =Y - (X - f)) est une dérivation de C*°(M).

Propriété 3.29. Lapplication (X,Y) — [X,Y] a les propriétés suivantes : elle est bilinéaire,
antisymétrique et vérifie lidentité de Jacobi :

XY 2+ 12, X Y+ Y [Z, X)) = 0.

REMARQUE 3.30. Un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire antisymétrique et vé-
rifiant I'identité de Jacobi est appelé une algébre de Lie. Ainsi le crochet de Lie des champs de
vecteurs munit I'(M, T'M) d’une structure d’algebre de Lie.

Si GG est un groupe de Lie, c’est & dire un groupe munie d’une structure différentiable pour
laquelle la composition et le passage a I'inverse sont des applications lisses, alors on peut montrer
que l'espace tangent a I’élément neutre, T,G admet une structure d’algébre de Lie. Exemples :
G = Gl,(R), T.G = M,(R), ou G = O,(R), T.G = {matrices antisymétriques}, munis du
crochet de Lie des matrices. <

Preuwve du théoremel[Z24 L’identité de Leibniz pour X- est une conséquence immédiate de l'identité
d(fg) = fdg + gdf. Montrons maintenant que 'application X + X- de l'espace des champs de
vecteurs dans celui des dérivations est une bijection.

Pour montrer que c’est une injection, supposons que X - f = 0 pour tout f. On veut montrer que
X = 0. Dans le cas contraire, il existerait = tel que X (z) # 0. Alors on pourrait trouver une fonction
f telle que df, (X (x)) # 0, ce qui contredirait I'hypothése. Pour construire une telle fonction, on utilise
une carte ¢ en x. Soit £ une forme linéaire sur R™ qui ne s’annule pas sur D¢, (X (z)) et soit g une
fonction sur R™ qui vaut 1 au voisinage de 0 et & support compact inclus dans I'ouvert image de ¢.
Alors f = (gf) o ¢ est une fonction définie sur le domaine de ¢ dont la différentielle en x est X (x).
Comme elle est & support compact, on peut I’étendre par 0 en une fonction sur M.

Montrons maintenant que c’est une surjection. Pour cela, commencons par le montrer dans le cas
ou M = B est une boule de R™. Soit § une dérivation de C*°(B). Pour toute fonction f € C*(B),
tous x,y € B, on a
.1 . n 1 ()f

1
otz —y) +y)dt = > (@i — i) A e (t(x —y) +y)dt,

f@) = fly) = /

Jo at =1

29



donc en posant hl(z) = ! 8—f t(x —y) +y)dt, on a d'une part h’(y) = a—f y), et d’autre part :
Y 0 Ox; Y ox;

f +Z yz hl

Nous allons appliquer pour y fixé la dérivation § & cette formule :

8(f)(x) =Y ((ws = ya)d(hy) (x) + 8(ef) (@) by (@)

i=1

ou e} désigne l'application z — z;. En posant g; = d(e;), on obtient :

= Z 9i(y) oF

Autrement dit, en posant X = (g1,...9n), on a §(f) = X - f. Nous avons bien montré la surjectivité
dans le cas ou M = B.

Montrer la surjectivité en général va demander un peu de travail supplémentaire. Commengons par
un lemme.

Lemme 3.31. Soient § une dérivation, et f,g deux fonctions lisses sur M. Si f coincide avec g au

voisinage d’un point z, alors 0(f)(x) = 0(g)(z).

Démonstration. Soit p une fonction qui vaut 1 au voisinage de x et est a support dans I'ensemble des
points ou f égale g. Alors pf = pg, donc 6(pf) = d(pg) et par l'identité de Leibniz,

pd(f)+ fo(p) = pd(g) +gd(p).

En évaluant en x, on obtient

3(f)(x) + f(2)d(p)(x) = 6(g)(x) + g(2)d(p) ().
Comme f(z) = g(z), on obtient bien §(f)(zx) = d(g)(x). O

Soit § une dérivation de C*°(M) et U un ouvert. Grace au lemme, on peut définir 6y : C*°(U) —
C*(U) par la formule dy(f)(z) = 6(g)(x) pour toute fonction g € C*°(M) qui coincide avec f au
voisinage de z. On peut vérifier que 0y définit une dérivation sur C*°(U). 1l est clair que si V' C U,
alors (0p)y = dy.

Soit (Ui, ¢i) un atlas de cartes tel que ¢;(U;) = B (une boule fixée de R™) pour tout i. Alors on a vu
que la dérivation (¢;)«0y, vient d'un champ de vecteurs Y; sur B. Par conséquent, oy, vient du champ
du vecteur X; = (qﬁ;l)*YZ L’injectivité montrée plus haut implique que sur U; N U;, X; coincide avec
X, pour tous 1, j. Cela permet de définir un champ de vecteurs X par X = X; sur chaque Us;.

Alors, pour toute fonction f et tout x € M, on peut écrire

0(f)(x) = ov,(flu:) () = Xi - flu; (@) = X - f(x),

ot 7 est n'importe quel indice tel que x € U;. Nous avons montré que § = X- et donc la surjectivité. [
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IV.3 Ecriture locale des champs de vecteurs et des formes différen-
tielles de degré 1

On appelle coordonnées locales les applications coordonnées d’une carte, autrement dit une
famille d’application z; : U — R, i = 1,...,n telles que 'application p — (z1(p),...,z.(p)),
U — R" soit un difféomorphisme sur son image. (Attention! Noter qu'ici z1, ..., x, ne dési-
gnent plus les coordonnées cartésiennes de R™ mais des fonctions de U dans R : les fonctions
« coordonnées cartésiennes des composantes de ¢(p) » ol ¢ est la carte concernée).

Lemme 3.32. Pour tout systéme de coordonnées locales (U, x1,...,x,) de M, la famille de
formes différentielles (dx,...,dx,) est un repere de T*M au-dessus de U.
Démonstration. Notons ¢ = (x1,...,x,). Pour tout i et tout x € U, dx;(z) est la forme linéaire

sur T, M qui & un vecteur v associe la i-éme coordonnée de D¢, (v), c’est-a-dire ef o D¢, (v) ou
e désigne le i-éme élément de la base duale de la base canonique de R™. La famille (dz;(x)) est
donc I'image de la base (e}) par I'isomorphisme ¢ +— ¢ o D¢,. [

Remarquons que 'on a montré dans la démonstration qui précéde la formule :
LI 3
dzr;, = ¢"e;,

ol 'on a noté abusivement e’ la 1-forme constante égale a e sur R".

Définition 3.33. Etant donné un systéme de coordonnées locales (U, x1,...,x,), on note
8%1’ . % les champs de vecteurs tels que pour tout x € U, la famille (dz,(x),...,dz,(x))
soit la base duale de la famille (a%l(x), ce %(m)) de vecteurs de T, M.
Autrement dit, en notant ¢ = (x1,...,2,), on a pour tout i et tout x € U :
0

oz, (z) = (Ddy) (&) = ((¢V)ues)a

ot l'on a noté abusivement e; le champ de vecteurs constant égal a e; sur R™.

Exemple 3.34. Sur R™, si I'on pense a x;, pour i = 1,...,n, comme a U'application (linéaire)
qui & p € R™ associe sa iéme composante, on obtient un systéme de coordonnées au sens
précédent, pour lequel les dx; sont les 1-formes constantes égales aux e; et donc les (%_ sont les
champs constants égaux aux e;, ce qui est cohérent avec la fin du paragraphe précédent.

Les coordonnées polaires sont quant & elles pensées comme les applications r, 0 : R? \ (R~ x
{0}) —]0, 400[%]0, 27[ qui sont reliées aux coordonnées cartésiennes par les relations

xr=rcosf, y=rsind,
i.e. telles que 'application (r, ) soit la réciproque de 'application ¢ : (p,t) — (pcost, psint)
dont la jacobienne est la matrice
cost —psint
sint pcost )’

On peut donc calculer dr et df en inversant cette matrice, ou alors en raisonnant comme suit
(ce qui est équivalent). Par hypothése, x = rcosof et y = rsinof, en tant que fonctions,
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mais bien sir, on préfére I'écriture x = rcosf, y = rsinf. Les formules de compositions des
différentielles donnent :

dr = cosfdr —rsinf db
dy = sinf@dr + rcos 6 df.

En résolvant, on trouve :

dr = \/xflTyQ(xda: + ydy)
df = 7z (y dz — x dy).

0

Les champs de vecteurs - et % forment le repére dual de dr et df. On obtient :

g 1 0 0 g 0 _ 0

o Jerg\ar Vay) e Yar Moy
<
Rappelons que dans un espace vectoriel E muni d'une base (fi,...,f,) de base duale

(fr,..., fr), on a pour tout v € E et tout £ € E*,
v="> (ff0)fi, et L= (L )]
i=1 i=1

On en déduit les formules suivantes exprimées a ’aide de coordonnées locales (z1, ..., z,). Pour

tout champ de vecteurs X,

X = Z dx;, X 5$z

et pour toute forme différentielle de degré 1,

a:i< a((;>al:cZ

i=1

En particulier, la derniére formule donne pour toute fonction f,

df = Z( )dxz

ce qui justifie les choix de notations.
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Chapitre 4

Champs de vecteurs et flots

I Champs de vecteurs et équations différentielles ordinaires

Soit O un ouvert de R” et X : R x O — R™ un champ de vecteurs sur O, dépendant du
temps. Nous utiliserons la notation X;(z) = X (¢, x). Pour chaque ¢t € R, X; est donc un champ
de vecteurs sur O.

Théoréme 4.1 (Cauchy-Lipschitz). Pour tous xy € O, ty € R (condition initiale), il existe un
intervalle ouvert I contenant tgy, et une application u : I — O lisse telle que

{Vt € 1/ (t) = X, (u(t)), (4.1)

U(to) = T9-.

De plus, si (J,v) est un intervalle et une fonction vérifiant les mémes conditions alors u = v
sur I M J.

Autrement dit, on a existence et unicité locale des solutions au systéme (appelé probléeme
de Cauchy).

Lorsque X ne dépend pas du temps ¢, on dit que X est un champ de vecteurs autonome.
L’image de u s’appelle courbe intégrale ou trajectoire ou orbite de X. Si X (xg) # 0, on verra
qu’il s’agit effectivement d’une courbe (sous-variété de dimension 1) au voisinage de z( et que
cette courbe est partout tangente au champ X.

u
S S T
— //
330/
\ﬁ/
\/X

Le résultat suivant signifie que dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, la solution u au pro-
bléme de Cauchy, dépend de maniére lisse des données initiales ty et xg.
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Théoréme 4.2 (dépendance en les conditions initiales). Pour tous a € O et tout 7 € R,
il existe un ouvert 0 C O contenant a, un intervalle I contenant T et une application lisse
u:Qx I xI— O lisse telle que

vto,t S I,V.I'o S Q, %(fﬂo,to,t) = Xt(U(xo,t[),t)),
Vto S I,VSEQ S Q, U($0,t0,t0) = Xg.

Important : Les deux théorémes qui précédent sont des énoncés locaux, ils restent donc vrais
si 'on remplace O par une variété M et X par un champ de vecteurs (dépendant du temps)
sur M, ce grace au fait suivant : si ¢ est un difféomorphisme (par exemple une carte), alors u

est solution de
vt e L(t) = Xy(u(t)),
U,(to) = X9-

si et seulement si ¥ o u est solution de

{Vt e 1,V (t) = . X (v(t)),
v(to) = ¥(wo).

Proposition-définition 4.3 (solutions maximales). Soit J la réunion de tous les intervalles
de définition des solutions du probleme de Cauchy ({.1). Alors il existe une solution définie sur
J. De plus, toute autre solution est une restriction de celle-ci a un intervalle plus petit. Cette
solution est appelée solution maximale du probléeme de Cauchy.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si uy : J; =& M et us : Jo — M sont deux solutions
alors uy = ug sur J; N Jy. On pourra en effet alors définir u(t) pour tout ¢t € J comme la valeur
de n’importe quelle solution définie au voisinage de ¢.

Soit K = {t € Jy N Jo|uy(t) = us(t)}. Bien stir, K est non-vide car contient ty. D’aprés le
théoréeme de Cauchy-Lipschitz, K est ouvert car on a unicité sur les petits intervalles. Enfin,
par continuité de u; et us, K est fermé dans J; N Jo. La connexité de J; N Jy implique donc :
K = Jy N Jy, ce qu’il fallait démontrer. [J

L’intervalle de définition des solutions maximales n’est pas toujours R tout entier. La pro-
position suivante affirme que la seule possibilité pour que cet intervalle ne s’étende pas jusqu’a
I'infini, est que la solution ”parte a l'infini en temps fini” ou “explose en temps fini”.

Proposition 4.4 (explosion en temps fini). On suppose que l’intervalle de définition de la
solution mazximale au probléeme de Cauchy u : J — M wvérifie supJ < +oo. Alors, pour tout
compact K de M, il existe un temps T(K) € J tel que

Vie J, t > T(K), ut)é¢ K.
Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons donc qu’il existe une suite de temps
(t,) € J convergeant vers 7 = sup J, telle que pour tout n, u(t,) € K. Alors, par compacité,

quitte & extraire une sous-suite, u(t,) converge vers un point a € K. On applique alors la
version & paramétre du théoréme de Cauchy-Lipschitz (théoréme [4.2)), au voisinage du point
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(7,a) : il existe une application v : Q x [ x [ — M, avec a € Q, 7 € I, telle que t — v(z, s,t)
est solution de I’équation différentielle et v(x, s, s) = x. Par unicité, on a pour n assez grand,

VieINd, v(up,ty,t)=u(t).
En passant a la limite n — oo, on a donc v(a, T,t) = u(t) pour tout t € I N J, on peut donc

prolonger u au-dela de 7 par v, et cela contredit la maximalité. [

Exemple 4.5. Considérons le champ de vecteurs X (z) = 2% défini sur R. Les solutions au
probléme de Cauchy sont d’une part la solution nulle, et d’autre part les fonctions x : t —

I Toutes ces solutions explosent en temps fini. Par exemple, la solution qui part de 1 au
t0+x_0_t
temps 0 est t — ﬁ, temps vers l'infini lorsque t — 1. <

La proposition qui précéde a un corollaire trés utile.

Corollaire 4.6. Si le champ de vecteurs X est a support compact (par exemple si M est
compacte), alors la solution mazimale au probléme de Cauchy est définie sur R.

Lorsque les solutions du probléme de Cauchy sont définies sur R pour toutes conditions
initiales, on dit que le champ de vecteurs X est complet.

Démonstration. FEn dehors du support de X, les solutions au probléme de Cauchy sont les
solutions constantes qui sont bien définis sur R. Par unicité, il n’y a aucun solution non-
constante qui intersecte le complémentaire du support de X. Par conséquent, aucune solution
ne sort du support de X. Si celui-ci est compact, les solutions sont effectivement définies sur
R. O

II Flot d’'un champ de vecteurs

Soit X un champ de vecteurs dépendant du temps que 'on suppose complet.

Définition 4.7 (Flot d'un champ de vecteurs). On note t — ¢'(z) la solution mazimale du
probleme de Cauchy

{u'(t) = X, (u(t)).
u(s) = x.

La famille d’applications (¢L)sier : M — M s’appelle le flot du champ de vecteurs X.
Lemme 4.8. Si X est un champ autonome, alors ¢ = ¢h .

On utilisera donc la notation allégée ¢' = ¢f lorsque X est autonome.

Démonstration. Siu : R — M est solution de u/(t) = X (u(t)), alors v : t — u(t — s) est
solution de

V(t) = Xi—s(v(t)). (4.2)
Comme X est autonome, v'(t) = X (v(t)). Par ailleurs, v(s) = x si et seulement si u(0) = z.
Autrement dit, si u(t) = ¢f, alors v(t) = ¢!. Ce qui montre bien ¢! = ¢ °. O

Enoncons les propriétés suivantes du flot.
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Proposition 4.9 (propriétés du flot). (a) Pour tous s,t € R, Uapplication ¢ est un difféo-
morphisme de M.

(b) Pour tous s,t,r € R, on a

¢;=1d,  g.09; =9,

En particulier, ¢5 est linverse de ¢Y,.

Le (b) de cette proposition énonce le fait intuitif que si I'on met bout & bout deux courbes
intégrales de X, on obtient encore une courbe intégrale.
Donnons tout de suite une conséquence :

Corollaire 4.10. Si X est autonome, Uapplication R — Diff (M), t — ¢' est un morphisme de
groupe (on dit que c¢’est un groupe a un paramétre de difféomorphismes).

Démonstration. En utilisant le lemme et la proposition qui précédent, on peut écrire
¢* 0@’ =50y = ody = ¢y = ¢
O

Démonstration. Montrons d’abord le point (b). L’identité ¢(x) = x est évidente par définition
du flot. Soit = € M. Alors, en posant y = ¢%(x),

00 0(r) = 0 (y) = Xu(eh(v)
= X,(¢% 0 41(x)).

Par ailleurs, ¢ o ¢%(x) = ¢-(x). Nous avons montré que t — ¢L o ¢"(z) et t — ¢L(x) sont
solutions du méme probléme de Cauchy, donc sont égales.

Montrons maintenant le point (a). Fixons s € R et € M. Le théoréme (dépendance
en les conditions initiales) affirme que pour ¢ suffisamment proche de s, 'application ¢’ est
lisse au voisinage de = (Avec les notations du théoréme, c’est 'application x — u(zx, s,t)). Nous
voudrions montrer que c’est encore vrai pour ¢ quelconque.

Soit T = sup{7 | ¢" est lisse au voisinage de = pour tout ¢t € [s,7]}. Supposons que T est
fini. Pour tout € > 0, on peut écrire

¢ (x) = drZo o, " (x).

Par hypothése, il existe ¢ > 0 arbitrairement petit tel que ¢ ¢ soit lisse au voisinage de .
Pour ¢ assez petit, qb?fi est lisse également par le théoréme . Ceci implique alors que ¢
est lisse, contradiction. Nous avons montré que 1T = oo.

On démontre de méme que ¢’ est lisse pour ¢ €] — 00, 0].

Nous avons montré que ¢ est lisse. Comme par ailleurs, nous savons que son inverse est ¢;

et est donc lisse aussi, on en déduit qu’il s’agit bien d’un difféomorphisme. [

Nous avons montré que tout champ de vecteurs donne naissance a un chemin lisse de difféo-
morphismes. Ce résultat a une réciproque.
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Proposition 4.11. Soit (h')cr une famille de difféomorphismes telle que Rx M — M, (t,z) —
hi(z) soit lisse et h° = 1d. Alors il existe un unique champ de vecteurs X (dépendant du temps)
de flot ¢ tel que pour tout t € R on ait h* = ¢}.

Sit— h', R — Diff (M) est un morphisme de groupe, alors X est autonome.

Démonstration. Un tel champ doit vérifier £h!(z) = X;(h'(z)) pour tout ¢ et tout z. Donc

X, = (%ht(x)) o (Rf(x))™*

est I'unique champ qui convienne.
Si h est un groupe a un paramétre, en dérivant par rapport a s, a s = 0 l'identité h¥™t =
h* o h', on obtient Lh!(x) = Lh*(z)|s—o o h'. On en déduit I'identité

d
X = - h7(2) =0

qui implique que X ne dépend pas de t. [

Conjugaison et transport de champ de vecteurs Soit X un champ de vecteurs (dépen-
dant du temps) sur M et ¢ : M — N un difféomorphisme. Rappelons que le champ de vecteurs
poussé en avant de X par ¢ est défini par :

U X(2) = diby-1(p) - Xe(W ().

On peut aussi transporter de maniére naturelle les difféomorphismes de M par . Ainsi, si
¢ € Diff (M), alors I'application conjuguée 1) o ¢ o 1p~! est un diffcomorphisme de N.

La proposition qui suit affirme que ces deux maniéres de transporter des objets sont compa-
tibles avec la notion de flot.

Proposition 4.12. Le flot de 1. X est o ¢! op™t.

Démonstration.  C’est une conséquence directe de la remarque suivante : u est solution du
probléme

si et seulement si v = 1 o u est solution du probléme

{v’(t) = . Xy (ul(t)),
v(s) = ().

La solution du premier probléme est ¢ — ¢ (z) et la solution du deuxiéme probléme est ¢
ptotp(x), ou pt désigne le flot de ¢, X. Par unicité, on en déduit bien ¢ o ¢%(x) = plotp(z). O

La proposition que nous venons de démontrer est tres utile pour calculer les flots en pratique.
Elle permet aussi d’utiliser les cartes pour I’étude locale des flots.

Le résultat suivant affirme que la dynamique locale, au voisinage des points ot le champ de
vecteurs ne s’annule pas, est trés simple.
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Théoréme 4.13 (Redressement d'un champ de vecteurs). Soit X un champ de vecteur auto-
nome et a un point de M tel que X (a) # 0. Alors, il existe des coordonnées locales (U, x1, . .., Ty,)

au voisinage de a telles que X|y = 6%1.

Autrement dit, le flot de X est localement conjugué au flot rectiligne (zy,...,z,) — (x; +
b, oy ..., Tp).

La condition X |y = 6%1 peut aussi étre formulée comme suit. En notant ¢ = (z1,...2,), on
sait que l'on a par déﬁnition Uy 88 = e, le premier vecteur de la base canonique de R"™. Donc
la condition X |y = = - est équivalente a 1, X = e;.

L

Démonstration. On choisit une carte (V1) en a. Quitte a la composer par une application
linéaire bien choisie, on peut supposer que Y = ¢, X vérifie Y (0) = e;. On pose f(s1,...,8,) =
»°1(0, 89, ...,8,), ou (¢") désigne le flot de Y. Nous allons appliquer le théoréme d’inversion
locale pour montrer que f est un difféomorphisme au voisinage de 0. Pour cela, calculons les
dérivées partielles de f.

D’abord,

of

0 =Y(0) =e

Ensuite, pour 7 > 2,

of . d 4 B
882(0) = EQS (0,...,0,t,0...,0)|t:0—61.

Nous avons montré que df (0) est I'identité, donc que f est un difféomorphisme au voisinage de

0.

Le flot de f71Y est f~' o ¢l o f et celui-ci vérifie :

fltogtof(sy,...,80) = f1¢"(0,80,...,8,) = (51 +1t, 89,...,5)

On reconnait 1a le flot du champ constant e;.
Nous avons prouvé que f, 'Y = e, donc que (f1o9), X =¢;. O

Ceci va nous permettre de classer les orbites en trois types.

Proposition 4.14. Soit X un champ autonome et complet. Pour chaque v € M, il y a trois
possibilités :

(i) ¢'(x) = = pour tout t € R,

(ii) Uapplication t — ¢'(x) est une immersion injective,

(i11) Uapplication t — ¢'(x) est T-périodique pour un certain T > 0 et l'application induite
R/TZ — M est un plongement.



Démonstration. Si X(z) = 0, on est dans le premier cas. Plus généralement, si X s’annule
sur 'orbite de X, alors par unicité, 'orbite de x est constante. Si X (x) # 0, alors ¢t — ¢'(z)
est une solution non-constante de I'équation différentielle donc 4 (¢(z)) = X (¢'(z)) # 0. On
en déduit que t — ¢'(z) est une immersion.

Considérons maintenant H = {t € R|¢'(x) = x}. C’est un sous-groupe de R. D’apres le
théoréme de redressement, 0 est un point isolé de H, donc H est un sous-groupe discret de R.
Il y a donc deux cas : si H = {0}, alors ¢t — ¢(x) est une immersion injective. Sinon, H = TZ
pour un certain 7' > 0 et t — ¢'(x) est T-périodique. On a alors une immersion injective propre
(car R/TZ est compact) et donc un plongement R/TZ — M. O

III Quelques exemples

L’étude des flots des champs de vecteurs est un trés vaste domaine. La liste d’exemples qui
suit est loin de donner un apergu exhaustif des différents phénomeénes possibles.

Exemples 4.15. (Champ de vecteurs linéaires sur le plan) Voici d’abord quelques exemples de
champs de vecteurs linéaires du plan. Par des changements de base linéaires, on peut souvent
ramener un champ linéaire quelconque a I'un de ces exemples. Ces exemples servent aussi de
modeéles locaux pour étudier la dynamique au voisinage d’un zero isolé d'un champ de vecteurs.

(a) Considérons le champ de vecteurs sur R? donné par X (z,y) = xaﬁ — yaﬁ. Nous avons vu
y z
qu’avec les coordonnées polaires, nous avons X = %. Le systéme (z,y) = X (z,y) est donc
équivalent au systéme (7,60) = (0,1). On en déduit le flot en coordonnées polaires :

' (r,0) = (r,0 + ).

Autrement dit, ¢’ est la rotation d’angle t. Les courbes intégrales de X sont les cercles
concentriques centrés en l'origine.

b) Considérons maintenant le champ de vecteurs sur R? donné par X(z,y) = 22 + y2.
ox oy

Nous avons vu qu’en coordonnées polaires, X =r 88 . Le systéme (z,9) = X(z,y) est donc

r

équivalent au systéme (7, 0) = (r,0). On en déduit le flot en coordonnées polaires :

o' (r,0) = (re', 0).

Autrement dit, ¢ est ’homothétie de rapport e’. Les courbes intégrales de X sont les rayons
issus de l'origine.
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(¢) Considérons maintenant le champ de vecteurs sur R? donné par X (z,y) = 22 — ya%. On

peut facilement résoudre le systéme (z,9) = X (z,y) = (z, —y) et obtenir le flot :

o' (z,y) = (ze',ye™).

On peut remarquer que le produit des deux coordonnées reste constant au cours du temps.
Les courbes intégrales de X sont donc des hyperboles.

<

Exemple 4.16. (Rotations de la sphére) De maniére analogue a l'exemple (a) ci-dessus, le

champ de vecteurs % induit le flot de rotation sur la sphére autour de son axe Nord-Sud.
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Exemple 4.17. (Champs constants sur le tore) Soit X : R" — R™ un champ de vecteurs sur
R™ tel que X (x+ k) = X(x) pour tout = € R™ et tout k € Z". Alors, on peut définir, pour tout
y € T" =R"/Z", le vecteur

Y(y) = dp, - X(z),

ol p est la projection canonique R” — T" et x désigne n’importe quel antécédent de y par p.
Grace a la condition de périodicité, ceci définit un champ Y sur T".H

En particulier, si X = v est un champ constant sur R”, on obtient un champ sur Y appelé
champ constant sur T". Les courbes intégrales de X sont alors les droites paralléles a v. Les
courbes intégrales de Y sont donc les projections sur T" de ces droites.

Par exemple, dans le cas n = 2, on peut démontrer que si le rapport des coordonnées de v est
rationnel, alors toutes les orbites sont périodiques. En revanche, si ce rapport est irrationnel,
toutes les orbites sont denses dans le tore.

L~

Exemple 4.18. (Un bel exemple sur le plan projectif) On rappelle que les trois cartes usuelles
du plan projectif P?(R) sont données par les formules

<

polllry:2l) = (y,2), eullo:liz])=(2,2), ¢ollz:y:1]) = ().
Soient a, b, ¢ trois nombres réels. Etant donné u = [x : y : z] € P?(R), on considére le chemin
Yo it [(T4+ta)x : (1+tb)y : (1 +te)z],

défini sur un voisinage de 0 dans R. On note X (u) = 7. (0) le vecteur tangent a 7, en 0. Vérifions
que X définit un champ de vecteurs sur P?(R).
Pour cela, explicitons ¢;, X. Pour i = 0,

B0 0 Yult) = <(1 +tb)y (1+ tc)z> |

1+ta)x’ 1+ta)x

60 07,(0) = (b= a)%, (c—a)2).

T T

1. Plus généralement, étant donné un champ de vecteurs X sur une variété M, invariant par une action d’un
groupe G sur M, libre, propre et par difféomorphismes, le champ X induit un champ Y sur le quotient M/G
tel que localement Y = p, X, ol p désigne la projection canonique.
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On a donc ¢y, X (y,z) = ((b — a)y, (c — a)z). De maniére similaire, on a ¢, X(z,2) = ((a —
b)x,(c—0b)z) et ¢po, X (z,y) = ((a — )z, (b — ¢)y). Le champ X est lisse dans chaque carte d'un
atlas donc est lisse partout.

Le flot de ¢y, X est donné au temps ¢ par I’application :

<y’ Z) — (e(b—a)ty’ e(c—a)tz) )
On a des formules analogues pour les autres valeurs de 7. On en déduit le flot de X :
O [z y: 2]) = [ : ey : ez,

On suppose que a < b < ¢. Alors on peut dessiner sommairement les courbes intégrales du
champ dans chacune des trois cartes :

%o ©1

T

| —
S

i,
v

On remarque qu'’il y a exactement 2 trajectoires reliant (aux limites a l'infini) [1: 0 : 0] &
[0:1:0], 2 trajectoires reliant [0:1:0] & [0:0: 1], et une infinité de [1:0:0]a[0:0:1]. <«

IV  Dérivée de Lie d’un champ de vecteurs

Nous avons vu qu’il est souvent possible de transporter des objets au moyen de difféomor-
phismes. En particulier, il est possible de transporter des objets avec des flots. D’une maniére
générale, la dérivée de Lie est la version infinitésimale du transport.

Dans cette partie, nous abordons le cas de la dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs dans la
direction d’un autre champ de vecteurs. Au chapitre suivant, nous définirons la dérivée de Lie
d’une forme différentielle.

Dans cette partie, nous supposons que tous les champs de vecteurs sont autonomes.

Nous allons utiliser la notation ¢*X = ¢ !X, pour alléger nos notations.

Définition 4.19 (dérivée de Lie d'un champ de vecteurs). La dérivée de Lie d’un champ de
vecteurs Y dans la direction d’un autre champ de vecteurs X est le champ de vecteurs donné
par :

£xY () = TV (@)co.

La proposition suivante donne une interprétation dynamique du crochet de Lie de deux
champs de vecteurs.



Proposition 4.20. Pour tous champs de vecteurs X,Y, on a

LxY =[X,Y].

Démonstration. Rappelons que [X, Y] est défini par la relation [X,Y]-f = X (Y- f)
Soit donc f une fonction lisse sur M. Alors,

LxY - f=df- LXY
— df - —(cbx) Y(2)li=o0
_if (dtho [t 005 004
= o lemaf 0 6% 0 63 0 0
_ %Isoaltof o ¢x' o ¢y o ¢y
2%&:0 (df - dpyt - des - X — (df - X) 0 ¢ 0 d) lio

:%|S:0(df-d¢§-X—(df'X)OCbsy)
_ %yszo (d(fody) X = (df - X)ogy)
=dY-f)- X-Y - (X-f)
=X (Y- f) Y (X-f)

=[X,Y]- f.

O

Corollaire 4.21. Pour tous champs de vecteurs X,Y

d
[X7Y] |t =075 |s 0</5X o ¢y’ O¢XO¢Y

Démonstration. 1l suffit d’effectuer le calcul suivant :

d — —s s *
£|5:0¢Xt o ¢y o ng( oy =+Y — (¢g() Y,

puis,
d d

|t 07 |s= 0¢X o ¢y° O¢X®¢y——£XY

O

Terminons par une conséquence importante de ce qui précéde :

Corollaire 4.22. Pour tous champs de vecteurs X,Y
[X,Y]=0 <= VsteR, ¢k odi =g} od.
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Lorsque [X, Y] = 0, on dit que les champs de vecteurs X et Y commutent. Le corollaire que
nous venons de voir justifie cette terminologie : leurs flots commutent.

Démonstration. L’implication réciproque est une conséquence immeédiate du corollaire précé-
dent. Montrons l'implication directe. Sous I’hypothése que [X,Y] =0,

d d
(D5 )Y = (&)= (8%):Y [s=0 = (&) LxY =0
dt ds
Donc pour tout ¢, (¢%).Y =Y. On peut alors appliquer la proposition On obtient
¢x 0 By o Py = ¢y

pour tout t et tout s. [

74



Chapitre 5

Formes différentielles

I Formes alternées et produits extérieurs

Nous noterons S, le groupe des permutations d’ordre p € N*, c¢’est-a-dire le groupe des bi-
jections de l'ensemble {1,...,p}. Rappelons d’abord que S, est engendré par les transpositions,
c’est-a-dire les permutations qui échangent deux éléments et laissent tous les autres invariants.
Rappelons aussi qu'il existe un (unique) morphisme de groupe ¢ : S, — {£1} qui vaut —1 sur
toutes les transpositions. Ce morphisme est appelée signature.

Pour toute cette partie, on fixe un R-espace vectoriel F, de dimension finie p.

Définition 5.1 (formes alternées). Une forme p-linéaire w : EP — R est dite alternée si et
seulement si pour tous x1,...,x, € FE, tels que x; = x; pour certains indices i # j, alors
w(zy,...,x,) =0.

REMARQUE 5.2 (ALTERNEE <= ANTISYMETRIQUE). Une forme est alternée si et seulement
si elle est antisymétrique, c’est-a-dire pour toute permutation o € S, on a

W(xa-(l), cee 7:130'([))) - 5(0)0-)(331, Ce ,l'p).

Démontrons-le. Pour commencer supposons w antisymétrique. Si x; = z;, alors en utilisant
la transposition 7 qui échange i et j, on a 7(x) = x) pour tout k =1,...,p, donc

w(a:T(l), ce ,:L'T(p)) = w(a:l, cee ,:L'p).

Mais par antisymétrie, on a aussi :

w(mT(l), s ,QJT(p)) = —w(xl, R ,xp).
D'on, w(zxy,...,x,) = —w(xy,...,2,) = 0 (notons qu'ici on a utilisé que R n’est pas de carac-
téristique 2).

Réciproquement, supposons w alternée. Alors, pour tous 1, ...,z,, on peut écrire w(x; +
To, Ty + To, X3, ...,%,) = 0. En développant et en utilisant les identités w(zq, z1, x3,...,2,) =0
et w(wy, T2, T3, ..., x,) =0, il vient :

w(wy, To, T3y ..., Ty) + wW(T2, 1, X3, ..., Tp) = 0.
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Ceci prouve 'identité
w<x0(1)’ e 73:0(1’)) = €(U)w(l‘1, s wxp)

dans le cas ou o est la transposition qui échange 1 et 2. La méme démonstration donne cette
identité pour toute transposition. Comme les transpositions engendrent S, on en déduit I'iden-
tité pour toute permutation o. <

REMARQUE 5.3.
(a) Une 1-forme alternée n’est rien d’autre qu’une forme linéaire.
(b) Par convention, on décide qu'une O-forme est un scalaire.
<

Notation. On note APE* [’ensemble des p-formes linéaires alternées de E. En particulier,

AME* = E* et \°E* =R.

REMARQUE 5.4.

(a) La théorie du déterminant nous apprend que A" E* est de dimension 1 (rappelons que n est
la dimension de F). Nous savons aussi que pour toute base B, I'application "déterminant
dans la base B” est une application n-linéaire alternée, non-nulle.

(b) Sip > n, APE* = {0}, autrement dit, toute forme p-linéaire alternée est nulle. C’est une
conséquence du fait qu'une forme alternée s’annule sur une famille liée de vecteurs, ce qui se
démontre simplement en écrivant I'un des vecteurs en fonction des autres et en développant.

<4
Plus généralement, nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.5. Pour tout p > 0, l’espace vectoriel AP E* est de dimension ().
De plus, si lq, ..., 0, est une base de E*, alors la famille (ZI)IC{L---,n},III:p définie par

li(xq, ... xp) = det(by,(x;)), o I ={t1 <--- <t,}

forme une base de APE*, indicée par l’ensemble des parties a p éléments de {1,...,n}.

REMARQUE 5.6. Si ({4, ...,£,) est la base duale d’'une base B de E, alors ¢;,(x;) est la t;-éme
coordonnée de x; dans B, donc : la matrice (¢,(x;));; est la matrice obtenue de la matrice
Matg(x1,...,x,) en ne gardant que les lignes d’indice appartemant a I.

Par exemple, dans R*, en supposant que les ¢; forment la base duale de la base canonique

(c’est-a-dire ¢; =€),
1 5
o ((3)-(3)) = 1331 s
1 8

) |
Démonstration.  Soit (ey,...,e,) une base dont (¢1,...,¢,) est la base duale. Nous allons
commencer par montrer que la famille des ¢;, ot I est une partie de {1,...,n} a p éléments est

une famille libre.
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Pour cela remarquons que si I, J = {j; < --- < j,} sont deux parties a p éléments, alors

1 sil=J,
(e e5,) = {O sil#J

Supposons maintenant que ’on ait une combinaison linéaire nulle ), A\;¢; = 0. En appliquant

aux vecteurs e;,...,e;,, on obtient A; = 0. On montre ainsi que tous les coefficients de la
combinaison linéaire sont nuls et donc que la famille est libre.

Montrons maintenant que la famille est génératrice. Soit w € APE* et soient z4,...,2, € E.
Alors,

w<£ll'1, e ,xp) = W (Z &1(%1)61‘1,%2, e ,Ip>

i1=1

= Zfil(xl)w (€iy,Tay ..., 2p)

i1=1
n

_ Z iy (1) -+ b () W (eil, . ,eip)

i1yeyip=1

Dans la somme ci-dessus, les termes pour lesquels deux indices sont égaux sont nuls (car w
est alternée). De plus, les termes ayant pour indices respectifs iy, ...,4, et o(i1),...,0(i,) ne
différent que par le signe (o). Nous pouvons donc faire disparaitre de I’écriture les termes nuls
et regrouper les termes restant comme suit :

Wiy, .. xp) =Y wlen, . rei,) > e(0) oy (1) . Lo, ()

1<iy <+ <ip<n o€Sy
= E w(eil,...,eip)fl(xl,...,xp).
1<i1 < <ip<n
Nous avons montré que w est une combinaison linéaire des ¢;. [
Définition 5.7 (Produit extérieur de formes). Soient o une forme p-linéaire alternée et § une

forme q-linéaire alternée. Le produit extérieur de o et [ est la forme p + g-linéaire alternée
donnée par

1

e Z 2’:‘(O-)O‘(xa(l)v s 7xa(p)) B(Ia(p—&-l)a SR 7xa(p+q))

aAB(xr,..., Tprq) = il

0E€Sp+q

Par convention, si p =0, a est simplement un scalaire et on définit le produit extérieur o \ 5
comme le produit standard de ce scalaire avec [3.

Pour montrer que la formule ci-dessus donne bien une forme alternée, supposons que z; = z;
pour deux indices distincts i et 7. Alors, dans chacun des termes de la somme, les indices i et
J apparaissent ou bien tous les deux dans «, qui vaut alors zero, ou bien tous les deux dans
B, qui vaut alors zero, ou bien 'un dans « et 'autre dans [, mais alors I'opposé de ce terme
est aussi un terme de la somme (il s’agit de celui ot o est composé avec la transposition qui
échange i et j). La somme est donc nulle.
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Exercice 22. Montrer que le produit extérieur est aussi donné par la formule

ANB(@L - Tprg) = Y E(0)UTor)s- - Tor) BTatprn)s - -+ Tolpta)

0ESp q

ot Spy={0€Spqlo(l)<...o) etolp+1)<---<olp+q)}
Cette deuxiéme formule est plus efficace pour les calculs explicites.

Exemple 5.8. Si a et § sont deux formes bilinéaires alternées, alors pour tous vecteurs
T1,T2,T3,Ty4, Ol &

a A B(x1, 29, w3, 14) = a(xy, x9)B(23, 24) — (1, 23) B(T2, T4) + a(x1, 24) B2, 3)

+ a(wg, 23)B(21, 24) — (22, 14) B(21, T3) + w3, 24) B(1, 22).
|

Dans la pratique, on calcule peu les produits extérieurs avec les formules ci-dessus. Les
propriétés suivantes s’avérent en effet beaucoup plus faciles d’emploi.

Propriétés 5.9. (i) Associativité : wy N (wy Aws) = (w1 A wa) A ws),
(ii) Unitarité : 1ANw=wAl=wouleR=AFE"
(111) Anti-commutativité : w An = (—1)Pn A w.

On résume parfois les propriétés ci-dessus en disant que AE* = @peN APE* est une R-algéebre
graduée unitaire et anticommutative.
Pour démontrer I’anti-commutativité, il suffit de vérifier (en comptant le nombre d’inversions)

que
€ (pyy o DPFE PR = (1P

Nous allons beaucoup utiliser les produits extérieurs de formes linéaires.

Proposition 5.10. Soient ay,...,a, € E* des formes linéaires. Alors, pour tous vecteurs
T1y...,Tp,

ar A Aag(z, .. .oxp) = det(oy(x)))i

En particulier, (aq, ..., ap) est une famille libre si et seulement si oy A --- A ay, # 0.

Notons que si (¢1,...,,) forme une base de E* et si I = {i; < --- <i,} C {1,...,n}, alors
d’aprés cette proposition,
by =Ly NN,
Démonstration.  Nous allons faire la démonstration par récurrence sur p. Le cas p = 1
est évident. Supposons la formule vraie pour toute famille de p — 1 formes linéaires. Soient
ay,...,a, € B et xq,...,2, € E. Alors,

p

ar A (ag A= Aay)(z1, ..., 1) = Z(—l)jal(mj)(ag A Nap) (T, Ty, Tp).
j=1
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On démontre donc I'hérédité en comparant avec la formule du développement du déterminant
par rapport a la premiére ligne. [

REMARQUE 5.11. Comme l'indique la proposition précédente, le produit extérieur d'une forme
linéaire avec elle-méme est toujours nul. C’est faux en général pour des formes p-linéaires avec
p > 1. Par exemple, si ¢, ls, {3, ¢, forme une famille libre et si 'on pose a = €1 A ly + U3 A Uy,
alors a A o # 0.

En effet, en utilisant /1 A ¢; = {5 A ¢ = 0 et anti-commutativité du produit extérieur,

Oé/\Oé:(gl/\£2+€3/\€4)/\(61/\€2+£3/\€4)
:gl/\gg/\gl/\gg‘i‘gl/\62/\£3/\€4+€3/\€4/\£1A€2+€3/\€4/\€3/\€4
=20, Aly Aly A ly 0.

<

Transport de formes alternées par une application linéaire. Soit f: EF — F une ap-

plication linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. On définit une application linéaire
f*: APF* — APE* par la formule

(ffw)(zy, ..., xp) =w(f(x1),. .., fzp)),

pour toute forme w € APF* et tout vecteurs zy,...,z, in E.

Dans le cas particulier ot p = 1, f* s’appelle I’endomorphisme transposé de f. Dans le cas
particulier ou p = dim E = dim F, 'application f* est une application linéaire entre espaces
de dimension 1, et d’aprés les propriétés du déterminant, il s’agit de la multiplication par le
scalaire det f.

Propriétés 5.12. (i) (go f)* = f* o g*,
i) f1=1,
(i) f*(wAn)=fwA .

Ces propriétés sont faciles a vérifier.
Les deux derniéres propriétés se résument en disant que f*: AF* — AE* est un morphisme
d’algébres unitaires graduées.

Produit intérieur. Pour v € F et w € APE* (avec p = 1), le produit intérieur de w par v
est la forme p — 1-linéaire alternée donnée par

Low(z1, .. Tp1) = w(V, 21, .., Tpo).

Exercice 23. Pour tout vecteur v, toute forme p-linéaire alternée a et toute forme g-linéaire
alternée 3, montrer que

(A B) = (ta) A+ (—=1)Pa A w,p.

Cette propriété est résumée en affirmant que ¢, est une anti-dérivation de degré —1 sur AE™*.
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IT Formes différentielles sur un ouvert de R"

Dans cette partie, on fixe un ouvert U de R". Pour tout & € N, on pose QF(U) = C*°(U, A*(R™)*).
Les éléments de QF(U) sont appelés formes différentielles de degré k sur U, ou simplement k-
formes sur U. Etant donnée une k-forme « et « € U, on note souvent «, a la place de a(x).
Quelques cas particuliers méritent d’étre soulignés :
— QYU) = C>®(U) car A°(R")* =R,
— QYU) est I'ensemble des formes différentielles de degré 1 sur U que 1'on avait déja défini
au chapitre 2,

— Sik>n, QF(U) = {0} car AF(R")* = {0},

— Si k < 0, nous n’avons pas défini A*(R"™)*. Dans ce cas, on choisit de poser par convention
QF(U) = {0}.

Notons 1, ..., x, les fonctions coordonnées canoniques de R"™. Leurs différentielles dx1, . . ., dx,
sont des formes différentielles de degré 1 qui, en tout point sont égales aux formes linéaires
er, ..., e, duales de la base canonique de R™ notée (eq,...,e,). Autrement dit, dz;(e;) = 0;;.

Pour toute partie [ = {i; < --- <ix} C {1,...,n}, on note comme dans la partie précédente,

dry =dxy N--- Ndz;,,

La proposition implique que toute k-forme « s’écrit de maniére unique
a= Z Jrdzp

IC{1,...n}, 1=k

ot fr € C°(U). En termes savants, ceci s’exprime par : "QF(U) est un C*(U)-module libre
engendré par les dx;”.

Produit extérieur. Sia e QFU), 8 € QYU), alors a A 3 définie par
Ve e U, anp(z)=az)Ap(z).

On définit ainsi le produit extérieur des formes différentielles, A : QF(U) x QY(U) — Q¥4(U).
Les régles de calcul se déduisent automatiquement des régles de calcul du produit extérieur
des formes alternées. Par exemple, dans R? muni des fonctions coordonnées x, y et z, on peut
écrire :
(wdy+ydz) A (zde ANdy +zdx Adz) = zydz Adx Ady + 2> dy Adx A dz
= (zy — 2% dx Ady N dz.

Transport de formes différentielles. Soit ¢ : U — V une application lisse & valeurs dans
un ouvert V de R™. Alors pour toute e € QF(V), on définit le tiré en arriére de o par ¢ comme
la k-forme ¢*a donnée par

(@™ )z (v1, .., V) = Qg(a)(ddg(v1), ..., doy(vk))

pour tout x € U et tous vecteurs vy, ..., v € R™
Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier.

Propriétés 5.13. (i) L’application ¢* : QF(V) — QF(U) est R-linéaire,
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(ii) Pour toutes formes o € QF(V), g € QY(V),

(NP =oang's

1) StV — W est une application lisse a valeur dans un ouvert W de RP, alors
(ii1) Si v PP ,

(Yog) =g oy’

REMARQUE 5.14.

(a) Si k=0, nous avons vu que Q°(V) = C>(V). Dans ce cas, pour toute f € C®(V), le tiré
en arriére s’écrit :

¢ f=Ffoo.

(b) Si k =n =m, alors a € Q"(V) est de la forme o = f -dxy A -+ Ndx, = f - detp,, o By
désigne la base canonique de R™ et f € C*°(V') une certaine fonction lisse. Alors pour tout
point x € U, on peut écrire

(¢"a). = (¢" f)(z)9" det
= fo¢(x)det(do,) dBet
= fo¢(z)det(do,) duzy A - -+ A dxy,.

Cette derniére formule fait penser (a juste titre) a la formule du changement de variable.
Elle prendra tout son sens lorsque nous définirons I'intégration des formes différentielles
plus tard dans ce chapitre.

(c) Si ¢ est I'injection canonique d’'un ouvert U dans un autre ouvert V' le contenant, ¢*« n’est
rien d’autre que la restriction de a a U.

|
Différentielle extérieure. La différentielle extérieure est définie par le résultat suivant.

Théoréme 5.15. Il existe une unique famille d’applications R-linéaires dy, : QF(U) — QFY(U),
k € N, telles que

(i) pour toute fonction f € C®(U), dof = df est la différentielle usuelle,
(ii) pour toutes formes o € QF(U) et B € QYU),

dkH(a N 5) = (dka) A\ ﬂ + (—1)k04 A dgﬂ,

(11i) pour tout entier k,
dp41 0d = 0.

Ces applications vérifient de plus
dk(gf)*a) = gb*dkoz

pour toute application lisse ¢ : U — V' et toute k-forme o sur V.
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En pratique, on allégera les notations en omettant l'indice £ et en notant donc simplement
d pour di. Le théoréme donne donc I'existence d’une certaine application linéaire d : Q(U) —

QU), ot UU) = Byen QHU).
Définition 5.16. L’application d est appelée différentielle extérieure.

En langage savant, Q(U) munie du produit extérieur est une R-algébre unitaire graduée
anti-commutative et d est une dérivation de degré 1 sur Q(U). Démontrons le théoréme.

Démonstration. Commencgons par remarquer que s’il existe une telle application d, comme
dod =0, alors d(dz;) = 0 pour tout i. La propriété (ii) (que 'on appellera formule de Leibniz)
implique alors (par une récurrence facile) que d(dz;) = 0 pour tout /. En utilisant & nouveau
Leibniz, et la propriété (i), on en déduit la formule

d (Z J1 dII) = del Ndxr+ fod(dl‘f)
T T T
= dfr Aday. (5.1)
I

Toute forme différentielle se décomposant sous la forme ), f; dz;, la formule ci-dessus force
I'unicité de d.

Passons maintenant & la démonstration de 'existence. Pour les O-formes, nous n’avons pas
le choix, d est la différentielle usuelle. On définit d pour les formes de degré supérieur par la
formule (5.1)). II nous faut montrer les propriétés (i) et (iz) du théoréme.

Par linéarité, on peut se contenter de démontrer la formule de Leibniz pour des formes « et
B qui s’écrivent o = fdxy et § = gdx;, avec f et g des fonctions. Calculons :

dlaNp)=d(fgdrr Adxy).
dx; ANdxy est soit nul si IN.J # (), soit égal & +dxy,; si INJ = (). Dans tous les cas, la formule
(5.1) implique
dlaNpB)=d(fg) N\ dey Ndx,
= (fdg+gdf) /\dl‘[/\dIJ
= (df Ndx;) A (gdzy) + (=1)*(f dzp) A (dg A day),

ou k est le degré de a, c’est-a-dire le cardinal de I. On a donc bien prouvé d(a A ) = da A 5+
(—=1D)ka A dg.

Montrons maintenant que d o d = 0. A nouveau par linéarité, il suffit de montrer que d o d
s’annule sur les formes qui s’écrivent f dx;. Calculons :

dod(fdz;) = d(df Adar)

=d <Z d; fdx; N de>
J

= Z@;ﬁ]f dl’k A dl’j A d.’L‘[

k.j

= (00;f — 00k f) day A dazj A dexy

j<k
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Chacun des facteurs 0,0;f — 0;0;f est nul par le lemme de Schwarz, et I'on en déduit d o

Enfin, il nous reste a établir 'identité ¢*(da) = d(¢*«). Remarquons d’abord que cette
identité est vraie pour les O-formes c’est-a-dire les fonctions. En effet, si f est une fonction,
alors nous avons bien

d(¢"f)e =d(f © ¢)a = df y(w) - ddw = (¢ df ).
En particulier, pour tout i, on a ¢*dx; = d(x; 0 ¢).
Pour établir I'identité en général, comme précédemment, il suffit de I’établir pour les formes
fdxr = fdxy N Ndz,,.
=d((¢"f) (¢ dwi,) A+ N (P dy,))
=d((fod)d(zi o) A+ Nd(zy, ©9))
= ¢"df N ¢"dxy, N+ N @Tdxy,
= ¢"(df Ndx;y N+ Ndxy,)

Ce calcul conclut notre démonstration. [

Avec les régles de calcul données par le théoréme, calculer la différentielle extérieure d’une
forme est relativement aisé.

Exercice 24. Vérifier les calculs suivants :
(i) d(zyz?) = yz*dx + 2% dy + 2xyz dz,
(11) dlyxdr Ndz) = —zdx A dy N dz,
(iii) d (yjﬂg;;j;’y) —0.
Pour ce dernier exemple, on peut résoudre par le calcul direct ou alors utiliser le fait que sur

yiﬁ;ify est la forme df des coordonnées polaires.

un ouvert dense

IIT Fibré des formes alternées d’une variété

Soit M une variété et k > 0 un entier. De maniére similaire a ce que nous avions fait pour
le fibré tangent et le fibré cotangent au chapitre 3, nous posons

AMNT*M = | | NTiM = {(z,0) |z € M,a € AT} M)},
xeM
Comme do¢, : T, M — R™ est un isomorphisme pour toute carte ¢ et tout point x du domaine
de ¢, I'application linéaire
((dgn)™)* : APTEM — AF(R™)*

est également un isomorphisme (son inverse est (d¢,)*).

Comme pour T'M et T* M, nous pouvons appliquer le lemme et ainsi munir A*T*M de
'unique structure de variété telle que pour toute carte (U, ¢) de M, en notant 7 : AKT*M — M
la projection canonique,
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— 7 1(U) est un ouvert de A*T*M,
— l’application
T U) = U x AR, (2,0) = (, (d¢; ') a)

est un difféomorphisme.
L’application 7 : A¥T*M — M est alors un fibré vectoriel que 1'on appelle le fibré des formes
alternées sur M.
Remarquons que dans le cas ot k = 1, ce fibré est le fibré cotangent. Lorsque k = 0, la fibre
au-dessus de chaque point est tout simplement R. Autrement dit, A°7*M ~ M x R est le fibré
trivial de rang 1.

Définition 5.17 (Formes différentielles). Une forme différentielle de degré k sur M est une
section du fibré A*T*M. On note QF(M) = T'(M, A*T*M).

On note aussi parfois Q(M) = @, Q*(M).
Les opérations que 1'on avait sur R" s’étendent aux variétés. En effet, on peut définir le
produit extérieur d’'une k-forme « et d’une /-forme [ par la formule

aAB(z) =alz)Ap(z).

On définit ainsi un produit associatif, unitaire, anti-commutatif QF(M) x QY(M) — QF(M).
On peut aussi tirer en arriére des formes d’une variété a une autre. Soit f : M — N une
application lisse et soit a € QF(N) une forme différentielle, alors la formule

Frau(or, - ) = age (v, . dfsop)
définit une application linéaire QF(N) — QF(M) qui envoie 1 sur 1 et préserve le produit.

REMARQUE 5.18. Toute carte (U, ¢) de M induit par "transport de formes” un isomorphisme
linéaire :

QU) = QX b(U)), ar (¢67') .
<4

REMARQUE 5.19. Les éléments de Q°(M), c’est-a-dire les O-formes, sont les sections du fibré
trivial M x R — M. Autrement dit, ce sont les applications M — M x R qui s’écrivent
x — (z, f(z)), avec f fonction sur M. En pratique, on identifiera une telle application avec f
elleeméme. En conséquence, nous obtenons une identification Q°(M) ~ C*°(M). <

La différentielle extérieure des formes, que nous avions définie sur les ouverts de R"”, peut
aussi étre définie sur une variété.

Théoréme 5.20. I existe une unique famille d’applications linéaires dy, : QF(M) — QF(M),
k €N, telle que :

(i) Pour toute fonction f: QY(M) ~ C>(M), dof = df la différentielle usuelle,
(ii) Pour toute k-forme a et toute {-forme 3,

dk+g<()z VAN ﬁ) = dkOé A 6 + (—1)kOé VAN dgﬁ,

(111) Pour tout entier naturel k € N, dy41 o dy = 0.
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Ici encore, nous noterons d a la place de d; pour alléger les notations.

Définition 5.21. L’application d s’appelle différentielle extérieure sur les formes différentielles
de M.

La démonstration qui suit présente quelques similarités avec la démonstration de I'équiva-
lence entre dérivations de I'algébre des fonctions et champs de vecteurs.

Démonstration. Commencons par remarquer que l’existence et 'unicité d’un tel d sont des
propriétés invariantes par difféomorphisme. En effet, si ¢ : M — N est un difféomorphisme, d
vérifie les propriétés (i), (i) et (4iz) du théoréme sur Q(M) si et seulement si (¢~1)* o d o ¢*
les vérifient sur (V). Comme l'existence et 1'unicité ont déja été prouvées dans les ouverts de
R™ elles sont aussi vraies sur les domaines des cartes.

Soit (U, ¢) une carte de M. On sait donc que la différentielle extérieure existe de maniére
unique sur Q(U). Notons-la dyy. Etant donnée une application d vérifiant les conditions (7), (i)
et (#i7) du théoréme sur Q(M ), on définit la restriction d|y de d & Q(U) par la formule

dlpw(x) = do(z),

pour tout w € Q(U), tout © € U et tout @ € Q(M) qui coincide avec w au voisinage de x.
Une telle forme @ existe bien : il suffit de multiplier w par une fonction plateau a support
suffisamment petit et étendre par 0 & toute la variété. De plus, cette formule ne dépend pas du
choix de @. En effet, c¢’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 5.22. Supposons que wy = wq sur un ouvert V, alors pour toute application d vérifiant
(1) et (ii), nous avons dwi|y = dws|y .

Démonstration. Soit x € V. Posons a = w; — wy. Alors, pour toute fonction plateau f valant
1 au voisinage de x et a support inclus dans V', on a fa = 0 donc :

0=d(fa)=df Na+ fda.

Comme df, = 0 et f(x) = 1, nous obtenons 0 = da(x) et donc dwy(x) = dws(x), comme
annoncé. [J

Les propriétés (i), (i7) et (#i7) du théoréme étant toutes locales on démontre facilement que
la restriction d|y les vérifie. Par unicité locale, d|y est la différentielle extérieure dy. On en
déduit que pour tout x € U et toute forme w sur M,

dw(z) = dyw|y(x)

ce qui donne l'unicité de d.

Réciproquement, définissons d par cette formule, autrement dit, pour toute forme w posons
dw comme étant application qui & x associe dyw|y(x) pour n’importe quel domaine de carte
U. L’unicité locale implique que cette définition ne dépend pas du choix de la carte. On définit
donc bien ainsi une application sur Q*(U) qui vérifie bien les conditions (i), (ii) et (i) puisqu’il
s’agit de conditions locales. [J
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Produit intérieur et dérivée de Lie. Nous avons déja défini le produit intérieur dans le
contexte linéaire. La définition s’étend facilement au cadre général :

Définition 5.23 (produit intérieur). Soit w une k-forme sur M, k > 0, et soit X un champ
de vecteurs. Le produit intérieur de w par X est la k — 1-forme définie par txw =0 si k =0 et

Lxwe (V1o k1) = we(X (), 01, ..., Up—1),
pour tout x € M, et tous vecteurs vy, ...,vp_1 € T, M.

Proposition 5.24. Le produit intérieur est une anti-dérivation, c’est a dire vérifie :
ix(@ A B) = (ixa) A B+ (=1)*@a A (1x),
pour tout champ X et toutes formes o et 3.

Définissons maintenant la dérivée de Lie d’une forme dans la direction d’un champ de vec-
teurs. Comme dans le cas de la dérivée de Lie d’'un champ de vecteurs dans la direction d’un
autre champ de vecteurs, la dérivée de Lie est la version infinitésimale du transport par le flot.

Définition 5.25 (dérivée de Lie). Soient X un champ de vecteurs, w une k-forme différentielle.
Alors, la dérivée de Lie de w par rapport a X est donnée par

Lxwla) = S (0 w(2)) o

ot ¢ désigne le flot du champ de vecteurs X .
La dérivée de Lie est une dérivation sur l'algébre des formes différentielles :

Proposition 5.26. Pour tout champ X et toutes formes a et [3,

EX(a VAN ﬁ) = (Exa) N @ +aA (ﬁxﬁ)
Démonstration. On pose f(t) = (¢')*a(x) et g(t) = (¢")*B(z). Alors,

Lx(aAB)(x) = ol F(1) A g(1)

= f'(0) A g(0) + f(0) A g'(0)
= (Lxa)\NB+aN(Lxp).

0

La méthode la plus pratique pour calculer une dérivée de Lie est d'utiliser la formule suivante.

Proposition 5.27 (formule de Cartan). Pour tout forme w et tout champ de vecteurs X,

‘EXw = ixdw + dLXw‘
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Démonstration. Remarquons d’abord qu’il s’agit d’une formule locale. Il suffit donc de la
démontrer localement.

Remarquons ensuite que le membre de droite vérifie 'identité de Leibniz. En effet, en notant
k le degré de «,

ixd(a A B) = ix(da A B+ (=1)Fa Adp)
= (txda) A B+ (=D da A x4+ (1) Fixa AdB + a A (1xdp),
et
dix(aAB)=dixa B+ (=D a A ixB)
= (dixa) A B+ (=) tixa ndB+ (—1)Fda A xS+ a Adixf.

D’ou
(diex + ixd)(a N B) = ((dex + ixd)a) AN+ a A ((dix + exd)f).

Maintenant, localement, toute forme est une somme de produits de fonctions et de différen-
tielles de fonctions. Comme l'identité de Leibniz est vérifiée par les deux membres de la formule
de Cartan, il nous suffit donc de I’établir pour les fonctions et leurs différentielles. Soit donc f
une fonction. Alors,

d
/;Xf:Efogbt]tzo:df-X:Lde:dLXf—l—Lxdﬂ

car tx f = 0 par définition, ce qui établit la formule de Cartan pour les fonctions. De plus,

d d d
Lxdf = 58" df im0 = d(f 0 im0 = -5 (f 0 oo = dluxf) = dux(df) + exd(d)

car d(df) = 0, ce qui établit la formule de Cartan pour les différentielles de fonctions. [

Remarquons que nous avons montré au passage que pour toute fonction f € C*(M), on a

Lxf=df - X=X-[]

Il existe d’autres formules reliant ces différents opérateurs. Par exemple :

Exercice 25. Montrer que pour tous champs de vecteurs X,Y et toute forme o, on a
1. Lytya — 1y Lya = txy)Q.

2. Sia est une 1-forme, do(X,Y) = Lxiya — Lytxa — ixy)Q.

IV Orientation des variétés

Commencons par quelques rappels sur I'orientation des expaces vectoriels. On fixe un R-
espace vectoriel F de dimension n. Etant données deux bases B et B’ de E, la matrice de
passage de B a B’ est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B’ décomposés dans la
base B. On note detz(B’) son déterminant. Cette matrice de passage est également la matrice
dans la base B de l'isomorphisme u de E qui envoie B sur . On a donc detp(B') = detu.
Enfin, rappelons les formules dets(B”) = dets(B') dets (B”) et detg(B’) = detg (B) ™.
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On munit 'ensemble des bases de E de la relation d’équivalence

B~ B sietseulement si dgt(B') > 0.

Exercice : vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence !

Les classes d’équivalence de bases pour cette relation sont appelées orientations de E. Tout
espace vectoriel E admet exactement deux orientations. L’espace E est dit orienté s’il est muni
d’une orientation O. Dans ce cas, les bases de O sont dites orientée ou positives.

L’espace R™ admet une orientation canonique, celle de la base canonique.

Notons qu’étant donné un isomorphisme linéaire f, si B ~ B’ alors f(B) ~ f(B’). En
effet, si w envoie B sur B, alors f owuo f~ envoie f(B) sur f(B'), donc detyp)(f(B')) =
det(f ouo f1) = detu = detg(B'). Ceci permet de définir 'image f(O) d’une orientation
O par f comme la classe de la base f(B) pour n’importe quelle base B représentant O. On
dit qu'un isomorphisme entre espaces vectoriels préserve [’orientation, s’il envoie base positive
sur base positive, ou, de maniére équivalente, si son déterminant dans des bases positives est
strictement positif.

Via les espaces tangents et les différentielles d’applications, ces notions peuvent étre étendues
au cadre de la géométrie différentielle.

Définition 5.28. On dit qu’un difféomorphisme ¢ entre ouverts de R™ préserve 1'orientation
st sa différentielle la préserve en tout point, autrement dit, en tout point x de son domaine
det do, > 0.
Un atlas orienté est un atlas dont tous les changements de cartes préservent l’orientation.
Une orientation d’une variété M est la donnée d’un sous-atlas orienté maximal parmi tous
les sous-atlas orientés de son atlas maximal. On dit qu’'une variété M est orientable si elle
admet un atlas orienté, ou, de maniére équivalente, si elle admet une orientation.

Exemple 5.29. [’atlas de la sphére S™ donné par les projections stéreographiques n’est pas
orienté. En effet, le changement de carte, donné par la formule

_ Xz
DPs Ole(l') = W7

ne préserve pas l'orientation. En revanche, en remplacant I'une des cartes par une carte de
méme domaine mais d’orientation opposée (par exemple en remplagant pg par 7o pg ol 7 est
une réflexion de R™), on obtient un atlas orienté. La sphére S™ est donc orientable. <

Nous allons beaucoup utiliser la remarque qui suit dans nos démonstrations.

REMARQUE 5.30 (ORIENTATION D’UNE VARIETE ET ORIENTATION DES ESPACES TANGENTS).
Soit M une variété et soient O, une orientation de ’espace tangent T, M pour tout x € M.
On dit que la famille (O,).en est localement constante si pour tout point a € M, il existe une
carte (U, ¢) en a telle que pour tout x € U, I'image de O, par d¢, est constante.

Il y a une bijection canonique entre orientations de M et familles d’orientations localement
constantes de ses espaces tangents.

En effet, a un atlas orienté, on peut associer la famille d’orientations données en tout point
x par O, = (d¢,) 1 (Ocan) pour n’importe quelle carte de 'atlas orienté. Une telle famille est
évidemment localement constante.

Réciproquement, s’il existe une famille d’orientations (O, ) localement constante des espaces
tangents, alors on construit un atlas orienté en ne gardant que les cartes (U, ¢) pour lesquelles
dp,(Oy) = Ocan pour tout z € U. <
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Proposition 5.31. Soit M une variété orientable connexe. Alors M admet exactement 2 orien-
tations.

Démonstration. Soient (O,) et (O.) deux familles d’orientations localement constantes. Alors,
elles coincident en un point si et seulement si elles coincident en un voisinage. L’ensemble des
points ou elles coincident, ainsi que son complémentaire, sont des ouverts. On conclut par
connexité. Il y a donc autant d’orientations de M qu’il y a d’orientations de 'un de ses espaces
tangents, c’est-a-dire 2. [

REMARQUE 5.32. Supposons que l'on ait une décomposition en somme directe £ = F & G.
Soient Bp, By deux bases de F, et Bg, B deux bases de G. Supposons que Bg ~ B et
Br U Bg ~ B UBg. Alors By ~ Bj.. Par conséquent, la donnée d’une orientation sur F et
d’une orientation d’un supplémentaire de F' déterminent une orientation de F'.

En particulier, si v : (E,O) — (E’, Q') est une application linéaire surjective entre espaces
vectoriels orientés, alors u est un isomorphisme entre un supplémentaire de ker(u) et E’, et
induit donc une orientation sur ce supplémentaire. D’aprés ce qui précede O et O’ déterminent

ainsi une orientation de ker(u). Pour cette orientation, une base (ey, ..., ex) de ker u est positive
si et seulement s'il est possible de la compléter en une base positive (eq,...,e,) de E de telle
sorte que (u(exy1),...,u(e,)) est une base positive de E'. <

Proposition 5.33. Soient M une variété orientée, f : M — R" % une submersion avec k > 1,
et N = f710). Alors N (qui est une sous-variété de M) admet une orientation induite par
celle de M et celle (canonique) de R™™* par la remarque qui précede.

Démonstration. Soit (O,) une famille localement constante d’orientations de ’espace tangent.
La remarque qui précéde appliquée a lapplication df, : (T,M,0,) — (R"* O.a) permet de
définir une famille localement constante d’orientations sur les espaces T, N = kerdf,. U

Exercice 26. Sous les hypotheses de la proposition précédente, montrer que [’orientation induite
sur N est aussi donnée par l'atlas orienté constitué des applications de la forme (UNN, ¢|unn)
avec (U, ) une carte orientée de M telle que fo ¢ (z1,...7n) = (Thats - Tn)-

On dit qu’un difféomorphisme local entre variétés orientées préserve [’orientation si sa dif-
férentielle préserve l'orientation des espaces tangents en tout point.

Proposition 5.34 (Orientation d’un quotient de variété). Soient M wune variété et G un
groupe discret agissant librement et proprement par difféeomorphismes sur M. Alors, il existe
une bijection canonique entre les orientations de M préservées par l'action de G (c’est-a-dire
par Uaction de chacun des éléments de G) et les orientations du quotient M /G, induite par
Uaction sur les orientations de la projection canonique p : M — M/G.

Démonstration. Pour tout élément g € G, notons v, : x — g - x. Par définition, p o, = p
donc dpy., 0 d()4), = dp, en tout point x.

A une famille d’orientations localement constante (O,) du quotient N = M /G, on associe
l'orientation de N tirée en arriére par p, c’est a dire donnée par la formule (dp,)~*(O,). Celle-ci
est automatiquement invariante par GG, car pour tout g,

d(g)s © (dpg) ™ (O0) = (dps) ™ (Oy).
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Réciproquement, étant donnée une orientation (O, ) invariante par G, on peut la pousser en
avant par p en posant O, = dp,(O,) pour n'importe quel antécédent = de y par p. Comme
deux antécédents d’'un méme point sont dans la méme orbite sous l'action de G, I'invariance

par G implique que ((’)’y) est une famille bien définie d’orientations sur les espaces tangents a
M/G. O

Cette proposition permet de traiter plusieurs de nos exemples favoris.

Corollaire 5.35. (i) Le tore T™ est orientable,
(ii) la bouteille de Klein et le Ruban de Moebius ne sont pas orientables,

(111) Uespace projectif P"(R) est orientable si et seulement si n est impair.

Démonstration. Les points (i) et (iz) sont des applications directes de la proposition précédente.
L’action de Z™ sur R" par translation préserve 'orientation de R™, d’ou l'orientation du tore.
En revanche, 'action de Z sur Rx] — 1, 1] donnée par n - (z,y) = (z +n, (—1)"y), pour n € Z,
z € Rety€]—1,1] et I'action de Z? sur R? donnée par (n,k) - (z,y) = (=) z +n,y + k),
pour n,k € Z, x,y € R ne préservent pas l'orientation, d’ott la non-orientabilité du ruban de
Moebius et de la bouteille de Klein.

Passons au point (#i7). D’aprés la proposition, P"*(R) est orientable si et seulement si ’appli-
cation antipodale a : x — —x préserve 'orientation de S™. L’orientation de chacun des espaces
tangents de S® = f~1(0) avec f(x) = ||z||* est donnée par la proposition On voit que
pour cette orientation, (vy,...,v,) est une base positive de T,S" si et seulement si la base
(v1,. .., v, x) de R™ est positive (en effet, df,.(z) = 2||z|> > 0 ). On en déduit que a préserve
l'orientation si et seulement si (vy, . .., v,, x) est de la méme orientation que (—vy, ..., —v,, —),
autement dit si et seulement si n est impair. [J

Définition 5.36 (formes volumes). Une forme volume sur une variété M est une forme dif-
férentielle de degré maximal (c’est-a-dire de degré égal & la dimension de la variété) qui ne
s’annule en aucun point.

Par exemple, la forme dx; A -+ A dx, (= detg,) est une forme volume sur R". Remar-
quons qu’une base (vy,...,v,) de R™ est positivement orientée si et seulement si dzy A -+ A
dx,(vy, ..., v,) > 0.

Théoréme 5.37. Pour toute variété M de dimension n, il y a équivalence entre

(a) il existe une forme volume sur M,
(b) le fibré A"T*M est trivialisable,
(c) M est orientable.

Démonstration. L’équivalence entre (a) et (b) a déja été vue : un fibré en droite est trivial si et
seulement s’il admet une section qui ne s’annule pas. Or, une forme volume n’est rien d’autre
qu’une section de A"T*M qui ne s’annule pas.

Montrons que (¢) implique (a). On se donne un atlas orienté (U;, ¢;)icr et (p;)icr une partition
de T'unité subordonnée au recouvrement (U;);cr. Notons o = dxy A - -+ A dx,, la forme volume
standard sur R". La forme ¢;o n’est définie que sur U; mais la forme p; ¢o, qui est & support
compact inclus dans U;, peut étre étendue en une forme w; globalement définie sur M.
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Posons w = ), w; et vérifions que w est une forme volume sur M.
Soit = € M. Alors, il existe un indice j pour lequel p;(z) > 0 et on peut écrire :

=3 pi(@)iola)

pi(z) oY) o) (x
ng@>(m (61 0671)) 0)(2)

::&ggg%““%oﬁ”wm>”@ww@>

Comme l'atlas est orienté, chacun des termes de la somme est positif et le terme d’indice j est
strictement positif. La somme est donc non-nulle et il en est de méme de p;(z) ¢jo(z). Nous
avons prouvé que w(x) # 0.

Démontrons maintenant que (a) implique (¢). Soit donc w une forme volume. Pour tout
x € M, on définit une orientation O, sur M en décidant qu'une base (vy, ..., v,) est positive-
ment orientée si et seulement si w,(v1,...,v,) > 0. Vérifions que la famille d’orientations ainsi
construite est localement constante. Soit a € M et soit (vq,...,v,) une base de T, M positive
pour O,. Soit ¢ une carte en a. Pour i = 1,...,n, on pose V;(z) = (d¢,) ' (d¢,(v;)). La famille
(Vi,...,V,) forme un repére de T'M défini au voisinage de a, qui coincide avec (vy,...,v,)
en a. De plus, par continuité, comme w,(vy,...,v,) > 0, on a w,(Vi(z),...,V,(z)) > 0 pour
x proche de a. Par conséquent, (Vi(x),...,V,(x)) représente O, pour x proche de a. Comme
do.(Vi(z)) = dpa(v;) ne dépend pas de z, on en déduit que d¢,(O,) ne dépend pas de z (au
voisinage de a). On a bien prouvé que la famille d’orientations (O,) est localement constante.
[

V Intégration des formes différentielles

Soit U un ouvert de R™. On note Q7(U) l'ensemble des formes différentielles de degré n, a
support compact. Notons que les formes que ’on considére ici ont un degré égal a la dimension
de l'espace. Tout élément de Q7 (U) s’écrit de maniére unique w = fdxy A --- A dx,, pour une
fonction f a support compact sur U.

On définit alors tout simplement l'intégrale de w € Q7(U) par la formule :

[ [ ) dn...ds, (5.2)

L’intéret de cette définition vient de son invariance par difféomorphisme :

Proposition 5.38 (changement de variable). Soient U, V des ouverts de R™ et ¢ : U — V un
difféomorphisme préservant l'orientation. Alors, pour toute forme w € QX (V),

e
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Démonstration. Ecrivons w = fdxqy A -+ A dx,. Alors,

P'w= fop Cb*(dasl Ao A den)
= fo¢ det(do)dxy A ... dx,,
d’apreés la remarque (b). Comme ¢ préserve orientation, det d¢ = | det d¢| et la proposition

est donc conséquence de la formule de changement de variable pour l'intégrale de Lebesgue.
OJ

REMARQUE 5.39. Bien str, dans la proposition précédente, si ¢ inverse l'orientation, alors
fU P'w = — fvw. C’est une conséquence de la démonstration ci-dessus, car alors detd¢p =

—| det dg). <

Etant donnée une variété, on note Q7 (M) I'ensemble des n-formes a support compact sur
M. Bien stir, si M est compact, alors Q7 (M) = Q™(M).

Théoréme 5.40 (Intégration des formes différentielles). Soit M une variété orientée de di-
mension n. Il existe une unique forme linéaire fM : QM) — R telle que pour toute carte
orientée (U, ») de M et toute n-forme w a support compact dans U, on ait :

/Mw - /¢><U>(¢1>*w'

Démonstration. Supposons d’abord qu’une telle forme linéaire existe. Soit (U;, ¢;)ier un atlas
orienté de M, et (p;)ie; une partition de 1'unité subordonnée au recouvrement (U;);c;. Pour
toute n-forme a support compact w, nous pouvons écrire w = Y., piw. Cette somme est en
fait finie car le support de w est compact et le support des partitions de I'unité est localement
fini. Alors, nécessairement,

o= > | por= > / o, ) (5.3)

Cette formule implique I'unicité.
Pour Dexistence, on définit [, par la formule ci-dessus. La linéarité est claire. Supposons
que w € Q.(U), ou U est le domaine d’une carte (U, ). Alors,

[o=%] o O 0

i

-3 /¢ o 70

L)

- /w L

ou la deuxiéme égalité est conséquence de la formule de changement de variable (proposition
5.38). La forme linéaire ainsi définie vérifie donc bien les conditions demandées. [J

Il y a de multiples remarques a faire.

REMARQUE 5.41.
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(a) L’unicité implique que la définition de [ s donnée ci-dessus ne dépend pas des choix d’atlas
orienté, ni de partition de I'unité. Dans la pratique, on n’utilise pas la formule donnée dans
la démonstration, car les partitions de 1'unité sont en général impossible a calculer.

(b) Sil'on change 'orientation de M, la forme linaire [ 1 st remplacée par son oppos¢ — / e
En effet, cela revient a remplacer toutes les cartes de l'atlas (U;, ¢;)ic; ayant servi a la
démonstration par (U;, 7o @;)ier ou T est un difféomorphisme de R™ renversant 1’orientation
fixeé.

(¢) Siw est une forme volume sur une variété compacte connexe, alors | w7 0. En effet, dans
la formule (j5.3]), tous les termes ont le méme signe.

(d) Sitp: M — N est un diffeomorphisme préservant 'orientation, alors

e

On peut le voir comme une conséquence de 'unicité ou le déduire de la formule ([5.3)) et de
la proposition [5.38

(e) Plus généralement, si B est un borélien[l]de M (par exemple un ouvert ou un fermé de M),
on peut montrer qu’il existe une unique forme linéaire

/B:Q%(M) —R

ou Q% (M) est 'ensemble des n-formes w sur M telles que (Suppw) N B est compact, telle
que pour toute carte orientée (U, ¢) de M et toute w € Q% (M) a support dans U, on ait

Jo= L

L’intégrale des formes différentielles est o-additive sur les domaines.

(f) Siw est une k-forme, k < n et N C M est une sous-variété orientée de dimension k de M,
alors on définit I'intégrale de w sur N comme l'intégrale i*w ou 7 est I'injection canonique

N — M :
/w::/i*w.
N N

En combinant avec la remarque (d) ci-dessus, on obtient que pour tout plongement j : V' —
M ot V est un ouvert de R* et pour toute k-forme w,

/ w:/j*w.
i) 14

Bien siir, ici, j(V) est muni de l'orientation image par j de l'orientation de R*. Cette
derniére formule est trés utile pour calculer des intégrales de formes en pratique.

<

1. Rappelons qu'un borélien d’un espace topologique est un élément de la tribu engendrée par les ouverts de
M.
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Exemple 5.42. Soit « une 1-forme et v : I — M une courbe paramétrée lisse. Alors,

/vm ‘T /17*0‘ B /1 Qo) (Y(2)) dt.

En effet, pour tout t € I, et tout 7 € R, on peut écrire

V(1) = oy (Y()T) = @y (Y(2)) T

En notant, comme d’habitude, dt la 1-forme égale en tout point a la forme linéaire 7 — 7, nous
obtenons bien la formule

Yoy = Oy (t) (V(t» dt.

Exercice 27. Vérifier que ['intégrale de la forme
dr —xd
a — V4= dy
2+ y?
sur un cercle du plan centré en l’origine vaut 2.

Exemple 5.43. Nous allons calculer 'intégrale de la forme w = zdx A dy sur la sphére unité
S? de R3.

On paramétre la sphére a ’aide des coordonnées sphériques. Autrement dit, on la voit comme
image du plongement

j: (g, 0) = (cos cosp,cosf sing,sinf), |—Z, 2[x]0,2r[— R®.

On veut appliquer la formule fj(v)

w = fv J*w. Il nous faut donc calculer j*w. Calculons :
j*dxr = d(x o j) = —sinf cospdf — sinp cosf dy,

et de méme,
j*dy = —sin @ sin p df + cos ¢ cos 6 dp.

D’ou,

J'w = 7%(zdx N dy)
= sin f(—sin cos ¢)(cos ¢ cos ) df A dp — sin §(—sin 0 sin @) (—sin p cosf) df A dyp
= sin® 6 cosOdyp A db.

Nous pouvons maintenant calculer 'intégrale :

27 % T
/ W—/ j*w—/ / sin® @ cos 0 df dp = 27 [+sin 0] 2 = 3m.
§2 ]- 5,5 [x]0.2] o J-I -3

2

94



VI La formule de Stokes

VI.1 Domaines a bord lisse

Dans toute la suite, nous utiliserons la notation R_ =] — 00, 0]. On fixe une varié¢té M de
dimension n > 1.

Définition 5.44 (Domaines a bord lisse). Une partie N d’une variété M est appelée domaine

a bord lisse de M si N est l'adhérence d’un ouvert et si pour tout x appartenant a la frontiére
ON = N\ N de N, il ezxiste une carte (U, ¢) en x, telle que ¢p(z) =0 et

p(UNN) = (R_ xR ) neU).

La frontiere ON est appelée bord de N.

¢

TN

oo
-/

Exemple 5.45. Soit f : M — R une fonction lisse dont 0 est une valeur réguliére. Alors,
{r € M| f(x) < 0} est un domaine a bord lisse de M.
En effet, par le théoréme de forme normale des submersions, il existe une carte ¢ telle que

f o ¢_1(m17 s 7xn) = T,

pour tout (zi,...,x,) au voisinage de 0. Alors, localement f(z) < 0 si et seulement si f o
¢~ (¢p(z)) < 0, si et seulement si la premiére coordonnée de ¢(z) est négative. Donc localement,
¢ envoie {z | f(z) <0} sur {z|z; < 0}. <

Dans la proposition qui suit, on note p la projection canonique R x R*~! — R"~1,

Proposition 5.46. Soit N un domaine a bord lisse de M. Alors le bord ON est une sous-variété
de codimension 1 de M.

De plus, si M est orientée, et n > 2, ON admet une orientation induite telle que si (U, ¢)
est une carte orientée en un point de ON wvérifiant (U N N) = (R_ x R* 1) N ¢(U), alors
(UNON,podlunan) est une carte orientée de ON .

Démonstration. Pour tout « € N, une carte (U, ¢) en z telle que
$(UNN) = (R xR")Ng(U)

vérifie en particulier

$(UNOIN) = ({0} x R*™) ng(U).
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Ceci montre que ON est une sous-variété.

Montrons que les applications de la forme (UNOIN, po@|ynan), avec (U, ¢) une carte orientée
en un point de N vérifiant ¢(U N N) = (R_ x R" 1) N @(U), forment un atlas orienté de N .
Par définition d’un domaine a bord lisse, les domaines de ces applications recouvrent N (on
peut ajuster l'orientation de ¢ en composant par une réflexion laissant la premiére coordonnée
invariante).

Etant données deux telles cartes (UNIN, pod|yran) et (U'NIN, pod'|pnan), par hypothése,
le changement de carte ¢’ o ¢! préserve l'orientation et envoie R_ x R"! dans lui-méme. Il
en est donc de méme de sa différentielle, qui préserve donc l'orientation du facteur R*~!. Cela
montre que le changement de carte entre p o ¢|gn et p o ¢'|sn préserve 'orientation. [

REMARQUE 5.47. Appelons vecteur sortant a N tout vecteur v € T, M en x € ON qui est de
la forme ¢(0) avec ¢ un chemin en z tel que ¢(t) € N pour t < 0, ¢(t) ¢ N pour t > 0 et
d(0) ¢ T,ON.

Avec T'orientation donnée dans la proposition précédente, si v est un vecteur sortant en x,
alors une base (vq,...,v,) de T,ON est positive si et seulement si (v, vs,...,v,) est une base
positive de T, M.

Justifions cette affirmation. Les cartes orientées envoient l'orientation de l’espace tangent
sur lorientation canonique, donc une base (vs,...,v,) est positive si et seulement si la fa-
mille (d¢,(vs),...,dd.(v,)) est une base positive dans {0} x R"~!. Comme d¢,(v) a une pre-
miére coordonnée positive, c’est équivalent a (d¢,(v), do,(va), ..., dp.(v,)) positive et donc a
(v,vg,...,v,) positive. <

V1.2 La formule de Stokes

Nous pouvons maintenant énoncer la formule de Stokes.

Théoréme 5.48 (Formule de Stokes). Soient M wune variété orientée, de dimension n > 2,
et N un domaine a bord lisse. On note j : ON — M [injection canonique. Alors, pour toute
n — 1-forme w sur M telle que Suppw N N est compact,

/ j*w:/dw
ON N

REMARQUE 5.49. Dans le cas ot M = R et N est un intervalle de la forme [a, b], nous n’avons
pas défini 'intégrale d’une 0-forme sur une variété de dimension 0. En revanche, on sait que
I'on a pour w(z) = f(z), dw = f'(x) dz, donc

. f'(x) de = f(b) = f(a).
<

Démonstration. Nous allons commencer par établir la formule de Stokes dans le cas ou M = R"
et N =R_ x R*"!. Dans ce cas, une n — 1-forme w s’écrit

n
w=Y_fidey Ao Adr A A day,.
=1
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La différentielle s’écrit alors explicitement :

dw:Z( 1)~ 1afl A Ndxy,.

X1
, &r;l
=1

Nous pouvons ensuite exprimer 'intégrale de dw sur N.

/dw—/ / dml dxs . . dasn+2(—1)i_1/
Rt i=2

Or, ’hypothése sur le support de w implique que pour ¢ > 2, la fonction f; est a support
compact et donc fR 0/; dxl s’annule. On en déduit :

/dw—/ / Oh dx1 dzs . ..dzx,
Rn— 1

= f1(0, g, ... ) dxy . .. day,.

Rn—1

dxy . ..dx,

Par ailleurs, j*w = fi|{oyxrr-1dz2 A -+ A dxy|(oyxre—1 car di|(oyxrn-1 = 0. Nous avons donc
bien établi dans ce cas la formule [, j*w = [ dw.

Notons au passage que dans ce cas particulier, si jamais w est a support inclus dans I'intérieur
de N, alors on obtient || Ny adw = i) oy J 7w = 0. Bien stir, si w est a support dans le complémentaire
de N, on obtient la méme formule.

Le cas général se déduit facilement du cas particulier a ’aide de partitions de I'unité. On
choisit un atlas orienté (U;, ¢;) de cartes de M telles que ¢;(U; N N) = (R_ x R™™ 1) N ¢;(T;).
Un tel atlas existe par deﬁmtlon des domaines & bord lisse. Bien str, une telle carte définie
au voisinage d’un point de N a son image incluse dans l'intérieur de R_ x R"!, et une telle
carte définie au voisinage d’un point de M \ N a son image incluse dans le complémentaire
de R_ x R"!. On choisit également une partition de 1'unité f; subordonnée au recouvrement
(U;), et on note w; = fw. Alors, en utilisant le cas particulier et la formule de changement de

variable,
fa=x), Z/ Z/Rn Sl
—Z/ T ( Z/ ((¢ilon)™ Z/aszz
- /MM
O

REMARQUE 5.50. La formule de Stokes s’applique au cas particulier ot N = M. Dans ce cas,
ON = () et 'on obtient
/ dw =0,
M

pour toute n — 1-forme w & support compact. <
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Exemple 5.51. Calculons le volume de la boule unité de R3. Une premiére méthode consiste
a écrire la forme dx A dy A dz en coordonnées sphériques, puis intégrer sur le pavé droit [0, 1] X
[07277-] X [_%7 %]

Une autre méthode consiste a appliquer la formule de Stokes a la forme z dx A dy, dont la
différentielle est dz A dy A dz. 11 se trouve que 'on a déja calculé son intégrale sur la sphere :

%W, qui est bien le volume de la boule unité. <

Exemple 5.52. Soit Q un domaine & bord lisse de R?, dont le bord est donné par une courbe
lisse simple v : R/TZ — R2 On note v = (f,g) les applications coordonnées de 7. Alors, en
utilisant la formule de Stokes :

Aire(Q) = /Qd:c/\dy _ /mxdy - /OT £(6) (8) dt.

Une telle aire est donc trées simple a calculer. Notons que la formule de Stokes donne aussi :

Aire(Q2) = —/adex = %Ag(xdy—ydx).

<

Les deux corollaires suivants sont des cas particuliers de la formule de Stokes connus sous
d’autres noms.

Corollaire 5.53 (Formule de Green-Riemann). Soit D un domaine a bord lisse du plan. Alors
pour toutes fonctions P, Q) lisses sur D,

/ Pdm+Qdy:/(%—a—P)dxdy.
aD p \ 0z dy

Le corollaire suivant demande un peu de préparation. Etant donné un domaine a bord lisse
Q2 de R3. On se donne un champ de vecteurs N sur R? qui coincide en tout point x de 9 avec
le vecteur normal unitaire sortant. On note j : 9Q — R3 I'injection canonique. La 2-forme

o=j"(ey(dx Ndy Ndz))

est appelée forme d’aire sur 0€2. Etant donné un champ de vecteurs X, on appelle flur de X
a travers 01 la quantité
Fluxsa(X) = / (X,N)o.
o9

Intuitivement, si 'on pense au flot de X comme & un écoulement de fluide, le flux de X a
travers 0f) est la quantité infinitésimale de matiére qui traverse 0§2 par unité de temps.

On appelle divergence de X = (X1, X2, X3) la fonction div(X) = 25 + 88—)22 + 2% Nous
pouvons maintenant énoncer le deuxiéme corollaire :

Corollaire 5.54 (Formule de Gauss-Ostrogradski). Pour tout champ de vecteurs X,

Fluxgo(X) = / div(X) dz dy d=.
Q
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Démonstration. Notons a = dx A dy A dz. Par définition, (X, N)o = (X, N)j*(tya) en tout
point de 9€). Comme « est une 3-forme et 0f) est de dimension 2, la restriction de a & OS2 est
nulle. En particulier, pour tout champ de vecteurs T' tangent a 92, j*(tra) = 0.

Ceci s’applique en particulier au champ de vecteurs T'= X — (X, N)N. On en déduit :

(X,N)o = j*(tx).

Par la formule de Stokes, nous avons donc :

Fluxga(X) :/dixa
Q

:/ﬂ&@Aw+&MAm+&MA@)
Q

= / div(X) dz dy dz.
Q

VI.3 Une application topologique : le théoréme de Brouwer
Nous allons utiliser la formule de Stokes pour montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.55 (Brouwer). Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans
elle-méme admet un point fixe.

Pour cela, nous allons d’abord établir le lemme suivant :

Lemme 5.56 (de non-rétraction). Soit N un domaine a bord lisse orientable et compact d’une
variété. Alors, il n’existe pas d’application lisse r : N — ON telle que r|on = Idgn.

Démonstration.  Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe une telle application 7.
Soit w une forme volume sur ON. Alors, on sait que |, oy w 7 0. Notons par ailleurs que dw est
nulle car c’est une n-forme sur ON qui est de dimension n — 1. Notons j : 9N — N l'injection
canonique. Par hypothese, r o 7 = Idgy. Alors, par la formule de Stokes,

Oz/r*dw:/d(r*w):/ j*'r*w:/ w # 0.
N N ON ON

On obtient bien une contradiction. O

Démonstration.  Supposons qu’il existe une application continue sans point fixe de la boule
fermée dans elle-méme, que 1'on notera B. Alors, en approchant f par une application lisse
fe telle que ||f|| < 1+ ¢ et en considérant ﬁ f-, on obtient une application lisse de B dans
elle-méme, sans point fixe pour € > 0 suffisamment petit. On peut donc supposer dans la suite
de cette démonstration que f est lisse.

On définit alors r(x) comme l'intersection de la droite passant par z et f(x) (qui sont
distincts) avec la sphére unité, située du coté de x. Autrement dit, r(x) = z+ M(x — f(x)) ou A
est 'unique racine positive de 'équation ||z + A(z — f(z))]|* = 1. On sait que r est lisse grace
aux formules donnant les racines d’'un polynéme du second degré. De plus, r est bien I'identité
en restriction au bord de B. Nous obtenons une contradiction avec le lemme. [
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Chapitre 6

Cohomologie de De Rham

Dans ce chapitre, nous introduisons la cohomologie de De Rham, qui est un outil algébrique
permettant de distinguer des variétés non homéomorphes. Nous calculerons la cohomologie de
De Rham sur certains exemples et donnerons quelques applications. Ce chapitre constitue une
premiére approche de la topologie algébrique, dont le but est de classer les espaces topologiques
a 'aide d’invariants algébriques.

I Formes fermées et formes exactes

On se place sur une variété M de dimension n donnée.

Définition 6.1. Une forme différentielle w est dite fermée st dw = 0. Elle est dite exacte s’il
existe une forme « telle que w = da.

REMARQUE 6.2.
(a) Une n-forme est toujours fermée.

(b) Une O-forme est fermée si et seulement si ¢’est une fonction localement constante. Elle n’est
jamais exacte, sauf si elle est nulle.

(¢) Comme dod = 0, une forme exacte est toujours fermée. La réciproque est fausse en général
et c’est ce phénoméne précis que nous étudierons en détail dans ce chapitre!

<
Proposition 6.3. Soit V' une sous-variété compacte orientable de dimension k, et w une k-
forme.
(a) Siw est exacte alors [, j*w = 0.

(b) Siw est fermée et s’il existe une sous-variété orientable W telle que V' soit le bord d’un
domaine a bord lisse compact de W, alors fvj*w =0.

Démonstration. Chacun des deux points va étre une application de la formule de Stokes.

(a) Si w = da alors, d’apres la formule de Stokes appliquée au domaine V' dans la variété V/
(donc de bord vide) [, j*dar = 0 car le bord est vide.

(b) Sidw=0etsiV=09%Q,alors [,j*w= [,dw=0.
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Exemple 6.4. Etudions des exemples de 1-formes définies sur des ouverts du plan. Une 1-forme
sur un ouvert U de R? s’écrit
w = fdr+ gdy.

of _ 9y
By — Oz°

Dans le cas ou U = R? et si w est fermée, alors nous allons vérifier que w est exacte. Posons

:fow f(t ydt—l—fo (0,t)dt. Alors,

& (zy) = flx,y),
S(ry) = [y GEty)dt+g(0,y) = 7 Gt y)dt + g(0,y) = g(z,y),

donc w = dF.

Par exemple, considérons la forme w = £% +52dx7 définie sur U = R? \ {0}. Nous avons déja
vu que dw = 0. Il s’agit donc d’'une forme fermee En revanche, nous pouvons montrer qu’elle
n’est pas exacte sur U.

En effet, si w était exacte, alors son intégrale sur le cercle unité serait nulle (proposition
précédente). Or nous avons vu que fsl w = 0% df = 2m.

Dans le cas ot U = R?\ {py, ..., pr}, les p; étant des points 2 a 2 distincts, on peut construire
de multiples exemples de formes fermées non-exactes. Par exemple, en notant 7, la translation
de vecteur —u, on peut considérer I’'espace V' de toutes les combinaisons linéaires Zle a; T, W,
ol w est la forme d’angle du paragraphe précédent et aq, ..., ax sont des coefficients réels.

L’intégrale d'une telle forme sur un petit cercle C; autour de p; (et qui n’entoure qu’un seul
pi) est 2ma;. Donc lapplication linéaire

I:V R w— (/ w,...,/ w)
C Cn

est un isomorphisme et V' est de dimension k. De plus, si deux élements de V' différent par une
forme exacte alors, d’aprés la proposition précédente, ils ont la méme image par I, donc les
mémes coefficients a;. Ceci prouve

dim ({w € Q'(U) |w fermée} /{w € Q'(U) |w exacte} ) > k,

Elle est fermée si et seulement si

et suggére que d'une maniére générale, le quotient de l'espace des formes fermées par celui
des formes exactes mesure la complexité d’un espace, le nombre de ses "trous”. Nous allons
développer cette idée dans la suite du chapitre.

Nous démontrerons en particulier que le quotient ci-dessus est de dimension exactement k

(voir proposition ci-dessous). <

II' Cohomologie de De Rham

Guidé par 'exemple précédent, il est naturel de poser la définition suivante.

Définition 6.5. On note Z¥(M) = {w € QF(M) | dw = 0} ’ensemble des formes fermées de
degré k sur M et B¥(M) = {w € QF¥(M) |w exacte} l'ensemble des formes exactes.

Le R-espace vectoriel quotient H*(M) = Z*(M)/B*(M) est appelé k-ieme groupe de co-
homologie de De Rham. La classe d’une k-forme fermée «, notée |a], est appelée classe de
cohomologie de ov. L’entier k est le degré de la classe.
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REMARQUE 6.6.
(a) Si k< 0ouk >n,alors H*(M) = {0} puisque Q*(M) = {0}.

(b) Sik =0, alors H*(M) = Z°(M) est '’ensemble des fonctions localement constantes sur M.
Par conséquent, on peut écrire

HO(M> _ R{composantes connexes de M}

Cela confirme 'idée que les groupes de cohomologie mesurent la complexité de I'espace. Les
autres H*(M) sont plus compliqués a calculer.

<
Certaines opérations sur les formes induisent des opérations en cohomologie.

Proposition 6.7. Le produit extérieur induit un produit
U: HY(M) x HY(M) — H*™(M)

donné par [o) U [B] = [a A B] pour toute k-forme « et {-forme B. On Uappelle le produit “cup”.

Démonstration.  Supposons que pour des formes fermées a, o/, 5,5, on ait o/ = o + da et
B = [+ db. Alors,

dANB =aAB+daNB+aAdb+ da A db.

Comme f est fermée, da A f = d(a A B) £aANdB = d(a A () est exacte. De méme a A db et
da N db sont exactes. Ceci montre que o A 5 et a A S différent par une forme exacte et donc
que le produit extérieur passe au quotient. [

Proposition 6.8. Soit f : M — N une application lisse. Alors, f* : Q¥(N) — QF(M) induit
un morphisme H*(N) — H*(M). De plus, si g : N — P est une autre application lisse, alors

(gof) = fog"

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du fait que pour toute forme w, f*(dw) =
d(f*w), ce qui implique que f* envoie forme fermée sur forme fermée et forme exacte sur forme
exacte. [

Nous allons maintenant développer deux outils permettant de calculer les groupes de coho-
mologie : I'invariance par homotopie et la suite exacte de Mayer-Vietoris.

III Invariance par homotopie

Commencons par définir la notion d’homotopie.
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Définition 6.9. Soient X,Y deux espaces topologiques et f,g : X — Y deux applications
continues. Une homotopie de f a g est une application continue H : X x [0,1] — Y, telle que
pour tout x € X, H(0,z) = f(z) et H(1,z) = g(x). Sl existe une homotopie de f a g, on dit
que [ et g sont homotopes.

Soient M et N deux variétés et f,g: M — N deuz applications lisses. Une homotopie lisse
de f a g est une application lisse H : Mx] —e,1 +e[— N avec € > 0 telle que H(x,t) = f(z)
pour tout (z,t) € Mx]—e,0] et H(z,t) = g(x) pour tout (x,t) € M x [1,1+¢[. Sl existe une
homotopie lisse de [ a g, on dit que f et g sont C°°-homotopes.

Proposition 6.10. Les relations d’homotopie et d’homotopie lisse sont des relations d’équiva-
lence.

Démonstration. Supposons qu’il existe une homotopie H de f a g. Alors, (z,t) — H(x,1—1t)
définit une homotopie de g & f. De plus, elle est lisse si H 1'est. Cela prouve que ces relations
sont réflexives.

Supposons maintenant que ’on ait une homotopie H de f & ¢ et une homotopie K de g a

h. Alors, I'application
H(z,2t it
(2,1) (z,2t), si
K(z,2t —1), sit

VoA
D= D=

est une homotopie de f a h. Si H et K sont lisses, on peut contruire une homotopie lisse de f

a h par la formule
1

244
1
2+47

N

H(z,(2+9)t), sit
(@)= {K(x, 24+ 8H)t—1-9), sit

WV

pour 0 > 0 suffisamment petit. Ceci montre que ces relations sont transitives. [J

Proposition 6.11. Soient f,g : M — N deux applications lisses C'*°-homotopes. Alors, les
applications linéaires f* et g* entre H*(N) et H*(M) coincident.

Nous allons commencer par établir le lemme fondamental suivant.

Lemme 6.12. On note jo,j1 : M — M x R les applications données par jo(x) = (z,0) et
J1(z) = (z,1), pour tout x € M. Alors jj et ji coincident.

La proposition s’en déduit facilement.

Démonstration.  Soit H une homotopie lisse de f a g. On peut prolonger H en une application
M x R — N lisse telle que H(-,t) = f pour t < 0 et H(-,t) = g pour t > 0. Alors, on peut
écrire f = Hojoet g = Hoj donc f* = jjo0 H" et g* = j; o H*. Le lemme implique donc bien
[f=g. O

Démonstration. Nous allons construire une application K, : (M xR) — QP! (M) vérifiant]]

Va € QP(M x R), jija—jia =dK,a+ K,1da.

1. En langage technique, K est une "homotopie de complexes de cochaines”.
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o= P Y M X R) L= QP(M x R) —% QP (M x R) —— - --

- Kp e Kpi1 e ok
J1—Jo J17Jo J1—Jo

(M) d QP (M) QM) — -

Ceci impliquera que si « est une forme fermée, alors jia — jia est exacte donc [jia] = [jja]
comme souhaité.
)

On considére le champ de vecteurs 7, sur M X R, dont le flot est donné par la formule

¢'(x,s) = (x,s+t). Pour des raisons typographiques, il sera pratique de noter ¢; au lieu de ¢".
On a donc ¢; o jo = j; on j, désigne le plongement j; : @ — (x,t), M — M x R. Alors,

%(]t a) = ]o%(gbta) = Jo®: %(sta”s:o = ]0¢t£%a = Jt ﬁ%a-
Par la formule de Cartan, nous obtenons ensuite

d

SUia) =ji(diga+ g da)

= d(jt*LagOé) —I—j:bagda.
Pour toute p-forme «, posons
1
K,(a) = / Jite adt.
0 ot

Y N : 2 N
D’aprés ce qui précede,

1
. . d, .,
Jio— joo = /0 a(jt a)dt = dK,o + Kpi1da,
comme annoncé. [

Le théoréme suivant, que nous admettrons, va nous permettre de nous passer de la lissité
des applications, dans de nombreux cas.

Théoréme 6.13 (Admis). Toute application continue M — N entre variétés est homotope a
une application lisse M — N. De plus, deux applications lisses homotopes sont C*°-homotopes.

Ce théoréeme affirme donc que les classes d’homotopies d’applications continues entre M et
N s’identifient aux classes d’homotopie lisse d’applications lisses entre M et N. Ce théoréme
permet de définir le tiré en arriére d’une classe de cohomologie par une application continue.

Définition 6.14. Pour toute application continue f : M — N, on définit f* : H*(N) —
HY (M) en posant f* := f* ou f est n’importe quelle application lisse M — N homotope a f.

D’aprés la proposition et la deuxiéme partie du théoréme , f* ne dépend pas du
choix de f, et f* est ainsi bien définie. On vérifie facilement que si f : M — N et g: N — P
sont continues, alors (go f)* = f*o g*.

Nous allons maintenant donner quelques définitions et remarques supplémentaires ainsi que
les implications sur la cohomologie.

104



Définition 6.15. On dit qu’une application continue f: X — Y est une équivalence d’homo-
topie s’il existe g 1 Y — X continue telle que f o g est homotope a Idy et go f est homotope a
Idy.

S’il existe une équivalence d’homotopie entre N et M, on dit que N et M ont méme type
d’homotopie.

En particulier, deux espaces homéomorphes ont méme type d’homotopie.

Exemple 6.16. (a) R" a le méme type d’homotopie que {0}. En effet, I'inclusion de {0} — R"
est une équivalence d’homotopie. Soit g I'application triviale R” — {0}. Alors go f : {0} —
{0} est Iidentité de {0} et fog: R™ — R"™ est 'application constante égale a 0. Celle-ci
est homotope a l'identité de R™ via I'homotopie H(x,t) = tx.

(b) R™\ {0} ale méme type d’homotopie que S". En effet, si I'on considére I'inclusion canonique
f de S™ dans R™ \ {0} et g 'application R™ \ {0} — S", définie par g(z) = [a7> alors
go f =1Ids» et fogest'application R™\ {0} — R"\ {0}, = 7o~ Cette derniére est bien
homotope & Idgn\ (o} via 'homotopie H(x,t) = t£: + (1 —t)x.

lll

<

Exercice 28. Soit X un espace et I un intervalle. Montrer que pour tout ¢ € I, l'application
X = X x I, z+ (z,c) est une équivalence d’homotopie entre X et X x I.

Si f est une équivalence d’homotopie, alors avec les notations de la définition, f* est un
isomorphisme entre H*(M) — H*(N) de réciproque g*. D’ott le théoréme suivant :

Théoréme 6.17. Deux variétés qui ont méme type d’homotopie ont des groupes de cohomologie
de De Rham isomorphes.
En particulier, deux variétés homéomorphes ont des groupes de cohomologie isomorphes.

On dit qu’un espace est contractile, s’il a le type d’homotopie d’un singleton.
Exercice 29. Montrer qu’un ouvert étoilé de R™ est contractile.

La cohomologie d’un singleton étant particulierement simple, on déduit du théoréme précé-
dent :

Corollaire 6.18. Soit M une variété contractile. Alors
H(M)=R, et H*M)=0,Yk>D0.

Nous allons maintenant développer un deuxiéme outil de calcul, de nature algébrique, la
suite exacte de Mayer-Vietoris.

IV La suite exacte de Mayer-Vietoris

IV.1 Vocabulaire d’algébre homologique

Un complexe de cochaines (E,d) est une suite d’espaces vectoriels (ou de modules sur un
anneau commutatif unitaire) F = (E*)yez, munie d’'une suite d’applications linéaires d =
(dy)rez, appelée différentielle du complexe, telle que pour tout k € Z, dj, : E¥ — EF! et
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dj11 0 d, = 0. Afin de bien visualiser I’ensemble des données, on note souvent un tel complexe
comme suit :

Ek d R+l 41 Fk+2

Bien sir, (2*(M),d), ou d est la différentielle extérieure, est le complexe de cochaines qui
nous intéresse dans ce cours. Mais ce n’est pas le seul qui soit intéressant. Ces complexes sont
omniprésents en topologie et en algébre.

La condition dj; o dp = 0 est équivalente a Im dj, C ker dj ;.

On dit qu’un complexe est une suite exacte si pour tout entier k € Z, on a Imd = ker dy 1.

Une suite exacte courte est une suite exacte dont tous les termes sont nuls sauf éventuellement
trois consécutifs d’entre eux. Une suite exacte courte se note :

0 FE'sF "o @Q 0.

Un troncon de suite exacte de la forme 0——= F—= F signifie keri = 0, c’est-a-dire i

injective. De méme, un troncon de suite exacte de la forme E——= F ——=0 signifie Im7m = G,
c’est-a-dire m surjective.
Si l'on a une suite exacte courte

0 Et-F-".@Q 0,

alors G ~ F/E (en particulier, dim F' = dim F + dim G). En effet, 7 est surjective donc
G = Imnm ~ F/kerm = F/Imi ~ F/E. Le dernier isomorphisme vient du fait que i est
injective et donc Im¢ ~ F.

Un morphisme de complexes de cochaines f : (E,d) — (E’,d’) est la donnée d’applications
f¥ . EF — E' telles que pour tout k € Z, d), o f* = f*! o d,. Autrement dit, le diagramme
suivant est commutatif.

Br % phtt 1 ko

lfk lfk+1 lf}c+2

U
gk B gk ! k2

Nous avons vu par exemple que si f : M — N est une application lisse, alors f* est un
morphisme de complexes entre (Q(N),d) et (M), d).

La cohomologie d'un complexe de cochaines est la suite des espaces vectoriels (ou modules)
H*(E,d) = (H*(E,d))yez donnée par

H*(E,d) = ker d;,/Tm dj_;.

Une suite exacte a une cohomologie nulle. Intuitivement, la cohomologie mesure donc le défaut
d’exactitude du complexe.

Par exemple, les groupes de cohomologie de De Rham forment la cohomologie du complexe
(Q(M),d).

Un morphisme de complexes f : (E,d) — (E’,d') induit une application en cohomologie
f: H(E,d) — H*(E,d). En effet, si a,a’ € E} représentent la méme classe de cohomologie
de E, alors a — a’ = dj_1b pour un certain b € Ej_;. Donc fi(a) = fr(a' + dx_1b) = fr(a') +
fr(dg—1b) = fr(a’) + di_1fr—1(b) et on voit que fr(a) et fr(a’) définissent la méme classe de
cohomologie de F'.

106



IV.2 Suite exacte longue en cohomologie associée & une suite exacte
courte de complexes

Une suite exacte courte de complexes est la donnée de trois complexes de cochaines E, F, G
et de morphismes f: E — F et g : ' — G tels que pour tout k € Z,

I

0 EF Fk % Gk 0

est exacte. Autrement dit, on a un diagramme commutatif comme ci-dessous, ot les colonnes
sont des complexes et les lignes des suites exactes courtes :

(6.1)
0 o L S e S S N
0 pr—de gl %, gk 0
0 1 T pegn 9L ok
Le théoréeme suivant est tres utile.
Théoréme 6.19. Soit 0 gt.p G 0 wune suite exacte courte de complexes.

Alors, pour tout entier k, il existe une application linéaire 5 : H*(G) — H*TL(E) telle que

Sk—1 Ir

Hk(E) Hk(F> gk Hk.(G) 6k Hk+1(E) fk+1 Hk.+1(F) gk+1 Hk+1 (G)6k+1

soit une suite exacte.

Démonstration. Pour alléger la démonstration, nous noterons de maniére indifférentiée d la
différentielle de chacun des complexes. Nous omettrons également les indices k& de chacune des
applications. On notera aussi [a] la classe de cohomologie d’un élément a de I'un des complexes.
Pour faciliter le suivi de la démonstration, le lecteur est invité a garder le diagramme sous
les yeux pendant sa lecture.

ETAPE 1 : EXACTITUDE EN H¥(F). De go f = 0, on déduit en passant au quotient go f = 0
donc Im f C ker g. Montrons l'inclusion réciproque.

Soit a € F* tel que da = 0 et [a] € ker g. Alors [g(a)] = g([a]) = 0, donc il existe un élément
b € G*! tel que g(a) = db. Comme g est surjective, il existe ¢ € F*~1 tel que g(c) = b. Si l'on
résume, nous avons donc dg(c) = g(a) et comme le diagramme commute, g(dc) = g(a). D’ou
a—dc € kerg =1Im f.

Il existe donc un élément e € E* tel que f(e) = a —dc. Comme f(de) = df (e) = da—ddc = 0
et comme f est injective, de = 0. On peut donc considérer la classe de cohomologie [e] de e.
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Elle vérifie f([e]) = [f(e)] = [a — dc] = [a]. Nous venons de montrer que toute classe [a] du
noyau de g est dans I'image de f.

ETAPE 2 : CONSTRUCTION DE §. Soit [c] la classe de cohomologie d'un élément ¢ € G¥, vérifiant
dc = 0. Comme g est surjective, il existe un élement b € F* tel que g(b) = c.

Remarquons alors que db € kerg. En effet, g(db) = dg(b) = dc = 0. Comme db € kerg =
Im f, il existe un élement a € E**! tel que f(a) = db.

Cet élément a vérifie da = 0. En effet, f(da) = df (a) = ddb = 0 et donc da = 0 puisque f est
injective. Nous pouvons donc considérer la classe de [a]. Nous allons poser §([c]) = [a]. Cette
définition ne pourra bien str étre faite que lorsque ’étape suivante aura été démontrée.

ETAPE 3 : LA CONSTRUCTION DE ¢ EST INDEPENDANTE DES CHOIX DE ¢, b ET a. Soit donc

b, a’ un autre jeu de tels choix. Autrement dit, on a les relations : [/] =[], g(V/) = ¢ et
f(a)=dv.
Alors, comme [¢] = [c], il existe v € G*7! tel que ¢ = ¢ + dy. Comme g est surjective, il

existe f € F*1 tel que g(B) = v. Alors g(t/ — b —dB) = g(t/) — g(b) — dg(B) = 0. Comme
V¥ —b—dB € kerg=1Imf, il existe un élément o € E* tel que V' — b — dB = f(a).

Mais alors, f(a' —a —da) = db' — db — df (o) = ddp. L’application f étant injective, on en
déduit que ¢’ = a + da et donc que [a] = [a] comme souhaité.

ETAPE 4 : EXACTITUDE EN H*(E). Soit ¢ € G* tel que dc = 0. Alors avec les notations de la
construction de &, f(6([c])) = f([a]) = [f(a)] = [db] = 0. Ceci montre que fod = 0.

Montrons maintenant que ker f C Imé. Supposons donc que I'on ait f([a]) = 0 pour un
certain élément a € E**1. Alors, [f(a)] = 0, donc il existe b € F* tel que f(a) = db. Posons
c=g(b). Alors, dc = dg(b) = g(db) = go f(a) = 0. Donc ¢ admet une classe de cohomologie et
par définition de J, nous avons d([c]) = [a]. Nous avons montré l'inclusion souhaitée.

ETAPE 5 : EXACTITUDE EN H*(G). Soit b € F* tel que db = 0. Alors, 6(g([b])) = §([g(b)]) est
représenté par construction par tout antécédent de db par f, donc par 0 puisque db = 0. Ceci
montre que d o g = 0.

Montrons maintenant que kerd C Img. Supposons donc que l'on ait ([c]) = 0 pour un
certain élément ¢ € G*. Alors, avec les notations de la construction de §, [a] = 0 donc il existe
a € E* tel que a = da. Posons B = f(a). Alors, df = df (a) = f(da) = f(a) = db donc b — 3
admet une classe de cohomologie qui vérifie g([b— 3]) = [g(b—B)] = [9(b) — g(f(a))] = [9(b)] =
[c]. Nous avons montré l'inclusion souhaitée. [

Ces quelques préparatifs achevés, nous pouvons maintenant revenir au calcul de la cohomo-
logie de De Rham.

IV.3 La suite exacte de Mayer-Vietoris

Il s’agit d’une suite exacte longue qui relie la cohomologie de la réunion de deux ouverts a
la cohomologie de ces ouverts et a celle de leur intersection.

Théoréme 6.20 (suite exacte de Mayer-Vietoris). Soient M une variété et U,V deux ouverts
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de M. On considere les applz'cationsﬂ
fQUUV)=QU)sQV), a— (alu,aly),
g:UU)eQV) = QUunV), (8,8 Bluav — Bluav
Alors,
0—=QUUV)—5>QU) 8 V) L=QUNV)—=0

est une suite exacte courte de complexes. FElle induit une suite exacte longue

0—=HY(UUV)——=HU)® H(V) HY(UNV) H(UUV)—- ..

H(UUV) H(U)® HY(V) —= H"(UNV) —=0.

Démonstration. Comme les applications considérées descendent en cohomologie, la suite exacte
longue est une conséquence du théoréme précédent, une fois la suite exacte courte de complexes
établie.

Remarquons d’abord que les applications considérées sont des morphismes de complexes. Le
fait que f est injectif est immédiat. Montrons que g est surjective.

Soit w € Q(UNV). On choisit une partition de I'unité (py, py) subordonnée au recouvrement
(U,V) de UNV. On pose ensuite = pyw étendue par 0 a U et f' = —pyw étendue par 0 &
V. On a alors bien w = Slunv — Byny = 9(8, 7).

Il est clair que g o f = 0 et il nous reste donc & montrer que ker g C Imf. Supposons donc
que g(,8") = 0 pour des classes 8 € Q(U) et 5/ € Q(V). Alors, Bluny = f'|unv. On peut alors
poser « = fsur U et « = ' sur V. On alors f(a) = (8,0'). O

REMARQUE 6.21. Un cas particulier trivial de la suite exacte de Mayer-Vietoris est le cas
ou U et V sont disjoints. On a alors H*(U N V) = {0} pour tout k par convention, donc
HYUUV) ~ H*U) ® H*V). <

Nous avons maintenant les outils pour quelques calculs de cohomologie de De Rham.

V  Quelques calculs

Proposition 6.22. Pour tout n > 1, H(S") ~ R, H"(S") ~ R et H*(S") = {0}, pour tout

Démonstration.  Nous allons appliquer la suite exacte de Mayer-Vietoris aux ouverts U =
S*"\{N} et V=_8"\{S}. Il s’agit d’ouverts contractiles donc leur cohomologie est R en degré
0, et {0} dans tous les autres degrés. Bien sir, leur réunion est S”. Quant & leur intersection,
elle vaut S™\ {N, S} et a donc le type d’homotopie de S"~!. On voit donc que I'on est dans une
situation propice pour calculer la cohomologie des sphéres par induction sur la dimension.

2. Autrement dit, en notant les différentes injections canoniques iy : UNV — U, iy : UNV — V,
ju:U—=UUVetjy:V-UUV,ona f:a—ija+tijaetg: 8+06 —i58—jub.
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Dans le cas du cercle, la suite exacte s’écrit donc
0—— H(SY) —L HOU) @ HO(V) L~ HO (U N V) 2~ H'(S') —0..
En remplacant par les isomorphismes connus,
/ 9 J 1/Ql
0—R—ROGR—=RPR—— H'(S')—0.

Comme f est injective, elle est de rang 1. Donc le noyau de ¢ est de dimension 1. Par le

théoréme du rang, g est donc aussi de rang 1 et le noyau de J est de dimension 1. En appliquant

le théoréme du rang & § on en déduit que H*(S') ~ R. Nous avons bien initialisé la récurrence.
Supposons maintenant n > 1. Alors, les premiers termes de la suite exacte donnent

0—— HOS") —— HO(U) & H(V) — HO(U N V) —= H(S") —= 0,

comme précédemment, sauf qu’ici UNV est connexe. Donc en remplagant par les isomorphismes
connus,
0—R—R®R—=R— H(S") ——0.

En raisonnant comme au-dessus, on obtient dim H'(S") = 0.
Pour k£ > 1, utilisons le morceau de suite exacte :

H*U) ® H*(V) —= H*(U N V) —2> H*Y (U U V) — H(U) @ HY(V) .

En remplacant par les isomorphismes connus :
{0} — H*(S" 1) = HM(S") — {0} .
L’application ¢ est donc un isomorphisme et on en déduit les formules annoncées. [
REMARQUE 6.23. Nous avons vu que la forme ydx — x dy définie sur S est fermée mais pas
exacte. Elle engendre donc H'(S!). <
Plus généralement :

Théoréme 6.24. Si M est compacte connexe orientable et si w est une forme volume, alors

[w] # 0. En particulier, HY™M (M) # {0}.

Démonstration. En effet, si une forme volume w était exacte, alors on aurait || yw =0, cequi
n’est pas le cas. [

Proposition 6.25. Soit D le disque unité de R* et xy,...,x, des points distincts de D. Alors,

R, si k=0,
H*D\ {z1,...,2,}) = { RP, sik=1,
{0}, sik > 2.
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Démonstration. Pour tout ¢ = 1,...,p, on choisit D; un disque ouvert contenant x; inclus
dans D, de telle sorte que les D; soient deux a deux disjoints. Nous allons appliquer la suite
exacte de Mayer-Vietoris aux ouverts U = D\ {z1,...,2,} et V = D; U---U D,. Comme la
variété considérée est de dimension 2, la suite s’annule au dela du degré 2.

0—=HUUV)— HU)® HY(V) - H(UNV) =
HY UUV)— H U)o H (V)= HUNV) >
H*UUV)— HU)® HY(V) - H*(UNV) = 0.
Or, UUV = D est contractile et V' est une réunion disjointe d’ouverts contractiles. De plus,

UNV est la réunion disjointe des D;\{z;} et a donc le type d’homotopie d’une réunion disjointes
de p cercles. On peut donc remplacer dans la suite exacte :

0 —>R—>RpRP - R? —
{0} - H'(U) @ {0} - R? —
{0} = H*(U) @ {0} — {0} — 0.

On en déduit le résultat escompté. [

REMARQUE 6.26. Remarquons au passage que dans la démonstration ci-dessus, I’application
H'(U) — R?, qui est induite par la restriction des formes de U = D\ {z1,...,x,} a la réunion
des D; \ {z;}, est un isomorphisme. <

Nous allons pouvoir en déduire la cohomologie des surfaces compactes orientables.

Proposition 6.27. Soit 3, la surface de R® de genre g (définie dans la liste d’exemples .
Alors,

R, st k=0,
H*(S,) ~{R¥,  sik=1,
R, stk =2.

Démonstration.  Comme ¥, est connexe, nous avons H°(3,) = R. Ensuite, 3, peut étre
obtenue comme réunion de deux ouverts U,V de telle sorte que U et V soient tous les deux
difféeomorphes & un disque privé de g points et U NV ait le type d’homotopie de g + 1 cercles
deux a deux disjoints.

Appliquons la suite exacte de Mayer-Vietoris dans cette situation.

0=HUUV)—= HU)® HY(V) = H(UNV) =
HY (UUV)— H (U)o H (V)= HUNV) =
H*UUV)— HU)® HY(V) - H*(UNV) = 0.

111



En remplagant par les isomorphismes connus, nous en déduisons la suite exacte suivante (au
passage, donnons un nom aux applications, ce sera utile pour la suite du raisonnement) :

05 RSRGR SR S HY(S,) S RFRF S R L g2(8)) — {0} @ {0} — {0} — 0.

Alors a est injective donc de rang 1. Par le théoréme du rang, b est donc de rang 2 — 1 = 1.
Le théoréme du rang a nouveau nous donne ¢ de rang k + 1 — 1 = k. De méme, d est de rang
dim H'(3,) — k, et e est de rang 2k — dim H'(X,) + k = 3k — dim H'(X,).

On peut dire plus sur le rang de e. En effet, la remarque [6.26] implique que le rang de e est
au moins de dimension k. D’ou dim H*(¥,) < 2k.

Continuons a analyser la suite. On déduit du rang de e le rang de f qui est donc k£ + 1 +
dim H'(3,) — 3k = dim H*(3,) + 1 — 2k. Par ailleurs, f est surjective donc de rang dim H?(3,).
Nous en déduisons :

dim H*(3,) = dim H'(%,) + 1 — 2k.

Comme dim H?*(X,) > 1 (en effet, 3, est compacte orientable, donc le théorémes’applique),
nous en déduisons dim H'(X,) > 2k.

Avec 'inégalité du paragraphe précédent, nous obtenons bien dim H'(3,) = 2¢, et dans un
deuxiéme temps dim H*(X,) = 1. O

VI Cohomologie en degré maximal et applications

VI.1 Quelques énoncés sans démonstration

Dans les exemples qui précédent de variétés compactes connexes le groupe de cohomologie
de degré maximal était toujours de dimension 1. C’est un fait général :

Théoréme 6.28. Soit M une variété compacte connexe orientée de dimension n. Alors,

/M:H”(M)—>R, [w]'—>/Mw

est un isomorphisme (bien défini).

Remarquons que la surjectivité de cette application est donnée par le théoréme [6.241 Dans
le cas de S™ ou des surfaces compactes orientables, le fait qu’il s’agit d’un isomorphisme résulte
des calculs de la partie précédente.

Ce résultat ce généralise encore comme suit :

Théoréme 6.29 (dualité de Poincaré). Soit M wune variété compacte connexe orientée de
dimension n. Alors, pour tout k € Z, ’application bilinéaire

H*(M) x H" (M) — R, ([a],[ﬁ])H/MaAﬁ

est non-dégénérée. Par conséquent, H"*(M) ~ H*(M)*.
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REMARQUE 6.30. Si M est connexe mais non orientable, on peut montrer que H"(M) = {0}.
<

On appelle k-iétme nombre de Betti I'entier
bi(M) = dim H*(M).

La dualité de Poincaré implique que si M est compacte orientable, by (M) = b,_r(M).
La caractéristique d’Fuler de M est 'entier

n

X(M) =Y (=1) b (M).

k=0

Par exemple, la caractéristique d’Euler d’une surface orientable de genre g est 2 — 2¢g. Si M est
compacte orientable et de dimension impaire, la dualité de Poincaré implique que la caracté-
ristique d’Euler est nulle.

Exercice 30. Montrer que la caractéristique d’Fuler de la somme conneze de deux variétés M
et N de dimension n est donnée par :

X(M)+ x(N) -2, sin est pair.
X(M) + x(N), sin est impair.

VI.2 Degré d’une application de la sphére

Nous avons déja mentionné le fait que la cohomologie est un invariant qui sert a distinguer
les espaces. En réalité, la cohomologie a de trés nombreuses autres applications. Nous allons
donner deux exemples, qui passent tous les deux par la notion de degré.

Définition 6.31 (degré d’une application). Soit f : M — M wune application lisse, avec M
compacte orientée. Pour toute valeur régulicre a de f et tout point x € f~1(a), on pose

{—l—l st df, préserve l'orientation,
e(x) =

—1 si df, renverse l'orientation.

Le degré de f au dessus de a est [’entier

deg, f= Y elx).

z€f~1(a)
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Exemples 6.32. Voici trois exemples d’applications du cercle dans lui-méme.

:
:
U

g — = 7 N

/—-—~

/!

N

\/+\//

AW

\/

&
.

‘deg =1

e

g=2

~—
Q.
)

0
0
0

On peut observer que sur chacun de ces trois exemples, le degré obtenu ne dépend pas du
choix de a (parmi les valeurs réguliéres). <

Théoréme 6.33. Pour toute application lisse f : M — M avec M compacte connexe orientée
de dimension n, le degré de f ne dépend pas du choix de la valeur réguliere. On le note deg f.
De plus, Uapplication f*: H"(M) — H™(M) est la multiplication par deg f.

Donnons quelques conséquences intéressantes (toujours sous les hypothéses M compacte
connexe orientable) :
— Sideg f # 0 alors f est surjective.
— Le nombre modulo 2 de préimages des valeurs réguliéres d’une application lisse ne dépend
pas de la valeur réguliére.
— Si f admet une valeur réguliére qui a un nombre impair de préimages alors deg f = +1
et f est nécessairement surjective.

Démonstration. Nous allons montrer que pour toute valeur réguliére a, 'application f* :
H™"(M) — H™(M) est la multiplication par deg, f. Cela impliquera les deux assertions du
théoréme.

Soit @ une valeur réguliére. Par le théoréme d’inversion locale, pour tout z € f~1(a), f est
un difféomorphisme au voisinage de x. Choisissons un ouvert V' autour de a et U, des ouverts
autour de chacun des x € f~!(a) tels que f(U,) = V. On peut supposer que les U, sont 2 & 2
disjoints.

Soit ¢ une carte en a, et p une fonction a support compact inclus dans ¢(V') et d’intégrale 1.
Alors, w = ¢*(pdxy A - -+ A dx,) est une forme a support compact inclus dans V' et d’intégrale
1. On I'étend & M par 0.

Alors f*w est supportée dans la réunion des U,, donc

/M f*w=$€;(a) [ fliw= 3 ew) /V w = dog, (f) /M w.

z€f~1(a)
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D’aprés le théoréme on en déduit que f* est la multiplication par deg,(f). O

Donnons deux applications du degré.

Théoréme 6.34 (de la boule chevelue). Tout champ de vecteurs sur une sphere de dimension
paire s’annule en au moins un point.

Démonstration. Supposons qu'il existe un champ de vecteurs X qui ne s’annule pas sur S?".
Alors f:x +— % définit une application de la sphére dans elle-méme qui a la propriété que
f(z) est orthogonal a z, pour tout x.

Nous pouvons utiliser f pour construire une homotopie entre Ids2. et —Idgz2». En effet, f est

homotope & Idsz» via 'homotopie donnée par

1

et est homotope a —Idgz2» via I’homotopie donnée par

1
KOO = gty — @ —nag )~ 02

Comme Idgzn et —Idge» sont homotopes, elles agissent de maniére identique en cohomologie
donc ont méme degré. Le degré de Id est 1. Comme —Id est bijective, son degré est +1 selon
que —Id préserve ou renverse 1’orientation.

Pour déterminer si —Id préserve ou renverse l'orientation, regardons —Id dans les cartes de
’atlas par projection stéréographique. On peut remarquer que pour x # N, S, on a py(—z) =
—ps(x). Donc

pn o (=Idgen) o pyt i x> — R?"\ {0} — R**\ {0}.

(/i

Cette application renverse lorientation de R**\ {0}, donc —Idgz» renverse l'orientation de S*"
et est donc de degré —1. Contradiction. [

Théoréme 6.35 (d’Alembert-Gauss). Tout polynéme non-constant de C[X] admet au moins
une racine.
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Démonstration. Soit P un polyndéme complexe non-constant. Commengons par montrer que P
s’étend en une application P : P'(C) — P'(C) lisse. Rappelons que P'(C) s’identifie & CU {oo}.
Pour cela, on peut plonger C dans P'(C) via z + [z : 1]. On a alors P/(C) = {[z : 1]]|2 €
cyu{[n:0)). ~

Pour que P étende P, on doit donc avoir P([z : 1]) = [P(z) : 1], et donc pour tout y # 0,
Pz :y)) = [P(5) : 1] = [y"P(3) : y"], en notant n le degré de P (remarquons que y"P(3) est
un polynéme homogene de degré n a deux variables). Cette derniére formule détermine Pen
tout point de P!(C) et en montre la lissité.

Comme P!(C) est diffécomorphe a S?, la théorie du degré s’applique. Comme P est holo-
morphe, P préserve 'orientation. En effet, sa différentielle en z est la multiplication par P’(z)
qui est une similitude directe. Donc le degré de P est le nombre de préimages de n’importe
quelle valeur réguliére de P, donc en particulier, de n’importe quelle valeur réguliére de P.

Comme P n’est pas constant, il existe au moins un point z ou P'(z) # 0. Par inversion
locale, 'image de P est donc d’intérieur non-vide. L’image de P contient donc au moins une
valeur réguliére. Autrement dit, il existe au moins une valeur réguliére qui admet au moins un
antécédent. Par conséquent, le degré topologique de P est strictement positif.

Cela implique que P est surjectif. En particulier, 0 est dans I'image de P. O

REMARQUE 6.36. Une conséquence de la démonstration qui précede est que le degré de P
coincide avec le degré du polynome P. <
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