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1. GEOMETRIE AFFINE

1.1. Groupes agissant sur un ensemble. Soit G un groupe, dont
on note (g1, g92) — ¢g1g2 la loi de composition, e I’élément neutre, et
g+ g~ ' laloi d’inversion. Soit par ailleurs X un ensemble. Une action
(a gauche) de G sur X est la donnée d’une application G x X — X
(g,z) — g.x telle que, pour tous éléments g; et go de G et pour tout
élément x de X, on ait

(192).x = g1-(go.x) et e.x = x.

Pour tout g € G, 'application p(g) : © — g.z est alors une bijection
de X sur X (d’inverse z — g~ 1.x), et p(g192) = p(g1) o p(g2). Si Sx
désigne le groupe des bijections de X sur X, il revient ainsi au méme
de se donner une action de G sur X ou un morphisme de groupes p de
G dans Sx. On écrit p, ou simplement g au lieu de p(g). Souvent, les
éléments de X sont appelés points.

Exemples.

— Soit G un groupe. Les translations a gauche dans G donnent
lieu & un morphisme injectif G — Sg qui est une action de G
sur lui-méme (c’est-a-dire, ici X = G).

— Soit K un corps, et soit V' un espace vectoriel sur K. Le groupe
G = GL(V) des automorphismes linéaires de V' agit sur V,
sur 'ensemble des droites de V' (par p,(d) = g(d) pour tout
élément g de G et toute droite d de V), sur I'ensemble des
endomorphismes linéaires de V' (par p,(f) = g o f pour tout
élément g de G et tout endomorphisme linéaire f : V — V).

Il est utile de considérer aussi les actions a droite. Une action a droite
de G sur X est la donnée d'une application G x X — X, (¢,z) — g.x

telle que, pour tous éléments g; et go de G et pour tout élément x de
1
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X, on ait
(9192).x = g2.(g1.7) et e.x = .
Il est bien sir naturel et commode de noter (g,x) — x.g une action
a droite. Remarquons qu'un groupe agit sur lui-méme a droite par
translations a droite.
Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Un sous-ensemble Y

de X est dit stable, ou invariant, sous G, si, pour tout élément g de G,
onag(Y)cCY.

Remarque 1. Une action d’un groupe G sur un ensemble X permet
souvent de fabriquer d’autres actions en considérant des groupes reliés
a G ou des ensembles reliés a X. Par exemple,

e pour tout sous-groupe H de G, il y a une action restreinte de
H sur X obtenue par la composition H — G — Sx ;

e si un sous-ensemble Y de X est stable sous G, il y a une ac-
tion induite de G sur Y. (Attention : pour un sous-ensemble
quelconque Y de X, l'ensemble des éléments g de G tels que
g(Y) C Y nlest pas forcement un sous-groupe de G.)

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Si Y est un sous-
ensemble de X, alors le stabilisateur de Y dans G est le sous-ensemble
de G composé des éléments g tels que g(Y) = Y. La vérification du
fait qu’il s’agit d’un sous-groupe est un exercice facile. En particulier,
le stabilisateur d’un point x de X est le sous-groupe G, de G défini
par G, ={g € G | g.x = z}.

Si Y est un sous-ensemble de X, alors le fizateur de Y dans G est
le sous-groupe de G composé des éléments g de G tels que, pour tout
point y de Y, on ait g(y) = y. Le fixateur de Y est donc 'intersection
des stabilisateurs G, des points y € Y. Lorsque Y est un point, le
stabilisateur de Y coincide avec le fixateur de Y.

Exemple. Soit G = Z/2Z, et soit X = R?. Considérons 'application
p: G — Sge définie par

0+ idge, 1~ f,

olt idg: est 'application identité de R? et f(z,y) = (x, —y) pour tout
point (z,y) de R% Cette application est un morphisme de groupes, il
s’agit donc d’une action de Z /27 sur R?. Le fixateur (et le stabilisateur)
de laxe y = 0 est le groupe Z/2Z tout entier. L’axe z = 0 est un
sous-ensemble stable de R? (sous l'action considérée de Z/27), mais le
fixateur de cet axe est le sous-groupe trivial {0} C Z/27Z.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. L’orbite d'un point
x de X sous le groupe G (ou la G-orbite de x), est le sous-ensemble
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Oc¢(z) = {92 | g € G} de X. Considérons la relation binaire sur
X définie de la facon suivante : x ~ y si et seulement si il existe un
élément g de G tel que y = g.x. C’est une relation d’équivalence. Deux
points z et y de X appartiennent a la méme classe d’équivalence si et
seulement si Og(x) = Og(y), ¢’est-a-dire, les classes d’équivalence pour
cette relation sont les orbites de I'action de G sur X. La partition en
classes pour la relation d’équivalence considérée est appelée la partition
en orbites de X.

Exemple. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe de G. Les
classes a droite de G modulo H peuvent étre vues comme les orbites
d’une action (a gauche) de H sur G. En effet, considérons I'action
de H sur G donnée par les translations a gauche : p : H — Sg et
pn(g) = hg. Alors, pour tout élément g de G, l'orbite de g est la
classe Hg. De facon similaire, les classes a gauche de G modulo H
peuvent étre vues comme les orbites de 'action & droite de H sur GG
par les translations a droite. (Attention : pour une action générale, les
classes de la partition en orbites n’ont pas toujours le méme nombre
d’éléments.)

Pour tout élément y € Og(x), on dit que y est un représentant de
l'orbite Og(z). On note G\X l’ensemble des orbites (ou X/G quand
il s’agit d’une action a droite).

Soit GG un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout point = de
X, considérons 'application ev, : G — X définie par g — g(z). Nous
I’appellerons I"application d’évaluation en x.

Théoréme 1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X . Alors,
pour tout point x de X, l'application d’évaluation en x induit une bi-
jection entre G/G, (I'ensemble des classes a gauche modulo G,) et

Og(l')

Démonstration. Soit z un point de X. Par définition de l'orbite,
I'image de ev, est 'orbite Og(z). Donc, ev, est une application sur-
jective de G dans Og(x). Pour cette application, deux éléments g et
h ont la méme image si et seulement si g~'h € G,. Par conséquent,
d’apres la définition de I'ensemble G /G, des classes a gauche modulo
G, lapplication ev, induit une application bijective entre G/G, et
OG<$) ]

Corollaire 2. Si un groupe fini G agit sur un ensemble X, alors, pour
tout point x de X, l'orbite de x sous G est finie et son cardinal est égal
a Uindice de G, dans G. O
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Proposition 3. (Formule des classes) Considérons un groupe fini G
agissant sur un ensemble fini X. On pose n = card(G\X) et on désigne

par Ty, ..., T, un systeme de représentants des orbites. Alors, on a
card(X) ~~ 1

ou |G| et |G,,| sont les ordres de G et G,,, respectivement.

Démonstration. Considérons la partition de ’ensemble X en orbites.

Pour tout entier 7 entre 1 et n, I'orbite contenant x; est formée de | |GG|_|
points. Donc,
~ |G
card(X) =
ce qui démontre la proposition. O

On dit que G agit transitivement sur X s’il n’y a qu’une seule orbite.
Ceci signifie que, pour deux points quelconques x et y de X, il existe
un élément g de G tel que y = g.z, ou encore, que, pour tout point x de
X, I'application d’évaluation ev, : G — X est surjective. Par exemple,
en partant d’'une action quelconque d’un groupe G sur un ensemble
X, et d’'un point quelconque x de X, on obtient une action de G sur
l'orbite Og(x) de x, et cette action est transitive.

On dit que G agit librement sur X si, pour tout élément x de X,
on a G, = {e} ; chaque orbite est alors en bijection avec G. Lorsque
G agit librement et transitivement sur X, on dit que X est un espace
homogene principal, ou encore, un torseur, sous GG. En choisissant un
élément = de X, on peut dans ce cas identifier X = G.x et GG, mais il
n’y a en général aucun choix naturel pour z, et une telle identification
doit étre maniée avec précaution.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, et soit  un point de
X. Si O¢g(z) = {z}, on dit que l'orbite de z est ponctuelle, ou réduite
a un point, ou triviale. Dans ce cas, on dit que x est un point fixe sous
I’action de G.

1.2. Espaces affines. Dans tout ce cours, on désigne par K un corps,
que (sauf mention du contraire) on suppose commutatif. On note K* =
K\ {0} le groupe multiplicatif de K. En général, K sera Q, R, C ou
un corps fini, par exemple F, = Z/pZ, ou p est un nombre premier.

Si By et Ey sont deux espaces vectoriels sur K, on note L(Ey, Ey) le
K-espace vectoriel formé par les applications K-linéaires de E; dans Fs.
Par exemple, le dual L(E,K) = E* de E est l'espace vectoriel des
formes K-linéaires sur E. Pour £ = FE; = FE,, 'espace vectoriel
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End(E) = L(E, E) est un anneau. L’ensemble GL(E) C End(E) des
automorphismes de F est le groupe des unités de 'anneau End(FE).
Pour tout entiers strictement positifs n et m, on identifie L(K™, K™)
a lespace Mat,,,(K) des matrices A = (a;;;1 <i <m,1 < j <n)
a m lignes et n colonnes, a coefficients dans K. Si n est un entier
strictement positif, le groupe GL(K™) est noté GL,(K) et s’appelle le
groupe linéaire d’ordre n.

Soient K un corps et £ un espace vectoriel sur K. On appelle espace
affine sous E la donnée d’'un ensemble non vide £, muni d’une appli-
cation E x &€ — € : (U,P) — P+ 1, vérifiant les trois conditions
suivantes :

e pour tous 7,7 € E et pour tout P € £, on a
P+(d+7)=P+U)+7:

e pour tout P € £, on a P+ 6> = P, ou ﬁ est ’élément neutre
de F ;
e pour tous P, () € &, il existe un unique vecteur U € E tel que
Q=P+ 1.
C’est donc la donnée d’une action sur £ du groupe additif G = E sous-
jacent a I'espace vectoriel F, la troisieme condition signifiant que cette
action est transitive et libre. Comme E est commutatif, il n’y a ici pas
besoin de préciser que l'action est a gauche (et cela justifie la notation

P+ au lieu de o + P).

Soit £ un espace affine sous l'espace vectoriel E. Pour tout couple
ordonné (P, Q) de points de &£, on note U = ]@ I'unique vecteur de

E associé a (P, Q) par la troisieme condition : @ = P+ F@ Alors, on
a, pour tous P,Q, R, P, Q) € &, les identités suivantes entre vecteurs

de E : R
FP-T. gb- 70
1@ + (oﬁ = ﬁ (relation de Chasles),
ainsi que la lot du parallélogramme :
PO=PQ < PP =QQ.

1.3. Espaces projectifs. Soit F un espace vectoriel sur Ii) Le groupe
multiplicatif K> agit librement sur 'ensemble X = E'\ { 0 }. On note

P(E) = (E\{0})/K*

I’ensemble des orbites de X sous cette action de K>, et on 'appelle
I’espace projectif associé a E. L’orbite K*.Z d'un point 7 de X est
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I’ensemble des vecteurs non nuls de E colinéaires & 7. Par conséquent,
P(E) s’identifie a ’ensemble des droites de E.

Soit m un entier positif ou nul. Lorsque £ = K" on utilise la
notation P, (K) pour P(K™*1).

Si K est un corps fini, de cardinal ¢, et si £ = K™™' on a card(X) =

¢"*t! — 1. Comme chaque orbite a ¢ — 1 éléments, on en déduit :
qn+1 -1

Par exemple, Py(F2) a 7 éléments.

1.4. Sous-espaces affines. Soit £ un espace affine, d’espace vecto-
riel . On dit qu'une partie F de & est un sous-espace affine de &€ s’il
existe un point P de F et un sous-espace vectoriel F' de E tel que

F={P+7W | ¢eF}.
Pour tout point () € F, on a alors F = Q + F, et F est ’ensemble

des vecteurs Cﬁ tels que @), R € F. En particulier, F, qu’on appelle
la direction de F, est entierement déterminé par F. L’application

FxF—=F
(U,P)— P+

fait alors de F un espace affine sous I’espace vectoriel F'. On appelle
(co-)dimension de F la (co-)dimension de sa direction F. Un point (re-
spectivement, droite, plan) de £ est un sous-espace affine de dimension
0 (respectivement, 1, 2). Un hyperplan de £ est un sous-espace affine
de codimension 1.

Exemple. Soit F un espace vectoriel. On peut le voir comme un
espace affine sous lui-méme, en définissant, pour tout élément ? de
& = E et tout vecteur @ de E, I'élément ? + U de & = E comme
cette somme, calculée dans E. Soit alors f € L(E, E’) une application
linéaire de E vers un espace vectoriel E’, et soit

F={ZecE|f(i)=70}

%
le noyau de f. Pour tout b € E', 'ensemble F~ des solutions 7 de

I’équation f (7) = ? est soit vide, soit un sous-espace affine de £, de
direction F.

Si = K", tout sous-espace affine F de K", de dimension m et
de direction F, est ainsi défini par un systéme d’équations affines de
la forme A7 = AP, ot A € Mat,_pn(K) ~ LK™, K"™) est une
matrice de rang n — m a coefficients dans K, de noyau F, et ? est un
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point de F. En particulier, F est l'intersection de n — m hyperplans
affines de K™.

Une fagon différente de décrire F consiste a en donner une paramétri-
sation: on choisit une base {H, e ,a_>m} de FF C K™, et un point ? de
F C K". Alors,

F={T+tai+...+tman | (t1,...,tm) € K™}

Cette derniere approche s’étend en un sens a tout espace affine £.
Choisissons-en, de facon non canonique, un point O, qu’on appellera
origine de £. Alors, I'application

Op: &= FE

PH@

est une bijection, d’inverse U — O+ U, et permet de munir & d’une
structure non canonique d’espace vectoriel £p, appelée vectorialisé de
& en O, par les formules suivantes :

« P4+Q=R, ot Ok = 0P + 00,
e« AP =T, ot OT = \OP.

Son élément neutre est Og, = O. Pour E de dimension n, choisissons
une base {aj,...,a,} de E. L’application

(t1,onty) € K" P=0+tai + ...+ tya, € €

est alors un isomorphisme de K™ sur . On dit que (ty,...,t,) sont
les coordonnées cartésiennes du point P de & relativement a l'origine O
et a la base a_1>, e a, choisis.

1.5. Coordonnées barycentriques. Dans cette partie, on suppose
que E est un espace vectoriel de dimension finie n.

Proposition 4. Soient F = P+ F et G = Q + G deux sous-espaces
affines (de directions F' et G, respectivement) d’un espace affine £ de
direction E.

(i) L’intersection F NG de F et G est ou bien vide, ou bien un
sous-espace affine, de direction F' N\ G. Dans ce deuxiéme cas,

dim(F N G) = dimF + dimG — dim(F + G).

(ii) L’intersection FNG est non vide si et seulement si ]@ € F+G.
En particulier, F NG est non vide st E=F 4+ G, et FNG est
réduite a un point si E = F & G.
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Démonstration.

(i) Si R est un point de F NG, alors F = R+ F et G = R+ G, donc
FNG =R+ (FNG). Par ailleurs, pour tous sous-espaces vectoriels F’
et Gde FE,on a

dim(F + G) + dim(F N G) = dimF + dimG.

ii) Un tel point R existe si et seulement si il existe un vecteur U eF
et un vecteur ¥ € G tels que R = P + U = Q + 7. La dernitre
condition est a son tour équivalente a ]@ —U-TVeF+G. Si F
et G sont en somme directe dans F, leur intersection est de dimension
nulle, et dim(FNG) =0. O

On dit que deux sous-espaces affines F et G sont paralléles si leurs
directions coincident : F' = G. On dit que G est faiblement paralléle a
F si G C F. On déduit de la proposition précédente que :

e si F et G sont paralleles, alors F et G sont soit disjoints, soit
confondus;
e si G est faiblement parallele & F, alors GNF =0 ou G C F.

L’intersection ()., F; d’'un nombre quelconque de sous-espace affines
Fi, i € I, de £ est vide ou un sous-espace affine de £, de direction
Nicr Fi- Etant donnée une partie non vide S C &, on peut donc parler
du plus petit sous-espace affine < S > de £ contenant S. On appelle
< 8 > le sous-espace affine de £ engendré par S (parfois, on parle de
I'enveloppe affine de S).

Supposons que S = {P;,j € J = {0,...,k}}. Alors, la direction
de < S > est le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs
P;Py.j,5' € J. Les éléments de < S > s’appellent les combinaisons
affines des points P;, j € J. On dit que les points de S sont affinement
indépendants si pour un choix (ou de fagon équivalente, pour tout choix)
d’indice j € J, les vecteurs {P;P;,j' € J,j" # j} sont linéairement
indépendants. Dans ce cas, le sous-espace affine F =< § > est de
dimension k = card(J) — 1, et tout point P de < S > s’écrit de fagon
unique sous la forme

s s
P=Py+MPP, + ...+ MPyPp, A\ € K,

de sorte qu’en posant A\g = 1 — (A + ... + A\¢), on a pour tout point O
de & :

OP= 3 NOP, oithg+ A+t A= L.
k

j:(]:-"v
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Les coefficients Aq, ..., A\x sont indépendants du choix de O : pour tout
O €& ona

—  — — SN —
O'P = 00+0P = (S0, i 0) 0045, 0. s NOP, = 5. i MO'P,.

Les coefficients \g, ..., A\x s’appellent coordonnées barycentriques du
point P €< S > relativement aux points affinement indépendants
Py, ..., P.. On s’autorise a écrire:

P=XPy+MPi+ ...+ NP, Mo+ M +...+ X =1).

Inversement, soient P, ..., P, des points de £, que I'on ne suppose
plus nécessairement affinement indépendants, et soient pg,...,p, des
éléments de K de somme p = pg+ ...+ pr non nulle. 11 existe alors un
unique point P de & tel que

—
EfzoijPj -0

En effet, soit P’ € £ un point. On pose
1 —
P=P+———%" »PP,
Do+ ...+ Dk 7=0P’ !
et on a _ N
_>
S o, PP, = 5y (PP + PP)) = T.
De plus, si P” € £ est un point tel que
—) _>
St PPy =0,
alors
e —s —= -
(po+ ...+ px)PP" = Z;?:OijPj - Z;?:Op- //Pj = 0.

J

On appelle P le barycentre des points pondérés (Pj,p;),7 € J =
{0,...,k}. On parle d'isobarycentre si tous les poids p; sont égaux
(ce qui impose card(J) = k + 1 premier a la caractéristique de K).
Pour tout O € &, le barycentre P vérifie

pO? = ijjO—F);,

de sorte que si Py, ..., P, sont affinement indépendants, les coordonnées
barycentriques de P relativement aux P; sont les quotients A\; = p;/p.

Proposition 5. Soit (P;,p;),j € J, un ensemble fini de points pondé-
rés tel que Ljeyjp; # 0, et soit J' C J une partie de J telle que Xjc yp; =
P’ soit non nul. Le barycentre P des (Pj,p;),j € J, ne change pas
quand on remplace le sous-ensemble (P;,p;),j € J', par son barycentre
P', affecté du poids p'.
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Démonstration. On a

— —_— —_— —
p’PP,+Ej¢J/ijPj = Eje]pjppj = O .

Donc P est le barycentre du systeme de points pondérés (P, p'), (P, p;),
jé T O

Supposons que la caractéristique de K est différente de 2 et 3. L’iso-
barycentre de deux points Fy et P, s’appelle le milieu du segment
[PyPy]. Un triangle de £ est la donnée de trois points Py, P, P, de
& affinement indépendants. Ses médianes sont les droites joignant un
sommet P; au milieu M; du coté opposé. On déduit de la proposition
précédente que les médianes concourent en un point M, isobarycentre

des 3 sommets, et que P;M = %PJZW; pour tout 5 =0,1, 2.

Une base ou un repére affine de € est une famille S = {F;,j € J} de
points de £ affinement indépendants, tels que < S >= £. On a alors

nécessairement card(J) = n+ 1, on n = dimE. Soit {F,...,P,} un
repere affine de &, et soit P un point de £ de coordonnées barycen-
triques (Ao, ..., A,) relativement a ce repere :

P=%,—0 2X\P, X+...+X\ =1
Autrement dit, P est le barycentre du systeme de points pondérés
{(Po, M), -+ (Pn—,)_\;l)} Pour tout entier j entre 0 et n, on a P;P =
Yjr=0,...mj#jNy Pj Py, de sorte que les coordonnées cartésiennes de P
relativement a l'origine P; de £ et a la base {I?jﬁ?,j’ # j} de E sont
données par les Ay, j' # 7.

Proposition 6. Soit £ un espace affine. Alors, pour toute partie non
wde S C &, le sous-espace affine < S > coincide avec l'ensemble des
barycentres de systémes finis de points pondérés de S (pour chaque
systeme, les poids sont tels que leur somme soit non nulle).

Démonstration. Notons S I'ensemble des barycentres de systemes
finis de points pondérés de S.

Supposons, d’abord, que S est fini, S = {F,..., P.}. Pour tous
scalaires py, ..., pr dans K tels que po+ ...+ pr =1, 0n a

f)()lt'2 = p1P0P1 + ... +ka0Pk,
ou P est le barycentre du systeme de points pondérés

{(Po,po)s -, (Pr,pr)}-
Donc, Sc<S>. Inversement, si P/ € < S >, on a

P()P/:pllpopl—l-—f-p;fpopk
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pour certains scalaires p), ..., p}, dans K. On pose p, = 1—p| —...—p}.
Le point P’ est le barycentre du systeme de points pondérés

{(P07p6)7 R (Pkap,llc)}a

ce qui montre 'inclusion < S > C S.

Considérons, maintenant, le cas général. D’apres le cas fini, pour
tout systeme fini de points pondérés de S dont la somme des poids est
non nulle, le barycentre de ce systeme appartient a I’enveloppe affine
des points du systeme. Donc, on a S C < $ >. Pour montrer l'inclusion
<S>c&8 , remarquons que S est un espace affine. En effet, soit A
un point de S.

e Si x € E est un vecteur tel que A+ x € S, alors, en utilisant
le résultat dans le cas fini (plus précisément, le cas de deux
points), on obtient que, pour tout A € K, le point A + Az est
le barycentre d'un systéme de points pondérés formé par A et
A+ ; la Proposition 5 implique que A + Az € S. N

e Six,y € FE sont des vecteurs tels que A+x € Set A+y €S,
alors, en utilisant le résultat dans le cas fini (plus précisément,
le cas de trois points), on obtient que le point A + = + y est le
barycentre d’un systeme de points pondérés formé par A, A+z
et A+ y ; la Proposition 5 implique que A+ x +y € S.

Ceci montre que S est un sous- espace affine. Puisque, de plus, S con-
tient S, on obtient I'inclusion < S > C S. O

Exemple. Soient A et B deux points distincts de &, et soit (AB) la
droite affine qu’ils engendrent. Pour tout point C' de (AB), il existe
un unique scalaire \ tel que C soit le barycentre du systeme des points

pondérés (A, N), (B,1—X). Si C # A (c’est-a-dire, si A # 1), alors

CB = —CA

g cette notation n’a pas de sens si A, B,C ne

et on écrit g—jj; = A

sont pas alignés. (Plus généralement, 4 —?r = u signifie que B # A et
—
A'B' = yAB.)

1.6. Applications affines. Les applications affines sont une contrepar-

tie en géométrie affine des applications linéaires en algebre linéaire.
Soient &£ et F deux espaces affines, de directions E et F', respective-

ment. On dit que ¢ : &€ — F est une application affine s’il existe une
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application linéaire f € L(E, F') et un point O de £ tels que, pour tout

P e &, on ait
#(0)2(P) = f(OP),

ou de fagon équivalente, pour tout U e E; on ait
PO+ ) = ¢(0) + f(T).

Cette derniere condition exprime que ¢ est une application linéaire du
vectorialisé £o vers le vectorialisé F o). L’application f est indépend-
ante du choix de l'origine O de £. En effet, pour tout point O’ de &,
on a

S0 +7T) = p(0 + 00 + ) = p(0) + f(O0 + )
—
= 9(0) + f(00") + f(U) = o(O') + f().
On note ? I’application f, et on dit que ? est la partie linéaire de .

Exemples.

(1) L’application constante entre deux espaces affines £ et F en-
voyant £ sur un point est affine. La partie linéaire de cette
application est I'application nulle.

(2) Soit £ = F = R. Les applications affines de £ dans F sont les
applications de la forme x — ax +b (la parti linéaire d’une telle
application est = — ax).

Proposition 7. Soient E et F' deux espaces vectoriels munis de leurs
structures affines naturelles. Alors, une application ¢ : E — F est

affine si et seulement si il existe un vecteur U € F et une application
linéaire f - E — F tels que p() = f(U) + U pour tout U € E.

Démonstration. Supposons que ¢ : E — F' est affine. Posons f = ?

%
et U = ©(0),ou 0 € E est le vecteur nul. Alors, pour tout vecteur
€ F,ona

P(T) = o(0)+ B(W) = f(7) + 7.

Inversement, si ¢ : E — F est de la forme @ — f(W)+ ¥ (o
f:+ E — F est une application linéaire), alors ¢ est affine. O

Proposition 8. Soit ¢ : &€ — F une application affine.

(1) Pour tout sous-espace affine W C &, l'image o(W) de W est
un sous-espace affine de F. De plus, si W est de dimension
finie, alors dimp(W) < dimW. En particulier, ¢ préserve
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lalignement : si A, B et C' sont trois points alignés de &, alors
les points p(A), ¢(B) et o(C) sont aussi alignés.

(2) L’application ¢ préserve le parallélisme : si Wy et Wy sont deux
sous-espaces affines paralléles de £, alors (W) et o(Ws) sont
des sous-espaces affines paralléles de F.

(3) L’application ¢ préserve les barycentres : si P € & est le
barycentre d’un systéme {(P;,p;)jes} (ou J est un ensemble
fini), alors le point p(P) € F est le barycentre du systéme
{(¢(P}),pj)jes}t- En particulier, si R = {P;} est un repére
affine de £, et si p est bijective, alors ¢(R) = {¢((P;)} est un
repére affine de F et les coordonnées barycentriques de ¢(P)
relativement a @(R) sont égales a celles de P relativement a

R.

Démonstration. (1) et (2) L’image d’'un sous-espace affine W =
P+ W de &, de direction W, par I'application affine ¢ est le sous-
espace affine o(W) = o(P) + @ (W) de F, de direction & (W).

(3) On a Xje p; PP; = 0. Donc,

—é —%
Sies 0je(P)p(P;) = Sjey p; B (PP;) = B (Sjes piPP))
Par conséquent, ¢(P) est le barycentre du systéme de points pondérés

{(p(P),pj), 5 € J}. [

-7

Soient ¢ : &€ — F et ¢ : F — G deux applications affines. Alors,

(10 9)(P) = %((0)) + ¥ (Z(OP))

our tout point P et tout point O de £. Donc est une applicatio
pour tout poin out poin n4¢0g0 une application

affine de £ dans G de partie linéaire 1) o o = ¥ o?. En particulier, une
application affine ¢ est bijective si et seulement si sa partie linéaire ?
l’est. En effet, si ¢ admet une application réciproque 1 = ¢!, celle-
ci induit une application linéaire entre les vectorialisés F o) et &o,

donc est affine, et sa partie linéaire vérifie E) o ? = 1dg, donc ? est
inversible. Si ? admet une application réciproque g = ¢ 1, celle-ci
est linéaire et 'application affine ¢, de partie linéaire g, qui envoie
O = ¢(0) sur O est réciproque de ¢. On dit alors que ¢ est un
isomorphisme affine. Quand £ = F, on parle d’automorphisme (ou
transformation) affine.

L’ensemble des automorphismes affines de £ forme un groupe, noté
GA(E) et appelé groupe affine de €. L’application canonique 7 : ¢ +—

est un morphisme de groupes de GA(E) sur GL(E).
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Soit T'(E) = {p € GA(E) | g = idg} le noyau du morphisme 7 :
GA(E) — GL(E). Un élément ¢ de T(E) vérifie (P) = P+ o, ol
v = O¢(0O) ne dépend que de . On dit que ¢ = t est la translation
de vecteur . L’application U t= est un isomorphisme du groupe
additif sous-jacent a I’espace vectoriel E vers T'(E).

Outre les translations, plusieurs applications affines de £ dans lui-
méme jouent un role particulier. Notons tout d’abord que ’ensemble

Fix(p) ={P €& | ¢(P) = P}

des points fixes d’'une telle application ¢ est soit vide, soit un sous-
espace affine de £ de direction Ker(@ — idg).

Proposition 9. Soit £ un espace affine de dimension finie, et soit
o : & = & une application affine. Alors, Fix(p) consiste d’exactement
un point si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de .

Démonstration. Supposons que Fiz(p) consiste d’exactement un
point. Alors, Ker(@ —idg) = {0}, ot E est la direction de €. Donc,
1 n’est pas valeur propre de .

Réciproquement, supposons que K er(? —idg) = {0}. Dans ce cas,
si ¢ possede un point fixe, ce point fixe est unique. Puisque £ est de
dimension finie, on obtient Im(@ — idg) = E. Soit O un point de &.
Posons O = ¢(0O). Puisque I'application B — idp est surjective, il

—
existe un vecteur ¥ € E tel que F(W) — 7 = 0'0. On a

—
O+W)=0+F(W)=0+00+U=0+T1,
donc, O + U est un point fixe de ¢. O

Exemples d’applications affines. Soit £ un espace affine de dimen-
sion finie.

(i) Les homothéties. Ce sont les automorphismes affines ¢ de € dont
la partie linéaire ? = u idg est une homothétie vectorielle de rapport
we K* u+# 1. Une homothétie ¢ admet donc un unique point fixe
Oy, et s’écrit o(P) = Oy + 1 07%. Le point O, s’appelle le centre de
I’homothétie ¢.

Soit ¢ une homothétie. Pour tout sous-espace affine W de &, I'image
©(W) est parallele & W, car la direction W de W coincide avec pW =
?(W) Inversement, soit ¢ un automorphisme affine tel que ¢(H) soit
parallele & H pour tout hyperplan H de £. Alors, les droites (qui sont
des intersections d’hyperplans) vérifient la méme propriété, et tous les
vecteurs non nuls de E sont propres pour ? On en déduit que ? est
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une homothétie vectorielle pidg, et ¢ est une homothétie si p # 1, une
translation sinon.

Soient ¢ et o deux homothéties de &, de points fixes Oy, O et de
rapports pq et ug, respectivement. Leur composée ¢ = 5 0 1 est une
translation si puipus = 1, tandis que si puipus # 1, ¢’est une homothétie
de rapport pypo. Dans ce cas, on a O, = Oy si O = Oy (et alors, ¢y
et g9 commutent) ; sinon, O, se trouve sur la droite D = (0,0,), car
D est stable sous ¢ et o, donc sous ¢, de sorte que ¢ induit sur D
une homothétie.

Exercice. Déterminer les coordonnées barycentriques de O, dans le
repere affine {Oq, 02} de D.

Si la caractéristique de K est différente de 2, une homothétie de
rapport —1 s’appelle une symétrie centrale, et son point fixe s’appelle
le centre de la symétrie. Le composé de deux symétries centrales ¢’ o

est la translation de vecteur 20,0, .

(i) Les projections affines. Soit F un sous-espace affine de &, de direc-
tion I, et soit F’ un supplémentaire de F' dans £ = F' & F’. Pour tout
point P de &, les sous-espaces affines F et P + I se rencontrent en
un unique point P’. L’application 7 : P +— P’ s’appelle la projection
sur F parallélement o F'. C’est un endomorphisme affine de £, dont la
partie linéaire est la projection vectorielle 7 de E sur F attachée a la
décomposition F = F @& F'. Onarmonm =, et Fiz(r) = F. Inverse-
ment, tout endomorphisme affine 7 vérifiant wor = 7 est une projection
affine, d’image le sous-espace affine F = 7(€) (de direction F = 7 (E)),
parallelement & F/ = Ker(7). En effet, on a (7 —idg) o 7 = 0, donc

F=1Im(7) = Ker(7 —idg),
et E=F®F. Pourgt P € &, le point P’ = w(P) appartient a F,
et il reste a voir que PP' € F'. Mais n(P') = n(n(P)) = n(P) = P/,
/ / s —_)/ /
donc 7 (PP') = n(P)n(P') = 0, et PP’ € Ker @ = F'.
(iii) Les symétries affines (on suppose ici que car(K) # 2). Reprenons

les données F C £ et E = '@ I, ainsi que les notations P et P’
de I'exemple (ii). L’application s qui associe a P € £ le point s(P) =

P+ 2}? s'appelle la symétrie affine par rapport a F parallelement
a F'. C’est une involution de £ (c’est-a-dire, une application de &
dans & telle que la composée de cette application avec elle-méme est
I'identité), qui vérifie Fiz(s) = F, et dont la partie linéaire est la
symétrie vectorielle

P T —TW4d eFOF - F(T) =T —d.
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Inversement, toute involution affine s de £ admet au moins un point
fixe (par exemple, le milien M dun segment [P, s(P)], ou P est un
point de &), et est une symétrie affine par rapport au sous-espace affine
F = Fixz(s), de direction F = Ker(s — idg), parallelement au noyau
Ker(s+idg) = F'. Eneffet, on a F = F & F’. Pour tout point P € &£
(en notant M le milieu du segment [P, s(P)]), on a alors

(F +idg)PM = s(P)M + PM = 0,

—
d%PM € F', le point M est le projeté P’ = p(P) de P, et Ps(P; =
2PP.

Lemma 10. Soit p : &€ — & une transformation d’un espace affine &,
et soit U un vecteur de la direction E de E. Alors, la conjuguée ¢ o
tw o=t de la translation tw de vecteur U est la translation de vecteur

Z (7).
Démonstration. Soit P un point de £. Posons Q = ¢ }(P). On a
P(poty o9 (P) = p(Qe(Q+7) = B(QQ+ 7)) = B(V).
[

Ce lemme implique qu’un automorphisme affine ¢ : &€ — £ commute
avec une translation t : £ — £ si et seulement si v/ € Ker(@> —idg).
En particulier, la symétrie affine s commute avec une translation ¢4
si et seulement si @ € F. Si @ € F est non nul, la composée S =
t->0s = sot+ s’appelle une symétrie glissée. Bien que sa partie linéaire

= § soit une symétrie vectorielle, S n’a aucun point fixe, et n’est
donc pas une symétrie affine. En revanche, si U eF , alors t4/ o s est
une involution donc une symétrie.

(iv) Les affinités. Toujours avec les données F, E = F @ F' et la

notation P’ = w(P), on appelle affinité de rapport p € K*, de base F,

parallélement a F', 'automorphisme affine ¢, qui associe a tout point
oy

P € & le point p(P) = P’ + puP'P. Ainsi, p_; est la symétrie s, et 7

correspond au cas limite ¢ = 0. Si g # 1, on a toujours

Fiz(p,) =F, F=Ker(p, —idg), F' = Ker(g, —pidg),
de sorte que 37; est diagonalisable.

Quand F' = H est un hyperplan et p # 1, Iaffinité ¢, s’appelle une
dilatation. Dans ce cas, Im(p;, — idg) est la droite F' ¢ H.

(v) Les transvections affines. Une transvection vectorielle de E est un
élément f de GL(F) tel que 1 soit la seule valeur propre de f et tel que
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Ker(f —idg) soit un hyperplan H de E. En particulier, f n’est pas
diagonalisable, (f — idg)* = 0, et Im(f — idg) est une droite D C H.

Si h € H désigne un vecteur non nul porté par D, il existe une forme
linéaire £ = (4 sur E, de noyau H, telle que, pour tout e E on ait

F(T) =T +0(T) 7.

Si H est un hyperplan de £ de direction H, on appelle transvection
affine de base H tout automorphisme affine ¢ : € — & tel que Fiz(p) =
‘H et dont la partie linéaire ? soit une transvection vectorielle (pour
laquelle on aura nécessairement Ker(@ —idg) = H).

Tout automorphisme affine ¢ de & tel que Fiz(p) soit un hyperplan
est une dilatation ou une transvection affine.

1.7. Trois théoremes de géométrie plane. Les applications affines
peuvent étre utilisées pour démontrer des théoremes classiques de géo-
métrie plane. On donne ici trois exemples.

Théoréme 2. (Thales). Soit £ un plan affine. Soient dy, dy et ds
trois droites deux a deux paralléles et deuxr a deux distinctes de &, et
soient D C &€ et D' C & deux droites distinctes dont aucune n’est
parallele a d;, i = 1,2,3. Notons Ay, Ay et Ag les points d’intersection
de D avec dy, dy et ds, respectivement. Notons By, By et Bs les points
d’intersection de D' avec dy, dy et ds, respectivement.

1) On o 4 = BiE;

(1) On o 238 = 55

(2) R_éc)z'pmquement, st un point M de la droite D vérifie ’égalité

AM — BBy glors M = As.

MA;  BiBy
/N /.
A/ 1By
dy
Az d; B
|&|3 B=“

FIGURE 1. Théoréme de Thales
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Démonstration. (1) Soit 7 : &€ — D’ la projection sur D" par-
allelement a dy. Alors, m(A;) = B;, ¢ = 1,2,3. Si 414, = pAi4s,
alors 7(A1A2) = ,u?(AlAg), d’ou BBy = ,uBlBé, ce qui démontre la
premiere affirmation du théoreme.

(2) On a

— DBiBy——
A1A2 - %AlAg.

B B3

T
Donc, A;M = A A,, c’est-a-dire, le point M coincide avec le point A,.
O

Corollaire 11. Soient dy et dy deux droites paralléles et distinctes
de &, et soient D C &€ et D' C & deux droites sécantes dont aucune
n’est paralléle a dy ou dy et dont le point d’intersection A n’appartient
ni a dy, ni a dy. Notons

o Ay et Ay les points d’intersection de D avec dy et do, respective-
ment,

e By et By les points d’intersection de D' avec dy et dy, respec-
tivement.

Alors, on a

\

AA, AB, AB

AA,  AB, A,B,

2 Z
A
VAL

A"
/

=

FiGURE 2. Corollaire du théoreme de Thales
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Démonstration. On fait passer par le point A une droite parallele a
dy et do. En appliquant le théoreme de Thales, on obtient

A4, AB,
AAy  ABs

Donc, 'homothétie de centre A qui envoie A; sur A, envoie aussi B
sur By. Par conséquent,

AlBl ABl
s =
AQBQ AB2

O

Théoréme 3. (Pappus). Soient D et D' deux droites distinctes du
plan affine £, et soient A, B, C (respectivement, A, B', C") trois
points deux a deux distincts de D (respectivement, D'). Si les droites
D et D' sont concourantes, supposons que tous les points A, B, C, A,
B', C" sont tous distincts de D ND'. Supposons aussi que la droite
(AB’) est paralléle a (BA'), et la droite (BC") est paralléle a (CB’).
Alors, les droites (CA’) et (AC") sont aussi paralléles.

FiGURE 3. Théoreme de Pappus

Démonstration. Supposons d’abord que D et D’ soient concourantes,
et soit ¢ I’homothétie de centre O = D N D’ qui envoie A sur B.
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D’apres le théoreme de Thales, 'homothétie ¢ envoie B’ sur A’. De
méme, ’homothétie ¢ de centre O qui envoie B sur C envoie C’ sur
B’. Comme les homothéties ¢ et 1) ont méme centre, elles commutent.
Donc, o = gpow envoie A sur C, et C' sur A’. Comme ¢ o1) est une

homothétie, % = 7, et par la deuxieme affirmation du théoreme de

Thales, on obtlent que les droites (AC”) et (C'A’) sont paralleles.
Supposons maintenant que D et D’ soient paralleles. En remplagant
¢ (respectivement, 1) par la translation de vecteur AB (respective-
ment, BC'), on trouve que les translations tie et to coincident. On
conclut par la regle du parallélogramme. 0

Théoréme 4. (Desargues). Soient (ABC) et (A'B'C") deux triangles
du plan affine £. On suppose que

A+ A, B#B etC#(C,

les droites (AB) et (A'B’) sont paralléles,

les droites (BC) et (B'C") sont paralléles,

les droites (C'A) et (C"A") sont paralléles.
(

AA"), (BB') et (CC") sont paralléles ou concour-

Alors, les droites
antes.

FIGURE 4. Théoreme de Desargues
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Démonstration. Si les trois droites en question ne sont pas paralleles,
deux au moins d’entre elles, soit (AA’) et (BB'), se coupent en un
point O. D’apres le théoreme de Thales, I’homothétie ¢ de centre O
qui envoie A sur A’ envoie B sur B’. La droite ¢((AC)) est parallele
a (AC) et passe par A', c’est-a-dire, la droite ¢((AC)) coincide avec
(A'C"). De méme, ¢((BC)) = (B'C"). Donc, 'homothétie ¢ envoie le
point C' = (AC) N (BC) sur (A'C") N (B'C") = C'. Par conséquent,
les points O, C et C” sont alignés, et les droites (AA"), (BB') et (CC")
concourent en O. O

1.8. Produits semi-directs. Soient A et H deux groupes. On dit
qu’'une action (& gauche) de H sur A est compatible avec la structure
de groupe de A si le morphisme correspondant p : H — Sy est a valeurs
dans le groupe Aut(A) des automorphismes de A, autrement dit (en no-
tant (h,a) — pp(a) cette action), si on a pp(ajas) = pp(a1)pn(az) pour
tout h € H et tous ay,as € A. Dans ces conditions, on appelle produit
semi-direct (externe) de A par H relativement a p : H — Aut(A),
et on note A x, H, 'ensemble A x H, muni de la loi de composition
interne

(a,h).(a’;h") — (a- pn(a’),h-h'),

qui en fait est un groupe, d’élément neutre (e4, ey ), et de loi d’inversion
(4, h) " = (s (o), ).

Lorsque 'action de H sur A est triviale (c’est-a-dire lorsque py, = ida
pour tout h € H), on retrouve le produit direct usuel, que 1'on note
simplement A x H, de loi de groupe (a, h).(a’, ') = (ad’, hh').

Revenons au cas général, et posons G = A x, H. Les applications
i: A— G,i(a) = (a,eg) et s H — G, s(h) = (ea, h) sont des
morphismes de groupes injectifs, qui permettent d’identifier A et H a
des sous-groupes de G. Avec cette identification, A est distingué dans
G, puisque, pour tout h € H et tous a,a’ € A, on a

(0, h)al(a, )™ = (a, h)(d, ex) (s (a7, A7)
= (a,h)(d" - pp-1(a™"), ") = (apn(a)pn(pn-2(a™")), en)
= (app(aa™ ex) € A.
L’action de G sur A par conjugaison (g,a) — Int(g)(a) = gag™" induit
sur s(H) C G l'action donnée initialement de H sur A : pour tout
(h,a) € H x A, I'élément pp,(a) est égal a s(h)a(s(h))™!, autrement
dit, p, = Int(s(h)). En revanche, s(H) n’est en général pas distingué
dans GG : selon un calcul similaire, il ’est si et seulement si l'action p
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est triviale. Enfin, 'application ¢ : A x H — G : (a, h) — ah (c’est-a-
dire, i(a)s(h)) est toujours une bijection, mais n’est un isomorphisme
de groupes (pour la structure de produit direct de A x H) que si p est
triviale.

Inversement, partons d’un groupe G, et de deux sous-groupes A et
H de G tels que 'application v : A x H — G : (a,h) — ah soit une
bijection ensembliste. Alors, AN H = {eg}, et les sous-groupes A et
H commutent si et seulement s’ils sont tous deux distingués dans G.
(On dit que deux parties U et V' de G commutent si uv = vu pour
tout u € U et tout v € V.) Si A et H commutent, alors I'application
v est un isomorphisme de groupes (pour la structure de produit direct
sur A x H), et on dit que G est le produit direct (interne) de ses
sous-groupes distingués A et H.

Toujours sous ’hypothese que v est une bijection ensembliste, sup-
posons seulement que A soit distingué dans G. Alors, H agit sur A par
conjugaison pp,(a) = hah™!, et la relation aha’h’ = a py,(a’) hh' montre
que v~ établit un isomorphisme de groupes de G vers le produit semi-
direct A x, H de A par H pour cette action p. On dit que G est le
produit semi-direct (interne) de son sous-groupe distingué A par son
sous-groupe H, et on note G = A x H.

Soit enfin G un groupe, et soit A un sous-groupe distingué de G.
L’ensemble G/A des classes modulo A est alors naturellement muni
d’une structure de groupe. En général, il n’existe pas de sous-groupe
de G dont les éléments forment un systeme de représentants de G/A,

mais c’est le cas si (et seulement si) il existe un sous-groupe H de G
tel que G = A x H.

Exemples. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Considérons le
sous-groupe G = B,,(K) de GL,(K), formé par les matrices triangu-
laires supérieures inversibles d’ordre n. Le groupe G admet comme
sous-groupe le groupe abélien H = D,,(K) ~ (K*)" formé par les ma-
trices diagonales inversibles, et le groupe A = Unip, (K) formé par les
matrices triangulaires supérieures unipotentes

1 ay any
0 1 Qjn
0 0 1

(non abélien pour n > 3). Le sous-groupe Unip, (K) est distingué dans
B,(K), et on a (exercice) :

Bo(K) = Unip,(K) x Dy(K).
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Considérons le sous-groupe GA;(K) de GLy(K) formé des matrices

de la forme
[v,u]:(g ?),UEKX,UEK.

Son intersection avec Dy(K) est un sous-groupe H' = {[0,u]} iso-
morphe au groupe multiplicatif (K*,-), tandis que son sous-groupe
distingué A" = Unipy(K) = {[v,1]} est isomorphe au groupe additif
(K,+). On a GA,(K) = A" x H'. L’action de H' sur A’ par conju-
gaison est donnée par [0,u][v, 1][0,u™!] = [uv, 1], de sorte qu'on peut
aussi écrire GA(K) = K x, K*, ol I'action des éléments u de K sur
les éléments v de K est donnée par p,(v) = uv.

Pour mieux comprendre et généraliser ce dernier exemple, intro-
duisons la notion du prolongement vectoriel canonique d’un espace aff-
ine. Soit £ un espace affine, de direction E. On peut attacher, de fagon
cette fois canonique, a £ un espace vectoriel & contenant E comme hy-
perplan vectoriel, et £ comme hyperplan affine. Ensemblistement, & est
la réunion disjointe de E et de symboles Az, ot A € K* et x € £. Pour
tout point x € &, on identifie x avec 1x. On parvient a munir £ dune
structure d’espace vectoriel de telle fagon que ’application A = £ K ,
définie par h(7) = 0si ¥ € E et h(V) = Asi ¥ = Az, soit une forme
linéaire sur €. En particulier, Ker(h) = E, et £ est lhyperplan affine
h1(1) de . La structure d’ espace vectoriel sur & est définie de la
fagon suivante (I’addition dans £ est notée F, la multiplication par les
scalaires des éléments de € est notée?) :

o uFv=u+v pour tous vecteurs u,v € E ;

o uF\z = \ztu = )\(:1:+§u) pour tout vecteur u € F, tout point
x € £ et tout scalaire A € K* ;

o Mty = (A + ,u)(mx + /\Wy) pour tous points z,y € £ et
tous scalaires A\, u € K* tels que A+ p # 0 ;

e —A\zF\y = Az pour tous points z,y € £ et tout scalaire \ €
K>

° mzoeﬁpourtoutfeg;

e /-u = pu pour tout vecteur u € E et tout scalaire yu € K* ;

e (i-Ax = (uN)x pour tout point z € £ et tous scalaires \, u € K*.

Exercice. Montrer que £ muni des opérations d’addition et de multi-
plication par les scalaires décrite ci-dessus est un espace vectoriel.
L’espace vectoriel gs’appelle prolongement vectoriel canonique de £.
Deux éléments = et y de £ C & ont pour différence y — = dans I'espace
vectoriel £ 'unique vecteur @ = @ de E tel que y = = + U dans
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&. Cela justifie la notation Pﬁ = () — P, parfois utilisée en géométrie
affine.

Remarquons que, pour tout entier positif ou nul n, le prolongement
vectoriel de K™ (ici K™ est muni de sa structure affine naturelle) peut
étre identifié avec K"+,

Considérons des espaces affines £ et F de dimensions n et m, respec-
tivement. Choisissons des repéeres affines (P, ..., P,) et (Qo,...,Qm)
de £ et F, respectivement, et identifions £ a K™ et F a K™ a l'aide
de ces reperes affines (en placant les origines dans Py et (g, respective-
ment). Dans les coordonnées cartésiennes correspondantes, toute ap-
plication affine ¢ : & — F s’écrit sous la forme 2= UTZ+7, 007 €
K", la matrice U € Mat,,, (K) représente ?, et ¥ e K™ représente

le vecteur Qop(F). Il est commode d’écrire cette représentation de ¢
sous la forme

(1) (5 )(D)-(77).

avec ( g ? ) = [V,U] € Mat sy i1 (K).

Ici, on représente ¢ comme restriction d’une application linéaire du
prolongement vectoriel canonique K" de K™ dans le prolongement vec-
toriel canonique K™ de K™. Pour toute application affine ¢ : F — G,
représentée par une matrice [v",U'] € Matyi1m1(K), ot dim G = k,
la composée 1) o ¢ est représentée par la matrice

[V, U[V, U] = [V + U, U]

1

On voit que si ¢ est inversible, ’application ¢ ™" est représentée par

(7, U] = [-U'T, U

Pour tout entier strictement positif n, on pose GA,(K) = GA(K™).
Les formules précédentes, avec m = n, montrent que

GAN(K) = K™ %, GL,(K),

pour l'action p de GL,(K) sur K™ donnée par p(U) (V) = U .

On peut décrire une telle décomposition du groupe affine en pro-
duit semi-direct sans utiliser les coordonnées. Soit £ un espace affine.
Rappelons que les translations de € sont les éléments de T'(E) = {¢ €
GA(E) | # = idg} qui est le noyau du morphisme 7 : GA(E) —
GL(E). En tant que noyau, A = T'(€) est distingué dans GA(E).
Fixons alors un point O de &£, et considérons-en le stabilisateur H =

(GA(S))O ={p € GA(E) | p(O) = O}, qui s’identifie naturellement au
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groupe linéaire GL(Ep) ~ GL(FE) du vectorialisé de £ en O, et ne ren-
contre T'(£) qu'en idg = t. Mieux, la restriction a H du morphisme
m:G=GAE) - GL(E) ~ G/A est un isomorphisme de groupes.
Par conséquent, tout élément de G s’écrit de fagcon unique sous la forme
ha',otta’ € Aet h € H, donc aussi sous la forme ah, a = ha’h~1. Ainsi,

GA(E) =T(E) x (GA(E)),, ~ E x, GL(E),
pour laction p de GL(E) sur E donnée par p(@) (V) = G (7).

1.9. Notion de convexité. Dans ce paragraphe, £ est un espace affine
réel de dimension finie supérieure ou égale a 1.
Soient A et B deux points de €. Le segment [AB] est I'ensemble

DA+ (1-NB|0<A<1}CE.

Une partie C de & est dite conveze si, pour tous points A et B de C, le
segment [AB] est entierement contenu dans C.

Il est clair que tout sous-espace affine de £ est convexe. Un autre
exemple de sous-ensembles convexes est donné par les demi-espaces de
E. Soit ‘H un hyperplan de &, et soit O un point de H. En identifiant
& avec le vectorialisé £ de € en O, on peut choisir une forme linéaire
[: & — R dont le noyau coincide avec H. Les ensembles

(PeE|IP)>0} et {Pe&|I(P)<0}

s’appellent demi-espaces définis par H. (Remarquons que si on rem-
place O par un autre point de H ou la forme linéaire | par une autre
forme linéaire dont le noyau coincide avec ‘H, on obtient la méme paire
de demi-espaces.)

Exercice. Soit H un hyperplan de £. Montrer que chaque demi-espace
défini par H est un sous-ensemble convexe.

Soit ¢ : £ — F une application affine entre deux espaces affines
réels, et soient A et B deux points de £. On pose A" = ¢(A) et
¢(B) = B'. Tout point P du segment [AB] est le barycentre d’'un
systeme {(A4, ), (B,1 — A)}, ou A est un nombre réel entre 0 et 1.
Le fait que les applications affines préservent les barycentres (voir la
Proposition 8) implique que ¢([AB]) = [A’'B’]. Cette observation a les
corollaires suivants.

Proposition 12. Soit ¢ : € — F une application affine entre deux
espaces affines réels, et soit C C £ un sous-ensemble convexe. Alors,
©(C) est un sous-ensemble convexe de F.

Démonstration. Soient A’ et B’ deux points de ¢(C). On peut trou-
ver un point A € C et un point B € C tels que ¢(A) = A’ et ¢(B) = B'.
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Le segment [AB] est entierement contenu dans C. Donc, ¢(|AB]), qui
est le segment [A’B'], est entierement contenu dans ¢(C). O

Proposition 13. Soit ¢ : € — F une application affine entre deux
espaces affines réels, et soit C' C F un sous-ensemble convexe. Alors,
0 1(C') est un sous-ensemble conveze de E.

Démonstration. Soient A et B deux points de ¢'(C’). Posons A’ =
©(A) et B' = ¢(B). On a p([AB]) = [A’B'] et [A’B'] € C". Donc, les
segment [AB] est entierement contenu dans ¢~ (C’). O

Proposition 14. L’intersection (),c;Ci d’un nombre quelconque de
sous-ensembles convexes C;, 1 € I, de € est convezxe.

Démonstration. Soient A et B deux points de (1),c; C;. Pour tout
i € I, le segment [AB] est entierement contenu dans C;. Donc, ce
segment est entierement contenu dans (., C;. U

La réunion de deux sous-ensembles convexes n’est pas convexe en
général : par exemple, le sous-ensemble formé de deux points distincts
n’est pas convexe.

Soit S un sous-ensemble de €. L’intersection de tous les sous-ensem-
bles convexes contenant S est un sous-ensemble convexe de &, ap-
pelé I'enveloppe convexe de S. L’enveloppe convexe d’un nombre fini
de points de & s’appelle polytope convexre. Un polyédre convexe est
I'intersection d’'un nombre fini de demi-espaces de &.

Proposition 15. Soit S un sous-ensemble non vide de £. Alors,
lenveloppe conveze P(S) de S est formée des barycentres de familles
finies de points de S munis de coefficients positifs ou nuls.

Démonstration. Notons S, 'ensemble des barycentres de familles
finies de points de S munis de coefficients positifs ou nuls. Remar-
quons que S, est convexe. En effet, soient A et B deux points de
S,. Les points du segment [AB] sont les barycentres des systeémes
{(A4,N),(B,1 =X} avec 0 < A < 1. L’associativité de la barycentra-
tion implique que tous ces points sont dans 5.

Tout point A € S est le barycentre du systeme {(A,1)}, donc S C
Sy. Puisque S; est convexe, on obtient I'inclusion P(S) C 5.

Pour démontrer l'inclusion S, C P(S), montrons par récurrence
I’affirmation suivante : si n > 1 est un entier, A, ..., A, des nombres
réels positifs ou nuls (qui ne sont pas tous nuls), et Ay, ..., A, des
points de P(.S), alors le barycentre du systeme {(Aq, A1), ..., (An, A\n)}
est contenu dans P(S).
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Sin =1, le barycentre est A;, et I'affirmation est vraie. Supposons
que 'affirmation est vraie pour un certain entier k > 1. Soit Ay, ...,
Ak+1 des nombres réels positifs ou nuls (qui ne sont pas tous nuls), et
Ay, ..., Agyq des points de P(S). Sil'un des nombres Ay, ..., A\giq
est nul (notons le \;) on peut retirer (A4;,\;) du systeme. Supposons
que tous les nombres Ay, ..., A\xy1 sont non nuls. Soit Py le barycentre
du systeme {(A1, A1), ..., (Ag, \x)}. Par hypothese de récurrence, on a
P, € P(S). Le barycentre Py du systeme {(A1, A1), ..., (Axs1, Met1) }
coincide avec le barycentre du systeme {( Py, Ai+. . .4+Ag), (Agt1, Aet1) }-
Ce dernier barycentre appartient a P(S), car P(S) est convexe. d

Le résultat de la Proposition 15 peut étre précisé de la fagon suivante.

Théoréme 5. (Carathéodory) Soit m > 1 un entier, et soit € un
espace affine réel de dimension m. Soit S un sous-ensemble non vide
de €. Alors, Uenveloppe conveze P(S) de S est formée des barycentres
de familles de m + 1 points de S munis de coefficients positifs ou nuls.

La démonstration est laissée en exercice.



