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ARITHMETIQUE (résumé)

1. DIVISION EUCLIDIENNE

Théoreme de division euclidienne. Soit a un nombre entier, et soit b un nombre
entier strictement positif. Alors, il existe un unique couple (q,r) de nombres entiers
tel que a =bg+1r et 0 <r <b.

L’écriture a = bg + r sappelle la division euclidienne de a par b.

Définition. Soient a et b deux nombres entiers tels que b # 0. On dit que b divise
a (ou que a est un multiple de b), s’il existe un nombre entier k tel que a = kb. Si
b divise a, on écrit bla.

Soient a et b deux nombres entiers strictement positifs. L’ensemble des diviseurs
communs positifs de a et b est non vide et fini. Le plus grand élément de cet
ensemble s’appelle le plus grand commun diviseur de a et b, et est noté pged(a, b).
L’ensemble des multiples communs positifs de a et b est non vide. Le plus petit
élément de cet ensemble s’appelle le plus petit commun multiple de a et b, et est
noté ppem(a, b).

Dans les questions de divisibilité, les signes importent peu, car 1 et —1 sont
inversibles dans Z. Par conséquent, on considere parfois que deux nombres entiers
strictement positifs a et b possedent deux pged (opposés I'un a l'autre) et deux
ppcm (opposés I'un a l'autre). Lorsqu’on parle du pged ou du ppem, on parle de
celui qui est supérieur a 0. L’extension des notions de pged et ppcm aux paires
d’entiers relatifs non nuls est immédiate. De plus, si a est un nombre entier non
nul, on pose pgcd(a,0) = a et ppecm(a,0) = 0.

Lorsque pgcd(a,b) = 1, on dit que a et b sont premiers entre eut.

Algorithme d’Euclide. On a deux nombres entiers strictement positifs a et b
tels que a > b. Le but de 'algorithme est de calculer le pged de a et b. A chaque
étape de I'algorithme, un couple (a’,b") de nombres entiers strictement positifs a’
et b’ tels que a’ > b’ est remplacé par le couple (b',r), ou r est le reste de o’ dans
la division par b’. L’algorithme s’arréte quand le plus petit nombre du couple est
égal a 0. Le deuxieme nombre du couple obtenu a la fin est égal au pged de a et b.

Théoreme de Bézout. Soient a et b des nombres entiers non tous les deux
nuls. Posons d = pgcd(a,b). Alors, il existe des nombres entiers u et v tels que
ua + vb = d.

Le théoreme de Bézout permet de démontrer les énoncés suivants.

Proposition (Lemme de Gauss). Soient a, b et ¢ des nombres entiers stricte-
ment positifs tels que pged(a,b) =1 et a divise be. Alors, a divise c.



Proposition. Soient a, b et ¢ des nombres entiers strictement positifs tels que a
soit premier avec b et premier avec c. Alors, a est premier avec bc.

Proposition. Soient a et b deux nombres entiers non tous les deux nuls tels que
pgcd(a,b) = 1, et soient m et n deux nombres entiers strictement positifs. Alors,
pged(a™, b™) = 1.

Proposition. Soient a et b des nombres entiers non tous les deux nuls. Posons
d = pgcd(a,b). Alors, tout diviseur commun de a et b divise d.

La proposition suivante donne une relation importante entre le pged et le ppcm
de deux nombres.

Proposition. Soient a et b deux mombres entiers strictement positifs. Posons
d = pgcd(a,b) et m = ppem(a,b). Alors, ab = dm.

Démonstration. On a a = dag et b = dbg, ol ag et by sont des nombres entiers. De
plus, pged(ag, bg) = 1. En effet, si dy est un diviseur commun de aq et by, alors ddy
divise a et b, d’ou dg = 1. On va montrer que m = dagby. Tout d’abord, remarquons
que dagby = aby = agb est un multiple commun de a et b. Etant donné un autre
multiple commun strictement positif n de a et b, on va montrer que dagby < n, et
méme que dagby divise n. En effet, par hypothese, il existe des nombres entiers
ny et ny tels que n = any = bns. Divisant par d, on obtient agn; = bgns. En
particulier, ag divise bgne, donc, d’apres le lemme de Gauss, il existe un nombre
entier ng tel que ny = agns. Par conséquent, n = bagns = dagbons. En conclusion,
ab = dagdby = dm. O

Dans la démonstration de la proposition précédente, nous avons montré, en par-
ticulier, le lemme suivant.

Lemme. Soient a et b des nombres entiers non tous les deux nuls. Posons m =
ppem(a,b). Alors, m divise tout multiple commun de a et b.

Proposition. Soient a et b deux nombres entiers strictement positifs. Alors,

(i) lensemble aZ + bZ des sommes d’un multiple de a et d’un multiple de b est
un sous-groupe de 7 ; le générateur positif de ce sous-groupe est pged(a,b) ;

(ii) l’ensemble aZ N bZ des multiples communs de a et de b est un sous-groupe
de Z ; le générateur positif de ce sous-groupe est ppcm(a,b).

On termine cette section par le théoréeme des restes chinois.

Théoreme des restes chinois. Soient k et n des nombres entiers strictement
positifs et premiers entre euz. Alors, les groupes Z/knZ et Z/k x Z/n sont isomor-
phes.

2. NOMBRES PREMIERS

Définition. Soit p un nombre entier supérieur ou égal a 2. On dit que p est un
nombre premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme. Un nombre entier
n supérieur ou égal a 2 qui n’est pas premier est dit composé.

Remarquons que si p et ¢ deux nombres premiers distincts, on a pged(p, q) = 1.

Proposition. Il y a une infinité de nombres premiers.



Les nombres premiers jouent un role fondamental en arithmétique a cause du
théoreme suivant.

Théoréme (Décomposition en facteurs premiers) Tout nombre entier n supé-
rieur ou €gal a 2 s’écrit comme produit de nombres premiers, de facon unique a
l’ordre pres des facteurs. Une telle écriture est donc de la forme

_ aq (e
n=p'...p.",

our > 1 est un nombre entier, p1 < ... < p, sont des nombres entiers premiers
distincts, et aq, ..., o, sont des nombres entiers strictement positifs.

Démonstration. Soit F ’ensemble des nombres premiers qui divisent n. Remar-
quons que F est non vide. De plus, F est fini, car chaque élément de E est inférieur
ou égal a n. Soit E = {p1,...,pr}

Pour chaque indice 1 <14 <7, il y a un nombre «; maximal tel que p;" divise n.
Puisque les nombres p*, ..., p?" sont deux & deux premiers entre eux, le nombre
n est divisible par p{* ...p%", cest-a-dire il existe un nombre entier k tel que

n=kplt...po" .
Si k > 1, le nombre k est divisible par un nombre premier ps; qui doit étre dans F,

pour un certain indice s. Donc, ps x p%s divise n. Ceci est est impossible car oy a
été choisi maximal, donc k =1 et n = p* ...pX. O



