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Dans tous les exercices ci-dessous, on fixe un corps algébriquement clos k de caractéristique 0, et on
écrit A™ (respectivement, P™) au lieu de A"(k) (respectivement, P (k)) pour tout entier strictement
positif n.

Exercice 1 Soit C C A? la courbe définie par le polynome f(z,y) = (z — 1)3 — 2.
(a) La courbe C' est-elle non singuliere ? Est-elle irréductible ? Est-elle rationnelle ?

(b) Montrer que (2,1) € A? est un point non singulier de C et donner une équation de la droite
tangente a C' en (2,1).

(c) Montrer que tout élément de 'anneau A(C) admet un unique représentant de la forme

P(x) + Q(z)y,

ou P, @ € k[z] sont des polynomes.

(d) Considérons I'application ¢ : A? — P? définie par p(z,y) = (z : y : 1). Soit C I'adhérence de
©(C) dans P? (pour la topologie de Zariski). Donner un polynéme homogene F € k[xg, 71, 2]
de degré 3 tel que le lieu des zéros Z(F) C P? de F coincide avec C.

(e) Combien de points singuliers la courbe C a-t-elle ?

(f) Trouver un point d’inflexion de la courbe C.

Exercice 2 (a) Montrer que la formule (zg : 21 : 22) — (2122 : X022 : xor1) définit une application
rationnelle de P? dans P2. Notons v cette application.

(b) Montrer que 1 est une application birationnelle qui coincide avec son application rationnelle
réciproque.

(c) Parmi les ouverts V' C P? tels que 'application rationnelle v soit représentée par (V,y ), olt
1y est un morphisme régulier, trouver un ouvert U maximal par inclusion.

(d) Trouver deux ouverts V' C P? et W C P? tels que I’application 1 soit représentée par (V, )y ),
ol Yy est un morphisme régulier qui établit un isomorphisme entre V et W.

(e) Soit Y C P? une courbe irréductible de degré 4 telle que Y ait 3 points singuliers. Montrer que
tous les points singuliers de Y sont doubles (c’est-a-dire, d’ordre 2).

(f) Montrer que la courbe Y est rationnelle.

Exercice 3 Soit F' € k[zg,x1,z2,z3] un polynome homogene irréductible de degré 2. Notons X le
lieu des zéros Z(F) de F dans P3.

(a) Trouver une application birationnelle X --» P2,

(b) Trouver des ouverts isomorphes V C X et W C P2
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Exercice 4  (a) Montrer que A!\ {0} est (isomorphe &) une variété affine. Décrire I’anneau des
fonctions régulieres sur Al \ {0}.

(b) Soit m > 2 un nombre entier. Décrire I’anneau des fonctions régulieres sur A \ {(0,0,...,0)}.
En déduire que A"\ {(0,0,...,0)} n’est pas une variété affine.

(¢) Trouver un recouvrement ouvert de A"\ {0,0,...,0} par des variétés affines.

Exercice 5 Soient n > 2 et d > 1 des nombres entiers. Une hypersurface de degré d dans P™ est un
sous-ensemble X C P" qui peut étre défini par un polynéme homogene F' € k[xo, ..., x,| de degré d.

(a) Montrer que tout ensemble de d points dans P" est intersection d’hypersurfaces de degré d.

(b) Montrer que d points alignés dans P" ne peuvent pas étre décrits comme intersection d’hyper-
surfaces de degré strictement inférieur a d.

(c) Montrer que tout ensemble de d points dans P™, non tous alignés, est intersection d’hypersur-
faces de degré d — 1.



