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Téléphones portables et calculatrices sont interdits.
L’usage du polycopié du cours et des feuilles d’exercices est autorisé.

Dans tous les exercices, les réponses doivent étre justifiées.

Pour tout entier n > 1, on munit I'espace R™ de la topologie euclidienne, et on pose
D" = {(z1,...,7,) ER" | 22 +... + 22 <1},
gr—1 — {(xl,...,:vn) cR? | x%—f—...—l—x%: 1}'

Exercice 1
(a) Soit L la droite dans R? définie par
L={(z,y,2) eR®| 2 =0,y =0}.

Montrer que R?\ L a le méme type d’homotopie que le cercle S'.

(b) Soit m un nombre entier strictement positif. Montrer que R" \ D™ a le méme type
d’homotopie que la sphere S*~1.

(c) Soit X un espace topologique, et soient A et B deux sous-espaces de X, non vides
et distincts de X. Montrer que 'on peut avoir A et B homotopiquement équivalents,
sans que X \ A et X \ B soient homotopiquement équivalents.

Exercice 2

Dans cet exercice, on note M le ruban de Mobius, c¢’est-a-dire, 1’espace topologique M
obtenu comme quotient de [0; 1] X [0; 1] par la relation d’équivalence ~ engendrée par (x,0) ~
(1 —z,1) pour tout = € [0;1]. On note C le cercle central de M, c’est-a-dire, I'image par
I'application quotient pr : [0;1] x [0;1] — M du segment {1/2} x [0;1], et on note IM le
bord de M, c’est-a-dire, I'image par I'application quotient pr de ({0} x [0;1]) U ({1} x [0;1]).
(a) Montrer que le ruban de Mébius M a le méme type d’homotopie que le cercle S'.

(b) Montrer que le cercle central C' de M est un rétracte par déformation de M.

(c) Montrer que le bord OM de M n’est pas un rétracte de M.

(d) Les revétements p : E — M de M tels que E soit connexe par arcs sont-ils tous
galoisiens 7

(e) Décrire, a isomorphisme modéré pres, tous les revétements p : E — M de M tels que
E soit connexe par arcs.
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Exercice 3

Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs. La suspension S(X) de X
est 'espace quotient du produit X X [0;1] par la relation d’équivalence ~ engendrée par
(x,0) ~ (y,0) et (x,1) ~ (y,1) pour tous z,y € X. Montrer que la suspension S(X) de X
est simplement connexe.

Exercice 4

Construire un espace topologique non vide et connexe par arcs dont le groupe fondamental
soit isomorphe au produit libre Z x Z/2Z des groupes Z et Z/2Z.

Exercice 5

Dans cet exercice, on pourra utiliser les faits suivants de la théorie des groupes. Soit G un
groupe, et soit [G,G] C G le sous-groupe engendré par les commutateurs d’éléments de G.
Alors, le sous-groupe |G, G] est distingué, et le quotient G/[G, G| est abélien. De plus, tout
morphisme de G dans un groupe abélien se factorise a travers G/[G,G].

Soit B un espace topologique non vide, connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe. Soit by € B un point. Un revétement p : £ — B est
dit abélien si

e p est galoisien,
e le groupe de Galois Aut(p) de p est abélien.

(a) Soit p: E — B un revétement abélien, et soit zy € p~*(by) un point. Le sous-groupe
ps(m(E, x0)) C m1(B,bg) est-il forcement distingué ? Le groupe p.(m(E, z)) est-il
forcement abélien ?

(b) Un revétement universel de B est-il forcement abélien 7

(c) Montrer qu’il existe un revétement abélien u : F, — B de B tel que le groupe de
Galois de u soit 7Tl(B, bg)/[’ﬂ'l(B, bo),ﬂ'l(B, bo)]

(d) Soit yo € u(by) un point. Montrer que, pour tout revétement abélien p : E — B et
tout point xg € p~1(by), il existe un unique morphisme modéré ¢ : E, — E entre les
revétements u et p tel que £(yo) = wo.

(e) Montrer que £ est un revétement. Le revétement £ est-il forcement abélien 7



