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Pour tout entier n > 1, on munit I'espace R" de la topologie euclidienne, et on pose

D" = {(z1,...,m,) ER" | 2} + ...+ 22 <1},
S ={(zy,...,2,) ER" | 2]+ ...+ 22 =1}

Exercice 1

(a) Soit X un espace topologique non vide, et soit Y un espace topologique non vide et
contractile. Montrer que toute application continue f : X — Y est homotope a une
application constante.

(b) Montrer que toute application continue g : Y — X est homotope a une application
constante.

(c) Soit m > 1 un entier, et soit Exp : R — S I'application définie par ¢t — exp(27it).
Montrer que, pour toute application continue i : D" — S il existe une application
continue h : D™ — R telle que Exp o h = h.

(d) L’énoncé (c) reste-t-il vrai si on remplace D" par la sphere S™ et si on suppose que
I’entier n est supérieur ou égal a 2 7

(e) L’énoncé (c) reste-t-il vrai si on remplace D™ par le cercle S* ?

Exercice 2

(a) Soit f: S' — ST une application continue, et soit x € S* un point. Justifier existence
et I'unicité d’'un nombre entier n, tel que le diagramme suivant commute :

(S, ) SELEN m (St f(z))

de J/df(z)

7Z ERALLEN A

Ici, xn, : Z — 7Z est la multiplication par n, et d, : m(S', z) — Z (respectivement,
dy) = m(Sh, f(z)) — Z) est I'application qui & tout élément du groupe m (S*, z)
(respectivement, m(S?, f(z))) associe le degré de cet élément.
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(b) Soit y € S* un point. Montrer que, pour tout chemin v : [0; 1] — S* tel que v(0) =y
et 7(1) = z, on a un diagramme commutatif

7T1(Sl7l') ﬂ) Wl(sluy)

dy ™\ W dy
A

ot ¢, : m (ST, ) — m (S, y) est Visomorphisme de changement de point de base le
long du chemin 7.

(c) Montrer que le nombre n, ne dépend pas du choix de point z € S'. Le nombre n,
s’appelle le degré de I'application f, et on le note deg(f).

(d) Soit f’: S' — S une application continue. Montrer que deg(fo f') = deg(f)-deg(f').

(e) Soient g; : ST — St et go : S' — S! des applications continues. Montrer que les
applications g; et g sont homotopes si et seulement si elles ont le méme degré.

(f) Montrer I'énoncé suivant : si deg(f) # 0, alors f est surjective. L’affirmation
réciproque est-elle vraie 7

(g) Montrer 1’énoncé suivant : si f est injective, alors |deg(f)] = 1. L’affirmation
réciproque est-elle vraie 7

(h) Donner un exemple d’une application continue D? — S'. Une telle application peut-
elle étre surjective ? Peut-elle étre une rétraction ?

(i) Soit h: D* — S! une application continue. Considérons la restriction h|g: : ST — S*
de h & S*. Quelles sont les valeurs possibles de deg(h|g1) ?

Exercice 3

Soit .4 une collection finie de copies de 'intervalle [0;1]. On appelle graphe fini un espace
topologique I' obtenu comme quotient de la réunion disjointe des intervalles de A en identi-
fiant certaines extrémités. On appelle aréte de I' chaque élément de la collection A. Toute
arcte a deux extrémités dont les images par la projection canonique peuvent étre confondues
dans I'. Les éléments de I’ensemble S C I formé par les images des extrémités des intervalles
de A sont appelés les sommets de T'.

(a) Soit I" un graphe fini, et soit a une aréte de I'.  On suppose que les images des
extrémités de a sont distinctes dans I'. Soit IV I'espace quotient obtenu a partir de I" en
identifiant tous les points de I'image de a. Montrer que I" et I'' sont homotopiquement
équivalents.

(b) Montrer que tout graphe fini connexe I' contient un sous-ensemble contractile M tel
que tout sommet de I' appartienne a M.

(c) Soit I un graphe fini connexe. La caractéristique d’Euler-Poincaré x(I') de T' est
Ventier x(I') = #S5 — #A, ou #S est le nombre de sommets de ' et #A est le nombre
d’arétes de I'. Montrer que I' est homotopiquement équivalent au bouquet de 1 —y(T)
cercles.

(d) Montrer que tout revétement a fibres finies d’un graphe fini admet une structure d’un
graphe fini.

(e) Soit n,k > 1 des entiers, L un groupe libre & n générateurs, et H un sous-groupe
d’indice k£ de L. Montrer que H est un groupe libre, dont on donnera le nombre de
générateurs.

(f) Soit m > 3 un entier. Montrer qu'un groupe libre a 2 générateurs admet un sous-
groupe isomorphe a un groupe libre a m générateurs.



