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GROUPES

1. DEFINITIONS ET EXEMPLES

1.1. L’étude des équations algébriques au début du 19ieme siecle a amené les
mathématiciens a une nouvelle notion : celle de groupe. Cette notion joue main-
tenant un role central en mathématiques et pas seulement en mathématiques.

Exemples préparant l'introduction de la notion de groupe : I’ensemble des
isométries d'un polygone régulier (on munit cet ensemble de I'opération de com-
position), 'ensemble Z des nombres entiers (on munit cet ensemble de 1'opération
d’addition), I’ensemble R* des nombres réels non nuls (on munit cet ensemble de
I'opération de multiplication).

1.2. Définition d’un groupe. Pour un ensemble arbitraire GG, une opération qui,
a un couple de deux éléments quelconques de (G, associe un élément de G s’appelle
opération interne (ou loi interne) sur G. Par exemple, la composition est une
opération interne sur ’ensemble des isométries d’un polygone régulier, I’addition
est une opération interne sur I’ensemble Z des nombres entiers et la multiplication
est une opération interne sur I’ensemble N des nombres naturels. Attention : I'ordre
des éléments d’un couple est, en général, important pour le résultat de I'opération.

Un couple (G,+), ou G est un ensemble et - est une opération interne sur G
s’appelle groupe si

(1) il existe un élément e (appelé élément neutre) de G tel que, pour tout

élément a de G on ait,

(2) pour tout élément a de G, il existe un élément a’ (appelé inverse de a) de
G tel que

(3) D'opération interne - est associative, c’est-a-dire, pour des éléments quelcon-
ques a, b et ¢ de G, on a

(a-b)-c=a-(b-c).

Exemples. Le groupe des bijections d’un ensemble E, muni de la loi donnée par
la composition des bijections (ce groupe est noté (Sg, o)), le groupe des translations
d’un espace affine, le groupe des isométries affines d’un espace affine euclidien.

D’autres exemples :

(Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Q*, x), (R*, x), (RT*, x), (C*, x), (U, x),
ol U est ’ensemble des nombres complexes de module 1,
O,(R), SO, (R), GL,(K), SL,(K), ou n est un nombre entier strictement
positif, et K est un corps.
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On verra beaucoup d’autres exemples plus tard.

L’unicité d’élément neutre, l'unicité d’inverse. Ecriture multiplicative. Tables
de multiplication de groupes finis.

1.3. Sous-groupes. Soit (G,-) un groupe. Un sous-groupe H de G est un sous-
ensemble H C G tel que

(1) H contient e,

(2) H est stable par multiplication : si hy et hg sont des éléments de H, alors
hi-hy € H,

(3) H est stable par inversion : si h € H, alors h=! € H.

Un sous-groupe est un groupe a part entiere.

Proposition. Soit {H;};c; une famille de sous-groupes d’un groupe G. Alors,
Uintersection des sous-groupes H; est un sous-groupe de G.

Sous-groupe engendré par un sous-ensemble. Soit G un groupe, et soit A un
sous-ensemble de G. Le sous-groupe < A > de G engendré par A est 'intersection
de tous les sous-groupes de G' qui contiennent A.

Proposition. L’ensemble < A > coincide avec l’ensemble des produits gy ... g,
ou n est un nombre entier positif ou nul, et, pour touti=1,... ,n, on aa; € A ou
ai_l € A. (On considere que le produit vide est égal a I’élément neutre de G.)

Exemple. Soit G un groupe, et soit g un élément de G. Pour tout nombre entier
strictement positif n, le produit de g par lui-méme n fois est noté g", et le produit
de g—! par lui-méme n fois est noté g—™. On convient que g° = e, ol e est I’élément
neutre de G. Alors, le sous-groupe engendré par A = {g} coincide avec {g",n € Z}.

2. MORPHISMES DE GROUPES

Soient G et G’ deux groupes. Un morphisme (de groupes) de G dans G’ est
une application f : G — G’ telle que, pour tous éléments g, et go dans G, on ait

f(9192) = f(g91)f(g2).

Exemples.

— Si G est un groupe, et H est un sous-groupe de GG, alors I'inclusion i : H — G
est un morphisme de groupes.

— L’application déterminant GL,(K) — K* est un morphisme de groupes.

— L’exponentielle exp : R — R est un morphisme de groupes.

Proposition. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, [ envoie l’élément
neutre de G sur l’élément neutre de G'. Pour tout élément g de G, le morphisme

f envoie g=* sur (f(g))~* .

Noyau at image d’un morphisme. Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.
Le noyau de f, noté ker(f), est 'ensemble des éléments g dans G tels que f(g) = €/,
ou €' est 1’élément neutre de G’. L’image de f, notée im(f), est ensemble des
éléments ¢’ de G’ tels qu’il existe g € G vérifiant ¢’ = f(g).

Proposition. Pour tout morphisme de groupes f : G — G', le noyau ker(f) de
f est un sous-groupe de G, et l'image im(f) de f est un sous-groupe de G'.



Proposition. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, f est injectif
si et seulement si ker(f) = {e}, ou e est I’élément neutre de f.

Si un morphisme de groupes f : G — G’ est bijectif, on dit que f un isomor-
phisme. Si f : G — G est un isomorphisme de G dans G, on dit que f est un
automorphisme de G. On note Aut(G) I'ensemble des automorphismes de G. Cet
ensemble, muni de l'opération de composition, est un groupe (c’est un sous-groupe
du groupe de bijections (Sg,0)).

Considérons maintenant des automorphismes tres importants d’un groupe G :
les automorphismes intérieurs ou conjugaisons. Pour un élément quelconque g de
G, la conjugaison par g est ’application

cg:G—G
xr—>g:cg_1.

Il est facile de voir que, pour tout élément g de G, I’application ¢, est un morphisme
de groupes : pour des éléments x et y quelconques de GG, on a

cg(zy) = gryg™" = (gug™")(gyg™") = cg(a)cy(y).
On note Int(G) ensemble des automorphismes intérieurs de G.

3. CLASSES A GAUCHE ET CLASSES A DROITE MODULO UN SOUS-GROUPE

Dans toute cette section, G est un groupe et H est un sous-groupe de G.
Pour tout élément g de GG, on considere deux applications :

— translation & gauche ty gauche : G — G définie par ty gauche () = gz,

— translation a droite ty aroite : G — G définie par tg dqroite(z) = 9.
Attention : si g ne coincide pas avec I’élément neutre de G, alors les applications
tg,gauche €t tg droite € sont pas des morphismes de groupes.

Proposition. Pour tout élément g de G,

— les applications tg gauche €l tg droite SONL bijectives,
— Uapplication g — tg gauche €5t un morphisme injectif de groupes de G dans

Sq.
En particulier, tout groupe G peut étre vu comme un sous-groupe de Sg.

Attention : pour obtenir un morphisme de groupes G — Sg a l’aide de translations
a droite, il faut considérer une application g +— ;-1 groite-

Proposition. Soient x et y deux éléments de G. Alors, soit les ensembles xtH =
t2 gauche(H) €t yH =t sauche(H) coincident, soit ils sont disjoints.

Démonstration. Supposons que xH NyH # (), et soit z € xH NyH. Donc, il
existe un élément hy de H tel que xh; = z, et il existe un élément ho de H tel que
yhe = 2. Donc, x = z(hy)™! = yha(hy) L.

Soit s un élément quelconque de xH. 1l existe un élément h de H tel que zh = s.
Alors, s = zh = yha(hy)~th € yH, ce qui termine la démonstration. O

On définit une relation d’équivalence sur les éléments de G : deux éléments x et
y de G sont équivalents si tH = yH. Ces classes d’équivalence s’appellent classes
a gauche modulo H. L’ensemble des classes a gauche modulo H est noté G/H et



la surjection m : G — G/H qui a z associe sa classe xH est appelée projection
canonique. Un systéme de représentants des classes a gauche est une partie de G
contenant exactement un élément de chaque classe.

De fagon similaire, on définit les classes a droite modulo H et I'ensemble H\G.

4. SOUS-GROUPES DISTINGUES ET QUOTIENTS

Tout sous-groupe H d’un groupe G peut étre représenté comme image d’un
morphisme de groupes. Par contre, il n’est pas vrai en général que tout sous-
groupe H de G peut étre représenté comme noyau d’un morphisme de groupes :
les noyaux de morphismes sont des sous-groupes tres particuliers.

Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit distingué, ou normal, si pour
tout élément h de H et pour tout élément g de G, on a ghg~' € H. Lorsqu'un
sous-groupe H de G est distingué, on écrit H < G.

Un sous-groupe H est distingué si et seulement si il est invariant par tout auto-
morphisme intérieur : pour tout élément g de G, on a ¢,(H) C H.

Proposition. Soit G un groupe, et soit H 9 G un sous-groupe distingué. Alors,
les classes a gauche et a droite modulo H coincident : on a xtH = Hx pour tout
élément x de G (c’est-a-dire, G/H = H\G). Réciproquement, si les classes a
gauche et classes a droite modulo un sous-groupe H coincident, alors H est un
sous-groupe distingué.

Démonstration. Supposons que le sous-groupe H est distingué. Soit z un
élément de G. Alors, pour tout élément h de H, on a zha~! € H, donc, zh =
zhz~ 'z € Hx. Ceci montre que xH C Hz. On montre de la méme maniere que
Hzx C zH.

Supposons maintenant que H = Hx pour tout élément = de G. Alors, pour
tout élément = de G, on a xHz~' = H. O

Proposition. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, le noyau ker(f)
de f est un sous-groupe distingué de G.

Réciproquement, tout sous-groupe distingué d’un groupe G est le noyau d’'un
certain morphisme f : G — G'.

Théoreme. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe distingué de G. Alors,

(a) il existe une unique structure de groupe sur l’ensemble quotient G/H = H\G
telle que la projection canonique m : G — G/H soit un morphisme de
groupes ;

(b) pour tout morphisme f : G — G’ tel que H C ker(f), il existe un unique
morphisme f : G/H — G tel que f = fo m ; le noyau de f est l'image
de ker(f) dans G/H ; en particulier, f est injectif si et seulement si H =
ker(f).

Démonstration.

(a) Définissons une multiplication sur G/H. La projection canonique 7 : G — G/H
est surjective. Donc, pour deux éléments quelconques x; et x5 de G/H, on peut
trouver des éléments g; et g2 de G tels que z1 = 7(g1) et o = m(g2). Si 'on veut



que 7 soit un morphisme de groupes, on doit avoir

r179 = 7(g1)7(g2) = T(9192),

ce qui montre que I’on n’a pas le choix pour définir le produit de x; et z5. Montrons
que ce produit est indépendant des choix de g; et go comme antécédents de x; et xs.
Si on choisit d’autres d’antécédents g; et go de x1 et xo, respectivement, il existe
des éléments hy et ho de H tels que g1 = g1h1 et go = goho. Comme gglhlgg € H,
on a gz_lhlgghg € H, d’ou

m(G192) = m(g1h1g2h2) = (919295 "h1gaha) = m(g192).

Ceci montre que le produit xi;xzo défini a l'aide d’antécédents de x1 et x5 est
indépendant du choix de ces antécédents.

L’ensemble G/H, muni de la multiplication que 'on vient de définir, est un
groupe. En effet, le role d’élément neutre est joué par la classe formée par les
éléments de H. Si x € G/H et g est un élément de G tel que w(g) = =z, alors
'inverse de x est m(g~!). Finalement, ’associativité de la multiplication dans G/H
est un corollaire immédiat de I'associativité de la multiplication dans G.

De plus, par construction, la projection canonique 7 : G — G/H est un mor-
phisme de groupes.

(b) Soit f : G — G’ un morphisme tel que H C ker(f). Pour tout élément x de
G/H, on peut choisir un élément g de G tel que z = w(g). En utilisant ’hypothese
H C ker(f), on obtient que I’élément de G’ égal & f(g) ne dépend pas du choix d’un
antécédent g de z. On peut donc poser f(x) = f(g). Ceci définit une application
f : G/H — G'. Pour voir que c’est un morphisme de groupes, soient z; et x5 deux
éléments de G/H, et soient g; et go deux éléments de G tels que z; = mw(g1) et

x9 = w(ge). Alors, g1go est un antécédent dans G de x1x9, d’on

flz1z2) = fl9192) = f(91)f(g2) = fla1) f(z2).

Ceci montre que f est un morphisme de groupes. Déterminons le noyau de f. Soit
z un élément de ker(f). Choisissons un élément g de G tel que = = w(g). On a
f(g) = f(x) = ¢, ol € est Pélément neutre de G'. Donc, g € ker(f) et = appartient
a l'image de ker(f) dans G/H. Réciproquement, si y appartient a I'image de ker(f)

dans G/H, alors f(y) = ¢/, c’est-a-dire, y € ker f. O

Corollaire. Soit f : G — G’ un morphisme surjectif de groupes, et soit f:
G/ker(f) — G’ le morphisme tel que fom = f, oum : G — G/ker(f) est la
projection canonique. Alors, f est un isomorphisme.

Exemple. Soit n un nombre entier strictement positif. Alors, le quotient de Z par
le sous-groupe nZ des multiples de n est le groupe bien connu Z/nZ.

5. GROUPES AYANT DES PROPRIETES PARTICULIERES

5.1. Groupes abéliens.
On dit qu'un groupe G est abélien (ou commutatif), si, pour deux éléments
quelconques g; et g2 de G, on a g1g2 = g291.



Le groupe Z est abélien. Tout sous-groupe engendré par un élément est abélien.
Le groupe des isométries d'un triangle équilatéral n’est pas abélien.

On dit que deux éléments g et go d’un groupe G' commutent si g1g2 = g2g91. Le
centre d’un groupe G est ’ensemble

{9 € G | 990 = gog pour tout gy € G}.

Le centre de G est noté Z(G). Remarquons que, pour tout groupe G, le centre
Z(G) de G est un sous-groupe distingué de G. En effet, Z(G) est le noyau du
morphisme de conjugaison ¢ : G — Aut(G) défini par g — ¢, ol ¢4(z) = grg™*
pour tout élément z de G.

Pour les groupes abéliens, 'opération interne est d’habitude notée additivement,
c’est-a-dire avec le signe +. L’inverse est alors appelé I’opposé et 1'élément neutre
est noté 0.

5.2. Groupes monogenes.
Un groupe est dit monogéne (ou cyclique) s’il peut étre engendré par un élément
(parfois, on réserve le qualificatif cyclique aux groupes monogenes finis).

Proposition. Soit H un sous-groupe de Z. Alors, il existe un nombre entier positif
ou nul n tel que H coincide avec nZ, ou

nZ = {k € Z | il existe un nombre entier d tel que k = nd}.

Corollaire. Tout groupe monogéne est isomorphe soit a Z, soit a Z/nZ pour un
certain nombre entier strictement positif n.

Démonstration. Par hypothese, il existe un élément x de G qui engendre G.
Considérons l'application f : Z — G définie par k — 2¥. C’est un morphisme
surjectif de groupes. Si f est injectif, c’est un isomorphisme entre Z et G. Si f n’est
pas injectif, il existe un nombre entier strictement positif n tel que ker(f) = nZ.

Alors, f induit un isomorphisme f : Z/nZ — G. U

5.3. Groupes finis.

Un groupe G est dit fini si son ensemble sous-jacent est fini. L’ordre (ou cardinal)
d’un groupe G est le nombre de ses éléments si le groupe est fini, et est égal a 'infini
sinon. On le note |G|, card(G) ou ord(G). L’ordre d’un élément g d’un groupe G
est 'ordre du sous-groupe engendré par g dans GG. L’ordre d’un élément g est noté
ord(g).

Pour tout nombre entier strictement positif n, le groupe des bijections de I’ensem-
ble {1,... ,n} est noté S, (plutdt que Sgq,.. ,3). Il est appelé groupe symétrique.
L’ordre de ce groupe est égal a n!.

Théoreme. Soit n un nombre entier strictement positif. Tout groupe fini d’ordre
n se plonge dans le groupe symétrique Sy,.

La démonstration est basée sur les deux observations suivantes :

— l'application de G' dans S définie par g — %4 gauche €st un morphisme
injectif de groupes,

— toute bijection entre G et {1,2,... ,n} produit un isomorphisme entre Sg
et S,,.



Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe de G. L’indice de H dans G est le
cardinal (éventuellement infini) de ’ensemble quotient G/H. L’indice de H dans
G est noté (G : H) ou [G : H].

Théoréme (Lagrange). Soit G un groupe fini, et soit H un sous-groupe de G.
Alors, on o |G| = (G : H)|H|. En particulier, le cardinal d’un sous-groupe divise
le cardinal du groupe. De plus, si K est un sous-groupe de G tel que K C H, alors
(G:K)=(G:H)(H:K).

Corollaire. Soit G un groupe fini. On pose n = ord(G). Alors, pour tout élément
x de G, on a x" = e, ou e est I’élément neutre de G.

6. ACTIONS DE GROUPES

Soit G un groupe, et soit X un ensemble. Une action de G sur X est un mor-
phisme de groupes p : G — Sx du groupe G vers le groupe Sx des bijections de
X. Sip:G — Sx est une action de G sur X, alors

(1) p(e) =idx, ou e est I’élément neutre de G et id : X — X est 'application
identité de X ;
(2) p(g192) = p(g1) © p(g2) pour deux éléments quelconques g; et go de G.
En général, on écrit p, ou simplement g au lieu de p(g), et gz ou g.x au lieu de
pg(z). Souvent, les éléments de X sont appelés points.

Exemples.

— Soit G un groupe. Les translations a gauche dans G donnent lieu a un
morphisme injectif G — S qui est une action de G sur lui-méme (c’est-a-
dire, ici X = G).

— Soit K un corps, et soit V' un espace vectoriel sur K. Le groupe G = GL(V')
des automorphismes linéaires de V' agit sur V', sur ’ensemble des droites de
V' (par py(d) = g(d) pour tout élément g de G et toute droite d de V'), sur
’ensemble des endomorphismes linéaires de V' (par p,(f) = go f pour tout
élément g de G et tout endomorphisme linéaire f: V — V).

— Le groupe des isométries affines d’un espace affine euclidien agit sur ’espace
lui-méme, sur I’ensemble de ses triangles, sur I’ensemble de ses droites, sur
I’ensemble de ses cercles ...

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Un sous-ensemble Y de X est dit
stable, ou invariant, sous G, si, pour tout élément g de G, on a g(Y) C Y.

Remarque. Une action d’un groupe G sur un ensemble X permet souvent de
fabriquer d’autres actions en considérant des groupes reliés a GG ou des ensembles
reliés a X. Par exemple,

(1) pour tout sous-groupe H de G, il y a une action restreinte de H sur X
obtenue par la composition H — G — Sx ;

(2) siun sous-ensemble Y de X est stable sous G, il y a une action induite de G
sur Y. (Attention : pour un sous-ensemble quelconque Y de X, ’ensemble

des éléments g de G tels que g(Y) C Y n’est pas forcement un sous-groupe
de G.)

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. L’orbite d'un point x de X sous
le groupe G (ou le G-orbite de x), est le sous-ensemble Og(x) = {gz | g € G} de
X.



SiY est un sous-ensemble de X, alors le stabilisateur de Y dans G est le sous-
groupe de G composé des éléments g tels que g(Y) = Y. (La vérification du fait
qu’il s’agit d’un sous-groupe est un exercice facile.) En particulier, le stabilisateur
d’un point = de X est le sous-groupe G, de G défini par G, = {g € G | gz = =}.

Si Y est un sous-ensemble de X, alors le fizateur de Y dans G est le sous-
groupe de G composé des éléments g de G tels que, pour tout point y de Y, on ait
g(y) = y. Le fixateur de Y est donc l'intersection des stabilisateurs G, des points
y € Y. Lorsque Y est un point, le stabilisateur de Y coincide avec le fixateur de Y.

Exemple. Soit G = Z/27, et soit X = R?. Considérons 'application p : G — Sk
définie par
0— idR2, 1— f,

oll idg: est application identité de R? et f(z,y) = (x, —y) pour tout point (z,v)
de R?. Cette application est un morphisme de groupes, il s’agit donc d’une action
de Z /27 sur R?. Le fixateur (et le stabilisateur) de I'axe y = 0 est le groupe Z /27
tout entier. L’axe x = 0 est un sous-ensemble stable de R? (sous 1’action considérée
de Z/2Z), mais le fixateur de cet axe est le sous-groupe trivial {0} C Z/2Z.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour tout point = de X, con-
sidérons l'application ev, : G — X définie par g — g(z). Nous l'appellerons
Iapplication d’évaluation en x.

Théoréme. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Alors, pour tout point
x de X, Uapplication d’évaluation en x induit une bijection entre G/G, et Og(x).

Démonstration. Soit x un point de X. Par définition de l'orbite, I'image de
ev, est U'orbite Og(x). Donc, ev, est une application surjective de G dans Og(z).
Pour cette application, deux éléments g et h ont la méme image si et seulement
si g~'h € G,. Par conséquent, d’aprés la définition de I’ensemble quotient G /G,
I'application ev, induit une application bijective entre G/G, et Og(z). d

Corollaire. Si un groupe fini G agit sur un ensemble X, alors, pour tout point z
de X, 'orbite de x sous G est finie et son cardinal est égal a 'indice de G, dans G.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Considérons la relation binaire
sur X définie de la fagon suivante : x ~ y si et seulement si il existe un élément g
de G tel que y = gx. C’est une relation d’équivalence. Deux points x et y de X
appartiennent a la méme classe d’équivalence si et seulement si Og(z) = Og(y),
c’est-a-dire, les classes d’équivalence pour cette relation sont les orbites de I'action
de G sur X. La partition en classes pour la relation d’équivalence considérée est
appelée la partition en orbites de X.

Exemple. Soit G un groupe, et soit H un sous-groupe de G. Les classes a gauche
de G modulo H peuvent étre vues comme les orbites d’une action de H sur G.
En effet, considérons 'action de H sur G donnée par les translations a droite :
p:H — Sg et pn(g) = gh™!. Alors, pour tout élément g de G, l'orbite de g est
la classe gH. (Attention : pour une action générale, les classes de la partition en
orbites n’ont pas toujours le méme nombre d’éléments.)

On dit que P'action d’un groupe G sur un ensemble X est transitive s’il n’y a
qu'une seule orbite de 'action de G sur X. Ceci signifie que pour deux points
quelconques z et y de X, il existe un élément g de G tel que y = gx, ou encore,
que, pour tout point = de X, 'application d’évaluation ev, : G — X est surjective.



Par exemple, en partant d’une action quelconque d’un groupe G sur un ensemble
X, et d’un point quelconque x de X, on obtient une action de G sur 'orbite Og(z)
de z, et cette action est transitive.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, et soit z un point de X. Si
Og(z) = {z}, on dit que 'orbite de x est ponctuelle, ou réduite a un point, ou
triviale. Dans ce cas, on dit que x est un point fize sous G.

7. GROUPES SYMETRIQUES ET GROUPES ALTERNES

7.1. Groupes symétriques.

Soit FF un ensemble. On appelle groupe symétrique de E le groupe Sg des bijec-
tions de E. Sin est un nombre entier strictement positif et E = {1,...,n}, le groupe
symétrique de E est noté simplement S,,. Les éléments du groupe symétrique .5,
sont traditionnellement appelés permutations.

Une fagon de représenter une permutation o appartenant a S, est d’indiquer sur
une ligne tous les entiers de 1 a n, et sur une ligne située en-dessous, les images de
ces entiers par o.

Pour tout nombre entier strictement positif n, le groupe symétrique S,, agit
naturellement sur ’ensemble {1,... ,n}. Lorsqu’on étudie le groupe S,,, on utilise
souvent le vocabulaire des actions de groupes. Chaque permutation o € S, a des
orbites (les o-orbites), qui sont les orbites dans {1,...,n} de 'action du groupe
G=<o0o>CS85,.

Une permutation o € S,, qui possede une et une seule orbite non ponctuelle dans
son action sur {1,...,n} est appelée un cycle. Si r est le cardinal de 'orbite non
ponctuelle d’un cycle o, on dit que o est un r-cycle. Un 2-cycle est aussi appelé
transposition.

Soit m un nombre entier strictement positif, et soit o € S,, une permutation. On

dit que i € {1,... ,n} est un point fire de o si o(i) = i. On note Fix(o) I’ensemble
des points fixes de o dans {1,... ,n}. On appelle support de o (et on note Supp(o))
le complémentaire dans {1,... ,n} de 'ensemble des points fixes de o.

Un cycle est donc une permutation dont le support est non vide et est une orbite.
Notons que, d’apres la définition, I'identité n’est pas un cycle.

Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 2. Pour tout nombre entier ¢ entre
1 et n, 'ensemble des permutations qui fixent le point i est le stabilisateur de
pour laction de S,, sur {1,... ,n}. C’est un sous-groupe ; il est facile de voir qu’il
s’identifie au sous-groupe des permutations de {1,... ,i—1,i+1,... ,n} ; ce dernier
sous-groupe est isomorphe a S,,_1.

Proposition. Soit n un nombre entier strictement positif, et soient o et T deux
permutations appartenant a S, et dont les supports sont disjoints. Alors, o et T
commutent : oT = TO.

Théoréme (Décomposition en cycles a supports disjoints). Soit n un nom-
bre entier strictement positif. Alors, toute permutation dans S, s’écrit de maniere
unique, a l’ordre des facteurs prés, comme produit de cycles a supports disjoints.

Ceci mene a une autre maniere d’écrire les permutations. Un cycle est noté
en indiquant entre des parentheses les images successives d’un point de son orbite
non ponctuelle ; par exemple la notation (138) désigne le 3-cycle tel que o(1) = 3,
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0(3) =8 et 0(8) = 1. Dans cette notation, les points fixes du cycle n’apparaissent
pas. Une permutation est notée en juxtaposant les écritures des différents cycles de
sa décomposition en cycles & supports disjoints, par exemple la notation (138)(25)
désigne le produit du 3-cycle (138) et la transposition (25).

Théoreme. Pour tout nombre entier supérieur ou €gal a 2, le groupe symétrique
S, est engendré par les transpositions. Plus précisément, toute permutation dans
Sn peut s’écrire comme produit d’au plus n — 1 transpositions.

7.2. Groupes alternés.
Soit n» un nombre entier supérieur ou égal a 2.

Théoréme. [l existe un unique morphisme de groupes surjectif € : S, — {1, —1}.

Le morphisme de ce théoreme est appelé la signature. Son noyau est appelé le
groupe alterné et noté A,. Une permutation de signature 1 est dite paire, et une
permutation de signature —1 est dite impaire. Une permutation dans S,, est pair
si et seulement si elle s’écrit comme produit d’'un nombre pair de transpositions.



