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INTRODUCTION

Un des buts de la topologie algébrique est de fournir des outils algébriques pour 1’étude
des espaces topologiques. Etant donnés deux espaces topologiques X et Y, on s’intéresse a
I’existence d’un homéomorphisme entre ces espaces. Si on trouve un tel homéomorphisme,
le probleme est résolu. Par contre, si on n’arrive pas a trouver un homéomorphisme, com-
ment peut-on procéder pour montrer que les espaces topologiques considérés ne sont pas
homéomorphes 7 Une des possibilités serait de trouver un invariant qui distingue ces deux
espaces topologiques, c’est-a-dire, une application qui associe a tout espace topologique
un élément d’un certain ensemble A telle que cette application associe le méme élément
de A a tous les espaces topologiques homéomorphes et prend des valeurs différentes sur
XetY.

Par exemple, soient n et m deux nombres entiers positifs ou nuls; les espaces topolo-
giques R™ et R™ sont ils-homéomorphes ? (Si on ne dit pas le contraire, on suppose toujours
que R¥ est muni de la topologie standard euclidienne.) 11 est facile de voir que RY n’est
pas homéomorphe a R™ pour m > 0. En effet, dans ce cas, les ensembles considérés n’ont
pas le méme cardinal. Il n’est pas difficile non plus de voir que R! n’est pas homéomorphe
a R™ pour m > 1. Tout homéomrphisme f : R! — R™ donnerait un homéomorphisme
entre R\ {0} et R™\ {£(0)}, mais R\ {0} et R™\ {£(0)} ne sont pas homéomorphes, car
le premier espace n’est pas connexe et le deuxiéme espace est connexe. On peut, bien sfir,
présenter les arguments ci-dessus en utilisant le langage d’invariants et en considérant, par
exemple, 'application a valeurs dans {0, 1} associant 0 & tout espace topologique connexe
et 1 a tout espace topologique non connexe. Pour distinguer R" de R™ avec m > n, on
peut aussi utiliser certain invariants (dans le cas n = 2, un des invariants possibles est
basé sur la considération du groupe fondamental; nous allons introduire cette notion dans
le chapitre 1).

Une grande partie du cours sera consacrée aux groupes (d’homotopie et d’homologie)
qui, dans beaucoup de cas, permettent de distinguer des espaces topologiques.

Les groupes d’homotopie et les groupes d’homologie jouent un réle extrémement im-
portant en topologie algébrique et peuvent étre utilisés dans I’étude de différents problemes
topologiques fondamentaux. Parmi ces problemes, on peut mentionner, par exemple, celui
de prolongement et celui de relevement.

Soit A C Y un sous-espace d’un espace topologique Y, et soit f: A — Z une applica-
tion continue de A dans un espace topologique Z. Le probleme de prolongement porte sur
'existence d’une application continue f : Y — Z dont la restriction sur A coincide avec
f, autrement dit, une application f telle que foi= f, ot i: A < Y est I'inclusion.

N A

Y

Soit p : E — B une application continue d’un espace topologique E dans un espace
topologique B, et soit g : X — B une application continue d’un espace topologique X dans
B. Le probleme de reléevement porte sur 'existence d’une application continue g : X — F
telle que pog =g.

X g E

N

B

Nous allons commencer le cours par quelques structures importantes sur des espaces
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topologiques. Ensuite, nous parlerons d’homotopie, de groupes d’homotopie et de revéte-
ments. La derniere partie du cours porte sur les groupes d’homologie et leurs propriétés.

1 VARIETES TOPOLOGIQUES

Intuitivement, les variétés topologiques sont des espaces topologiques qui localement
ressemblent a R™. La définition formelle est la suivante.

DEFINITION 1.

Soit n un nombre entier positif ou nul. Un espace topologique X est une wvariété
topologique de dimension n si

e tout point x € X possede un voisinage ouvert homéomorphe a R",

e l'espace X est séparé,

e et la topologie de X possede une base dénombrable.

Les deux dernieres conditions peuvent paraitre un peu artificielles, mais il est commode
de les inclure dans la définition pour éviter certaines pathologies. La droite d deux origines
est un exemple d’un espace topologique qui vérifie la premiére et la troisiéme conditions,
mais ne vérifie pas la deuxieme. La droite a deux origines est le quotient de la réunion
disjointe R IT R par la relation d’équivalence suivante : pour tout nombre réel a # 0, on a
une classe d’équivalence formée par le point a dans la premiére copie de R et le point a
dans la deuxieme copie de R; il y a deux classes d’équivalence en plus, la premiere classe
étant formée par le point 0 de la premiere copie de R et la deuxieme classe étant formée
par le point 0 de la deuxéme copie de R.

a # 0

Qe ~ ¢ Q
[ Wenl 3

FI1GURE 1 — La droite a deux origines

Soit X un espace topologique discret et non dénombrable. Alors, X x R (muni de la
topologie produit) est un exemple d’un espace topologique qui vérifie les deux premieres
conditions de la définition de variété topologique (pour n = 1), mais ne vérifie pas la
troisieéme.

Un autre exemple, qui vérifie en plus la propriété de connexité, est fourni par une
demi-droite longue dont la définition utilise le premier ordinal non dénombrable wy. $!

§1. Pour ceux qui sont familiés avec la notion d’ordinal, voici une construction de demi-droite longue.
Comme tout ordinal dans ’approche de von Neumann, w; est un ensemble bien ordonné, la relation
d’ordre < étant la relation d’appartenance; les éléments de cet ensemble sont les ordinaux finis ou infinis
dénombrables. On munit le produit [0, 1[{xw: de Pordre suivant : (xo,yo) est strictement plus petit que
(z1,y1) si soit yo < y1, soit yo = y1 et xo < x1. Ainsi, [0, 1[Xw:i est muni de la topologie engendrée par
les segments ouverts (a,b) avec a,b € [0, 1[Xw1 et a est strictement plus petit que b. Le résultat est une
demi-droite longue fermée. Une demi-droite longue ouverte est obtenue a partir de la demi-droite longue
fermée en enlevant le point (0, @). La demi-droite longue ouverte est un espace topologique connexe séparé,
et tout point de cet espace posséde un voisinage ouvert homéomorphe & R!. Par contre, la topologie de
cet espace n’a pas de base dénombrable, car toute intervalle ouvert horizontal doit contenir au moins un
élément de la base.
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Pour la suite de I'introduction, on ne considere que des variétés connexes et compactes.

Dimension 1. La seule variété connexe et compacte de dimension 1 (& homéomorphisme
prés) est le cercle St.

Dimension 2. Les variétés connexes et compactes de dimension 2 sont appelés surfaces
topologiques. 11 y a une infinité de surfaces topologiques (méme considérées & homéomor-
phisme pres). Des exemples de surfaces topologiques sont fournis par la spheére S? et le
tore ST x S1.

-52 St x St

FIGURE 2 — Une sphére et un tore

Les surfaces topologiques peuvent étre décrites par une procédure d’identification (re-
collement) des cotés d’un polygone. La figure 3 présente trois possibilités pour un recol-
lement des c6tés opposés d'un carré. Les fleches indiquent la fagon de recoller deux cotés
opposés. Par exemple, deux fleches de méme direction sur deux cotés verticaux indiquent
que ces cOtés sont identifiés a ’aide d’une translation horizontale ; deux fleches de direc-
tions opposées sur deux cOtés verticaux indiquent que ces cOtés sont identifiés a I'aide de
la symétrie centrale par rapport au centre du carré. Le premier recollement donne le tore,
le deuxiéme produit la bouteille de KLEIN, et le troiseme meéne au plan projectif réel.

> > >
> > >

Y
Y
A

RP?

FIGURE 3 — Trois recollements possibles des cotés d’un carré

FIGURE 4 — Spheéres a deux et trois anses

On peut également considérer des spheéres avec plusieurs anses. Ces surfaces peuvent
aussi étre construites a ’aide de la procédure de recollement, mais on utilise des polygones
plus compliqués qu’'un carré. La figure 5 présente un recollement d’une sphere avec deux
anses a partir d'un polygone régulier a 8 c6tés. Les cotés ayant la méme lettre et le
méme indice doivent étre recollés. Les fleches indiquent la facon de recoller. Les puissances
contiennent la méme information que les fleches : on choisit un sens de parcours le long



INTRODUCTION 4

du frontiere du polygone et on met la puissance —1 pour tous les c6tés dont les fleches
indiquent la direction opposée au sens de parcours choisi.

FIGURE 5 — Polygone fondamental de la sphere a deux anses

De fagon similaire, on peut obtenur une sphére a n anses pour tout entier strictement
positif n. Pour cela, on considére un polygone régulier a 4n cOtés et on identifie les cOtés
selon le marquage suivant :

AB1AT' B A3 By A By - A, B, A B

On note S, une telle sphére & n anses, et on utilise la notation Sy pour la sphere S2.
Comme nous avons déja remarqué, la surface S; est homéomorphe au tore S' x S!. Les
surfaces S, sont orientables (nous allons introduire la notion d’orientabilité plus tard).

Une autre famille de surfaces topologiques peut étre obtenue a ’aide des polygones
réguliers a 2m cotés (ici m est un nombre entier strictement positif) ; on identifie les cotés
de chaque polygone selon le marquage

A1 A1 AgAs - Ay Ary.

(Dans le cas m = 1, on utilise un polygone a deux cdtés non rectilignes.) Les surfaces
obtenues sont notées V,,,. Ces surfaces ne sont pas orientables.

Il se trouve que toute surface topologique connexe et compacte est homéomorphe soit
a une des surfaces S, (n = 0,1,...) soit & une des surfaces V,,, (m = 1,2,...). Nous
ne démontrerons pas cet énoncé dans le cours. Par contre, nous démontrerons (a aide
de lorientabilité et d’'un autre invariant topologique treés important, la caractéristique
d’EULER-POINCARE) que les surfaces S, (n =0,1,...) et V,,, (m = 1,2,...) sont deux &
deux non homéomorphes.

2 SOMME CONNEXE DE SURFACES TOPOLOGIQUES

Nous allons introduire une opération qui permet de retrouver toutes les surfaces .S, et
Vin & partir de la sphére S2, le tore S x St et le plan projectif réel RP?.

Considérons deux surfaces connexes et compactes S et S’. On choisit deux disques
fermés D C S et D' C S’, ainsi qu'un homéomorphisme ¢ entre les bords de ces disques.
La surface S5’ est obtenue de la réunion disjointe

(S\ D)L (s"\ D),
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ot D et D’ sont les intérieurs de D et D', respectivement, a Iaide de I'identification des
bords des disques D et D’ par 'homéomorphisme ¢. Cette surface, notée StS’, s’appelle
somme conneze de S et S’. On peut vérifier que, & homéomorphisme pres, le résultat ne
dépend pas du choix de disques et d’homéomorphisme .

La somme connexe est une opération associative, on peut donc parler de la somme
connexe de plusieurs (pas nécessairement deux) surfaces topologiques.

FIGURE 6 — Somme connexe

La somme connexe de S? et S? est homéomorphe & S?. Pour tout entier n positif
ou nul, la somme connexe S,#S] est homéomorphe & S,,41. Ainsi, toute surface S, pour
n > 1, peut étre représentée comme somme connexe de n copies du tore S x S1.

FIGURE 7 — Somme connexe de Sy et Sy

On peut vérifier que la surface V; est homéomorphe au plan projectif réel RP? et que
toute surface V,,, (m =1,2,...) peut étre représentée comme somme connexe de m copies

de RP2.

3 COMPLEXES SIMPLICIAUX

Pour définir les complexes simpliciaux, nous allons avoir besoin de la notion de sim-
plexe.
Soit £ < n deux entiers positifs ou nuls.

DEFINITION 2.

Un simplexe (affine) de dimension k dans R™ est I'enveloppe convexe de (k + 1)
points affinement indépendants dans R™. Un simplexe de dimension k s’appelle aussi
k-simplexe.

Par exemple, un O-simplexe est un point, un 1l-simplexe est un segment, et un 2-
simplexe est un triangle. Pour un k-simplexe, on dit que sa dimension est k. Si on ne veut
pas préciser la dimension, on parle simplement de simplexe. Il est commode de considérer
I’ensemble vide comme (—1)-simplexe.

Si o C R™ est un k-simplexe obtenu comme enveloppe convexe de points xg, ..., Tj et
si L est un sous-ensemble de {x, ..., zx}, alors ’enveloppe convexe des éléments de L est
une face de o (cette face est elle-méme un ¢-simplexe, ot £+ 1 est le cardinal de L).
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FI1GURE 8 — Un 3-simplexe

DEFINITION 3.
Un complexe simplicial géométrique dans R™ est une collection K de simplexes dans
R™ vérifiant les conditions suivantes :
e toute face d’un simplexe de la collection est aussi dans la collection ;
e l'intersection de deux simplexes quelconques de la collection est une face commune
des deux simplexes considérés (cette face peut étre vide) ;
e pour tout point x € R", il existe un voisinage U de = dans R" tel que U ne
rencontre qu’'un nombre fini de simplexes de K.
Le support |K| de K est la réunion de tous les simplexes de K. La dimension de K
est le maximum des dimensions de simplexes de K (la dimension peut étre infinie).

>4

FIGURE 9 — Exemple de complexe simplicial

Si un espace topologique X admet un homéomorphisme ¢ : || — X pour un certain
complexe simplicial géométrique C, le choix d’un tel complexe simplicial géométrique K et
d’un tel homéomorphisme ¢ introduit une structure de complexe simplicial sur X . Parfois,
on dit qu'une telle paire (K, ¢) est une triangulation de X. Pour tout k-simplexe de K,
I'image de ce k-simplexe par ¢ s’appelle k-simplexe de la triangulation de X.

Les figures ci-dessous fournissent trois exemples d’une triangulation d’un carré (plus
précisement, chacun des trois dessins montre les images des simplexes d’un complexe
simplicial géométrique).

F1GURE 10 — Triangulations d’un carré

Si on identifie les cO6tés opposés du carré pour obtenir un tore, seulement un de ces
trois exemples fournit les images de simplexes pour une certaine triangulation du tore
(pourquoi ?). Une autre triangulation du tore S* x S! est représentée sur la Figure 11.
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FIGURE 11 — Une triangulation du tore

Toute surface topologique compacte admet une triangulation ayant un nombre fini de
simplexes (ce fait peut étre utilisé pour démontrer I’énoncé mentionné ci-dessus : toute
surface topologique connexe et compacte est homéomorphe soit a une des surfaces .S, soit
a une des surfaces V,).

4 CW-COMPLEXES

La surface d’'un cube de dimension 3 a une subdivision formée par les faces de dimen-
sion au plus 2 du cube, mais elle ne se présente pas naturellement comme un complexe
simplicial. (Remarquons au passage que la surface du cube possede, bien siir, des triangu-
lations ; les triangulations les plus simples de la surface du cube représentent chaque face
de dimension 2 du cube comme réunion d’images de deux triangles.)

FI1GURE 12 — Une triangulation de la surface d’un cube

On peut considérer une classe d’objets plus large que les complexes simpliciaux en
gardant certains aspects combinatoires des complexes simpliciaux. Un CW-complexe (le
nom CW provient de closure-finite weak topology) est un espace topologique séparé non
vide muni d’une partition (dont les éléments s’appellent cellules) vérifiant les conditions
suivantes :

(1) pour toute cellule C, il existe un entier n positif ou nul (appelé la dimension de C)
et une application continue f : D™ — X (appelée application caractéristique de C')
du n-disque unité fermé D™ vers X telle que

e la restriction de f a l'intérieur D™ de D™ fournit un homéomorphisme entre Dr
et C,

e limage du bord de D™ est contenue dans une réunion finie de cellules de di-
mension au plus n — 1;

(pour l'instant, pour éviter quelques difficultés, on peut considérer que les applica-
tions caractéristiques font partie de la structure de CW-complexe) ;

(2) un sous-ensemble A C X est fermé si et seulement si, pour toute cellule, l'intersection
de A avec l'adhérence de la cellule (dans X) est fermée dans cette adhérence.
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Par convention, D° = DO est un singleton. Une structure de CW-complexe sur X s’appelle
aussi une décomposition cellulaire de X.

Pour tout entier k£ > 0, le k-squelette Xj, d’'un CW-complexe X est la réunion de toutes
les cellules de dimension inférieure ou égale a k dans la décomposition cellulaire de X. En
d’autres termes, on obtient X a partir de X;_; en attachant a ce dernier une famille
(possiblement vide) de k-disques fermés le long de leurs bords & 1’aide des applications
caractéristiques.

Pour tout entier k£ > 0, le k-squelette X d’'un CW-complexe X possede naturellement
une structure de CW-complexe. Soit X un complexe cellulaire. S’il existe un nombre n tel
que les dimensions de toutes les cellules de la décomposition sont inférieures ou égales a n,
on dit que le CW-complexe X est de dimension finie, et le plus petit tel n est la dimension
de X. On dit que le CW-complexe X est fini s’il n’a qu'un nombre fini de cellules. Les
CW-complexes de dimension au plus 1 peuvent étre vus comme réalisations géométriques
de graphes.

Pour tout entier n > 1, la structure de CW-complexe la plus simple sur la sphere S™
de dimension n est formée par deux cellules : une cellule de dimension 0 et une cellule de
dimension n.

La sphére S™ a, bien sfr, d’autres décompositions cellulaires. Par exemple, on peut
construire par récurrence une décomposition formée par deux cellules dans chaque dimen-
sion entre 0 et n.

Dans la figure qui suit, on a représenté une telle décomposition de S? en deux cellules
de dimension 0 (notées e et €3), de dimension 1 (notées e et el) et de dimension 2 (notées
e? et €3).

FIGURE 13 — Exemple d’une décomposition cellulaire de S?

Pour trouver une décomposition cellulaire du plan projectif réel RP?, on peut utiliser
la décomposition cellulaire de S? présentée sur la Figure 13. Le plan projectif réel est
obtenu comme espace quotient de la sphere S? : on identifie les points antipodaux de S2.
La décomposition indiquée sur la Figure 13 fournit, donc, une décomposition cellulaire de
RP? : cette derniére a une cellule de dimension 0, une cellule de dimension 1 et une cellule
de dimension 2.

62
[ J
"""""""""""""""""""" -2-9.___ O ___.----""""’"""'-6}.___ 0
-~ — e 0'\_‘_/“06
p ~ p 1 RPl

FIGURE 14 — Exemple d’une décomposition cellulaire de RP?

Une structure de CW-complexe sur RP? légérement différente de celle indiquée ci-
dessus peut étre décrite de la facon suivante. Reprenons la représentation de RP? sous
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forme d’un quotient d'un carré (voir la Figure (3, p. 3)). L’identification des cotés du carré
donne deux paires de sommets identifiés ; donc la décomposition obtenue a deux cellules
de dimension 0. On a aussi deux cellules de dimension 1 qui correspondent aux deux paires
d’arétes identifiées. Enfin, on a une cellule de dimension 2 correspondant & l'intérieur du
carré.

Il n’est pas vrai que toute décomposition d’un espace topologique X telle que chaque
élément de la décomposition soit homéomorphe & un certain disque ouvert D™ est une
r e [0,1], 96@} C
R2. Une décomposition naturelle de X (en cellules de dimension 0 et 1) n’est pas une
décomposition cellulaire (trouvez un sous-ensemble A C X tel que A ne soit pas fermé,
mais, pour toute élément C' de la décomposition, I'intersection de A avec I’adhérence C
de C soit fermé dans C). On verra plus tard que X ne posséde aucune décomposition
cellulaire.

Un autre exemple d’un espace topologique qui ne possede pas de décomposition cel-
lulaire est fourni par les boucles d’oreilles hawaiennes. C’est un sous-ensemble H C R?
(muni de la topologie induite) formé par la collection dénombrable des cercles de centre
(%,0) de rayon %, k=1,2,3,....

décomposition cellulaire de X. Par exemple, soit X ’espace {reie

FIGURE 15 — Boucles d’oreilles hawalennes



Premiere partie

Homotopie

Chapitre 1

Groupe fondamental

1 PREMIERES DEFINITIONS

1.1 Homotopie d’applications

La notion d’homotopie formalise une conception intuitive de déformation continue
d’applications.

DEFINITION 1.1 (Homotopie d’applications continues).

Soient f: X — Y et g : X — Y deux applications continues entre deux espaces
topologiques X et Y. On pose I = [0;1]. Une homotopie entre f et g est une application
continue

H:XxI—Y

telle que
H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x)

pour tout point z € X.
S’il existe une telle homotopie entre f et g, on dira que ces applications sont homo-
topes. On peut le noter f ~ g.

Soit H une homotopie entre f: X — Y et g: X — Y. Pour tout point x € X et pour
tout t € I, on pose H(z,t) = hi(x). Cette notation symbolise un point de vue important
sur H : pour chaque t € I fixé, on a une application x +— h¢(z), et 'homotopie H peut
étre considérée comme famille d’applications h; : X — Y indexées par t € I. Chaque
application hy, t € I, est continue (h; est une restriction de ’homotopie H sur la fibre
X x {t} Cc X x1I).

L’application hg coincide avec f et I'application hj coincide avec g. Une homotopie
entre f et g peut étre vue comme famille continue d’applications qui relie f et g.

La relation « étre homotopes » est une relation d’équivalence. En effet,

e pour toute application continue f : X — Y, I'application H : X x I — Y définie par
H(xz,t) = f(z) est une homotopie entre f et f;
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/(oo

FIGURE 1.1 — Applications h;

e si H est une homotopie entre des applications f : X — Y et g : X — Y, alors
Papplication H' : X x I — Y définie par H'(x,t) = H(z,1 — t) est une homotopie
entre g et f;

e si H est une homotopie entre des applications f: X — Y et f/: X — Y, et H est
une homotopie entre des applications f': X — Y et f”: X — Y, alors I’application
H"” : X x I — Y définie par

H" (1) H(z,2t), si te€0;1/2],
YT\ H @2t - 1), siote[1/2:1],

est une homotopie entre f et f”.

Par conséquent, on a une partition de I'ensemble C(X,Y") des applications continues entre
X et Y en classes d’équivalence. Ces classes s’appellent les classes d’homotopie des appli-
cations de X dans Y. L’ensemble des classes d’homotopie des applications entre X et Y
est noté m(X,Y).

Exemples.

(1) Soit n un nombre entier positif ou nul. Pour tout espace topologique X, deux appli-
cations continues f: X — R" et g : X — R™ quelconques sont homotopes. En effet,
Papplication H : X x I — R"™ définie par

H(z,t) = (1-1)f(x) + tg(x)
est une homotopie entre f et g.

(2) Soient X et Y deux espaces topologiques non vides tels que Y soit connexe par arcs.
Soient ygo et y; deux points de Y. Alors, 'application constante f : X — Y qui a
tout point de X associe yy est homotope a ’application constante g : X — Y qui
a tout point de X associe y;. En effet, soit 7 : I — Y un chemin tel que v(0) = yo
et y(1) = y1. Alors, l'application H : X x I — Y définie par H(x,t) = ~(t) est une
homotopie entre f et g.

Donnons maintenant un exemple de deux applications continues qui ne sont pas homo-
topes. Soit X un espace topologique non vide quelconque, et soit Y un espace topologique
ayant au moins deux composantes connexes par arcs. Considérons deux points yg et y; de
Y tels que ces points appartiennent a des composantes connexes par arcs différentes de
Y. Posons f(x) = yo et g(x) = y1 pour tout point x € X. Alors, les deux applications
constantes f: X — Y et g: X — Y ne sont pas homotopes. En effet, si H : X x I - Y
est une homotopie entre f et g, alors, pour tout point € X, on a un chemin v, : I — Y,
défini par v, (t) = H(z,t), qui relie yo et y;.
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ProprosiTION 1.1.
Soient M, N, X et Y des espaces topologiques, et soient g : M — X, f: X =Y,
f/: X =Y et h:Y — N des applications continues telles que f ~ f.

M N

b

x—1.y
f/

Soit H : X x I — Y une homotopie entre f et f’. Alors, ho H o (g x id;) est une
homotopie entre ho fog: M — N et hof'og: M — N (iciid; : I — I est application
identité).

Démonstration. L’application G = ho Ho (g xidy) : M x I — N est continue. De plus,
pour tout point m € M, on a

G(m,0) = h(H(g(m),0)) = h(f(g(m))),
G(m, 1) = h(H(g(m),1)) = h(f'(g(m))).

Donc, G est une homotopie entre ho foget ho f'og. O

ProprosSITION 1.2.

Soient X, Y et Z des espaces topologiques, et soient f : Z — X xY et g: Z = X XY
deux applications continues. Alors, les applications f et g sont homotopes si et seulement
sipryof:Z — X est homotope a pryog: Z — X et pryof : Z — Y est homotope a
pryog:Z —Y (icipry : X xY — X et pry : X XY — Y sont les projections).

Démonstration. Supposons que les applications f et g sont homotopes. Soit H : Zx 1 —
X xY une homotopie entre f et g. Alors, pry oH est une homotopie entre pry of et pry og,
et pry oH est une homotopie entre pry of et pry og.

Supposons maintenant que pry of et pry og sont homotopes et que pry of et pry og
sont homotopes. Soit Hx : Z x I — X une homotopie entre pry of et pry og, et soit Hy :
Z x I — 'Y une homotopie entre pry of et pry og. Alors, l'application H : Z xI — X xY
définie par (z,t) — (Hx(z,t), Hy(z,t)) est une homotopie entre f et g. O

1.2 Homotopie relative

La notion d’homotopie introduite ci-dessus peut étre généralisée de la facon suivante.

DEFINITION 1.2.

Soient X et Y des espaces topologiques, et soit A C X un sous-espace topologique.
Une homotopie H : X x I — Y est dite relative ¢ A si H(a,t) = H(a,0) pour tout
a € A et tout t € I. Si deux applications f : X — Y et g: X — Y sont reliées par une
homotopie relative & A, on dit que f et g sont homotopes relativement a A et on écrit f ~
g rel A. Bien siir, deux applications homotopes relativement a A coincident sur A. La
relation « étre homotope relativement a A a » est une relation d’équivalence. Les classes
d’équivalence de cette relation s’appellent classes de A-homotopie des applications de
X dans Y.

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont complétement similaires a
celles des Propositions 1.1 et 1.2.
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PropoSITION 1.3.

Soient M, N, X et Y des espaces topologiques, et soit A C X un sous-espace
topologique. Soient g : M — X, f: X =Y, f/: X Y et h: Y — N des applications
continues telles que f ~ f'rel A. Soit H : X x I — Y une homotopie entre f et f’
relative a A. Alors, h o H o (g x idy) est une homotopie entre ho fog : M — N et
hof'og: M — N relative & g~ *(A). O

PRroOPOSITION 1.4.

Soient X, Y et Z des espaces topologiques, et soit A C Z un sous-espace topologique.
Soient f: Z - X xY et g: Z — X xY deux applications continues. Alors, les
applications f et g sont homotopes relativement a A si et seulement si pryof : 7 — X
est homotope a pry og : Z — X relativement a A et pry of : Z — Y est homotope a
pry og : Z — Y relativement a A. O

3 Propriétés homotopiques de la multiplication de chemins

Soit X un espace topologique, et soient v : I — X et 7/ : I — X deux chemins. Il

est facile de vérifier que deux applications v et 7/ sont homotopes si et seulement si v(I)

et

v'(I) sont dans la méme composante connexe par arcs de X. On obtient une notion

plus intéressante si on consideére les homotopies relatives aux extrémités de I, c’est-a-dire,
relatives au sous-ensemble {0,1} C I.

DEFINITION 1.3 (Homotopie de chemins).

On dit que deux chemins v : I — X et 7/ : I — X sont homotopes si les
applications 7 et 7’ sont homotopes relativement a {0, 1}. Les classes de {0, 1}-homotopie
des applications de I dans X s’appellent classes d’homotopie des chemins dans X. Si ~
est un chemin dans X, on note [y] la classe d’homotopie de 7.

/

~

FI1GURE 1.2 — Chemins homotopes

DEFINITION 1.4.

Si 71 et v sont deux chemins dans un espace topologique X tels que le point
d’arrivée de ; coincide avec le point de départ de 2, on peut considérer le produit 17y
de v; et vo : c’est le chemin 179 : I — X défini par

v (2t), si telo; %],
Y22t — 1), site[3:1).

PROPOSITION 1.5.

Soit X un espace topologique, et soient 71 et o deux chemins dans X tels que le
point d’arrivée de 1 coincide avec le point de départ de 7. Considérons deux chemins
vy et v dans X tels que les chemins 7 et 7] soient homotopes et les chemins v, et 5
soient aussi homotopes. Alors, le point d’arrivée de 7} coincide avec le point de départ

de 75, et on a [y172] = [y173]-
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Démonstration. L’affirmation sur le point d’arrivée de 1 et le point de départ de ~4 est
immeédiate. Soit Hy : [ x I — X (respectivement, Hy : I x I — X) une homotopie entre
les chemins ~; et v} (respectivement, les chemins 7 et 74). Une homotopie H : [ x [ — X
entre les chemins v1y2 et 745 est donnée par

Hi(2s,t i 0; %
His.t) = 1(2s,1), si s€ [1, 5,
Hy(2s —1,t), si se€[3;1]
Donc, [y172] = [175)- O
! !/
7 Y
V2
4!

FIGURE 1.3 — Homotopie entre y17v2 et 7175

La Proposition 1.5 permet de définir une opération de multiplication sur les classes
d’homotopie des chemins dans X : pour deux classes ¢; et ¢ qui sont représentées, res-
pectivement, par des chemins 71 et 72 tels que v1(1) = 72(0), on peut définir le produit
ci1ce qui est la classe du chemin ~y;7s.

Considérons des chemins 71, 72 et v3 dans X tels que les produits v1v2 et v2y3 soient
définis (c’est-a-dire, y1(1) = 72(0) et 12(1) = ~3(0)). L’égalité (y172)vs = 71 (727y3) n'est
pas forcement vraie, autrement dit, la multiplication de chemins n’est pas, en général,
associative. Par contre, pour la multiplication de classes d’homotopie de chemins, on a
I’associativité.

ProposITION 1.6.
Soit X un espace topologique. Considérons des chemins 1, v2 et v3 dans X tels
que les produits 12 et v2y3 soient définis. Alors,

(el sl = l(felbs))-

Démonstration. Considérons I'application v : I — I définie par

L si telo; %],
U(t)=qt—1, sitelg]l,
2t—1, site[3;1]

On vérifie facilement que I'application v est continue et que, pour tout ¢t € I, on a

(7172)73 (¥ (#)) = 71 (7273) (%)

D’autre part, on a ¢ ~ id; rel {0,1}. Une homotopie H : I x I — I relative a {0,1} entre
1 et id; est donnée par
H(s,t) = (1 —t)(s) + ts.

Il reste a appliquer la Proposition 1.3. 0

La construction de I'homotopie H dans la démonstration de la Proposition 1.6 se
généralise et donne 1’énoncé suivant.
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LEMME 1.7.
Soit ¢ : I — I un chemin dont le point de départ coincide avec 0 et le point d’arrivée
coincide avec 1. Alors, le chemin v est homotope au chemin id; : I — 1. O

Pour tout point z € X, on note e, le chemin constant I — X défini par e, : t — z,
tel

ProposiTION 1.8.
Soit X un espace topologique, et soit £ € X un point. Considérons des chemins v,
et 2 dans X tels que v1(1) = x = 72(0). Alors,

(nllez] = [l lea][v2] = [l

Démonstration. Considérons 'application ¥ : I — I définie par
],
].

2t, si t e |0;

1
2
1, site[l

Y1(t) = {

et I'application o : I — I définie par

0 si tel0;d
t — ) 72
va(t) {Qt—l, si tellil

I
].

Les applications 7 et o sont continues et, pour tout ¢t € I, on a

Y1ez(t) = 71 (P1(2)),
exY2(t) = 72(¢2(1)).

Il reste a appliquer le Lemme 1.7 et la Proposition 1.3. O

L’énoncé suivant est similaire au Lemme 1.7.

LEMME 1.9. Soit 9 : I — I un chemin dont le point de départ et le point d’arrivée
coincident avec 0. Alors, le chemin 1 est homotope au chemin constant eg : I — 1. ]

ProprosiTIiON 1.10.
Soit X un espace topologique, et soit v un chemin dans X. On pose p = v(0) et
g =~(1). Alors,
My =1le), v '1l] = legs

L est le chemin inverse de 7.

ou v~
Démonstration. Considérons I'application ¢ : I — I définie par

2t, si te0;3],
P(t) = . %
2-2t, site[z1].

L’application v est continue et, pour tout ¢ € I, on a

vy H(t) = v ((1)),
Yt =77 (1))

Il reste a appliquer le Lemme 1.9 et la Proposition 1.3. O
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2 GROUPE FONDAMENTAL

2.1 Définition et premiéres propriétés

Soit X un espace topologique non vide, et soit g € X un point. Un lacet de base xg est
un chemin v : I — X tel que le point de départ et le point d’arrivée de v coincident avec xg.
Notons €1 (X, z¢) 'ensemble des lacets de base xy dans X, et notons 71 (X, zg) 'ensemble
des classes d’homotopie des lacets de base xg. La multiplication de chemins munit chacun
des deux ensembles Q4 (X, ) et 71 (X, z¢) d’une opération de multiplication.

Y
o

FIGURE 1.4 — Un lacet

Remarquons que Q3 (X, z¢) est en bijection avec I’ensemble des applications continues
de S' dans X qui envoient un point fixé sy de S* sur x( : on représente S comme quotient
de I par la relation d’équivalence identifiant les points extrémaux de [ ; le point sg est
I'image des points extrémaux par la projection canonique.

ProrosiTiON 1.11.

Pour tout espace topologique non vide X et pour tout point zg € X, I'ensemble
71(X, ) muni de opération de multiplication (provenant de la multiplication de che-
mins) est un groupe.

Démonstration. D’aprés la Proposition 1.6, 'opération de multiplication sur m (X, )
est associative.

Notons ez, le lacet constant de base xg, c’est-a-dire, le chemin e;, : I — X tel que
e(t) = zo pour tout ¢ € I. La Proposition 1.8 implique que la classe d’homotopie € = [eg,]
de e, vérifie les relations suivantes pour tout o € m (X, zg) :

EQX = (X = Q€.

De plus, pour toute classe o € m1(X,zp), on peut choisir un répresentant v de « et
considérer la classe d’homotopie [y~!] du lacet inverse 1. On pose a~! = [y~!]. D’apres

la Proposition 1.10, on a aa ' =c et a v = ¢. O
Le groupe (X, zg) s’appelle le groupe fondamental de X de base xy.

Exemple. Soit n un nombre entier positif ou nul. Le groupe 71 (R™, 0) est trivial. (Ici R™
est muni de la topologie standard.) En effet, tout lacet de base 0 dans R™ est homotope
au lacet constant eg.

ProproSITION 1.12.
Soit X un espace topologique non vide, et soit v : I — X un chemin. On pose
x =(0) et y = y(1). Alors, 'application ¢, : 71 (X,y) — 71 (X, x) définie par

a = [laly™]

est un isomorphisme.
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Démonstration. Montrons que ¢, est un morphisme de groupes. Pour deux éléments
quelconques a; et ag de 71 (X, y), on a

oy (anag) = [Y](raz) [y = Waily e[y = @y (a1)py (a2).

De plus, I'application ¢, est bijective, son inverse est I’application ¢ -1 : m(X,z) —
m1(X,y). En effet,
(g1 09)(@) = [y ey hl =«

pour tout o € 71 (X, y). De facon similaire, o, 0@, -1 : (X, x) = m1(X, ) est I'identité.
O

L’isomorphisme ., introduit ci-dessus, s’appelle isomorphisme de changement de point
de base le long du chemin ~. L’isomorphisme ¢, ne dépend que de la classe d’homotopie
de 7.

COROLLAIRE 1.13.
Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs, et soient = et y deux
points de X. Alors, les groupes m (X, x) et m (X, y) sont isomorphes. O

Pour les espaces connexes par arcs, on parle souvent du groupe fondamental sans
préciser le point base.

On dit qu’un espace topologique non vide est simplement connezxe si cet espace est
connexe par arcs et son groupe fondamental est trivial. Comme nous avons vu ci-dessus,
R"™ est simplement connexe pour tout entier n positif ou nul.

ProrosiTION 1.14.

Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs. Alors, X est simplement
connexe si et seulement si deux chemins quelconques dans X qui ont le méme point de
départ et le méme point d’arrivée sont homotopes.

Démonstration. Supposons que X est simplement connexe. Soient = et y deux points
de X, et soient v; et 2 deux chemins reliant x et y. Alors, les lacets 175 Let v Lo sont
homotopes aux lacets constants e; et ey, respectivement. Donc,

] = Mlhi el = hel-

L’implication réciproque est immédiate. O

2.2 Applications continues et groupe fondamental

Soient X et Y deux espaces topologiques non vides, et soient zg € X et yg € Y des
points. A toute application continue f : X — Y telle que f(xg) = yo, nous allons associer
un morphisme f, : 71 (X, z9) = m1(Y, yo) des groupes fondamentaux 71 (X, zg) et 71 (Y, yo).

La construction est la suivante. A tout lacet v de base xg dans X, on associe le lacet
f o~ de base yg dans Y. Si deux lacets 1 et 2 de base xy sont homotopes, alors les lacets
fov1 et foys de base yp sont aussi homotopes. En effet, une homotopie H entre les lacets
~1 et 2 produit une homotopie f o H entre les lacets f oy, et f oo. Par conséquent, on
obtient une application f. de m (X, xo) dans 71 (Y, yo).

ProrosiTION 1.15.
L’application f, : m1(X,z9) — 71(Y, yo) est un morphisme de groupes.
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f @
To Yo

F1GURE 1.5 — Composition d'un lacet par une application continue

Démonstration. Soient « et o/ deux éléments de 71 (X, x(), et soient v et ' des repré-
sentants de a et o, respectivement. Alors,

filad') = [fo (3N = [(f o N)(f 7)) = fu(@) fu(d).

On dit que fy est le morphisme induit par f. L’énoncé suivant est immédiat.

ProprosIiTION 1.16.
Soient X, Y et Z des espaces topologiques non vides, soit xop € X un point, et soient
f: X —=Yetg:Y — Z des applications continues. Alors,

(go f)s=gxo fi: m(X,20) = m1(Z, 9(f(20)))-

De plus, si id : X — X est Uidentité, alors id. : m1(X,z9) — m(X,x0) est aussi
I'identité. O

COROLLAIRE 1.17.

Si f: X — Y est un homéomorphisme, alors, pour tout point ¢ € X, le morphisme
induit f, : 71 (X, 20) — 71 (Y, f(x0)) est un isomorphisme de groupes ayant (f~!), pour
inverse.

Démonstration. L’application f~! o f est I'identité idx : X — X. Donc, le mor-
phisme (1), o fu : m (X, 20) — m1(X, 20) est I'identité. De facon similaire, f, o (f~1), :
m1(Y, f(z0)) = m1(Y, f(z0)) est aussi l'identité. O

ProrosiTION 1.18.
Soit X un espace topologique non vide, et soit g € X un point. Notons C la
composante connexe par arcs de X telle que zg € C. Alors, le morphisme

in, : 7('1(0,.%'0) — 7T1<X,.f(}0)

induit par 'inclusion in : C' < X est un isomorphisme.

Démonstration. Tout lacet de base zg dans X est entiérement contenu dans C. Donc,
le morphisme in, est surjectif. Pour montrer que in, est injectif, considérons un lacet v de
base zp dans X tel que «y soit homotope au lacet constant e,,. Notons H : [0,1] x[0,1] — X
une homotopie reliant 7 et e;,. L'image de H est entierement contenue dans C, donc H
fournit une homotopie entre C' et e;, vus comme lacets dans C. O]

ProrosiTION 1.19.

Soient X et Y des espaces topologiques non vides, soit g € X un point, et soient
f: X —=>Yetg: X —Y desapplications continues qui sont homotopes relativement a
{zo} C X. Alors, fi = gs.



19 2. GROUPE FONDAMENTAL

Démonstration. Si H : X x I — Y est une homotopie relative a {zo} entre f et g, alors,
pour tout lacet v de base z¢ dans X, ’homotopie H o (v x Idy) certifie que les lacets f o~y
et g o~y de base f(xg) = g(zp) sont homotopes (voir la Proposition 1.3). O

PropoOSITION 1.20.
Soient X et Y des espaces topologiques non vides, et soient g € X et yg € Y des
points. Alors, I’application

P 7'['1(X X Y? (:Z:an())) — Wl(Xa IEO) X 7Tl(}/a y0)7

définie par P(a) = ((pry)«(a), (pry)«(c)), est un isomorphisme.

Démonstration. L’application P est clairement un morphisme de groupes. Si yx : I —
X est un lacet de base g et si vy : I — Y est un lacet de base yg, alors y: I — X XY
définie par v(t) = (yx(t),vy(t)) est un lacet de base (xg,yo). Donc, 'application P est
surjective. L’injectivité de P est un corollaire de la Proposition 1.4. O

2.3 Types d’homotopie

Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologiques X et Y. On
dit que f est une équivalence d’homotopie s’il existe une application continue g : ¥ — X
telle que g o f soit homotope a idy : X — X et f o g soit homotope & idy : Y — Y.

On dit que deux espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homotopie s’il existe
une équivalence d’homotopie f: X — Y. La relation « avoir le méme type d’homotopie »
est une relation d’équivalence.

Exemples.
e Deux espaces topologiques homéomorphes ont toujours le méme type d’homotopie.

e Soit n un nombre entier positif ou nul. L’espace R™ a le méme type d’homotopie
qu’un point. Pour vérifier cette affirmation, considérons I'application constante f :
R™ — {0} et l'inclusion ¢ : {0} — R™. L’application composée fog:{0} — {0} est
I'identité. L’application composée g o f : R™ — R"™ est homotope a id : R® — R" :
une homotopie H : R™ x I — R" est donnée par H(z,t) = tx.

e Soit m un nombre entier strictement positif. L’espace topologique R™ \ {0} et la
spheére S”~! de dimension n — 1 ont le méme type d’homotopie. On représente S™ !
comme sphere unité dans R™. Pour f, on utilise la projection radiale de R™\ {0} sur
Sl f(z) = H%H pour tout = € R™\ {0}. Pour g, on utilise Iinclusion de S"~! dans
R™\ {0}. La composée f o g est I'identité sur S*~!. La composée go f est homotope
a l'idéntité sur R™ \ {0}, ce qui est certifié par ’homotopie

H: R\ {0}) x I —R"\ {0}

définie par
x
H(z,t) = (1 —1t)— + tx.
]
On dit qu’'un espace topologique est contractile s’il a le méme type d’homotopie qu’un
point. Par exemple, R™ est contractile pour tout entier n positif ou nul. De facon similaire,

la boule unité
D" ={zeR"||z]| <1}

est contractile pour tout entier n positif ou nul.
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PRroPOSITION 1.21.
Soient X et Y deux espaces topologiques non vides et connexes par arcs qui ont le
méme type d’homotopie. Alors, leurs groupes fondamentaux sont isomorphes.

Démonstration. Considérons deux applications continues f : X — Y et g:Y — X
telles que g o f soit homotope a I'identité idx : X — X et f o g soit homotope a I'identité
idy : Y — Y. Soit H : X x I — X une homotopie entre go f et idx : X — X. Soit g € X
un point. On a deux morphismes

fe (X, 20) — (Y, f(20)) et g« : m1(Y, f(20)) — m1(x, 9(f(20)))

Nous allons montrer que la composée

g« 0 fu 1 m(X, 20) = m(X, g(f(20)))

est un isomorphisme. Plus précisement, nous allons montrer que g, o f, coincide avec
I’isomorphisme . de changement de point de base le long du chemin ¢ : I — X défini par
c(t) = H(zp,t) pour tout t € I.

Soit v : I — X un lacet de base x¢ dans X. Une homotopie F': [ x I — X entre les
lacets go f o~y et cyc™! est donnée par

c(3s), si s € [0;%],
F(S’t) = H(V(ﬁs - ﬁ)?t)v si s € [%a - %]7
c(3 —3s), si se[1—£51].

Donc, (g« o f:)([7]) = [go f o] = [eyc ] = ¢e(7). De fagon similaire, on montre que la
composée f, o g, : m(Y, f(z0)) = m (Y, f(9(f(x0)))) est aussi un isomorphisme. O

g(f(z0)) gofory

i) Y

F1GURE 1.6 — Homotopie F

COROLLAIRE 1.22.
Tout espace topologique contractile est simplement connexe. ]

2.4 Rétractes

Soit X un espace topologique, et soit A C X un sous-espace. On dit que A est un
rétracte de X s'il existe une application continue r : X — A telle que r(a) = a pour tout
point a € A. Une telle application r s’appelle une rétraction.

Exemples.
e Pour tout espace topologique X, tout point de X est un rétracte de X.

e Pour deux nombres réels quelconques a et b tels que a < b, l'intervalle [a, b] est un
rétracte de R. Par contre, I'intervalle ouvert |a,b[ n’est pas un rétracte de R. On
peut montrer facilement que tout rétracte d’un espace topologique séparé est fermé.
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e La O-sphére SO = {—1,1} n’est pas un rétracte de I'intervalle D! = [~1,1]. En effet,
'existence d’une rétraction r : D' — S° contredit le fait que S° = r(D!) n’est pas
connexe.

PROPOSITION 1.23.

Soit » : X — A une rétraction, et soit xyp € A un point. Notons in : A — X
l'inclusion de A dans X. Alors, le morphisme 7, : m1 (X, xg) — m1 (A, xg) est surjectif et
le morphisme in, : 71 (A, zg) — m1(X, zo) est injectif.

Démonstration. L’application r o in coincide avec idg : A — A. Donc, r, o in, est
l'identité m1 (A, xg) — m1(A, o). Par conséquent, 7, est surjectif et in, est injectif. O

On dit que A C X est un rétracte par déformation de X §’il existe une rétraction
r: X — A telle que la composition inor de r et de I'inclusion in : A < X soit homotope
a l'identité idx : X — X. Une telle application r s’appelle une rétraction par déforma-
tion. Cette notion est intermédiaire entre celle d’homéomorphisme et celle d’équivalence
d’homotopie. On dit que r : X — A est une rétraction forte par déformation si inor est
homotope a l'identité idx : X — X relativement a A.

2.5 Groupe fondamental du cercle

Le but de cette section est de calculer le groupe fondamental du cercle S! (on représente
S' comme cercle unité dans R? = C).

Notons 1) : I — S Tapplication définie par 4V (t) = exp(2mit). Cest un lacet de
base 1 dans S'. On pose aussi 7" (t) = exp(2mint) pour tout ¢t € I et tout entier n. On a
[v(™] = [y)]". Nous allons montrer que I'application Z — 71 (S*, 1) définie par n — [y(")]
est un isomorphisme de groupes.

PROPOSITION 1.24.

Soit v : I — S' un lacet de base 1 dans S!, et soit 29 € Z C R un point. Il existe
un unique chemin 5 : I — R tel que Expoy = 7 et 5(0) = z0, ou Exp : R — S est
Papplication définie par ¢ +— exp(2mit).

Démonstration. L’unicité de 7 est immédiate : la différence entre deux tels chemins est
une application continue de I dans I’ensemble Z (muni de la topologie discréte); cette
différence est, donc, constante (égale a 0, car les points de départ des deux chemins coin-
cident).

Pour construire 7, considérons un recouvrement ouvert

St=(S"\{iHu (S \ {-i})

de S'. L’image inverse Exp~1(S!\ {i}) est une réunion d’intervalles ouverts de R, deux &
deux disjoints, tels que la restriction de Exp sur chaque intervalle soit un homéomorphisme
entre l'intervalle et S\ {4} ; I'application inverse peut étre décrite & 1’aide de la branche
appropriée du logarithme complexe. L’affirmation similaire est vraie aussi pour S\ {—i}.

Puisque I'intervalle I est compact, il peut étre divisé en sous-intevalles par une collec-
tion finie de points 0 = ag < a1 < ... < ag_1 < ar = 1 tels que I'image par + de tout sous-

intervalle [aj, aj+1], j =0, ..., k—1, soit entierement contenue dans (au moins) un des en-
sembles S\ {i} et S\ {—i} (on peut choisir les points 0 = ag < a1 < ... < ap_1 < ap = 1
de telle facon que la longueur de chaque sous-intervalle [a;,a;41], 7 =0, ..., k—1, soit plus

petit qu’un nombre de Lebesgue du recouvrement ouvert I = v~ 1(S1\ {i})uy~1(S1\ —{i})
de l'intervalle I).

On définit I’application ¥ sur [0, a;] par récurrence sur j. Pour j =0, on a 3(0) = xo.
Supposons que 7 est déja défini sur [0,a;], ot j = 0, ..., k — 1. On a v([aj,aj4+1]) C
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S\ {3} ou y([aj, a;j+1]) C ST\ {—4}. Supposons, par exemple, que v([a;, aj11]) C S*\ {i}
(le deuxiéme cas est completement similaire). Soit V' C R la composante connexe de
Exp~}(S'\{i}) telle que 3(a;) € V. La restriction p de Exp sur V est un homéomorphisme
entre V et S\ {z}. Sur I'intervalle [a}, a;4+1], on considére la composée p~1 o (Miagsajia)s
cette application se recolle avec I'application 7 déja définie sur [0, a;] pour donner une
application continue 7 sur [0, a;1]. O

Le chemin 7 de la Proposition 1.24 s’appelle reléevement de ~.

ProprosITION 1.25.

Soit v : I — S un lacet de base 1 dans S*, et soit 7 : I — R un relévement de ~.
Alors, (1) — 4(0) est un nombre entier qui ne dépend pas du choix de point de départ
de 7.

Démonstration. Le nombre (1) — 5(0) est entier, car v est un lacet et Expoy = ~.
Deux relevements quelconques de ~ difféerent par une translation. ]

La différence 5(1) — 5(0) s’appelle le degré de . Par exemple, pour tout entier n, le
degré de v(") est égal a n.

PROPOSITION 1.26.
Soient vy; : I — S' et 45 : I — S deux lacets homotopes de base 1 dans S*. Alors,
1 et 2 ont le méme degré.

Démonstration. Les arguments sont tres similaires a ceux de la démonstration de la
Proposition 1.24.

Soient 41 : I — R et 45 : I — R les relevements de v, et 79, respectivement, tels que
71(0) = 72(0) = 0. Soit H : I x I — S une homotopie entre les lacets 71 et o.

Puisque le carré I x I est compact, il peut étre divisé en rectangles

Rij:{(s,t)EIXI | a; <s < ajqq, bjgtgbj+1},
i=0,. k=1, j=0,....0—1,

donnés par deux collections finies de points

O=agr<a1 <...<ap_1<ap=1,
O=by<b1 <...<bp_1<by=1,

tels que I'image par H de tout rectangle R;; soit entierement contenue dans (au moins)
un des ensembles S\ {i} et S\ {—i}. Un relevement de H, c’est-a-dire, une application
continue H : I x I — R telle que Exp oH = H et I:T(O, 0) = 0, peut étre construit par une

procédure récursive similaire & celle de la démonstration de la Proposition 1.24.
L’application t — H (0,t) est a valeurs entiéres, donc, constante sur l'intervalle I. De
méme facon, l'application ¢ — H (1,t) est constante sur I. De plus, l'unicité de releve-
ment de chemins implique que ﬁ(s,O) = J1(s) et ﬁ(s, 1) = A2(s) pour tout s € I. Par
conséquent, les chemins 71 et 79 sont homotopes, et les lacets 1 et 9 ont le méme degré.
O

La proposition 1.26 implique que, & tout élément a € m1(S',1) on peut associer un
degré d(a) : c’est le degré de tout représentant de .

PRrRoPOSITION 1.27.
L’application d : w1 (S, 1) — Z, qui associe & tout élément o € m1(S*, 1) son degré
d(a), est un isomorphisme de groupes.
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Démonstration. Montrons d’abord que d : 71(S',1) — Z est une bijection. L’ applica-
tion d est clairement surjective : pour tout nombre entier n, on peut choisir un chemin
0 : I — R qui relie 0 et n, et Expod est un lacet de base 1 et de degré n (on peut aussi
prendre 7™ ¢’est un lacet de degré n).

L’application d : 1 (S',1) — Z est injective. En effet, soit n un nombre entier, et soient
a1 et ag des éléments de degré n de 71 (S L 1). Considérons des lacets 71 et v représentant
a1 et ag, respectivement. Soient 1 et s les relevements de 71 et 7o, respectivement, reliant
0 et n. Alors, 71 et 52 sont homotopes (cf. Lemme 1.7) : une homotopie est donnée par

H(s,t) = (1 — t)%1(s) + th2(s).

Par consésquent, 'application Exp oH certifie que les lacets 1 et o sont homotopes.
Montrons maintenant que d : 71 (S, 1) — Z est un morphisme de groupes. Considérons
des lacets 1 et 2 de base 1 dans S'. Soit 71 : I — R le relévement de 77 tel que 31 (0) = 0,
et soit 2 : I — R le relevement de o tel que 72(0) = 71(1). Le degré d(y17y2) est égal
& J2(1). D’autre part, d(v1) = 71(1) et d(v2) = F2(1) — 72(0) = F2(1) — 71(1). Donc,
d(m72) = d(m) + d(72). O

Nous avons montré que le groupe fondamental 71 (S*, 1) est isomorphe & Z.

COROLLAIRE 1.28.

Pour tout entier m strictement positif, le groupe fondamental de (S!)™ est iso-
morphe a Z™. O

2.6 Quelques applications

La premiere application des résultats présentés ci-dessus est ’énoncé suivant.

PROPOSITION 1.29.
Le cercle S' C D? n’est pas un rétracte de la boule D? = {(z,y) € R? | 22 +y% < 1}.

Démonstration. La boule D? est simplement connexe, et le groupe fondamental de S!
est isomorphe Z. Puisqu’il n’y a pas de morphisme surjectif du groupe trivial dans Z, la
Proposition 1.23 implique que S' n’est pas un rétracte de D?. ]

COROLLAIRE 1.30 (Théoréeme de BROUWER).
Toute application continue f : D?> — D? a au moins un point fixe.

Démonstration. Supposons que f : D? — D? est une application continue qui n’admet
aucun point fixe. Alors, pour tout point z € D?, il existe un nombre réel A, > 0 tel que
|z + Az(x — f(x))|| =1 : le vecteur = + Ay(z — f(x)) correspond au point d’intersection
du cercle S' et de la demi-droite ayant le point f(x) pour extremité et passant par le
point z. L’application qui a tout point z € D? associe x 4+ A (z — f(z)) est continue.
(Vérifiez cette affirmation!) De plus, la restriction de cette application sur S! est I'identité
idg1 : S — S'. Donc, cette application est une rétraction de D? sur S'. Contradiction.

O

2.7 Version faible du théoréme de vAN KAMPEN

Le théoréme de VAN KAMPEN est un outil important qui, dans certains cas, permet
de calculer le groupe fondamental. Dans cette section, nous considérons une version faible
du théoreme de VAN KAMPEN.



CHAPITRE 1. GROUPE FONDAMENTAL 24

PROPOSITION 1.31 (Théoréeme de VAN KAMPEN faible).

Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs. Soit X = U; U Uz un
recouvrement ouvert de X tel que Uy, Us et U;NUs soient non vides et connexes par arcs.
Soit xg € Uy N Uz un point. Alors, le groupe m1 (X, o) est engendré par les images des
groupes 71 (U, zg) et m1(Usa, o) sous les morphismes induits par les inclusions U; < X
et Uy — X, respectivement.

Démonstration. Soit v : I — X un lacet de base zg. Comme dans la démonstration de
la Proposition 1.24, on divise l'intervalle I en sous-intevalles par une collection finie de
points
O=agy<a <...<ap_1<ap=1

tels que I'image par « de tout sous-intervalle [aj, a;j11], j =0, ..., kK — 1, soit entierement
contenue dans (au moins) un des ensembles U; et Us, et les images par v de tous les points
aj, j =0, ..., k, appartiennent a Uy N Us.

Pour tout entier j entre 0 et k — 1, soit v; : I — X le chemin obtenu de la restriction
de v sur [aj, a;41] par un changement affine de parametre :

7 (t) = v((aj+1 — a;)t + aj).

De plus, pour tout entier j entre 1 et k — 1, choisissons un chemin §; : I — U; N Uz qui
relie g et y(a;). Il reste & remarquer que

(] = (1087 617105 1622 - . 05y B vk—1],

et I'image de chaque chemin 7051_1, 517162_1, e 5k,2’yk,15k__11, Ok_17k—1 est entierement
contenue dans U; ou Us. L]

COROLLAIRE 1.32.
Soit X un espace topologique non vide et connexe par arcs. Supposons que X

posseéde un recouvrement ouvert X = Uj; U Uy tel que Uy et Us soient simplement
connexes et Uy NUs soit non vide et connexe par arcs. Alors, X est simplement connexe.
O

COROLLAIRE 1.33.
Soit n > 2 un nombre entier. Alors, la sphére S™ est simplement connexe.

Démonstration. On identifie S™ avec la sphére unité dans R"*1, et on note N et S les
points (0,...,0,1) et (0,...,0,—1) de S™. On a un recouvrement ouvert S™ = U; U Us
de S™, ou Uy = S™\ {S} et Uz = S™\ {N}. Par projection stéréographique, chacun des
ouverts U; et Us est homéomorphe a R™. De plus, par projection stéréographique, Uy NUs
est homéomorphe a R™ \ {0}, c’est-a-dire, homéomorphe a S"~! x R. Donc, Uy N Uy est
connexe par arcs, et on peut utiliser le Corollaire 1.32. ]

La Figure 1.7 représente un autre choix possible pour les ouverts U; et U; dans la
démonstration du Corollaire 1.33. On fixe un nombre 0 < £ < 1 et on pose

Ur={(z1,...,2n) € S" |z, <e} et Us={(x1,...,25) € 5" | x> —€}.

PROPOSITION 1.34.
Soit m > 2 un nombre entier. Alors, R™ n’est pas homéomorphe a RZ.

Démonstration. Si f : R — R? est un homéomorphisme, on obtient un homéomor-
phisme entre R™ \ {0} et R%\ {f(0)}, ce qui est impossible car R?\ {f(0)} a le type
d’homotopie de S' (donc, le groupe fondamental de R? \ {f(0)} est isomorphe & Z) et
R™ \ {0} a le type d’homotopie de S™! (donc, R™ \ {0} est simplement connexe). O
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FIGURE 1.7 — Recouvrement de la sphére par deux ouverts simplement connexes

Chapitre 2

Revétements

1 DEFINITION ET QUELQUES PROPRIETES

1.1 Définition

Soient E et B des espaces topologiques, et soit p : £ — B une application continue.
Supposons que ’application p est surjective et que, pour tout point b € B, il existe un
voisinage ouvert U C B de b tel que I'image inverse p~!(U) de U soit une réunion d’ouverts
U; C E (ou les indices i parcourent un certain ensemble F'), deux a deux disjoints, et la
restriction de p sur chaque ouvert U; soit un homéomorphisme entre U; et U. Dans ce cas,
on dit que p : F — B est un revétement de B. L’espace B s’appelle la base du revétement
p, I'espace E s’appelle I'espace total de p. Pour tout point b € B, I'image inverse p~!(b) de
b s’appelle la fibre de b. L’ensemble F' peut étre identifié avec la fibre de b. Un voisinage U
qui apparait dans la définition est dit trivialisant le revétement p (cette terminologie peut
étre expliquée par la Proposition 2.1 ci-dessous).

Sip: E — B est un revétement et A C B est un sous-espace, une section de p au-
dessus de A est une application continue s : A — E telle que p o s coincide avec 'identité
sur A. Soit b € B un point, et soit  un point de p~!(b). Considérons un voisinage U > b
trivialisant le revétement p. Le point x appartient a U; pour un certain indice ¢ € F. 1l
existe une section s; : U — E de p au-dessus de U telle que U; = s;(U) (en particulier,
z € s;(U)).

PROPOSITION 2.1.
Une application continue p : F — B est un revétement si et seulement si, pour tout
point b € B, il existe un voisinage U C B de b, un espace discret non vide F' et un
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(Uj)jer

U

=1

FIGURE 2.1 — Voisinage trivialisant

homéomorphsime ¥ : p~1(U) — U x F tels que le diagramme suivant soit commutatif :

(Ici pr = pry; est la projection de U x F sur U.)

Démonstration. Supposons que p : E — B est un revétement. Soit b € B un point.
Considérons un voisinage ouvert U de b tel que U soit un voisinage trivialisant le revéte-
ment p. On a p~1(U) = U,;cp Us, ot F est un ensemble, les ouverts U; C E sont deux a deux
disjoints et, pour tout ¢ € F', la restriction de p sur U; est un homéomorphisme entre U; et
U. Munissons F' de la topologie discréte et définissons une application ¥ : p~1(U) — U x F
par = — (p(z),7), ou i € F est tel que = € U;. Cette application est un homéomorphisme
qui vérifie (proW¥)(z) = p(x) pour tout = € p~1(U) : son inverse est (b',i) — s;(b').

Pour démontrer I'implication réciproque, remarquons qu’un voisinage U vérifiant la
condition imposée contient un voisinage ouvert trivialisant le revétement. O

L’application ¥ de la Proposition 2.1 s’appelle trivialisation locale de p au-dessus de
U.

Exemples.

(1) Pour tout espace topologique B et pour tout espace discret non vide F', le revétement
trivial standard de B ayant F pour fibre est I’application de projection pr: B X F' —
B.

(2) L’application Exp : R — S! définie par ¢ — exp(27it) est un revétement (pour des
voisinages trivialisants, on peut prendre, par exemple, S'\ {i} et S'\ {—i}; cf.
Section 2.5 du premier chapitre).

Question. La projection pr : R? — R, définie par (z,y) — z, est-elle un revétement de
R?

Sip: E — B est un revétement, b € B est un point, et U > b est un voisinage
trivialisant le revétement p, alors la restriction de p sur p~(U), vue comme application
Pl p Y (U) — U, s’identifie avec le revétement trivial de U ayant p~'(b) pour fibre.
Les ouverts U; C E pour lesquels p|p_1(U) fournit un homéomorphsime avec U s’appellent
les feuillets de p au-dessus de U.
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1.2 Premieéres propriétés
Dans cette section, on démontre quelques propriétés des revétements.

PROPOSITION 2.2.
Soient p: E — B et p' : E' — B’ des revétements. Alors, pxp' : Ex E' — B x B’
est aussi un revétement.

Démonstration. Soit (b,5') € B x B’ un point. On pose F' = p~1(b) et F' = (p')~1(V).
Considérons un voisinage ouvert U C B de b trivialisant le revétement p et un voisinage
ouvert U’ C B’ de V' trivialisant le revétement p’. Alors, U x U’ C B x B’ est un voisinage
ouvert de (b,b’). De plus, on a des homéomorphismes

U:p Y (U) = UxF,
v (p) N U) = U x F
tels que proW = p|,-1(yy et pr' oW’ = p/[(,y-1(yry, o
pr:UxF = Uetpr' :UxF —U
sont les projections. Donc,
Ux U :p HU)x (p) M U)=(pxp) N U xU') = (UxU") x (FxF)
est un homéomorphisme tel que
(prx pr’) o (U x W) = (p X p)|ppry-1wxv7) -
Par conséquent, p x p’ est un revétement. ]

PROPOSITION 2.3.
Soit p : E — B un revétement. On a les affirmations suivantes.
(1) Si A C B est un sous-espace topologique, alors

p’p—l(A) Ipil(A) — A

est un revétement.
(2) Si B est séparé, alors F est aussi séparé.
(3) Si B est connexe, alors toutes les fibres de p ont le méme cardinal.
(4) Si E et B sont compacts, alors les fibres de p sont finies.

Démonstration. L’affirmation (1) est immédiate.

Pour démontrer Paffirmation (2), considérons deux points x et y de E. Si p(x) = p(y),
alors posons b = p(x) = p(y) et considérons un voisinage ouvert U > b trivialisant le
revétement p. Parmi les feuillets U; au-dessus de U, il y deux ouverts disjoints U, et
Uy tels que z € U, et y € Uy. Si les points b = p(x) et b = p(y) sont distincts,
on peut trouver des voisinages trivialisants UM et U®) de b)) et b2, respectivement,
tels que UM N U = @. Ceci donne deux voisinages disjoints U;,gl) et U;Q) de z et y,
respectivement.

(3) Soit b € B un point, et soit U > b un voisinage trivialisant le revétement p. Pour
chaque point de U, la fibre de ce point est un bijection avec 1’ensemble F = p~1(b). On
en déduit que I'application b’ + card p~'(¥'), qui associe & tout point ¥’ € B le cardinal
card p~1(b') de p~1(V), est localement constante sur B. Puisque B est connexe, on obtient
que I'application b — card p~1(b') est constante sur B.

(4) Soit b € B un point. Le sous-ensemble F' = p~1(b) C E est fermé. Puisque E est
compact, le fermé F est aussi compact. Puisque F' est discret, on obtient que F' est fini.

O
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Soit p : E — B un revétement tel que B soit connexe. Si les fibres de p sont finies, le
nombre de points de chaque fibre s’appelle le nombre de feuillets du revétement p. Sinon,
on dit que le nombre de feuillets de p est infini.

Une application f : X — Y est un homéomorphisme local si tout point x € X admet
un voisinage ouvert U tel que f(U) C Y soit un ouvert et la restriction f|y de f sur U,
vue comme application de U dans f(U), soit un homéomorphisme.

PROPOSITION 2.4.
Tout revétement est un homéomorphisme local.

Démonstration. Soit p : E — B un revétement, et soit x € F un point. Posons F =
p~Y(p(x)) et considérons un voisinage ouvert U > p(z) trivialisant le revétement p. On a
un homéomorphisme ¥ : p~H(U) — U x F qui fait commuter le diagramme

Le point z appartient a 'ouvert U, = ¥~1(U x {z}). La section s : U — E définie par
b+ UL(b,x) est inverse de p|y, (vue comme application de U, dans U). Donc, p|y,
fournit un homéomorphisme entre U, et U. O

L’énoncé reciproque a celui de la Proposition 2.4 est faux : il existe des homéomor-
phismes locaux qui ne sont pas des revétements (essayez de trouver un exemple).

PROPOSITION 2.5.
Soit E un espace topologique muni d’une opération totalement discontinue d’un
groupe topologique discret G. Alors, 'application quotient

p:E—FE/G

est un revétement.

Démonstration. Par définition d’une opération de groupe totalement discontinue, tout
point z € E admet un voisinage ouvert V' C E tel que (g - V)NV = & pour tout
élément g € G différent de 1’élément neutre. De plus, la projection p est ouverte. Donc,
ply : V= U, ou U = p(V), est un homéomorphisme. L’application

p Y U) = UxG
z = (p(2), 9x),

oil g, est I'unique élément de G tel que (g,)~' -2 € V, est une trivialisation locale de p
au-dessus de U. ]

1.3 Reléevement de chemins et d’homotopies

Soit p : E — B un revétement. Dans cette section, nous allons commencer a étudier le
probléme du relevement d’applications continues f : X — B par rapport a p. Nous serons
plus particuliérement intéressés par les relevements de chemins et d’homotopies.

LEMME 2.6.
Soient p : ' — B un revétement, X un espace topologique connexe, et f : X — B
une application continue. Alors, deux relevements de f par rapport & p qui coincident
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| en un point sont égaux.

Démonstration. Soient f : X - Eet f’ : X — E deux relévements de f qui coincident
en un point 2o € X. Ona X = X;UXy, o0 X1 ={z € X | f(z) = fl(x)} et Xo = {z €
X | f(z) # f'(x)} sont deux sous-ensembles disjoints de X.

Soient € X un point, U C B un voisinage ouvert de f(x) tel que U trivialise
le revétement p, et notons V' et V' les feuillets au-dessus de U tels que f(x) e Vet
f(x)e V.

Size Xy, alors V =V"et f1(V)N(f)" (V) 3 z est un voisinage ouvert entidrement
contenu dans X7. Donc, X7 est un ouvert.

Siz € Xo, alors f~1(V) N (f)"1(V’) 3 x est un voisinage ouvert entiérement contenu
dans Xs. Donc, X5 est un ouvert. Puisque X est connexe et zg € X7, on obtient que Xo

est vide. O

PROPOSITION 2.7 (Relévement des chemins).

Soit p : E — B un revétement, et soient xg € E et by € B des points tels que
p(xg) = bg. Alors, pour tout chemin v : I — B tel que v(0) = by, il existe un unique
relevement 7 de  (par rapport a p) tel que ¥(0) = xg, autrement dit, un unique chemin
7y :1— E tel que poy =+ et 5(0) = xo.

(LI
o

E

FIGURE 2.2 — Relévement d’un chemin

Démonstration. L’unicité est un corollaire du Lemme 2.6. La démonstration d’existence
est compléetement similaire & celle de la Proposition 1.24. Considérons un recouvrement
ouvert de B par des voisinages ouverts trivialisant le revétement p.

Puisque l'intervalle I est compact, il peut étre divisé en sous-intevalles par une collec-
tion finie de points 0 = ag < a1 < ... < ax—1 < a = 1 tels que 'image par v de tout
sous-intervalle [a;,aj+1], j =0, ..., k — 1, soit entiérement contenue dans (au moins) un
des éléments du recouvrement.

On démontre 'existence et 1'unicité de relevement 5 sur [0,a;] par récurrence sur j.
Pour j =0, on a ¥(0) = z. Supposons que 7 est déja défini sur [0,a;], o0 j =0, ..., k—1.
L’image y([a;,a;4+1]) est entiérement contenu dans un élément U) du recouvrement. Soit

Ui(j) C E le feuillet au-dessus de UY) tel que Y(aj) € Ui(j). Sur lintervalle [aj, a;41], on
considere la composée s; o (’Y\[aj;ajﬂ]), ou s; : Ul — Ui(J) est la section de p ayant Ui(])
pour image. Cette application se recolle avec I'application 7 déja définie sur [0,a;] pour

donner une application continue 7 sur [0, a;j41]. O
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Si, dans la Proposition 2.7, on remplace ’hypothese « p : E — B un revétement » par
« p: E — B est un homéomorphisme local », ’énoncé devient faux (essayez de trouver un
contre-exemple).

Si~: 1 — B est un lacet de base by € B et xp € E est un point tel que p(z¢) = by,
le relevement 7 de v tel que 7(0) = zp n’est pas forcement un lacet. Par exemple, dans le
cas du revétement Exp : R — S! (voir la Section 2.5 du premier chapitre), un relévement
d’un lacet v de base 1 € S' est un lacet si et seulement si v est de degré 0.

PROPOSITION 2.8 (Relévement d’homotopies).

Soit p : E — B un revétement, et soient xg € E et by € B des points tels que
p(zo) = bg. Soient v : I — B et 6 : I — B des chemins homotopes tels que v(0) = by, et
soient 7 et 0 les relévements de v et §, respectivement, tels que 7(0) = 5~(0) = xg. Alors,
3 et & sont aussi homotopes. En particulier, (1) = i (1).

Démonstration. A nouveau, la démonstration est complétement similaire & celle de la

Proposition 1.24. Considérons un recouvrement ouvert de B par des voisinages ouverts

trivialisant le revétement p. Soit H : I x I — B une homotopie entre les chemins =y et d.
Puisque le carré I x I est compact, il peut étre divisé en rectangles

Rij = {(S,t) el xI | a; < s < Aj41, bj Stgqu_l},
i=0,....k—1, j=0,....,0—1,

donnés par deux collections finies de points

O=agy<a <...<ap1<ap=1,
O0=byg<b1 <...<bp_1<by=1,

tels que I'image par H de tout rectangle R;; soit entierement contenue dans (au moins)
un des éléments du recouvrement de B. Un relevement H de H tel que H (0,0) = xo
peut étre construit par une procédure récursive similaire & celle de la démonstration de la
Proposition 2.7. Il reste a vérifier que H est une homotopie entre les chemins 7 et 5.
Considérons le chemin 1y : ¢t — H (0,t). Ce chemin est un relevement du chemin
constant ey, . Done, ¢ est le chemin constant e;,. De méme fagon, le chemin ¢; : ¢ — H (1,1)
est aussi constant. De plus, 'unicité de relevement de chemins implique que H (s,0) =7(s)
et H (s,1) = 5(s) pour tout s € I. Par conséquent, H est une homotopie entre les chemins
v et 9. O

COROLLAIRE 2.9.

Soit p : £ — B un revétement, et soit by € B un point. Si un lacet v : I — B de
base by admet un relevement qui n’est pas un lacet, alors v n’est pas homotope au lacet
constant ey . O

Le Corollaire 2.9 implique 1’énoncé suivant.

COROLLAIRE 2.10.

Soit B un espace topologique non vide et connexe par arcs. Supposons qu’il existe
un revétement p : £ — B tel que p ne soit pas un homéomorphisme et F soit connexe
par arcs. Alors, B n’est pas simplement connexe.

Démonstration. Soit by € B un point. Si p~!(by) ne contient qu’un seul point, alors le
nombre de feuillets du revétement p est égal & 1, et p est un homéomorphisme, ce qui est
impossible.

Donc, p~!(bg) contient des points distincts x et y. Considérons un chemin n: I — E
qui relie x et y. On obtient que le lacet p o n de base by n’est pas homotope au lacet
constant ep,. Par conséquent, B n’est pas simplement connexe. O
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2 REVETEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL

2.1 Sous-groupe déteminé par un point

Le calcul du groupe fondamental du cercle (voir la Section 2.5 du premier chapitre)
indique qu’il y a des relations importantes entre revétements et groupe fondamental. Dans
ce chapitre, nous allons étudier ces relations.

PRroPOSITION 2.11.
Soit p : E — B un revétement, et soit z9 € F un point. Posons by = p(xg). Alors,
le morphisme
Px - 7T1(E,x0) — 7T1(B,b())

induit par p est injectif.

Démonstration. Soit v un lacet de base z¢ dans E tel que la classe [y] € 71 (E, o)
de v soit dans le noyau de p,.. Le lacet p o v est homotope au lacet constant ep,. Soit
H : I x I — B une homotopie des lacets po -y et ep,. Le lacet v est 'unique relevement de
po~y tel que le point de départ de relevement soit xg. Le relevé H de H tel que H (0,0) = xo
est une homotopie du relevé v de p o~y a celui de e, c’est-a-dire, au lacet constant e, .
Donc, les lacets 7y et ez, sont homotopes. O

On dit que le sous-groupe p.(m1(E,z¢)) C 71(B,bg) est le sous-groupe déterminé par
ro. Remarquons que si on choisit un point z; € p~!(by) différent de zg, le sous-groupe
déterminé par x1 ne coincide pas forcement avec celui déterminé par xg.

PROPOSITION 2.12.

Soit p : E — B un revétement, et soient xg et x1 des points de E qui appartiennent
a une composante connexe par arcs de E et tels que p(z¢) = p(x1). Posons by = p(zo).
Alors, les sous-groupes p.(m1(F, xg)) et p«(m1(E,z1)) sont conjugués dans m1 (B, by) : il
existe un élément o € w1 (B, by) tel que

ps(mi(E,21)) = a pu(m (B, x0)) o

Réciproquement, pour tout élément o/ € 71(B,by), il existe un point =} € p~1(bg) tel
que

ps(mi(B, 21)) = o pi(mi(E, z0)) o'

Démonstration. Soit v : I — F un chemin dont le point de départ coincide avec 1 et
le point d’arrivée coincide avec xg. Soit

Pyt 7T1(E,$0) — 7r1(E,a:1)

I’isomorphisme de changement de point de base le long du chemin ~.
Le chemin p o+ est un lacet de base by, et on pose a = [po~y]. L’élément a € 71 (B, by)
définit un automorphisme intérieur

T, : (B, by) = m(B,by), B+ afa ™t

On a le diagramme commutatif suivant :

m(E, 20) —> m1(E, 1)

p*l lp*

Ta
71 (B, by) ——m1(B, by)
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En effet, soit § : I — E un lacet de base xg. On a

(P 0 ) ([0]) = p([¥6y™']) = [porllpodlpoy]
= a p([0]) ' = (Ta 0 pu) ([0]).

Puisque ¢, est un isomorphisme, on obtient que

To(ps(m1(E, 20))) = pa(m1(E, 1))

Réciproquement, choisissons un élément o’ € m1(B,bg). Soit 7 : I — B un lacet qui
représente la classe (o)1, et soit 7/ : I — E le relévement de 7' tel que 4/(0) = z¢. Posons
x) =+/(1). Les arguments présentés ci-dessus montrent que

pu(mi(E,21)) = o pu(mi(B, x0)) o7

O

COROLLAIRE 2.13.

Soit p : E — B un revétement dont I’espace total E est connexe par arcs. Soit by € B
un point, et soit G C w1 (B,bg) le sous-groupe déterminé par un point zo € p~'(bg).
Alors, un sous-groupe G’ C m1(B,bg) est déterminé par un des points de p~1(bg) si et
seulement si les sous-groupes G et G’ sont conjugués. O

Soit p : E — B un revétement, et soit by € B un point. Notons F' = p~!(bg) la fibre
au-dessus de by. Considérons un point x € F' et un élément « € m1(B, by). Soit v: I — B
un lacet qui représente la classe a. On note xav = J(1) € F le point d’arrivée du relevement
¥ : 1 — E de ~ tel que ¥(0) = z (la Proposition 2.8 implique que le point d’arrivée du
relevement ne dépend pas du choix de représentant de la classe «).

E

SBRY)

B

FIGURE 2.3 — Action du 71 (B, by) la fibre p~1(bg)

PROPOSITION 2.14.

L’application («, z) — za est une action a droite du groupe fondamental 7 (B, bo)
sur la fibre F'.

Démonstration. Soient v : I — B et ' : I — B deux lacets de base by. Le relevement
vy de v tel que 49/(0) = x est le produit du relévement ¥ de v tel que (0) = x et du
relevement 7’ de v/ tel que 7/(0) = 5(1). Par conséquent,

(M) = @D
De plus, le relevement d’origine x du lacet constant e, est le lacet constant e,. Donc,
xE=2

pour tout z € F (ici, € est 1 ’élément neutre de (B, by)). O
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PROPOSITION 2.15.
Le stabilisateur d’un point z € F par 'action de m (B, bg) sur F' est le sous-groupe
p«(m1(E, ) C m(B,by) déterminé par le point .

Démonstration. Soit o € 71(B,bg) un élément tel que za = x. Considérons un lacet
~v : I — B qui représente . Soit 7 : I — FE le relevement d’origine x de 7. Puisque za = z,
le chemin 7 est un lacet de base z. Donc, o € py(m1(E, x)).

Réciproquement, soit 8 € 71 (E, x), et soit 0 : I — E un lacet qui représente la classe
B. Alors, § est le relevement d’origine x de p o d, d’ou xp.(5) = =. O

PROPOSITION 2.16.

Soit p : F — B un revétement dont la base B est connexe par arcs, et soit by € B un
point. On pose F' = p~1(bg), et on note 7o(E) 'ensemble des composantes connexes par
arcs de E. Alors, lapplication F' — mo(E) qui & tout point = € F' associe la composante
connexe qui contient x induit une bijection

F/Tl'l(B, bg) ~ 7T0(E)

entre mo(F) et 'ensemble des orbites de 71 (B, by) dans F.

Démonstration. L’application F' — 7o(E) est surjective. En effet, si y € E est un point,
on peut relier p(y) et by par un chemin v : I — B. Le relevement 7 : [ — E d’origine y de
~ a un point de F' comme point d’arrivée. Donc, toute composante connexe par arcs de E
contient au moins un point de F'.

Considérons deux points = et 2’ de F. S’il existe un chemin § : I — F qui relie x et 2/,
on a 2/ = x[p o d]. Réciproquement, s’il existe un élément o € m (B, by) tel que 2/ = zq,
le relevement d’origine x d’un représentant quelconque de « fournit un chemin entre les
points z et z’. O

COROLLAIRE 2.17.

Soit p : F — B un revétement dont la base B est connexe par arcs, et soit by € B un
point. L’espace total E de p est connexe par arcs si et seulement si I’action de 71 (B, by)
sur p~1(bg) est transitive. O

PropPOSITION 2.18.

Soit p : £ — B un revétement dont ’espace total E est connexe par arcs, et soit
bo € B un point. On pose F = p~1(by). Alors, pour tout point x € F, 'application de
m1(B, by) dans F' définie par o — za induit une bijection

p(mi (B, z)\m1 (B, bo) =~ F

entre F' et ’ensemble des classes a droite de 71 (B, bg) modulo p,(mi(E, x)).

Démonstration. L’énoncé est un corollaire de la Proposition 2.15 et du Corollaire 2.17.
O

COROLLAIRE 2.19.

Soit p : £ — B un revétement dont ’espace total E est connexe par arcs, et soit
bp € B un point. Soit n un nombre entier strictement positif. Alors, p est un revétement
a n feuillets si et seulement si, pour tout point z € p~*(bg), le sous-groupe p(71(E, z))
est d’indice n dans m (B, by). O
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2.2 Revétements reguliers

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux revétements dont 1’espace total est
connexe par arcs et qui sont liés aux sous-groupes distingués du groupe fondamental de la
base.

ProPOSITION 2.20.
Soit p : E — B un revétement dont ’espace total E est connexe par arcs. Soit
bo € B un point, et soit g € p~1(by). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) le sous-groupe ps(m1(E,x0)) C m1(B,bo) est distingué;
(2) pour tout point € p~1(bp), le sous-groupe py (71 (E, x)) coincide avec p.(71(E, x0)) ;
(3) pour tout point z € E, le sous-groupe p.(m1(E,z)) C m1(B,p(z)) est distingué;
(4) pour tout lacet v : I — B de base by, soit tout relévement (par rapport a p) de
est un lacet, soit tout relevement de v n’est pas un lacet.

Démonstration. Le Corollaire 2.13 implique que les conditions (1) et (2) sont équiva-
lentes.
La Proposition 2.15 implique que les conditions (2) et (4) sont équivalentes.
Clairement, la condition (3) implique la condition (1). Réciproquement, supposons
que le sous-groupe p.(m1(F, o)) C m1 (B, by) est distingué, considérons un point x € F, et
posons b = p(z). Soit v : I — B un chemin qui relie b et by. Considérons le relevement 5
d’origine x de ~.
e,
Toe X

E

p

bo .\/,.){-\.b
B

Onpose z = 5(1). Onnote ¢y : m1(B,bo) — m1(B, b) (respectivement, = : m1 (£, 2() —
m1(E, z)) 'isomorphisme de changement de point de base le long du chemin v (respecti-
vement, 7). Le diagramme suivant est commutatif :

o~
1 (E, xp) s m1(E, z)

p*i lp*

m1(B,bo) ——= 11(B,b)
En effet, soit § : I — E un lacet de base z(. On a

(P 0 93)(18]) = p((37 ') = [poAllpodllp o 7]
= [ p([8) ™' = (95 0 ) ([9]).

Puisque @5 est un isomorphisme, on obtient que

01(P+(m1(E, 7)) = ps(m1 (B, 2)).

On a p.(m1(E,x5)) = p«(m1(E, x0)). Donc, ps(m (E, z)) ne dépend pas du choix de point
x de la fibre p~1(b). O
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Un revétement p : E — B est dit régulier si E est connexe par arcs et si I'une des
conditions (1) - (4) de la proposition précédente est vérifiée. Dans le cas d’un revétement
régulier p : E — B, pour tout point z¢ € E, la fibre p~!(by) au-dessus du point by = p(xq)
s’identifie avec le groupe quotient m1(B, bg)/p«(m1(E, z0)).

Par exemple, si p : E — B est un revétement tel que E est connexe par arcs et le
groupe fondamental de B est abélien, alors p est régulier.

2.3 Morphismes de revétements

Soient p : E — B et p' : B/ — B deux revétements ayant méme base. Un morphisme
modéré de revétements de p sur p’ est une application continue £ : E — E’ telle que 1'on
ait le diagramme commutatif suivant :

3 B
N
B

Pour tout revétement p : E — B, 'application idg : F — E est un morphisme modéré
de revétements, dit identité, de p sur p. Si £ est un morphisme modéré de revétements de
p:E — Bsurp : E' — B etsi est un morphisme modéré de revétements de p’ : £/ — B
sur p” : E” — B, alors £ o ¢ est un morphisme modéré de revétements, dit composé, de p
sur p”.

Un isomorphisme modéré de revétements p: E — B et p' : E/ — B est un morphisme
modéré de revétements £ de p sur p’ tel qu’il existe un morphisme modéré de revétements ¢
de p’ sur p vérifiant (of = idg et £o( = idp. Si E = E' et p = p/, on parle d’automorphisme
du revétement p : F — B. Deux revétements de méme base sont dits isomorphes s’il existe
un isomorphisme modéré de revétements de I'un sur ’autre.

On dit qu'un revétement p : £ — B est trivial s’il est isomorphe & un revétement de
la forme

E

prg: B x F — B,

ou F est un espace topologique discret non vide.

La notion de morphisme modéré de revétements, introduite ci-dessus, peut étre géné-
ralisée de la fagon suivante. Soient p : E — B et p' : E' — B’ deux revétements (dont
les bases ne coincident pas forcement). Un morphisme de revétements de p sur p’ est un
couple (§,n) d’applications continues £ : E — E’ et n: B — B’ telles que le diagramme
suivant commute :

Si les bases de revétements coincident et l'application 7 est 'identité, le morphisme
(&,m) de revétements est dit au-dessus de l’identité. Dans ce cas, & : E — FE’ est un
morphisme modéré de revétements.

Si (&,7m) est un morphisme de revétements de p: E — Bsurp' : B/ — B’ et sibe B
est un point, alors 'application ¢ envoie la fibre p~1(b) dans la fibre (p')~!(n(b)).

ProprosITION 2.21.

Soient p: E — B et p’' : B/ — B deux revétements ayant méme base. Supposons
que E’ est connexe par arcs et localement connexe. Supposons en plus qu’il existe un
morphisme modéré € : E — E’ de p sur p’. Alors, £ est un revétement.
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Démonstration. Soit 2’ € E’ un point. On pose b’ = p/(z’). Montrons d’abord que
z’ € §(F). Soit xp € E un point. On pose z( = {(x). Puisque E’ est connexe par arcs, il
existe un chemin v : I — E’ qui relie z(, et a’. Considérons le relevement 7 : I — E (par
rapport & p) d’origine 2o de p’ o . Le chemin £ o ¥ est un relévement (par rapport a p')
d’origine z(, de p’ o . Donc, £ o ¥ coincide avec . En particulier, 2’ € {(E).

Puisque E’ est localement connexe, les espaces topologiques B et E sont localement
connexes aussi. Considérons un voisinage connexe U C B de i tel que U soit trivialisant
pour les deux revétements p et p’. On note U, le feuillet de p’ au-dessus de U tel que
2’ € Uy, et on note {V,} la collection des feuillets de p au-dessus de U. Pour tout V,
I'image £(V) est connexe; donc, soit £(V,,) = Uy, soit £(V,) N U, = &. Par consequent,
€71(Uy) est une réunion disjointe d’ouverts de la forme V, et la restriction de & sur
chacun de ces ouverts fournit un homéomorphisme avec U, : pour un tel ouvert V, on a

v =lv,)  oplv. O

Soient p : E — B et p/ : E/ — B deux revétements ayant méme base. Supposons
que les espaces totaux F et E’ de ces revétements sont connexes par arcs. Soient g € E
et zy € E’' des points. On dit que la paire (p,xo) domine la paire (p', z() s’il existe un
morphisme modéré £ : E — E’ de p sur p’ tel que (xg) = xf.

PROPOSITION 2.22.

Soient p : F — B et p’ : B/ — B deux revétements ayant méme base et des espaces
totaux connexes par arcs. Soient xg € E et x, € E’ des points tels que p(xo) = p'(xp).
Si la paire (p, z) domine la paire (p', x(), alors

p+(E,m0) C (p)+(E', 7).

Démonstration. Il existe un morphisme modéré ¢ : E — E’ de p sur p’ tel que £(zg) =
z(. On a p =p’ o & Donc,

pe(m1(E, x0)) = ()« (& (m1(E, 20)) C (p)s(m1(E', 2p))-

2.4 Relévement d’applications

Dans cette section, nous allons étudier I'existence de relevements d’applications a va-
leurs dans la base d’un revétement.

Rappelons qu'un espace topologique est dit localement connexe par arcs si chacun de
ses points admet une base de voisinages connexes par arcs.

PROPOSITION 2.23.

Soient p : E — B un revétement, X un espace topologique connexe par arcs et
localement connexe par arcs, et f : X — B une application continue. Soit g € X un
point. On pose by = f(xg), et on considére un point yo € p~!(bg). Alors, il existe un
relovement f: X — E de f tel que f| (xo) = yo si et seulement si

fe(m(X,20)) C pu(mi(E,y0))-

Démonstration. La condition f.(m1(X,z¢)) C p«(m1(E,yo)) est clairement nécessaire
(cf. la démonstration de la Proposition 2.22).

Supposons maintenant que fi (71 (X, z0)) C p«(7m1(E, y0)). Soit x € X un point. Consi-
dérons un chemin ~ : I — X qui relie zg et . L’application f o est un chemin qui relie

bp et b = f(x) dans B. Notons 7 le relevement d’origine yo de f o~. On note f(z) =7(1).
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Sid: I — X est un autre chemin qui relie zy et x, notons 5 : I — E le relévement
d’origine yo de fod. On a

[(fon(fod)™']=1[fo (v )] € fulm(X,20)) C pu(mi (Y, 10))-

Soit ¢ : I — E un lacet de base yo tel que les lacets poc et (f ov)(f o)™t soient
homotopes. La Proposition 2.8 (relevement des homotopies) et la Proposition 2.7 (unicité
de relevement d’une origine donnée d’un chemin) impliquent que les chemins 7 et 5 ont le
méme point d’arrivée. Donc, f (z) ne dépend pas du choix de chemin ~.

Yo
E
lp
g ,I foéd
o 7 AL Fr

On a ]? (z9) = yo. Il reste & montrer que Iapplication ]? est continue. Considérons un
voisinage ouvert V C E de f(z) tel que U = p(V) soit un ouvert de B et ply : V — U
soit un homéomorphisme. Soit W C f~1(U) un voisinage ouvert connexe par arcs de z.
Pour tout point w € W, si v : I — W C X est un chemin qui relie x et w, alors f(w) est
le point d’arrivée du relevement d’origine yo de fo (v7') = (fov)(f ov'). Par conséquent,
f(w) € V. Donc, 'application fest continue. ]

COROLLAIRE 2.24.

Soient p : E — B un revétement, X un espace topologique simplement connexe et
localement connexe par arcs, et f : X — B une application continue. Soit zg € X un
point. On pose by = f(xg), et on considére un point yo € p~!(bg). Alors, il existe un
unique relévement f: X — E de f tel que f| (z0) = yo. O

COROLLAIRE 2.25.

Soient p : E — B et p' : B/ — B deux revétements ayant méme base et des espaces
totaux connexes par arcs. Supposons que B est localement connexe par arcs. Soient
xo € E et )y, € E' des points tels que p(xg) = p'(z().

Alors, la paire (p, zo) domine la paire (p/, x() si et seulement si

pe(m1(E, 20)) C (p)s(m1(E', 2p))-

De plus, si la paire (p,xo) domine la paire (p/, z(), alors il existe un unique morphisme
modéré £ : E — E' de p sur p' tel que £(x0) = z.

Démonstration. Puisque B est localement connexe par arcs, les espaces totaux E et E’
sont aussi localement connexes par arcs. D’apres la Proposition 2.22, si la paire (p, zo)
domine la paire (p/, (), alors p.(m1(E,x0)) C (p')«(m1(E', ().
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Réciproquement, si p.(m1(E, z0)) C (p/)«(m1(E’, x()), le Lemme 2.6 et la Proposition
2.23 impliquent qu’il existe un unique morphisme modéré & : E — E’ de p sur p’ tel que
&(zo) =z (il s’agit du relevement & de p par rapport a p’ tel que {(xg) = xj). O

Une des conséquences de résultats démontrés ci-dessus sur les relevements d’applica-
tions est I’énoncé suivant.

PROPOSITION 2.26.

Soit p : E — B un revétement dont ’espace total E est connexe par arcs et
localement connexe par arcs. Soit by € B un point. Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) le revétement p est régulier,

(2) le groupe Aut(p) des automorphismes du revétement p agit transitivement sur
p " (bo),

(3) il existe un groupe discret GG, une opération totalement discontinue de G sur E et
un homéomorphisme f : E/G — B tels que le diagramme suivant commute :

(ici pr : E — E/G est 'application quotient).

Démonstration. On va montrer, d’abord, que les conditions (1) et (2) sont équiva-
lentes. Soient xg et x7 des points de la fibre p~!(by). Supposons que p est régulier. On
a p«(m(E,x0)) = p«(m1(E,x1)). D’apres le Corollaire 2.25, il existe un automorphisme
€:E — E tel que £(xg) = x1. Donc, le groupe Aut(p) agit transitivement sur p~—!(by).

Réciproquement, si Aut(p) agit transitivement sur p~1(bg), il existe un automorphisme
¢ : E — Edeptel que &(xg) = x1. Done, pi(m1(E, x0)) C pe(m1(E, x1)) et pu(m1(E, x0)) D
p«(m1(E, z1)). Par conséquent, p est régulier.

Pour démontrer I'implication (2) = (3), on pose G = Aut(p) et on munit le groupe G
de la topologie discréte. On obtient une opération continue de G sur E. Cette opération
est totalement discontinue. En effet, soit x € E un point, et soit U > p(x) un voisinage
trivialisant le revétement p. Alors, le feuillet V' au-dessus de U tel que x € V vérifie la
propriété demandée : (g-V )NV = & pour tout élément g € G différent de 1’élément neutre.
Donc, lapplication quotient pr : E — E/G est un revétement (voir la Proposition 2.5).
Il existe une unique application continue f: F/G — B telle que p = f o pr. Puisque
Aut(p) agit transitivement sur chaque fibre de p, 'application f est bijective. De plus, f
est ouverte. Donc, f est un homéomorphisme.

Pour démontrer 'implication (3) = (2), supposons qu’il existe un groupe discret G,
une opération totalement discontinue de G sur E et un homéomorphisme f : E/G — B
tels que p = f o pr. Alors, G est contenu dans Aut(p) et agit transitivement sur chaque

fibre de p. O

Un revétement régulier p : E — B d’espace total E connexe par arcs et localement
connexe par arcs s’appelle revétement galoisien. Pour un revétement galosien p, le groupe
Aut(p) s’appelle le groupe de GALOIS de p.

ProPOSITION 2.27.

Soit p : E — B un revétement galoisien, et soit g € E un point. On pose by = p(zo).
Alors, le groupe de GALOIS Aut(p) de p peut étre identifié avec le groupe quotient
m1(B, bo) /p«(m1(E, 20)).
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Démonstration. D’apres la Proposition 2.18, 'application de 71 (B, by) dans F = p~*(bg)
définie par o — zga induit une bijection

T1(B, bo) /p«(m1(E, x0)) = F.

D’autre part, pour tout point z; € F, il existe un unique élément g € Aut(p) tel que
g(z1) = xp, ce qui produit une bijection entre F' et Aut(p). La composée de ces deux
bijections est une bijection ¢ : m1 (B, by)/p«(m1(E, z9)) — Aut(p). En utilisant le fait que,
pour tout lacet v de base by dans B, les automorphismes de p transforment les relevements
de v en relevements de v, on montre que ’application ¢ est un morphisme de groupes : si
a, B € m(B,by), alors

P([a][B])(wo(aB)) = xo et (¢([B]) o d([e]))((w0ar)B) = o,

car ¢([a])((zoa)B) = xofB, ou [a] et [F] sont, respectivement, les classes de « et 3, dans
m1(B, bo) /ps(m1(E, 20)). u

2.5 Revétement image réciprqoque

Soient p : E — B un revétement et f : B’ — B une application continue. Le revétement
image réciproque de p par rapport & f est application p’ : E' — B’, ou

E ={(z,t)e Ex B'| f(V) = p(z)},

et p’ est la restriction sur E’ de la projection prg : E x B’ — B’. Notons g la restriction
sur E’ de la projection prp : E x B’ — E. On a le diagramme commutatif suivant :

E-Y.F

L]

B ——=B

PROPOSITION 2.28.
L’application p’ : B/ — B’ est un revétement, et le couple (g, f) est un morphisme
de revétements.

Démonstration. Soit by € B’ un point. Considérons un voisinage ouvert U C B de f(bj)
tel que U soit un voisinage trivialisant le revétement p, et notons ¥ : p~1(U) — U x F une
trivialisation locale de p au-dessus de U, ou F' est un espace topologique discret. Posons
V = f~1(U). C’est un voisinage ouvert de bj,. L’application ¥’ : (p')~1(V) — V x F définie
par

(2,0) = (V, (prp o¥)(x))

est un homéomorphisme d’inverse

(¥, y) = (TH(f(V),9),b)

et fournit une trivialisation locale de p’ au-dessus de V. O

2.6 Classification de revétements

Un espace topologique X est dit semi-localement simplement connexe si tout point
x € X admet un voisinage U C X tel que le morphisme in, : 71 (U, z) — m1 (X, z) induit
par l'inclusion in : U < X soit trivial. Un tel voisinage U C X est dit basique.
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PROPOSITION 2.29.
Soit B un espace topologique qui admet un revétement p : E — B avec E simple-
ment connexe. Alors, B est semi-localement simplement connexe.

Démonstration. Soit p : E — B un revétement de B tel que E soit simplement connexe,
et soit byp € B un point. Considérons un voisinage ouvert U C B de by tel que U soit un
voisinage trivialisant le revétement p. Soit xg le point appartenant & p~!(bg), et soit V C E
le feuillet au-dessus de U tel que xg € V. L’inclusion in : U < B peut étre représentée
comme application composée poio (ply)~!, ot i: V <« E est I'inclusion de V dans E.
Puisque F est simplement connexe, on obtient que le morphisme

in, : m (U, z9) — m1(B, bo)
est trivial. 0

PROPOSITION 2.30 (Théoreme d’existence).

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe. Alors, pour tout point by € B et pour tout sous-
groupe G C 71(B, by), il existe un revétement p : E — B et un point 29 € p~!(bg) tels
que E soit connexe par arcs et py(m(E, zg)) = G.

Démonstration. Considérons l'ensemble E des chemins v : I — B tels que v(0) = by.
Introduisons une relation d’équivalence ~ sur E : on déclare deux chemins V1,72 € E
équivalents si i (1) = 42(1) et [y175 1] € G. Posons E = E/ ~. Pour tout chemin y € E, on
note [y]a la classe de v dans E. Pour tout élément x € E, on peut parler du point d’arrivée
de x : c’est le point d’arrivée de tous les représentants de x. Considérons I'application
p: E — B qui associe a tout x € E son point d’arrivée.

On définit maintenant une topologie sur E. Remarquons, d’abord, que tout point de B
possede un voisinage ouvert basique et connexe par arcs. En effet, puisque B est localement
connexe par arcs, tout voisinage basique U’ d’un point donné de B contient un voisinage
ouvert U qui est connexe par arcs. Ce voisinage U est aussi basique, car I'inclusion de U
dans B est la composée de 'inclusion de U dans U’ et de 'inclusion de U’ dans B.

Pour tout « € E et pour tout voisinage ouvert basique U C B de p(z) tel que U soit
connexe par arcs, on considere le sous-ensemble U, C E formé par les classes des chemins
de la forme 4, ou [y]g = z et § est un chemin tel que 6(I) C U et 6(0) = (1). On va
appeler ces sous-ensembles ensembles principauz.

p(x) U

o
b 0

Soient U, C E et V, C E deux ensembles principaux tels que U, NV, # @, et soit
z € Uy NVyun point. On a U, = U, et V, = V. Donc,

zeW. CU. NV,

ou W est un voisinage ouvert basique et connexe par arcs de p(z) tel que W C UNV. Par
conséquent, les ensembles principaux forment une base d’une topologie sur E. Munissons
FE de cette topologie.

Montrons que 'application p est continue. Soit b € B un point, et soit U > b un
voisinage ouvert basique et connexe par arcs. Alors, p~(U) est la réunion des ensembles
U., ou x parcourt toutes les classes de chemins qui relient by et b. En effet, puisque U est
connexe par arcs, si ' € p~H(U), alors 2’ € U, pour une certaine classe = de chemins qui
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relient by et b. Donc, p~1(U) C E est un ouvert. Par conséquent, p est continue. De plus, la
réunion considérée est disjointe, car, pour deux classes x et y quelconques de chemins qui
relient by et b, 'intersection U, N U, est formée des classes de la forme [y101]¢ = [1202]c,
ou [yl =z, [12]¢ = vy, et d1, d2 sont des chemins & valeurs dans U. Les chemins d; et o
sont homotopes, donc = = y.

Soit € E un point, et soit U un voisinage ouvert basique et connexe par arcs de p(z).
Alors, ply, : Uy — U est une bijection. En effet, pour tout point b € U, il existe un chemin
0 : I — B qui relie p(z) et b et tel que 6(I) C U. On a b = p([yd]g), ou [y]¢ = z, donc
lapplication p|y, : U, — U est surjective. De plus, la classe [yd]g ne dépend pas du choix
de §, donc ply, : Uy — U est injective.

Vérifions que ply, : U, — U est une application ouverte. Tout ouvert W C U, est
une réunion d’ouverts principaux V, (pour certain ouverts basiques et connexes par arcs
V C U). Pour chacun de ces ouverts V,, on a p|y, (V,) = V. L’image de W par I'application
bijective ply, : Uy — U est la réunion des images de V. Donc, p|y, (W) C U est un
ouvert. On conclut que p|y, : Uy — U est un homéomoprphisme. Par conséquent, p est
un revétement.

Il reste & vérifier que F est connexe par arcs et que p«(mi(F,xg)) = G. Soit x € E
un point, et soit v : I — B un chemin représentant x. Pour tout ¢ € I, on considere le
chemin ~; : I — B définit par v(s) = y(ts). On définit une application I' : I — E par
I'(t) = [v)g. On a I'(0) = [ep,]¢ et I'(1) = . Montrons que l'application I' est continue.
Soit tg € I, et soit U, un ensemble principal contenant I'(tg). On doit vérifier que I'image
inverse I'"1(U,) de U, contient un voisinage de to. C’est un corollaire du fait que y : I — B
est continue : si T' C I est un voisinage de g tel que (1) C U, alors I'(T') C U,,.

On pose zg = [ep,]a¢ € E. Pour tout lacet v : I — B de base by, soit ¥ : I — E le
relévement unique d’origine xo de . Le point (1) est la classe de 4 dans E. Donc, par
construction, le stabilisateur de z¢ par I'action de 71 (B, by) sur p~!(bg) est le sous-groupe
G. Donc, la Proposition 2.15 implique que py(71(E, x9)) = G. O

On obtient le résultat suivant.

THEOREME 2.31 (Classification de revétements).

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe, et soit by € B un point. L’application qui a tout
revétement p : F — B avec E connexe par arcs associe la classe de conjugaison de sous-
groupes de 71 (B, by) déterminés par les points de p~1(bg) établit une bijection entre les
classes d’isomorphismes modérés des revétements p : E — B avec E connexe par arcs
et les classes de conjugaison de sous-groupes de 71 (B, by).

Démonstration. Il nous reste a montrer l'injectivité. Soient p; : By — Bet ps: Es - B
des revétements tels que (p1)«(m1(E1, x0)) = (p2)«(m1(F2,yo)) pour certains points xg € Ey
et yo € Fy vérifiant p1(zg) = bg et p2(yo) = bg. Alors, le Corollaire 2.25 implique qu’il
existe un isomorphisme modéré de revétements & : Fy — Fs de py sur ps tel que £(z9) = yo.

O

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe, et soit by € B un point. Sous la bijection du Théoreme
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2.31, la classe de revétements qui correspond au sous-groupe trivial de w1 (B, bg) (autrement
dit, la classe de revétements de B qui ont un espace total simplement connexe) est celle
des revétements universels de B. Considérons un revétement universel p : E — B (qui
est unique & isomorphisme modéré pres). Le revétement p a la propriété d’universalité
suivante. Soit ¢ € E un point tel que p(zg) = by. Alors, le Corollaire 2.25 implique que,
pour toute paire (p',xf) telle que p’ : E/ — B soit un revétement dont 'espace total E’
est connexe par arcs et zf, € (p')~1(bp), la paire (p, o) domine la paire (p/,zf) : il existe
un unique morphisme modéré £ : E — E’ de p sur p’ tel que {(xg) = z{; de plus, d’apres
la Proposition 2.21, I'application £ est un revétement.

PROPOSITION 2.32.

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe, et soit by € B un point. Soit p : £ — B un revétement
universel de B. Le choix d’un point g € p~!(by) nous permet d’identifier 7 (B, bo)
avec le groupe de GALOIS Aut(p) de p; voir la Proposition 2.27. Alors, tout revétement
p' : E' — B tel que E’ soit connexe par arc est isomorphe a un revétement de la forme
E/G — B, ot G = pl,(m(E',z},)) C 71 (B,by) pour un certain point z{, € (p')~*(bg). Si
le revétement p’ : B/ — B est galoisien, alors son groupe de GALOIS est isomorphe a

m1(B,by)/G.

Démonstration. Considérons un point x) € (p')~1(by) et posons G = p(mi(E’, z})).
Puisque G est un sous-groupe du groupe 71 (B, by) qui est identifié avec Aut(F), on munit
G de la topologie discrete et on obtient une opération totalement discontinue de G sur
E. Donc, lapplication quotient pr : E — E/G est un revétement (voir la Proposition
2.5). Il existe une unique application continue f: E/G — B telle que p = f o pr.
L’application f est aussi un revétement, et fi(m1(E/G,pr(xo))) coincide avec G. En effet,
pour le relévement 7 (par rapport & p) d’un lacet v : I — B de base by tel que ¥(0) = xq,
les points zg et ¥(1) sont dans la méme orbite de 'opération de G si et seulement si [7] € G.
Dong, il existe un isomorphisme modéré 7 de revétements f et p’ tel que n(pr(zg)) = x§.

La deuxieme affirmation est un corollaire immédiat de la Proposition 2.27. O

2.7 Revétements associés aux actions

Commencons ce paragraphe par une remarque concernant les morphismes modérés de
revétements.

LEMME 2.33.

Soient p: E — B et p' : B/ — B deux revétements ayant méme base, et soit by € B
un point. Soit ¢ : E — E’ un morphisme modéré de p sur p’. Alors, la restriction de £ &
p~Y(bo) est une application 7 (B, by)-équivariante entre p~!(bg) et (p')~(bg).

Démonstration. Soit z € p~!(by) un point, et soit a un élément du groupe (B, bg).
Choisissons un lacet v : I — B de base by tel que [y] = a. Si 5 : I — E est le relevement
de 7 (par rapport a p) tel que ¥(0) = x, alors £ o7 est le relevement de v (par rapport a

p') tel que (£ ©7)(0) = &(x). Done, {(za) = (£ 07)(1) = (§(z))o- m

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe, et soit by € B un point. Pour tout ensemble non vide
H et toute action a droite de m1(B,by) sur H, il existe un revétement p : £ — B qui
« réalise » cette action sur la fibre p~!(bg). Plus précisement, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.34.
Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe, et soit by € B un point. Pour tout ensemble non
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vide H muni d’une action a droite de 71(B, by), il existe un revétement py : Ey — B
et une bijection m (B, by)-équivariante 0y : py (o) — H. Si H' est un autre ensemble
muni d’une action & droite de m1(B,by), et si h : H — H' est une application (respec-
tivement, bijection) (B, by)-équivariante, alors il existe un unique morphisme modéré
(respectivement, isomorphisme modéré) de revétements & : Eg — Ely, de py sur pyr
tel que le diagramme suivant commute :

pip (bo) —— H'

Démonstration. Soit H = [[;c» H; la partition de H en orbites de 'action de 71 (B, by).
Pour tout 7 € O, choisissons un point z; € H; et notons S; le stabilisateur de x; dans
71(B, by). Soit p; : E; — B le revétement de B associé au sous-groupe S; C 71(B, by) (voir
le Théoreme 2.31). Posons Eg = [];co £; (muni de la topologie somme disjointe, c’est-a-
dire, la topologie la plus fine pour laquelle toutes les applications canoniques E; — [[;c0 E;
sont continues). Soit py : Fy — B l'application dont la restriction sur E; est p; pour
tout ¢ € O. L’application py : Ey — B est un revétement de fibre [[;c» p[l(bg). On note
Ox : pl_il(bo) — H T’application dont la restriction sur p; 1(bg) coincide avec la composition
des bijections
pi_l(bo) ~ SZ‘\’/Tl(B, bo) >~ Hi

pour tout ¢ € O.
Pour démontrer la deuxieme affirmation, considérons I’ensemble

Mor(pg, par)

des morphismes modérés de revétements de py sur pgs, ’ensemble

Mo, (5,50) (7 (b0), Py (bo))
des applications 1 (B, by)-équivariantes de p;ll(bo) dans pl_{}(bo), et 'application

Y : Mor(pw, prr) = Moty (g o) (P (b0), s (bo))

définie par & — £| p5 (bo) (voir le Lemme 2.33).

Montrons que I'application T est une bijection. Remarquons d’abord, qu’il est suffisant
de montrer ce résultat dans le cas ou Ey et Eps sont connexes par arcs. En suite, le
Lemme 2.6 implique que T est injective. Pour montrer la surjectivité de Y, considérons
une application 71 (B, by)-équivariante o : pi' (bo) — ppr(bo). Soit = € py'(by). On pose
2’ = o(z) € py(bo). Vérifions que (pp)«(m1(Ep, ) C (par)«(m1(Epgr, 2')). Puisque o est
71 (B, bp)-équivariante, pour tout g € (pu)«(m (Em,x)), on a

a'g = o(z)g = o(zg) = o(z) = 2'.
Donc, g € (py’)«(m(Egs,x)). Par conséquent, il existe un morphisme modéré de revéte-
ments £ : Eg — Ep de py sur py tel que {(x) = 2’ (voir le Corollaire 2.25). Puisque
§|p;11(b0) et o sont 71 (B, by)-équivariantes, 1'action de 71(B,bg) sur p;'(bo) est transitive
et £(x) = o(x), on obtient que £|p;11(b0) = o, ce qui démontre la surjectivité de Y.
La deuxiéme affirmation de la proposition est un corollaire de la bijectivité de Y. O
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3 THEOREME DE VAN KAMPEN

3.1 Sommes amalgamées

On fait une petite parenthése pour rappeler quelques notions de la théorie des groupes.

Soit N un ensemble. On appelle groupe libre engendré par N un couple (L, i), ou L est
un groupe et i : N — L est une application, vérifiant la propriété universelle suivante :
pour tout couple (H,h), formé par un groupe H et une application h : N — H, il existe
un unique morphisme de groupes f : L — H tel que h = f o .

: L
X /
H
PROPOSITION 2.35.

Un couple (L, 7) existe et est unique a isomorphisme pres.

N

Le groupe libre engendré par N est souvent noté L(N). Un groupe est dit libre s'il
est isomorphe au groupe libre engendré par un certain ensemble N. Le rang d’'un groupe
libre est le cardinal d'un tel ensemble N (on peut vérifier que deux groupes libres L(V)
et L(N’) sont isomorphes si et seulement si les ensembles N et N’ ont le méme cardinal).

Considérons trois groupes Gy, GG et GG3 et deux morphismes i1 : Gog — G et ig : Gy —
G2. On appelle somme amalgamée de G et G au-dessus de G (au moyen de i; et iz) un
groupe GG, muni de deux morphismes g; : G1 — G et g : Go — G qui font commuter le
diagramme

G0L>G1

GQLG

tels que le triplet (G, g1, g2) ait la propriété universelle suivante : pour tout groupe H muni
de deux morphismes hy : G1 — H et hy : Go — H qui font commuter le diagramme

GOLGl

izl \th
ha

Go——H

il existe un unique morphisme f : G — H tel que f o g; = hy et f o gs = hg, autrement
dit, tel que le diagramme suivant commute :

GOLGI

izi igl h1

GQ?G
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PropPOSITION 2.36.
Un triplet (G, g1, g2) existe et est unique & isomorphisme pres.

Remarquons que l'unicité de triplet (G, g1, g2) est immédiate.

On utilise la notation G *g, G2 pour la somme amalgamée de G; et Gy au-dessus de
Go.

Si le groupe G est trivial, la somme amalgamée G g, G2 est le produit libre G1 * G2
de G et Gs.

Supposons que le groupe Gy est de type fini, et notons d1,...,d, des générateurs de
Gy. Supposons en plus que les groupes G et G5 sont de présentation finie. Considérons
une présentation de G; donnée par des générateurs

a1,...,0n
et des relations
Ply---5 Pm;
et une présentation de Go donnée par des générateurs
617 cee 75]6
et des relations
O1y...,0¢.

Alors, une présentation de la somme amalgamée G *g, G2 est donnée par les générateurs

Q1y ey Qny By Br
et les relations
Plye- s PmsOly -y 00,
i1(61) (32(61)) 1, oo (6,) (i2(8,))
Ici, pour tout j =1, ..., r, on écrit i;(d;) a l'aide des générateurs
Qat, ..., 0,

et on écrit (iz(d;)) ! a l'aide des générateurs
/817 R 75k’

3.2 Théoréme de VAN KAMPEN

Soit B un espace topologique connexe par arcs et localement connexe par arcs. On
suppose que B est recouvert par deux ouverts U; et Us qui sont connexes par arcs et
semi-localement simplement connexes. On suppose aussi que 'intersection Uy NUs est non
vide, connexe par arcs et semi-localement simplement connexe, et on choisit un point de
base byg € Uy N Us. D’aprés la Proposition 1.31 (théoréeme de VAN KAMPEN faible), le
groupe fondamental 71 (B, bg) est engendré par les images de m (U, bo) et m1(Uz, byg) par
les morphismes induits par les inclusions iny : Uy <— B et ing : Uy < B, respectivement.
On a le diagramme commutatif suivant :

- w1 (U1, bo)

l(inl)*

US| (B7 bO)

7T1(U1 N Us, bo)

(iZ)*\L

71 (Uz, bo)

(in2)«
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ouiy: Uy NU; — Uy et iy : Uy NUs — Us sont des inclusions.

THEOREME 2.37 (Théoréme de VAN KAMPEN).
Le groupe 71 (B, by) est isomorphe & la somme amalgamée

71 (U1, 00) 7, (0,nUs,00) 71 (U2, bo)

des groupes 71 (Uy,bg) et m1(Uz, by) au-dessus de 71 (U N Uy, by).

Démonstration. Par I'unicité de la somme amalgamée, il est suffisant de montrer que
m1(B,by) vérifie la propriété universelle. Soit H un groupe muni de deux morphismes
hi : 71 (Uy,bg) — H et hg : m1(Us, by) — H qui font commuter le diagramme

m1 (U1 N Uy, bo)(&> 1 (Ut, bo)

(12)*i lhl

7T1(U2,b0) ha H

On veut montrer qu’il existe un morphisme f : 71 (B,by) — H tel que f o (iny). = hy
et f o (ing), = hy (I'unicité d’un tel morphisme est un corollaire de la Proposition 1.31).
Le groupe 71 (Uj, by), j = 1,2, agit a droite sur H par

(B,x) = x - hji(B).

Soit p; : Ej — Uj; un revétement de U; de fibre pj_l(bo) = H associé a cette action
(voir la Proposition 2.34). Puisque hj o (i1)« = hg o (i2), les fibres au-dessus de by des
revétements p; ’p;l(UlmUQ) et pg\pgl(UmUQ) sont en bijection 1 (U; N Us, by)-équivariante.
Donc, ces revétements sont isomorphes (voir la Proposition 2.34). Soit & : pl_l(Ul NUy) —
py (U N Us) un isomorphisme modéré de revétements.

On note FE 'espace quotient de E; [ E» par la relation d’équivalence engendrée par x ~
&(z) pour tout x € p; (U NUy), et on note pr : Fy [[ By — E Papplication quotient. Les
applications py : E1 — B et ps : E5 — B vérifient po o€ = p; sur pl_l(Ul NUs) et induisent
une application continue p : E — B, qui est un revétement. De plus, pr | g, (respectivement,
pr|g,) est un isomorphisme modéré de revétements p; et p|g, (respectivement, ps et p|g, ).

Le revétement p définit une action a droite de 71 (B, by) sur la fibre H au-dessus de by :

(o, z) = za,

ou o € m(B,by) et x € H. Par les isomorphismes ci-dessus, pour tout € H, tout j = 1,2
et tout B € m1(Uj, bg), on a
z(ing)«(8) = z - hj(B).

Notons € I’élément neutre de H. Considérons 'application
f:m(B,by) = H

définie par
fla) =ca.
En particulier, on a

f o (inl)* = hy, f o (ing)* = ho.

De plus, f est un morphisme de groupes. En effet, puisque 71(B,by) est engendré par
(ing)«(m1(U1,b9)) et (ina)s(m1(Uz, bo)), il est suffisant de vérifier I’égalité

F((ing,)«(B1) - .. (ing,)«(Bn)) = f((ing,)«(81)) - - - f((iny,, )« (Bn))
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pour tout entier n > 1 et des éléments quelconques S € m1(Uj,,
montre facilement cette égalité par récurrence sur n.
Par conséquent, f est le morphisme recherché. O

bo), k=1, ..., n. On

COROLLAIRE 2.38.
Si Uy N Uz est simplement connexe, alors le groupe m1(B,by) est le produit libre
7T1(U1, bo) * 7T1(U2, bo) des groupes 7T1(U1, bo) et 7T1(U2, bo) O

Exemple. Considérons le bouquet S*\/ S de deux cercles, c’est-a-dire, ’espace quotient
de SIS tel que 'application quotient

pr:Sl]_[S1 —>Sl\/51

identifie le point 1 du premier cercle et le point 1 du deuxieme cercle. Notons by I'image
des deux points identifiés. Soit a; # 1 un point du premier cercle, et soit aa # 1 un
point du deuxiéme cercle. Notons b; et by les points correspondants de S'\/ S*. On pose
Uy = (STVSYH)\ {b1} et Uy = (ST SY)\ {b2}. Les sous-espaces U; et Us forment un
recouvrement ouvert de S'\/ S'. Chacun des sous-espaces U; et Us est homotopiquement
équivalent & S*. De plus, U; N Uy est contractile. Donc,

71'1(51\/51,()0) ~ 7 x 7.

Par conséquent, le groupe fondamental du bouquet de deux cercles n’est pas abélien et est
un groupe libre de rang 2. On montre par récurrence que, pour tout nombre entier n > 1,
le groupe fondamental du bouquet de n cercles est un groupe libre de rang n.



Chapitre 3

Compléments sur ’homotopie

1 GROUPES D’HOMOTOPIE SUPERIEURS

1.1 Cadre général

Soit X et Y deux espaces topologiques. On note m(X,Y) ’ensemble des classes d’ho-
motopie d’applications continues entre X et Y. Il est naturel aussi de considérer des
applications continues entre des paires topologiques.

DEFINITION 3.1.

Une paire topologique (X, A) est la donnée d’un espace topologique X et d’un sous-
espace A C X. Une application continue entre deux paires topologiques (X, A) et (Y, C)
est une application continue f : X — Y telle que f(A) C C. Un triplet topologique
(X, A, B) est la donnée d’un espace topologique X et de deux sous-espaces 4, B C X
tels que B C A. Une application continue entre deux triplets topologiques (X, A, B) et
(Y, C, D) est une application continue f : X — Y telle que f(A) C C et f(B) C D. Une
paire topologique (X, {zo}) (ot ¢ est un point de X), noté aussi par (X, zg), s’appelle
espace pointé.

On étend de facon naturelle les notions d’homotopie et d’équivalence d’homotopie au
cas de paires et de triplets topologiques. On utilise la notation 7((X,zo), (Y,y0)) pour
I’ensemble des classes d’homotopie entre des espaces pointés (X, zg) et (Y, o).

Pour étudier un espace topologique X, il est utile de considérer les ensembles 7(X,Y") et
(Y, X) avec un espace topologique Y bien choisi. On peut aussi envisager cette démarche
dans le cadre d’espaces topologiques pointés. Par exemple, pour un espace pointé (X, xo),
on a

7((S',1), (X, x0)) = m (X, z0).

Pour certains choix d’un espace topologique Y, les ensembles 7(Y, X)) admettent une
structure naturelle de groupe. C’est le cas des suspensions. Si Z est un espace topologique,
la suspension %7 est le quotient de Z x I par la relation d’équivalence engendré par
(z,0) ~ (2/,0) et (z,1) ~ (2/,1). Par exemple, la suspension %S° est homéomorphe a
S1. Plus généralement, pour tout entier k positif ou nul, la suspension £.S* de S* est
homéomorphe & SF+1.

De facon similaire, pour certains choix d’un espace topologique Y, les ensembles
7m(X,Y) admettent une structure naturelle de groupe (c’est le cas, par exemple, des espaces
des lacets).

1.2 Définition

On fixe un entier k£ > 2.
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Soit (X, zp) un espace topologique pointé. On note Qi (X, zo) ’ensemble des applica-
tions continues o : I* — X telles que o(0I¥) = g, out OI” est la frontiere de I¥ c R*.
On note (X, zg) ensemble des classes d’homotopie relativement a 9I* d’applications
appartenant a Q (X, ).

Remarquons que Qg (X, zo) est en bijection avec I’ensemble des applications continues
de (S*, s9) dans (X, zg), ot 59 est un point fixé de S* : on représente S* comme quotient de
I* par la relation d’équivalence identifiant tous les points de 9I¥ ; le point sq est I'image
de OI* par la projection canonique. D’habitude, on représente S* comme sphére unité
dans R*+1 et on suppose que sq = (1,0,...,0). Les applications continues de (S*, sg) dans
(X, zg) s’appellent sphéroides (ou k-sphéroides). L’ensemble 7. (X, o) est en bijection avec
I’ensemble des classes d’homotopie des sphéroides (S¥, sg) — (X, zo).

L’opération de multiplication sur ’ensemble (X, xg) est définie de la fagon suivante :

O’1(2t1,t2,.. .,tk), si t1 < 1/27

o1-09)(t1,t2,...,t) =
(1 2)(1 2 k) {02(2t1—1,t2,...7tk)7 Sit121/2-

De la méme maniere que dans le cas du groupe fondamental, on vérifie que cette
opération définit une opération de multiplication sur 7 (X, z¢), et que 'opération obtenue
munit 7(X,zp) d'une structure de groupe. On dit que (X, zo) est le k-éme groupe
d’homotopie de X.

Cette définition généralise celle du groupe fondamental. On peut aussi considérer les
définitions introduites dans le cas k = 0. On obtient I’ensemble 7y (X, z¢) des composantes
connexes par arcs de X. Cet ensemble n’a pas de structure naturelle de groupe, mais il a
un élément priviligié : la composante connexe par arcs qui contient xg.

Exercice. Soit (X, xg) un espace topologique pointé, et soit k& > 2 un entier. Montrer
que le groupe (X, o) est abélien.

1.3 Morphismes induits

Soit f : (X,z9) — (Y,y0) une application continue entre des espaces pointés (X, z¢)
et (Y,y0). Pour tout entier k& > 2 et pour toute application o € Qx(X, zp), 'application
f oo appartient & Q(Y,yo). De la méme fagon que dans le cas du groupe fondamental,
on montre que cette construction fournit une application f. : (X, z9) — 7 (Y, y0) qui
est un morphisme de groupes. On dit que le morphisme f, est induit par f.

ProrosiTION 3.1.
Soit X un espace topologique connexe par arcs, et soient xg et x1 deux points de
X. Alors, pour tout entier k > 2, les groupes 7 (X, zg) et m (X, z1) sont isomorphes.

Démonstration. Considérons un chemin v : I — X tel que v(0) = x¢ et y(1) = z7.

Nz
//\\

Soit o € Q4(X, 21). On définit une application o’ : I* — X de la facon suivante :

1 1 3
0(2151—5,...,2tk—§), sithigzpourtoutizl,...,k,
o'(tr, .. th) =

1 1 13
v(2 — 4 max{|t; — 5], ey [t — 5\}), sil existe i tel que t; & [Z’ Z]
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On a o’ € Qr(X, zg). De plus, la classe de o’ dans 7, (X, 2¢) ne dépend que de la classe
de o dans 7,(X, 1). Donc, on obtient une application ¢, : (X, 21) = (X, o).
On vérifie facilement que ¢, est un morphisme de groupes.

\\//\\//
9l T 72 \/ \/

NN
\ /

01i€x, €x,:09

ik

[
~

\
s

\ /
/ \

/ \

Si on remplace v par un chemin homotope, on obtient le méme morphisme de groupes.
De plus, si 7 : [0,1] — X est un chemin tel que v1(0) = z1, alors ¢, = ¢4, 0 ¢,. Par
conséquent, on obtient que ¢, est un isomorphisme. ]

Si on considére un espace pointé (X, zg) tel que X soit connexe par arcs, et si on
s’intéresse aux groupes d’homotopie 7 (X, zg) & isomorphisme pres, on se permet d’écrire
(X)) au lieu de (X, zg).

PROPOSITION 3.2.
Soit p: (E,z9) — (B, bg) un revétement. Alors, le morphisme induit

D« - Wk(Ev*TO) — Wk(Ba bO)

est un isomorphisme pour tout entier £ > 2.

Démonstration. Soit sy € S* un point.
Surjectivité de p.. Soit o : (S*,s9) — (B, by) un représentant d'un élément de (B, bo).

(Ev ZL'O)
- 7
5 -

(Skv 80) = (B’ bO)
Il existe un relevement & : (S*,s0) — (E,xg) de o, car S¥ est localement connexe par
arcs et simplement connexe (pour k > 2). La classe de ¢ dans 7 (E, zy) est dans I'image
inverse de 1’élément choisi de 7, (B, bo).

Injectivité de p,. Considérons deux sphéroides o : (S*, s9) — (E,z0) et o’ : (S¥,50) —
(E, x0) tels que les sphéroides po o et po o’ soient homotopes. Soit H : (S* x I, (s,0)) —
(B,bp) une homotopie entre les sphéroides p o o et p o ¢’. L’application H admet un
relevement H : (S* x I, (s9,0)) = (E,x0), car S* x I est localement connexe par arcs et
simplement connexe. L’application H est une homotopie entre les sphéroides o et o/, ce
qui démontre 'injectivité de py. ]

COROLLAIRE 3.3. Le groupe 74 (S!) est trivial pour tout entier k > 2. O]
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Exercice. Si f:(X,z9) — (Y,y0) est une équivalence d’homotopie, alors
fe (X, m0) — T (Y, y0)

est un isomorphisme pour tout k > 1.

Exercice (difficile). Calculer les groupes d’homotopie supérieurs de toutes les surfaces
connexes compactes (sans bord ou & bord) différentes de S? et de RP?.

1.4 Groupes d’homotopie relatifs

Considérons une paire topologique (X, A) telle que A soit non vide. Soit xg un point
de A. Fixons un entier k£ > 1. Soit (X, A, xo) 'ensemble des applications continues
o:IF = X telles que

e o(t) € A pour tout ¢t € I*1 x {0} ;

e o(t) =z pour tout ¢ € &I\ (¥~ x {0}), ot I*~1 est Dintérieur de I¥-1 ¢ RF-1,

Ik:

Zo

A

"1 x {0}

L’ensemble des classes d’homotopie de ces applications (on considere des familles & un
parameétre d’applications appartenant a Q(X, A, o)) est noté 7, (X, A, zp). Remarquons
que (X, {zo}, o) = m(X, z0).

Si k > 2, on introduit une opération de multiplication sur Qk(X, A, x¢) :

0'1(2t1,7f2 . ..,tk), si t1 < 1/2,
7tk) ==

o1 -02)(t1,12,... =
(o1 - 02)(t1,t2 o9(2t1 — 1,ta, ... tg), sity > 1/2,

(ici t = (t1,...,tx) € I). Cette opération descend & 7, (X, A, zg) et donne une structure
de groupe sur cet ensemble. Le groupe obtenu s’appelle le k-éme groupe d’homotopie de
la paire (X, A) de base xy.

L’ensemble 71 (X, A, o) n’a pas de structure naturelle de groupe, mais il a un élément
privilégié : la classe de I'application constante qui envoie I dans xg.

Pour tout entier k£ > 1, toute application continue f : (X, A, xz9) — (Y, B, yo) entre des
triplets (X, A, xg) et (Y, B,yo) induit une application fi : (X, A, x9) = 7 (Y, B,yo);
I’application f, est un morphisme de groupes si k > 2.

1.5 Suite exacte d’homotopie associée a une paire topologique

Considérons a nouveau une paire topologique (X, A) telle que A soit non vide, et soit
un point de A. Soit £ > 1 un entier. Pour toute application o € Q (X, A, ), la restriction
k-1 {0} de o sur I*=1 x {0} fournit une application continue (I*~1 9I*=1) — (A, x)
qui représente donc une classe dans m_1(A, o).

On obtient ainsi une application

0:mp(X, A, x9) = mp—1(A, z0)

qui est un morphisme de groupes si k > 2.
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THEOREME 3.4 (Suite exacte d’homotopie associée & une paire).
Soit (X, A) une paire topologique telle que A soit non vide, et soit xyp € A un point.
On a la suite exacte suivante :

o —% (A, mo) Lﬂfk(X, ) iﬂf}c(X, A, x0)

mr—1(A, 7o) m1(X, 20)
7T1(X7 Aa 33’0) - WO(Av .%'(]) —— 7T0(X7 .ZU()),

it (A 20) = (X,20) et j: (X, 20, 20) = (X, A, 20)

sont des inclusions. (Les trois derniers ensembles de la suite n’ont pas de structure
naturelle de groupe, mais ils ont chacun un élément privilégié; pour une application
a valeur dans un tel ensemble, on remplace la notion du noyau par I'image inverse de
Pélément privilégié.)

Démonstration. Pour tout entier k > 1, on désigne par J¥~! la différence
oIk \ (I*1 x {o}).

Terme 7 (A, xo). On commence par une démonstration de l’exactitude de la suite en
(A, o), ou k est un entier positif ou nul :

o i
Tt (X, A, 20) 2= (A, x0) —— 1 (X, 20)

Soit o : (I*T1, 01", J*) — (X, A, x¢) une application continue. L’application o peut
étre vue comme homotopie dans X (relative & OI*) entre 0|1k x {0} €t Orkxq1y- La derniere
application est constante : elle envoie tous les points de I* x {1} sur . Ainsi, i.9[0] est
I'élément trivial de 7 (X, z¢). Donc, Im 0 C Ker i,.

Réciproquement, soit o’ : (I*,0IF) — (A, x() une application continue telle que i,[o”]
soit I’élément trivial de m (X, z¢). Alors, il existe une homotopie

F:I*xI—X
telle que
F(-,0) =o',
F(-,1) = xo,

Farexr = o.
L’application F' représente une classe dans m;(X, A, z9), et O[F] = [0'].

Terme 7, (X, xg). On vérifie 'exactitude de la suite en 7 (X, x¢), o k est un entier
strictement positif :

7T/€(Aa ‘/L‘O) ZH* Wk(Xv :CO) i> ﬂ-k(X) Av :CO)

Soit o : (I* OI*) — (A, x) une application continue. Alors, j.i.[o] est ’élément trivial
de (X, A, x0). En effet, une homotopie entre I’application i o o, vue comme application
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(IF,0I%, J*) — (X, A, x0), et I'application constante dont la seule valeur est xq est donnée
par Papplication F : I¥ x I — X définie par

F(th' . atkvt) = (Z OU)(t17' oy tk—1, (1 - t)tk +t)

Donc, Im i, C Ker j,.
Montrons maintenant que Ker j, C Imi,. Soit

o (Ik,alk) — (X, x0)

une application continue telle que j.[o’] = 0. Il existe une homotopie

G:I"xI—X
telle que
G(-,0) =o',
G(') 1) = Zo,

et G envoie I x I dans A et envoie J" 1 x I sur xg. La rotation autour de I*~1x {0} c I*+!
produit une homotopie dans X relativement & 9I* entre o’ et G|(rv-1x{0})x1- La derniére
application est & valeurs dans A. Donc, la classe [0'] € 7, (X, zg) appartient & Im i,.

Terme 7 (X, A, xg). On vérifie maintenant 1’exactitude de la suite en 7, (X, A, ), ou
k est un entier strictement positif :

(X, 20) —2> me(X, A, z0) 2. Tr—1(A, zo)

Soit o : (I¥,0I%) — (X,z0) une application continue. En considérant cette application
comme application de (I*¥,9I*, J*=1) & (X, g, x0), on obtient que 'application composée

joo: (IF, 1% J* 1) = (X, A, x0)

a la valeur xg en tout point de OI*. Il s'en suit que 9[j o o] est 'élément trivial de
mk—1(A, zg), ou [j o o] est la classe réalisée par j o o dans m(X, A, o). Par conséquent,
Im j, C Kerd.

Montrons que Kerd C Imj.. Soit o’ : (I*,0I%, J¥=1) — (X, A, x0) une application
continue telle que d[¢’] = 0. Donc, il existe une homotopie

H:I"'xT1 -5 A

telle que

=
B

) = J/ k—1 )
[75—tx{0}

On définit une homotopie F' : OI¥ x I — X de la facon suivante : F(ti,...,ts,t) =
H(ty,... tg) sity = 0et F(ty,...,tg,t) = xo si tx # 0. Considérons l'application G :
(I* x {0}) U (OIF x I) — X par G(t1,... tg,t) = o' (t1,...,t) si (t1,... tp,t) € I* x {0}
et G(t1,... ,tp,t) = F(ty,... ty,t) si(t,... tg,t) € OIF x I. Soit

P:IFx I — (I" x {0}) U (aI* x I)

la projection de centre (1/2,...,1/2,3/2) € R¥+1, L’application G o P est une homotopie
entre (G o P)|kyqoy = 0’ et (G o P) sy 1y telle que application (G o P)|jk ;) définit un
élément de (X, A, x0) pour tout ¢ € I. De plus, (G o P)|jk, (13 appartient a Qx(X, x0).
Par conséquent, la classe [0'] € Tx 4.4, appartient & 'image de j,. O
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COROLLAIRE 3.5.
Si A est contractile, alors le morphisme

,j* : ﬂ_k(Xa .’IJ()) — 7rk(X7 A,.%'())

est un isomorphisme pour tout entier k£ > 2 (c’est une bijection pour k = 1). ]

Exercice. Soient (X, A) et (Y, B) des paires topologiques, et soient xy € A et yg € B
des points. Soit g : (X, A, x9) — (Y, B,yo) une application continue. Alors, le diagramme
suivant est commutatif :

(A, xg) —— (X, w0) —— (X, A, 0) —— 1 (A, x0) — mp—1(X, 20) . ..

lg* i“’* ig* i”* lg*

k(B yo) —— m (Y, y0) —— 1 (Y, B, yo) — mx—1(B,y0) — m—1(Y, %0) - - -

DEFINITION 3.2. On dit que (X, A) est une paire de BORSUK si, pour toute application
continue F': X — Y, toute homotopie f; : A — Y telle que fo = Fj4 admet une extension
a une homotopie F; : X — Y telle que Fy = F. (Cette propriété s’appelle propriété
d’extension des homotopies.)

THEOREME 3.6 (BORSUK). Si X est un CW-complexe et A C X est un sous-complexe
de X, alors (X, A) est une paire de BORSUK.

Exercice. Démontrer le théoréme de Borsuk (on pourrait s’inspirer de la derniére partie
de la démonstration du Théoreme 3.4).

Pour une paire topologique (X, A), on note X/A I'espace quotient de X par la relation
d’équivalence engendrée par 'identification de tous les points de A.

PROPOSITION 3.7. Soit (X, A) une paire de Borsuk telle que A soit contractile. Alors, la
projection canonique p : X — X/A est une équivalence d’homotopie.

Démonstration. Puisque A est contractile, il existe une homotopie f; : A — A (t € I)
telle que fo = ida et f1(A) = {xo}. Puisque (X, A) est une paire de Borsuk, il existe
une homotopie Fy : X — X telle que Fp = idx et F; |4 = fy pour tout ¢t € I. On a
F1(A) = {zo}. Donc, il existe une application continue ¢ : X/A — X telle que F; = qop.
Par construction, g o p est homotope & idx.

Montrons que p o g est homotope & idy/4. On a F;(A) C A pour tout ¢ € I. Donc,
(po Fy)(A) = {xo}. Par conséquent, il existe une homotopie h; : X/A — X/A telle que
po Fy = hyop pour tout ¢t € I. Il reste a remarquer que hg =idx/4 et hy =pog. O

2 APPLICATIONS CELLULAIRES

2.1 Approximation cellulaire

Soient X et Y des CW-complexes. Une application continue f : X — Y est dite
cellulaire, si, pour tout entier n > 0, I'image f(X,) de n-squelette X,, de X est contenue
dans le n-squelette Y, de Y. Le but de cette section est de montrer que toute application
continue entre deux CW-complexes est homotope a une application cellulaire. En fait,
nous allons démontrer un énoncé un peu plus fort.
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THEOREME 3.8 (Théoréme d’approximation cellulaire).

Soient X et Y des CW-complexes, et soit f : X — Y une application continue telle
que fix:: X " —Y est cellulaire pour un certain sous-complexe X’ C X. Alors, il existe
une application cellulaire g : X — Y telle que g soit homotope & f relativement a X'.

Puisque toute composante connexe par arcs de Y contient au moins un point de Yp,
toute application continue de X dans Y est homotope a une application qui envoie Xy
dans Yy. Donc, le Théoreme 3.8 implique 1’énoncé ci-dessus : toute application continue
entre deux CW-complexes est homotope & une application cellulaire.

Démonstration du Théoréme 3.8. Supposons que la restriction de f sur X' U X,,_1
est cellulaire pour un certain entier m > 1. Soit " C X une cellule de dimension m telle
que €™ ne soit pas contenue dans X’. Puisque I’adhérence €™ de e™ est compacte, I'image
f(e™) a une intersection non vide avec un nombre fini de cellules de Y. Choisissons une
cellule €™ de dimension maximale parmi ces cellules. Si la dimension n de ™ est inférieure
ou égale a m, alors la restriction de f sur e n’a pas besoin d’étre modifiée et on peut
passer a une autre cellule. Considérons le cas n > m.

Supposons d’abord que €™\ f(e™) # @. Soit y un point de "\ f(e™). Notons ¢ : D™ —
X et ¢ : D™ = Y des applications caractéristiques des cellules ™ et ", respectivement.
On pose z = ¥~ 1(y). Notons p, : D"\ {z} — S"~1 ou S"~! C D" est le bord de D",
la projection de centre z, et soit g, : D"\ {z} — D™\ {z}, t € I, 'homotopie rectiligne
entre l'identité de D™\ {z} et p,. On considére une homotopie H : € x I — Y, oue” est
I'adhérence de la cellule €™ dans X, telle que H|@my (o)) = flem et ht = Hj@myx ), t € 1,
soit définie de la facon suivante :

esizcemetxd f1(e"), alors hy(x) = f(x) pour tout t € I;
esizcemetxc fl(e"), alors hy(z) = ¥ (g (v (f(x)))) pour tout t € I.

On peut prolonger H sur (X' U X, Ue™) x I en posant H(z,t) = f(z) pour tout
x € X'UX,, et tout t € I. Ensuite, d’aprés le théoréme de BORSUK, I’homotopie obtenue
peut étre prolongée a une homotopie H:X xI—Y relative a X’ UX,, Ue™.

Sie™\ f(e™) = @, on peut utiliser le lemme ci-dessous pour réduire ce cas au cas
précédent.

En répétant plusieurs fois des homotopies décrites, on obtient une application continue
f1: X =Y telle que f et f’ soient homotopes relativement & X' U X, et

AX'UX,Ue™) C Y.

Remarquons que cette procédure peut étre appliquée a toutes les cellules de dimension
donnée de facon simultanée. Donc, le raisonnement pas récurrence donne une démonstra-
tion du théoréme dans le cas ot le CW-complexe X est de dimension finie. Pour terminer
la démonstration dans le cas ou X est de dimension infinie, on utilise le fait qu’un sous-
ensemble de X est fermé si et seulement si, pour toute cellule de X, l'intersection du
sous-ensemble avec ’adhérence de la cellule (dans X)) est fermée dans cette adhérence.

Il nous reste & démontrer le lemme suivant.

LEMME 3.9.

Soient m < n deux entiers strictement positifs. Soit U C R™ un ouvert, et soit
E:U — D™ une application continue vérifiant la propriété suivante : il existe un disque
fermé d” C D™ de dimension n tel que V = ¢~ 1(d") C U soit un sous-ensemble compact.
Alors, il existe une application continue 1 : U — 19)”, homotope a &, telle que

vy =manwyy et d"\n(U) # @.
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Ce lemme est démontré dans la section suivante. O

COROLLAIRE 3.10.
Soient k < n des entiers strictement positifs. Alors, le groupe m;(S™) est trivial.

Démonstration. La sphére S™ admet une décomposition cellulaire formée par deux cel-
lules : une cellule de dimension 0 et une cellule de dimension n. Il reste a appliquer le
Théoreme 3.8. ]

2.2 Approximation simpliciale

Les constructions de cette section sont basées sur la notion de subdivision barycentrique
d’un complexe simplicial.

La subdivision barycentrique d’un simplexe est définie de facon recursive. La subdivi-
sion barycentrique d’un point est formée du point lui-méme. Si § C R™ est un simplexe,
la subdivision barycentrique de d est le complexe simplical géométrique formé par les sim-
plexes des subdivisions barycentriques des faces de codimension > 1 de 4, ainsi que par les
cOnes, ayant pour sommet le barycentre de d, au-dessus de ces simplexes. La subdivision
barycentrique d’un complexe simplicial géométrique fini K dans R™ est formée par les
simplexes des subdivisions barycentriques de tous les simplexes de .

F1GURE 3.1 — Subdivision barycentrique

Exercice. Soient k& < n deux entiers strictement positifs. Soit ¢’ un k-simplexe de la
subdivision barycentrique d’un k-simplexe § C R™. Alors, diam(¢') < ﬁdiam(&), ol
diam(d’) et diam(d) sont les diametres de ¢’ et d, respectivement.

Exercice. Soit m > 1 un entier. Soit U C R™ un sous-ensemble ouvert, et soit V' C U
un sous-ensemble compact. Alors, il existe un complexe simplicial géométrique fini X dans
R™ tel que V C K| C U.

Maintenant, nous sommes préts pour la démonstration du Lemme 3.9.

Démonstration du Lemme 3.9. Soient di, ds, d3 et d4 les disques dans R™ de méme
centre que d" est de rayons /5, 2r/5, 3r/5 et 4r/5, respectivement, ot r est le rayon de
d".

Soit K un complexe simplicial géométrique fini dans R™ tel que V' C || C U. En
utilisant les subdivisions barycentriques successives de K, on peut supposer que le diametre
de I'image par £ de tout simplexe de K est strictement inférieur a r/5.

Soit K7 le sous-complexe de K formé par tous les simplexes 6 de K tels que £(6)Ndy # @.
Considérons I'application &7 : [K1| — d® telle que &; coincide avec ¢ sur les sommets de Ky
et & soit affine sur chaque simplexe de K. Les applications | |i,| et § sont homotopes
(ce qui est certifié par 'homotopie rectiligne), et I'image de &; est contenue dans dy. On
note &, t € I, 'homotopie rectiligne entre & |, | et 1.
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Considérons I'application i : U — D™ définie de la fagon suivante :

§(z), si(x) ¢ ds
n(z) =< &i(z), sié(z) € dy
£y o 51 60) € o\

ou r(z) est la distance entre {(z) et le centre du disque d". L’application 1 est continue
et coincide avec £ sur U \ V. De plus, les applications £ et n sont homotopes. Finalement,
I'intersection n(U) N d; est formée d’une collection finie de morceaux d’espaces affines de
dimension < m. Donc, il existe un point y € d; tel que y ne soit pas contenu dans I'image
de 7. O

11 existe une version simpliciale du théoréeme d’approximation cellulaire (cette version
simpliciale n’est pas un cas particulier du théoréme d’approximation cellulaire).

Soient K et £ deux complexes simpliciaux géométriques finis, et soit f : [K| — |£] une
application continue. On dit que f est une application simpliciale si elle envoie de fagon
affine tout simplexe de IC sur un simplexe de £ (en particulier, I'image de chaque sommet
de I, c’est-a-dire, I'image de chaque 0-simplexe de K, est un sommet de £).

Si K est un complexe simplicial géométrique fini, un raffinement K™ de K est un
complexe simplicial géométrique fini K" tel que || = |K| et tout simplexe de K soit
une réunion de certains simplexes de X/. Un exemple de raffinement est donné par la
subdivision barycentrique.

THEOREME 3.11 (Approximation simpliciale).

Soient K et £ deux complexes simpliciaux géométriques finis, et soit f : || — ||
une application continue. Alors, il existe un raffinement K™ de K et une application
simpliciale f; : [K"| — |L£]| tels que f et f; soient homotopes. De plus, si V est
I’ensemble des sommets de K qui sont envoyés par f sur des sommets de L, alors
I’application simpliciale f; peut étre choisie de telle facon que f et f; soient homotopes
relativement a V.

Démonstration. Notons £ la subdivision barycentrique de £. En utilisant les subdivi-
sions barycentriques successives de KC, on peut supposer que, pour tout simplexe o de L et
tout sommet v de L tel que v € §, 'image par f de tout simplexe de IC a I'intersection vide
soit avec d, soit avec I'étoile E*7(v) de v dans £%" (I'étoile d’un sommet d’un complexe
simplicial géométrique est la réunion de tous les simplexes du complexe qui contiennent
ce sommet).

On définit une application f; a valeurs dans |£| d’abord sur les sommets de K. Si w
est un sommet de K, I'image f(w) appartient & £ (v) pour un certain sommet v de L.
On pose fi(w) = v (dans le cas ou on a plusieurs sommets v possibles, on choisit un des
ces sommets de fagon arbitraire). Ensuite, on prolonge 'application f; sur || de maniére
affine pour chaque simplexe de K. L’application fi est simpliciale par construction. De
plus, les applications f et fi sont homotopes. En effet, si un point x appartient a un
simplexe A de K et f(x) appartient & un simplexe § de £, alors fi(z) € § (sinon, on aurait
un sommet w de A tel que f(w) € EP"(v) pour un certain sommet v qui n’appartient pas
a ¢). Donc, les applications f et f; sont reliées par I'homotopie rectiligne. O

3 FIBRATIONS LOCALEMENT TRIVIALES

DEFINITION 3.3.
Un quadruplet (E, B, F,p), ou E, B et F sont des espaces topologiques non vides
et p: E — B est une application continue, est une fibration localement triviale si, pour
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tout b € B, il existe un voisinage U de b et un homéomorphisme
V:p ' (U)=UxF

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

L (U) i UxF
pp% pru
U

Par abus de langage, une telle application p : E — B s’appelle aussi une fibration
localement triviale. Les espaces E et B s’appellent, respectivement, I’espace total et la
base de fibration.

Exemples.

(1) Si B et F sont des espaces topologiques non vides, alors la projection
pr: BxXF — B

est une fibration localement triviale. Une telle application s’appelle fibration triviale
standard. On introduit de fagon naturelle la notion d’isomorphisme pour les fibra-
tions localement triviales de base B. Toute fibration localement triviale de base B
isomorphe a une fibration triviale standard est dite triviale.

(2) Tout revétement de base connexe est une fibration localement triviale.

(3) La projection du ruban de MOBIUS sur son cercle central est une fibration non
triviale.

FIGURE 3.2 — Projection du ruban de MOBIUS sur son cercle central

(4) La fibration de HOPF est également non triviale. C’est la fibration localement triviale
(537 52’ Sl7p)7

ou Iapplication p : 83 — S? est définie de la maniére suivante. On représente S°
comme

S3 = {(2’1,2’2) e C? ‘ 2121 + 2929 = 1} ,

on identifie S? avec CP!, et on considere 'application p(z1, 22) = (21 : 22). Il est facile
a vérifier que c’est une fibration localement triviale dont les fibres sont homéomorphes
a S'. Elle s’appelle la fibration de HOPF.



59 3. FIBRATIONS LOCALEMENT TRIVIALES

DEFINITION 3.4.

N
Sl A

Y x1

Y B

Soit p : F — B une application continue entre deux espaces topologiques non vides
E et B. On dit que p est une fibration de SERRE, si, pour tout CW-complexe Y, toute
application continue g : Y — FE et toute homotopie

G:YxI—B

telle que
Glyx{oy =P°3,

I’homotopie G admet un relevement
G:YxI—E

tel que

poG =G et élyx{o} =g.

Si la propriété ci-dessus est vérifiée pour tout espace topologique non vide Y, on dit
que p : E — B est une fibration de HUREWICZ. Toute fibration localement triviale est une
fibration de SERRE. C’est un cas particulier de ’énoncé suivant.

PROPOSITION 3.12 (Propriété de relevement et d’extension d’homotopie).

Soit p : E — B une fibration localement triviale, Y un CW-complexe, et Y/ C Y un
sous-complexe. Soit g : Y — E une application continue, G:YxI—B une homotopie
telle que G|y 0y =po g, et G' : Y' x I — E une homotopie telle que po G’ = G|yt
et CNJ"WX o= gly’- Alors, il existe une homotopie G:Y x I — E telle que

pOé:G, é|Y’XI:é/ et é|Y><{O}:§-

La démonstration de cette proposition, ainsi que celle de 1’énoncé suivant, est laissée
en exercice.

PROPOSITION 3.13.
Soit p : (E,z0) — (B,by) une fibration localement triviale. On pose F = p~!(by).
Alors,
Px - Wk(E,F, wo) — Wk(B,b())

est un isomorphisme pour tout k£ > 2 (et c’est une bijection pour k = 1).

COROLLAIRE 3.14 (Suite exacte de fibration). Soit p : (E,x0) — (B, bp) une fibration
localement triviale. On pose F' = p~!(bg). Alors, on a la suite exacte suivante :

-/

8’ '* *
.. Hﬂk(F,xo) ;Trk(E,xo) ]*>7Tk(B,b0)

m/

1 (F, 29) —
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ou j' est la composée de linclusion j : (E,xzg,2z9) — (E,F,x¢) et de lapplication p :
(E, F,z9) = (B, x,z0) (autrement dit, j. = p. est induit par p: (E,z9) — (B, b)), et 0’
est la composée de I'inverse de I'isomorphisme de la Proposition 3.13 et du morphisme 0
de la suite exacte d’homotopie associée a la paire (E, F'). O

En utilisant la suite exacte du Corollaire 3.14 dans le cas de la fibration de HOPF, on
obtient les isomorphismes suivants :

m2(5?) —m (S1)

et lorsque k£ > 3,
71 (S%) —> 7 (S?).

En effet, on a la suite exacte

T

.. 48;7%(51,:60) 4>7Tk(53,$0) L’JT]C(SQ,Z)()) 48’)7%_1(5

—_—

;/,—Z*J } .,

(5%, 7o) R m2(5%, bo) s m1(S*, o) — m1(S%, x0) ELEE

1>$0)

(Ici, p : S® — S? est la fibration de HOPF, zg € S% est un point, by = p(xg), et S! est
identifi¢ avec la fibre p~!(bg).)
Pour tout entier k& > 3, les groupes 7 (S, 2q) et mp_1(S!, zg) sont triviaux. Donc,

gh (83, 20) — (S, ko)

est un isomorphisme. Les groupes mo (S, 2q) et m1(S3, ) sont triviaux. Donc,
9" (5%, by) — (ST, x)

est aussi un isomorphisme.

Pour déterminer le groupe ,(S™) pour les entiers n > 3, on peut utiliser le théoréme
de FREUDENTHAL.

Pour toute application continue f : X — Y entre deux espaces topologiques, on peut
considérer la suspension X f de f. C’est 'application X f : XX — XY entre les suspensions
de X et Y définie par

Zf(:U’T) = (f(l'),T)

pour tout z € X et tout 7 € I (on utilise la méme notation (-,7) pour l'image de (-, 7)
par la projection canonique).
Soient n et k deux entiers strictement positifs. La suspension de tout sphéroide

o (Sk, 80) — (Sn,l'o)
peut étre interpretée comme sphéroide
Yo (‘S’k+17 (80, 1/2)) - (Sn+17 (330, 1/2))

Cette construction fournit un morphisme 71,(S™, 2¢) — Tr1(S™ L, (w0,1/2)) qui s’appelle
morphisme de suspension.
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THEOREME 3.15 (FREUDENTHAL).
Soient n et k deux entiers strictement positifs. Le morphisme de suspension

(8™, 0) = 1 (S™ T, (20, 1/2))

est un isomorphisme si k < 2n — 2 et est un épimorphisme si k = 2n — 1.

Démonstration. L’énoncé est immédiat si k < n. Supposons que n < k < 2n — 1. Soit
p: (S (s0,1/2)) — (S™*1, (20,1/2)) un (k + 1)-sphéroide. On va montrer qu’il existe
un k-sphéroide o : (S*,s9) — (S™, ) tel que les sphéroides Yo et p soient homotopes.
Considérons des triangulations des spheres S*+1 et S™*1 telles que

e (s0,1/2) soit un sommet de la triangulation de S¥+1;
e (70,1/2) soit un sommet de la triangulation de S"*!;

e le pole nord N (I'image de S™ x {1} dans ¥5™) et le pdle sud S (I'image de S™ x {0}
dans ¥5™) de S™*! appartiennent chacun & l'intérieur d’un simplexe de dimension
n + 1 de la triangulation de S"*!;

e pour un point ¢ € p~H(S"H \ {N,S}) appartenant & I'intérieur d’'un simplexe A
de dimension k + 1 de la triangulation de S**! la projection stéréographique de
centre ¢ identifie la triangulation de S**1, privée du simplexe A, avec un complexe
simplicial géométrique dans R¥*1,

Par la suite, on suppose que S**1\ {¢} est identifié avec RF¥*! par la projection sté-
réographique. D’apres le théoréme d’approximation simpliciale (Théoréme 3.11), on peut
supposer (en raffinant, si nécessaire, la triangulation de S*¥*1) que I’application p est sim-
pliciale. On pose Ky = p~}(N) et Kg = p~1(S). Chacun des sous-ensembles Ky, Kg C
Sk {¢} ~ RF*! est naturellement subdivisé en polytopes convexes (les intersections
de Ky et Kg avec les simplexes de la triangulation de S**1). En raffinant ces subdivi-
sions de K et Kg, on représente Ky et Kg comme supports de complexes simpliciaux
géométriques finis Ky et Kg.

Le lemme suivant concerne les complexes simpliciaux géométriques finis et est facile a
démontrer.

LEMME 3.16.

Soit m un entier strictement positif, et soient Xy et Ko des complexes simpliciaux
géométriques finis de dimensions d; et da, respectivement, dans R™. On pose K; = |K4]
et Ko = |lC2|

(1) Si dy + d2 < m, alors, pour tout nombre réel € > 0, il existe une translation
ty : R™ — R™ de vecteur v de norme inférieure a ¢ telle que K Nt,(K2) = .
(2) Si dy 4+ d2 < m — 1, les complexes simpliciaux K1 et Ko ne sont pas enlacés,
c’est-a-dire, il existe une homotopie H : R™ x I — R™ telle que
e pour tout ¢t € I, 'application hy = H|gm ;) est un homéomorphisme qui est
I'identité a I'extérieur d’une certaine boule B C R™;
e 'application hg = H |Rm><{0} coincide avec l'identité de R™ ;
e les images de K; et Ky par hy = H|gmy {1} peuvent étre séparées par un
hyperplan de R™.

Puisque N et S appartiennent chacun a l'intérieur d’un simplexe de dimension n+1 de
la triangulation de S™*!, les dimensions dy et dg de Ky et Kg sont inférieures ou égales a
(k+1)—(n+1). Puisque 2(k—n) < k, le Lemme 3.16 implique que les complexes simpliciaux
Kn et Kg ne sont pas enlacés dans RFtL. Par conséquent, il existe une homotopie H :
Sk+1 % I — S¥+1 (on peut la supposer relative & {(sq, 1/2)}), telle que
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e pour tout t € I, I'application hy = H|gr+14 (¢} est un homéomorphisme ;
e l'application hg = H‘Sk+1x{0} coincide avec I'identité de SH+1;

o les images de Ky et Kg par hy = H |Rm><{1} peuvent étre séparées par un équateur
E c S¥! (autrement dit, hi(Ky) est contenu dans une des deux demi-spheres de
Sk1\ E. et hi(Kg) est contenu dans I'autre demi-sphere); on peut supposer que
E est I'image de S* x {1/2} dans ©.S* et que hi(Ky) (respectivement, hi(Kg)) est
contenu dans la demi-spheére supérieure (respectivement, inférieure).

Pour tout nombre réel 0 < § < 1, on note Vj (respectivement, Us) 'image de S™ x [0; [
(respectivement, S™x|1 — §;1]) dans XS™. Si § > 0 est suffisamment petit, les voisinages
Us et Vs de N et S, respectivement, vérifient (p o hy')(E) c §*+1\ (Us U V). Fixons un
tel nombre §. Considérons une homotopie G : S"*! x I — S™"H! relative a {(xg,1/2)} et
formée d’applications g; : S"T1 — S"*H1 t € I, telles que go est I'identité,

g1(Us) = Uy, et g1(Vs) = Vo

Le (k + 1)-sphéroide gy o p o h{' est homotope au (k + 1)-sphéroide p. L’application
fo=g10pohi! envoie Péquateur E sur Péquateur E’ (I'image de S™ x {1/2} dans ¥.5™)
de 8™t et les demi-sphéres supérieure et inférieure de S*¥*1 sur les demi-sphéres supérieure
et inférieure de S"*!, respectivement. Donc, I’application fy est homotope, relativement &
{(s0,1/2)}, a la suspension de la restriction de fy sur E' (vue comme application & valeurs
dans E') : pour tout t € I, on consideére application f; : £.5* — £.8™ définie par

folw,1/2), si € [15H 1,
flz,m) = fola, 55 — 15), si T e [Fh1],
fO(xv 1Tt)7 S1 T € [07%]

L’application f; est la suspension de la restriction de fy sur E. Ceci montre que le mor-
phisme de suspension
T (S™, x0) = Ty 1 (S™TL, (w0,1/2))

est surjectif (sous 'hypothese k < 2n — 1).

Il reste & montrer que, sous 'hypothése n < k < 2n — 2, le morphisme de suspension
(™, x0) —= my1 (S, (20, 1/2))

est injectif. On considére deux k-sphéroides o1, 09 : (S¥,50) — (S™, o) tels que les (k+1)-
sphéroides Yo et Yog soient homotopes. Soit F' : S¥+1 x I — 71 une homotopie entre
les (k + 1)-sphéroides Y.o; et Yoy. On veut modifier ’homotopie F” de telle fagon que le
résultat soit formé d’applications qui sont des suspensions de k-sphéroides appartenant a
Qi(S™, x0). Cela peut étre réalisé en utilisant des arguments similaires a ceux présentés
ci-dessus (en remplacant S¥! par S¥1 x I). Les détails sont laissés en exercice. O

Le théoreme de FREUDENTHAL implique que, étant donné un entier ¢ > 0, le groupe
Tn+e(S™) ne dépend pas (& isomorphisme prés) du choix d’un entier n > £ + 2. Ce groupe
s’appelle le £-éme groupe d’homotopie stable des sphéres.

THEOREME 3.17 (BROUWER-HOPF).
Pour tout entier n > 1, le groupe 7, (S™) est isomorphe & Z.

Démonstration. On sait déja que les groupes m1(S') et m2(S5?) sont isomorphes & Z.
De plus, d’aprés le théoréme de FREUDENTHAL, les groupes m,(S™) et m,.1(S™"!) sont
isomorphes si n > 2. O
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COROLLAIRE 3.18.
La sphere S™ n’est pas contractile pour tout entier n > 0. ]

COROLLAIRE 3.19.
Soit m > n > 0 des entiers. Alors, R"” n’est pas homéomorphe a R™.

Démonstration. Nous avons déja démontré cet énoncé pour n < 2 (voir la Proposition
1.34). On refait la démonstration de la Proposition 1.34 en remplagant le groupe fonda-
mental par m,_1. Soit n > 2. Si f : R” — R™ est un homéomorphisme, on obtient un
homéomorphisme entre R\ {0} et R™\ {f(0)}, ce qui est impossible car R\ {0} a le type
d’homotopie de S"~! (donc, le groupe m,_1(R™\ {0}) est isomorphe & Z) et R™\ {£(0)}
a le type d’homotopie de S™~! (donc, le groupe m,_1(R™\ {£(0)}) est trivial). O

Un des corollaires des calculs ci-dessus est le résultat surprénant suivant : le groupe
73(S?) est isomorphe & Z. En effet, on a

7 ~ 773(53) A 7T3(S2).

En général, on a des informations variées concernant les groupes d’homotopie des
spheéres, mais aucune liste compléte de ces groupes dans le cas des spheéres de dimension
n > 2 n’est connue.



Deuxiéme partie

Homologie

Chapitre 4

Homologie singuliere

1 DEFINITIONS

A tout espace topologique X, on va associer deux suites de nouveaux groupes : les
groupes d’homologie Hy(X) et les groupes de cohomologie H*(X) (ici k > 0 est un entier).

Les groupes d’homotopie précédemment étudiés sont faciles & définir, mais sont souvent
difficiles & calculer (c’est, par exemple, le cas de groupes d’homotopie des spheres). Les
groupes d’homologie sont plus difficiles a définir, mais ils sont plus faciles a calculer.
Une autre différence réside dans le fait que les groupes d’homologie et les groupes de
cohomologie sont définis pour les espaces topologiques non pointés.

1.1 Simplexes singuliers

Pour tout entier k > 0, le k-simplexe standard T* est le k-simplexe déterminé par les
k + 1 points eg = (1,0,...,0),e; = (0,1,...,0),...,ex = (0,...,0,1) dans RF*+1,

Soient k£ et n deux nombres entiers positifs ou nuls. Pour & + 1 points ay,...,ag
arbitraires de R", notons A(aop_.@k) 'unique application affine de 7% dans 'enveloppe
convexe de ag, .. .,ax telle que Ay, . 4,)(e;) = a; pour tout entier 0 < i < k.

La définition suivante généralise la notion de chemin.

DEFINITION 4.1. Soit X un espace topologique. Un k-simplexe singulier de X est une

application continue
o:TF = X.

Une k-chaine singuliére dans X est une combinaison finie formelle
E nio;
i

de k-simplexes singuliers o; avec des coefficients entiers n;. On note Ci(X) I'ensemble
des k-chaines singulieres dans X. Cet ensemble est naturellement muni d’une opération
d’addition. On obtient un groupe abélien (c’est le groupe abélien libre engendré par tous
les k-simplexes singuliers de X).
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DEFINITION 4.2.
Pour tout entier k£ > 1, le morphisme de bord 0) (noté aussi simplement 0) est le
morphisme

O : Cr(X) = Cp1(X)

définie de la facon suivante :

k
o = Z(_l)z (U © A(80 ----- é%---ﬁk))
i=0
pour tout k-simplexe singulier o de X, ou (eq,...,€,...,ex) désigne le k-uplet obtenu
du (k + 1)-uplet (eq,...,ex) par la suppression du terme e;.

La somme do = Y% (1) (a oA
X ; on peut voir I'application A(

eo,...,a,.'.,ek)) est une (k — 1)-chaine singuliére dans

CorBrrey) COTIINIE application

A(eo,...,A ) . Tk_l — Tk

€iy.s€k
qui a pour image la i-éme face de codimension 1 de T*.

LEMME 4.1.
Pour tout entier £ > 1, on a

Ok 0 Ogq1 = 0.

Démonstration. Soit ¢ un (k + 1)-simplexe singulier de X. On a

k1
(Ok 0 Op1)(0) = O, (;(1)1 (U o A(eo,...,a,...,ek+1))>
k+1 k+1

=3 Y VY (008 A a )

i=0 0<j<i
E+1 k41

-3 Y VY (008 a e )

i=0 i<j<k+1
=0.

Exemples.
(1) Les 0-simplexes singuliers de X peuvent étre identifiés avec les points de X.

(2) Les 1-simplexes singuliers de X sont les chemins. Pour tout 1-simplexe singulier o
dans X, le bord do est ¢(0,1) — o(1,0).

(3) Si o est un 2-simplexe singulier de X, alors
9o = (00 A(0,1,0),0,0,1))) = (72 A((1,0,0),00,1))) * (7 © A((1,0,0),(0,1,0)))-

Le résultat du Lemme 4.1 peut étre formulé de la fagon suivante.
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PROPOSITION 4.2.
La suite

3] 0 Ok — 9]
o Oy (X) =25 Ol(X) —25 O (X)) s —2 (X))

vérifie la propriété Im dy41 C Ker 0y pour tout entier k > 1. O

DEFINITION 4.3.
Pour tout entier £ > 1, on pose

Hk(X) = Ker 8k/Im 8k+1.

De plus, on pose Hyo(X) = Cp(X)/Im0;. Les groupes obtenus Hy(X) s’appellent les
groupes d’homologie (singuliére) de X. Ces groupes sont aussi notés Hy(X;Z) pour sou-
ligner que les coefficients des chaines singuliéres considérées sont entiers. Par convention,
pour k < 0, on pose Hi(X) = 0.

Pour tout entier k£ > 1, les éléments de Zy(X) = Ker 0y sont les k-cycles singuliers
de X. Les éléments de Cy(X) sont appelés aussi les 0-cycles singuliers de X. Pour tout
entier k > 0, les éléments de By(X) = Im 011 sont les k-bords singuliers de X. On
dit que deux k-cycles singuliers de X sont homologues si leur différence est un k-bord
singulier.

DEFINITION 4.4.
Si H(X) est de type fini, alors

Hy(X)~7Z" & H,

ou H est un groupe fini. Le nombre r s’appelle le k-eme nombre de BETTI de X et est
noté by(X).

1.2 Complexes de chaines

DEFINITION 4.5.
Un compleze de chaines (de groupes abéliens) est une suite

8k+1 ak 81@71 31

o™ Cp —C,——Cjy —— ... — ()

ou C} est un groupe abélien pour tout entier £ > 0 et 0 est un morphisme pour tout
entier k > 1, tel que 0k o Ox41 = 0 pour tout entier k£ > 1.

DEFINITION 4.6.
Soit C un complexe de chaines

8k:+1 0, 8k71 0
O O = O

Si k est un entier strictement positif, alors le k-éme groupe d’homologie de C est
Hy(C) = Ker 9/ Im Op11;
de plus, on pose Hy(C) = Cy/ Im 0.

DEFINITION 4.7.
Soient C et C' deux complexes de chaines. Un morphisme @ : C — C’ de complexes de
chaines est une collection {¢y, }x>0 de morphismes ¢y, : C, — C}. tels que le diagramme
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suivant soit commutatif :
ak+1 0 akfl
C: ...—>Ck+1—>6’k—k>0k_1—>...
l%kﬂ J{‘Pk J/Wkl
9! 9 9!
/. ’ k41 ’ . ’ k—1
C': e k+1—>Ck—>Ck_1—>...

Tout morphisme ® : C — C’ de complexes de chaines induit des morphismes des
groupes d’homologie
Hy(C) — Hi(C')

pour tout entier k > 0. En effet,
or(Ker dy,) C Kerdy, et pp(Imdg11) C Imay ;.

On obtient ainsi une application entre les quotients Hy(C) et Hy(C'), et cette application
est un morphisme de groupes.

1.3 Applications continues

Si f: X — Y est une application continue entre deux espaces topologiques X et Y et
sio:TF — X est un k-simplexe singulier de X, alors foo : T — Y est un k-simplexe
singulier de Y. Donc, pour tout entier £ > 0, on obtient un morphisme ¢y : Ci(X) —
C(Y). Il est immédiat que la collection {yy } x>0 obtenue de morphismes est un morphisme
de complexes de chaines. Ce morphisme est noté fj.

Pour tout entier k > 0, le morphisme f; de complexes de chaines induit un morphisme

(souvent noté simplement f,).
L’énoncé suivant est immédiat.

LEMME 4.3.

Soient X, Y et Z des espaces topologiques. Si f: X — Y et g: Y — Z sont deux
applications continues, alors, pour tout entier £ > 0, on a (g o f)«x = guk © fek. De
plus, pour tout entier k& > 0, application idy; : Hp(X) — Hi(X), ot id : X — X est
lidentité de X, est l'identité de Hy(X). O

Par conséquent, les groupes d’homologie sont des invariants topologiques :si f : X = Y
est un homéomorphisme entre deux espaces topologiques X et Y, alors

est un isomorphisme pour tout entier & > 0.

1.4 Premiers calculs

Groupes d’homologie d’un point. Si X = {z} est un espace topologique formé d’un
seul point, alors il y a un unique k-simplexe o3, de X pour tout entier k£ > 0. Donc, dans
le complexe de chaines

0, 0] 0
o Ot (X) =5 Op(X) 2 —— O1(X) =2 Cp(X)
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tous les groupes sont isomorphes & Z. Si k > 1 est un entier, le morphisme de bord 9 est
donné par

k k
Mok => (1) op0 At biner) = <Z(—1)l> Ok—1.
i=0 i=0
Ok—1
Donc, cette somme est nulle si k est impair et est égale a o1 si k est pair. Par conséquent,
on obtient le complexe suivant :
id

0.7 7.7z 9, d gz 0.7

Ainsi, si X est un singleton, alors le groupe Hy(X) est isomorphe a Z, et H(X) =0
pour tout entier k > 1.

Groupe Hy(X) lorsque X est connexe par arcs. Soit X un espace topologique
connexe par arcs. Montrons que le groupe Hy(X) est isomorphe a Z. En effet, Hy(X) =
Co(X)/Im Oy, et les 0-chaines singulieres dans X sont des combinaisons finies formelles
> ; nioi, ou les O-simplexes singuliers o; peuvent étre identifiés avec des points de X.

X

FIGURE 4.1 — Calcul de Hy(X) lorsque X est connexe par arcs

Choissisons un point p € X. Comme le bord de tout 1-simplexe singulier o de X est
de la forme ¢(0,1) — 0(1,0), la somme des coefficients de tout élément de Im 0, est égale
a 0. De plus, tout élément >, n;o; de Cy(X) est homologue a (3, n;)p. Par conséquent,
Hy(X) = Cp(X)/Im0; est isomorphe a Z.

1.5 Groupes d’homologie réduits

Il est parfois commode de considérer des complexes de chaines ayant quelques groupes
non triviaux C} avec k < 0. En particulier, on peut introduire la notion d’un complexe de
chaines augmenté.

DEFINITION 4.8.
Soit X un espace topologique. Le complexe de chaines singulieres augmenté est le
complexe de chaines

o= Op(X) ——= (X)) —— ... —= O (X)) —=Cp(X) ——=Z

ou

o Cp(X) —=C1(X) — ... —= C1(X) —= Cp(X)

est le complexe de chaines singuliéres de X et le morphisme d’augmentation ¢ : Co(X) —
Z est défini par n;o; — Y ; n; (on peut considérer le groupe C_1(X) = Z comme groupe
abélien libre engendré par l'unique (—1)-simplexe singulier &).

Les groupes d’homologie de ce complexe s’appellent les groupes d’homologie singu-
licre réduits de X, notés Hy,(X). Si k > 1, alors Hy(X) coincide avec Hy(X).

Si X est un espace topologique connexe par arcs, alors ﬁo(X ) = 0. Si X est un
singleton, alors tous les groupes d’homologie singuliére réduits de X sont triviaux.
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1.6 Homotopie de complexes de chaines

DEFINITION 4.9.
Soient C et C’ deux complexes de chaines, et soient ® et ¥ deux morphismes entre
Cet(C':

C: ce Ck—i—l C Cr_1
4Pk+1£ )/wk-ﬁ-l kag )’l/)k @kl( )/d’k—l
. cy .

Une homotopie de complezes de chaines entre ® et U est une collection de morphismes
Dy : Cp = Chyq,
ou k parcourt les entiers positifs ou nuls, tels que
Dy_100 + 0jq 0 Dy, = o — g

pour tout entier £ > 0 (on pose D_; = 0).

0
ok Cropr —2 oy o,
LN
oz A Y -

S’il existe une homotopie entre deux morphismes ® et ¥ de complexes de chaines, on
dit que ® et ¥ sont homotopes.

LEMME 4.4.
Soient ¢ et ¥ deux morphismes homotopes entre deux complexes de chaines C et
C'. Alors, ® et ¥ induisent les mémes morphismes des groupes d’homologie.

Démonstration. Considérons une homotopie { Dy}, k € N, entre ® et W. Soit £ > 0 un
entier, et soit a € Cy un cycle. On a

(Dk—l o 8k) (a) =0.

Donc,
or(a) — Yp(a) = (9411 o Di) (@)
est bien un bord. O

PROPOSITION 4.5.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient g, h : X — Y deux applications
homotopes. Alors, les applications gy et hy entre les complexes de chaines C(X) et C(Y)
sont homotopes.

En particulier, les applications induites g.; : Hi(X) — Hg(Y) et hy : Hp(X) —
H(Y') coincident pour tout entier k£ > 0.

Démonstration. Soit
H: XxI—=Y
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une homotopie entre g et h, et soit k > 0 un entier. Pour tout k-simplexe singulier o :
T* — X, on considere Papplication

Ho(oxid):TF xI =Y.
Pour définir une triangulation de T% x I, on note aq, ..., ai les sommets
eo x {0}, ..., ex x {0}
de T* x {0}. De méme, on note by, ..., by les sommets
eo x {1},...,ex x {1}

de T* x {1}. La triangulation contient k+ 1 simplexes T/ de dimension k41, ol1 i parcourt
les entiers entre 0 et k. Tout simplexe T est I’enveloppe convexe de by, ..., b;, a;, ..., a.
Autrement dit, pour tout entier i compris entre 0 et k, on a

T ={(to,.. . tp,7) €ETF X T | to+...+ti1 <7 <to+...+t}.

bo ba

Y

N

ai

1

FIGURE 4.2 — Triangulation de T% x I

On obtient k£ 4 1 simplexes singuliers

U = H © (0 X ld) o A(bOy 03,y k)
deY,oui=0, ..., k. On pose maintenant
k
Dy(o) =Y (=1)'o}
i=0

On obtient de cette fagon une collection d’applications { Dy} (comme d’habitude, D_; = 0)
qui est une homotopie entre gy et hy. En effet, pour tout k-simplexe singulier o de X, on a

k
410 Di(0) = Op 4 (Z(—l)iaz/')

=0
k

= O <Z( D'H o (0 x id) © Ay, by a5, )>
=0

_Z D Ho (o xid)o A

1<t

—Z D Ho (o xid)o A

j>t

(604,055,035, ,a1)

(604,07, ,05 50 0,08)

k

Dy_100k(0) = D1 (Z 1))ooA eo,...,é\j,...,ek))

—Z 1) H o ( UX1d>OA(b0, b

1<j

—Z D Ho (o xid)o A
>

~
Zyaiz"'7aj7"'7ak)

(b0s-vsbj iy e sags)
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On en déduit que
k
(Dk 100k + angrl o Dk ZH o (o xid)o A(bo, bio1,4,.5ak)

=0
k
ZHO (o xid) o Awy,.. 0

5@ 1 5050
Z

0
4(0) — hy(o).

Q

O]

COROLLAIRE 4.6. Soient X et Y deux espaces topologiques qui ont le méme type d’ho-
motopie. Alors, les groupes Hi(X) et Hi(Y) sont isomorphes pour tout entier k& > 0.

On connait donc les groupes d’homologie des espaces topologiques contractiles.

2 GROUPES D’HOMOLOGIE RELATIFS

2.1 Groupes d’homologie associés a une paire topologique

Soit (X, A) une paire topologique telle que X soit non vide. On a deux complexes de
chaines C(A) et C(X), ainsi que le morphisme 4y entre C(A) et C(X) induit par I'inclusion
1:A— X.

0 0 0

| |
l |

o Ci1(X) —= Cp(X) —= C—1(X) ——. ..

Ce morphisme permet de voir C;(A) comme sous-groupe de Ci(X) pour tout entier
k > 0. On consideére ainsi le quotient

Cr(X, A) = Cr(X)/Ck(A).

C’est un groupe abélien libre engendré par tous les k-simplexes de X dont I'image n’est
pas entierement contenue dans A.

0 0 0
e i1 (A) C(A) Cro1(A) — ...
o Oy (X)) Cr(X) Cro1(X) — ...

Crt1(X, A) Cr(X, A4) Cr-1(X, A)
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Les groupes Ci(X, A) forment, en fait, un complexe de chaines. Les morphismes de
bord 8,(€X’A) de ce complexe sont définis de la facon suivante.

Cr(A) Cr-1(4)
e
Cr(X) Cr-1(X)

| |

XA **>Ck 1(XA)

Soit k£ > 1 un entier, et soit a € Ck(X, A). Choisissons un représentant b de a dans Cj(X),

et posons 8,(€X’A) (a) égal & la classe de 9 (b) dans le quotient Ci_1(X, A).

b——> 0;5(b)

|

ar - > QIEX’A) (a)

Si b est un autre représentant de a dans Ci(X), alors la différence b — V' est dans Ci(A).
Donc, ;5 (b — V') € Cy_1(A), et la classe de 9;X (b — V') dans le quotient Cj_1(X,A) est

A)

nulle. Par conséquent, le morphisme 8,(€X’ est correctement défini.

b—b ——= 9 (b—1)

.

b— b —=0X(b—1)

|

OF——0

De plus, 8,(€X’A) 8,(£1A) = 0 pour tout entier k > 1 puisque C(X) est un complexe de
chaines.

On obtient un complexe de chaines C(X, A) et un morphisme j; entre les complexes
de chaines C(X) et C(X,A). On a le diagramme commutatif suivant, ou les trois lignes
horizontales sont des complexes de chaines et les colonnes sont des suites exactes courtes
(les diagrammes avec ces propriétés s’appellent suites eractes courtes de complexes de
chaines) :

0 0 0
Ot of
co—=Cr1(4) Cr(A) Cr1(A) —— ...
7 o
co— C1(X) Cr(X) Cr1(X) ——...
o5 pxA
o O (X, A) s Op(X, A) = O (X, A) ——
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DEFINITION 4.10.
Pour tout entier £ > 0, on pose

Hi(X,A) = Ker 8" /Tm 9.

Les groupes obtenus s’appellent les groupes d’homologie singuliére relatifs associés a la
paire topologique (X, A).

Si A = @, alors les groupes Hy (X, A) coincident avec Hy(X) pour tout entier k& > 0.

Exercice. Calculer le groupe Hy(X, A) lorsque X est connexe par arcs et A est non
vide, puis dans le cas général.

2.2 Suite exacte homologique associée a une paire topologique (X, A)

Considérons une paire topologique (X, A) telle que A soit non vide. Le morphisme
iy entre les complexes de chaines C(A) et C(X) induit des morphismes i, : Hy(A) —
Hy(X), k > 0. Le morphisme j; entre les complexes de chaines C(X) et C(X, A) induit
des morphismes j, : Hi(X) — Hi(X, A), k> 0.

Pour tout entier £ > 1, nous allons définir un morphisme d : Hy(X,A) — Hi_1(A) de
la fagon suivante.

Soit a un élément de Hy (X, A). Choisissons un représentant a € C(X, A) de a. Par
définition, I'image de a par 5£X’A) est nulle. Soit b un représentant de a dans Cy(X). Alors,
O (b) a un antécédent dans C_1(A) puisque la classe de 9;X (b) dans Cy_1(X, A) est nulle.
On désigne par ¢ cet antécédent dans C_1(A). Remarquons que ¢ est un cycle. On pose
d(a) égal a la classe de ¢ dans Hy_1(A).

Il nous faut vérifier que ’élément obtenu de Hy_1(A) ne dépend pas des deux choix
effectués de représentants. Soit b’ un autre représentant de a dans Ci(X). Alors, b — V/
appartient & Cj(A), et ainsi son image par 0; est un bord dans Cy_1(A). Considérons
maintenant un autre représentant o’ de a dans Ci(X, A). La différence o' — a s’écrit
sous la forme 8,(€§’1A)(e) pour un certain élément e € Ciy1(X, A). L'image par 9, d'un
représentant de e dans Cyy1(X) est un représentant de a — o’ dans Cj(X) et a une image
nulle dans C_1(X).

La démonstration de ’énoncé suivant est un exercice tres utile.

THEOREME 4.7.
La suite

= Hy(A) = Hy(X) —2= Hy(X, A) —= Hyy(A) — ..

est exacte.

Remarque. L’énoncé de ce théoreme peut étre généralisé : toute suite exacte courte de
complexes de chaines fournit une suite exacte longue de leurs groupes d’homologie. La
construction de cette suite exacte longue est complétement similaire & la construction
ci-dessus.

Soit f : (X, A) — (Y, B) une application continue entre deux paires topologiques (X, A)
et (Y, B). En utilisant le diagramme commutatif ci-dessous, on définit les morphismes
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pour tout entier k >0 :

Cr+1(A) Ci(A) Cr-1(A)
Cr+1(B) Cr(B)—————=Ci-1(B)
Cry1(X)————=Cp(X)— Cr-1(X)
Cr1(Y) Cr(Y)———=Cp1(Y)
Chp1 (X, A)————Cp (X, A)—————= 1 (X, A)
Cr41(Y, B) Cr(Y, B) Cr-1(Y, B)

De plus, on a le diagramme commutatif suivant :

. Hp(A) —— Hy(X) —— Hp(X, A) — Hy_1(A) —= Hy_1(X)...

| | | | |

... Hy(B) —= Hy(Y) — Hy(Y,B) — Hy_1(B) —= Hy_1(Y)....

COROLLAIRE 4.8.

Soit g : (X, A) — (Y, B) une application continue telle que g : X — Y et g4 :
A — B soient des équivalences d’homotopie. Alors, g, : Hi(X,A) — Hg(Y,B) est un
isomorphisme pour tout entier k£ > 0.

Démonstration. Soit £ > 1 un entier (le cas k = 0 est un exercice facile). On a le
diagramme commutatif

Hp(A) — Hp(X) — Hp(X, A) — Hj—1(A) — Hp—1(X)

lg* lg* ig* lg* lg*

Hy(B) — Hyp(Y) —— Hy(Y, B) —— Hjp—1(B) — Hj,—1(Y)

Les quatre morphismes indiqués par les fleches verticales différentes de la fleche au milieu
sont des isomorphismes. Donc, d’apres le lemme des cing, gs : Hg(X, A) — H(Y, B) est
aussi un isomorphisme. O

Exercice. Soient (X, A) et (Y, B) des paires topologiques, et soient g : (X, A) — (Y, B)
et h: (X,A) — (Y,B) des applications continues homotopes. Montrer que, pour tout
entier £ > 0, les morphismes g, : Hip(X,A) — Hp(Y,B) et h, : Hi(X,A) — Hi(Y,B)
induits par g et h, respectivement, coincident.

Exercice. Montrer que l'inclusion (X, @) < (X, A) induit les morphismes j, : H(X) —
Hy (X, A) définis ci-dessus (pour tout entier k > 0).

Exercice. Soit X un espace topologique non vide, et soit zg € X un point. Montrer que
le groupe Hy (X, xo) est isomorphe a Hy(X) pour tout entier k > 0.
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Exercice. Soit (X, A, B) un triplet topologique (B C A C X). On peut construire une
suite homologique associée au triplet (X, A, B) de la fagon suivante :

o Hy(A, B) = Hy(X, B) —2 >~ Hy(X, A) — Hy_1(A,B) —— . ..

e g

Hi_1(A)
ouni: (A,B) = (X,B)etj: (X,B) — (X,A) sont des inclusions, et le morphisme
indiqué par la fleche verticale est induit par l'inclusion (A4, @) < (A, B). Montrer que la

suite obtenue est exacte.

Exercice. Déduire de la suite exacte homologique associée a un triplet approprié la suite
exacte de groupes d’homologie singuliére réduits associée a une paire topologique (X, A) :

e H(A) e Hy(X) — T Hy(X, A) —4 s Hy oy (A) —— ...

3 THEOREME D’EXCISION

On considére un triplet topologique (X, A, V) vérifiant la condition V C A. Le but
principal de cette section est de démontrer I’énoncé suivant.

THEOREME 4.9 (Excision).
Pour tout entier £ > 0, I'inclusion

i (X\V,A\ V)< (X, A)

induit un isomorphisme

i Hy(X\V, A\ V) = Hy(X, A) .

Soit U = {U;} une collection de sous-ensembles de X telle que les intérieurs U; de ces
sous-ensembles forment un recouvrement ouvert de X. Pour tout entier k£ > 0, considérons

le sous-groupe
CH(X) € CR(X)

> njo;
J

telles que, pour tout k-simplexe singulier o;, 'image o,(T*) de o; soit contenue dans un
certain sous-ensemble U;.
On a alors un morphisme ¢ entre les complexes de chaines CY et C :

formé par les k-chaines singuliéres

(X)) ——C{(X) — ... —= C{(X)

L |

= Ot (X) ——= Cp(X) —— ... ——= Co(X)

ProrosiTION 4.10.

Le morphisme ¢ est une équivalence d’homotopie de complexes de chaines (c¢’est-a-
dire, il existe un morphisme p entre les complexes de chaines C et CY tel que p o ¢ soit
homotope & l'identité de CY et ¢ o p soit homotope & l'identité de C). En particulier, ¢
induit des isomorphismes des groupes d’homologie des deux complexes.
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3.1 Démonstration de la Proposition 4.10
3.1.1 Subdivision barycentrique d’une chaine affine

Soit n > 1 un entier, et soit & C R™ une partie convexe. On introduit les k-chaines
affines dans () en considérant les k-simplexes affines de €2 qui sont les applications affines
o:TF — Q. Une k-chaine affine dans € est alors une combinaison finie formelle > n;o;
de k-simplexes affines de 2.

On obtient un complexe AC(2) de chaines affines augmenté de Q :

o ACE () L= ACKLIQ) L~ . —Z- ACH(Q) —=Z ~ AC_1(Q)

Le complexe AC(€2) est un sous-complexe du complexe C(€2) de chaines singuliéres
augmenté de €.

Si v, ..., v; sont des points de 2, on note [vp,...,v;] le simplexe affine A(vg,...oop)-
Pour tout point p € € et pour tout entier £k > —1, on a le morphisme

ACK(Q2) = ACK11(Q)

p:
[Voy -+, VK] > [Py V0, - -y V]
Sio=[vg,...,vx], 0on a
dlp,vo, ..., vk] = [vo, ..., vk] —pdo,
—_——
g
autrement dit,
Op +po =id.

Dans ce cadre, la subdivision barycentrique est le morphisme de complexes de chaines,
S AC(2) — AC(R2), défini par récurrence de la maniére suivante : s_; (@) = &, et, pour
tout entier k£ > 0 et pour tout k-simplexe affine o de €2, on a

Sk(O') = pa(sk—l(a‘j))a

oil p, est 'image par o du barycentre de T%. Remarquons que sg(og) = oo pour tout
0-simplexe affine g de Q.

La collection S = {si}r>_1 est bien un morphisme de complexes de chaines. On vérifie
cette affirmation facilement par récurrence. L’identité s;_10 = 0s;. est immédiate si & = 0.
Si k > 1 est un entier, alors pour tout k-simplexe affine o de €2, on a

0s(0) = Opy(s—100) = s;_100 — pr0(sk—100).
Par récurrence, puisque do est une (k — 1)-chaine affine, on a
08k (0) = 8100 — pySk_2(000) = si_100.
PROPOSITION 4.11. Le morphisme S est homotope & I'identité.
Démonstration. Considérons la famille D de morphismes {Dj}x>_1, ol
Dy, : ACK(Q) — ACk1+1(9),

est defini par récurrence de la fagon suivante : D_; = 0 et, pour tout entier k£ > 0 et pour
tout k-simplexe affine o de 2, on a

Dyo = py(0 — Di_100).
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On va montrer que 0D 4+ D9 = id —S. Cette identité est vraie pour k = —1. Pour tout
entier k > 0, par récurrence, on a

0Dy (0) = 0(ps(0 — Dy_100))

=0 — D100 — p,0(0 — Dy_100)

=0 — D100 — py(0c — ODy_100)

=0 — D100 — py(8x_100 + Dj_2000)
=0 — Dy_100 — si(0).

O]

Maintenant, on peut oublier AC_1(£2), ce qui ne posera pas de probléme car D_; = 0.

3.1.2 Subdivision barycentrique d’une chaine singuliére

Soit £ > 0 un entier, et soit ¢ un k-simplexe singulier de X. L’application ¢ induit
un morphisme oy entre les complexes de chaines AC(T*) et C(X). On peut, donc, définir
la subdivision barycentrique de o : c’est la k-chaine singuliere oysy(id : TF — T*). Cela
produit un morphisme de complexes de chaines S : C(X) — C(X), la subdivision baryc-
netrique dans le cadre des chaines singulieres On utilise aussi les notations s; pour les
morphismes qui forment 5.

Pour tout entier £ > 0 et pour tout k-simplexe singulier o de X, on peut aussi associer
a o la (k + 1)-chaine singuliere oyDg(id : T% — T*). Cela produit une collection de
morphismes Ci(X) — Ci41(X), £ > 0. On note D cette collection, et on note Dy, ses
morphismes.

Exercice. Montrer que D est une homotopie entre S et id.

On peut itérer les subdivisions barycentriques, ce qui donne les compositions S™ pour
tous les entiers m > 1. On pose S° égal a 'identité. Pour tout entier m > 0, une homotopie
entre id et S™ est donnée par

m—1
D™ = 3" DS
1=0

En effet,

oDM™ 4 pmy — ‘ (apsi + Dsia)

Bl
- —

(aDsi + Dasi)

.
[e=]

3
L

=Y (0D + D9)S"

~.
I

L o

3

=) (id—9)s" =id—S™.

@
I
=)

3.1.3 Utilisation de subdivisions barycentriques

Maintenant, nous sommes préts pour la démonstration de la Proposition 4.10.

Démonstration (Proposition 4.10). On a X = UZ D’apres le premier exercice de la
section 2.2 de la premiere partie, pour tout entier £ > 0 et pour tout k-simplexe singulier
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o de X, on peut trouver un entier m > 0 tel que S™ (o) C C¥(X). On associe a o le plus
petit des nombres m vérifiant la propriété ci-dessus, et on note m, ce nombre. Pour tout
entier k£ > 0, on considére le morphisme

' o — DM (qg).

Pour tout k-simplexe singulier o de X, on a
D) (5) + DI J(0) = o — 5™ (o),

doit
OD(0) +DO(0) = 7 — ($™ (o) + D™)(0) - DA(o)) .

pr(o)

On vérifie facilement que py (o) ainsi défini vérifie py, (o) € CY(X).

On obtient un morphisme de complexes de chaines p : C(X) — C¥(X). Par construc-
tion, la composition ¢ o p est homotope a l'identité de C(X). De plus, po ¢ est I'identité de
CY(X), car m, = 0 pour tout k-simplexe o € C¥(X). O

3.2 Démonstration du théoréme d’excision

On pose B = X\ V, et on obtient un recouvrement &« = { A, B} de X. Ce recouvrement
vérifie les hypotheses de la Proposition 4.10. Dans les notations introduites ci-dessus, on
a 0D+ D0 =id —r o p et por =id. Tous ces morphismes envoient les chaines singuliéres
de A sur des chaines singulieres de A. Donc, quand on passe au quotient par les chaines
singuliéres de A, on obtient des morphismes qui vérifient la méme relation.

En particulier, les inclusions

CH(X)/Cr(A) = Cu(X)/Cr(A)

induisent des isomorphismes des groupes d’homologie (pour tous les entiers k£ > 0). Il reste
a remarquer que 1'on a I'isomorphisme canonique Ci(B)/Ci(BNA) — C¥(X)/Ck(A) pour
tout entier £ > 0. L]

3.3 Corollaires du théoréme d’excision

Pour tout espace topologique A, on peut considérer le cone CA de A : c’est I'espace
quotient de A x I par la relation d’équivalence qui identifie tous les points (a,1) € A x I,
a € A. L’'image dans C' A des points (a,1) € A x I, a € A, par la projection canonique
s’appelle le sommet du cone C A.

Si (X, A) est une paire topologique, on note X U C'A 'espace quotient de la réunion
disjointe de X et C'A par la relation d’équivalence qui, pour tout point a € A, identifie les
points a € X et (a,0) € CA.

(V)

CA
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PROPOSITION 4.12.
Soit (X, A) une paire topologique. Alors, pour tout entier £ > 0, I'inclusion (X, A) —
(X UCA,CA) induit un isomorphisme

De plus, pour tout entier k > 0, on a

Hy(X UCA,CA) ~ Hy(X UCA,v) ~ Hy(X UCA),

ou v est le sommet du cone C' A.

Démonstration. Soit k£ > 0 un entier. Le fait que 'inclusion (X, A) — (X UCA,CA)
induit un isomorphisme

est un corollaire du théoreme d’excision (appliqué au triplet (X U CA,CA,{v})) et de
I’invariance homotopique des groupes d’homologie.

Le deuxieme isomorphisme est, & nouveau, un corollaire de I'invariance homotopique
des groupes d’homologie. Finalement, le dernier isomorphisme est un corollaire du troi-
sieme exercice de la section 2.2. O

Si (X, A) est une paire topologique, on note par X/A l'espace quotient de X par la
relation d’équivalence qui identifie tous les points de A.

PROPOSITION 4.13.
Soit (X, A) une paire de BORSUK. Alors, pour tout entier & > 0, la projection

p: X = X/A
produit un isomorphisme

Hp(X,A) = Hy(X/A,AJA) ~ H,(X/A).

Démonstration. En utlisant la Proposition 3.7 de la premiére partie, on obtient que la
projection canonique

XUCA— (XUCA)/CA~ X/A

est une équivalence d’homotopie. Il reste a utiliser la Proposition 4.12. O

Soit n > 1 un entier. Rappelons que l'on considére la sphére S”~! comme bord du
disque unité fermé D™ C R". L’espace quotient D™/S™"~! est homéomorphe & S™.
Comme corollaire de 1’énoncé ci-dessus, on obtient I'affirmation suivante.

COROLLAIRE 4.14 (Groupes d’homologie singuliére des sphéres).
Soit n > 1 un entier. On a

Z, sik=0ouk=n,
Hy,(5") = :
0, sinon.
De plus,
Z®7Z, sik=0,
Hy(8%) = { .
0, sinon.
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Autrement dit, en termes des groupes d’homologie réduits, on a

Z, si k =n,

0, sinon,

Hy(S™) = {

pour tout entier n > 0.

Démonstration. On écrit la suite exacte de groupes d’homologie réduits associée a la
paire topologique (D", S"71) :

co. == Hy(D") — Hy,(D", 5" ") — Hy1(8"") — Hy1(D") — ...

Pour tout entier k& > 1, les groupes Hy(D"™) et Hy_;(D™) sont triviaux, ce qui implique
que le morphisme
Hy(D", 8" 1) = Hj, 1 (S"7)

est un isomorphisme. D’apres la Proposition 4.13, on a
Hy (D™, ™) ~ Hy,(D"/S™ ') ~ Hy(S™)
pour tout entier k > 0. Il s’en suit que
Hp(S™) ~ Hy_,(S™1)

pour tout entier £ > 1. On peut maintenant déduire I’énoncé du corollaire du fait que
Hy(S™) est trivial pour tout entier n > 1 et du fait que

Z, si k=0,

0, sinon.

Hi(S°) = {

3.4 Suite de MAYER-VIETORIS

Soit X un espace topologique non vide, et soient A et B des sous-ensembles de X tels
que AN B # & et les intérieurs de A et B forment un recouvrement ouvert de X. On pose
U={A,B}.

On a une suite exacte courte de complexes de chaines :

0——C(An B) YL ca) e o(B) T cti(X) —0
(la somme directe de complexes de chaines est définie de fagon naturelle). Le morphisme
C(ANB) — C(A)® C(B) est construit a ’aide des inclusions ANB — Aet ANB — B.
Le morphisme C(A) ® C(B) — CY(X) est construit a 'aide des inclusions A — X et
B — X. Cette suite fournit une suite exacte longue de groupes d’homologie :

> Hy(AN B) -~ Hy,(A) ® Hy(B) 2~ H(X)

ﬁk/

Hk_l(A N B)

La suite exacte obtenue s’appelle la suite de MAYER-VIETORIS.

Exercice. Montrer que, pour tout entier £ > 0, le morphisme 7 peut étre décrit de la
manieére suivante : Hy(X) — Hy(X,A) ~ Hy(B,AN B) — Hyi_1(AN B), ou l'identifi-
cation au milieu est fournie par le théoreme d’excision, et les morphismes a gauche et a
droite proviennent des suites exactes longues associées aux paires (X, A) et (B, AN B),
respectivement.

Exercice. A laide de la suite exacte de MAYER-VIETORIS, calculer & nouveau les
groupes d’homologie singuliére des spheres.
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Homologie cellulaire

1 COMPLEXES CELLULAIRES

1.1 Homologie des bouquets de sphéres

Soit n > 0 un entier, et soit J un ensemble quelconque. On considere le bouquet

Vs

jed

de n-sphéres indexées par J.
On affirme que
Pz sik=n
H,, (\/ S”) —{ jes
jed 0, sinon.

Plus généralement, on a 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 5.1.
Soit (Xj,xj), j € J, une collection d’espaces pointés. Supposons que chaque paire
X, x;) de la collection est une paire de BORSUK. Considérons le bouquet correspondant
VR p q P
Vies X; (ce bouquet est le quotient de la réunion disjointe des espaces X par la relation
d’équivalence qui identifie tous les points z;). Alors, pour tout entier £ > 0, on a

H;, (\/ Xj> = P Hu(X;).

= Jj€J

Démonstration. Il suffit d’utiliser la relation

V X; =11 X/ [T{=5},

jeJ jeJ jeJ

la suite exacte longue homologique associée a la paire (] jes Xj: s x;) et la Proposition
4.13. O

1.2 Complexes de chaines cellulaires

Soit X un CW-complexe.
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LEMME 5.2.
Pour tout entier n > 0, on a

@ Z, sik=n

Hk(Xru Xn—l) = n-cellules de X
0, sinon,

(on pose Xy =@ si ¢ <0).
Démonstration. On a

Hk(Xnan—l) >~ I:Ik(Xn/Xn—l) >~ f{k ( \/ Sn> .

n-cellules de X

O]

Pour tout entier n > 0, le groupe H,,(X,, X,—_1) est le groupe abélien libre engendré
par les n-cellules de X.
On consideére la suite

0 1o} 0
oo Hp(Xp, Xppo1) —— Hp—1 (Xpo1, Xpp2) —— ...
ou, pour tout entier £ > 1, le morphisme
0 Hyp( Xy, Xp—1) = Hp—1(Xg—1, Xi—2)

provient de la suite exacte du triplet (Xg, Xix_1, Xp_2). On a bien d;_1 0 dy = 0 pour tout
entier k > 2. En effet,

Hy(Xp, Xi—1)

.

Hy 1 (Xp—1) —— Hp1 (X1, Xj—2)

T | T

Hy—o(Xg—2)

Hy_o(Xp—2, Xj—3).

On obtient un complexe de chaines CCW(X ) qui s’appelle le compleze de chaines cel-
lulaires de X :

Ok+1

Op—
L gk, xRy P gy (xR xkeey S

Voici sa version augmentée :

B O
o Hy (X Xi1) LN Hy1(Xp-1, Xp—2) —> ...

o1
Ho(Xo) < 7

On aimerait maintenant avoir une meilleure description des morphismes de bord dans
le complexe des chaines cellulaires de X.
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DEFINITION 5.1.
Soit n > 0 un entier, et soit f : S™ — S™ une application continue. On a PNIn(S”) ~
Z. Donc, le morphisme induit

fo: Hy(S™) — H,(S™)

par f, vu comme morphisme Z — Z, est la multiplication par un certain nombre entier
d. Ce nombre d s’appelle le degré de f.

Si f: 8" — S™ est un homéomorphisme, alors le degré deg f de f est égal a +1.

Remarquons qu’un isomorphisme

Hi( X, Xi1) ~ P Z,
ek

ou ef parcourt les k-cellules de X, dépend du choix d’'un homémorphisme entre Xy /X1
et Ve S k. Cela ameéne & considérer certaines classes d’équivalence d’applications caracté-
ristiqﬁes de cellules. Ces classes d’équivalence s’appellent orientations de cellules.

Si 4,0;“ : D¥ — X est une application caractéristique d’une k-cellule e,’f de X, alors on a
un homéomorphisme

@k DF/SEY s ek JFr(ef) € Xp/ X1,
ot Fr(eF) est la frontiere de ef.

DEFINITION 5.2.
Deux applications caractéristiques g@f,d}f : D¥ — X d’une méme cellule ef de X

~ T~

sont dites éguivalentes si la composition ¢F o ¥

~  ~_1 _
<pf o wf : Dk/Sk*1 — ef/Fr(ef) — Dk/Sk*1

est de degré 1.
On dira que le choix d’une des deux classes d’équivalence est le choix d’une orien-
tation de la cellule.

Supposons que toutes les cellules de X soient orientées. Une k-chaine cellulaire de X
est une somme formelle finie
> el
J

et par convention, si on change ’orientation choisie de e;? , on remplace n; par —n;.

Soit k£ > 1 un entier. Supposons que X admet une k-cellule o et une (k — 1)-cellule .
Soit ¢ : D¥ — X une application caractéristique de o telle que ¢ correspond & 1’orientation
choisie de o, et soit 1 : D¥! — X une application caractéristique de 7 telle que 7
correspond a 'orientation choisie de 7. On a

prge—1 2 SETL o XL XRELEXE2 ) | 2 7 Fr(r) = SF
T'#ET
ou 7’ parcourt toutes les (k — 1)-cellules de X différentes de 7, et la derni¢re application

est un homéomorphisme 1 ~!. Le coefficient d’incidence [o : 7] entre o et T est le degré de
’application composée obtenue S*~1 — §k—1,

La proposition suivante est un exercice tres utile.
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PROPOSITION 5.3.
Soit o une k-cellule de X, ou k£ > 1 est un entier. Alors

do = Z[O’ T

T

ou 7 parcourt les (k — 1)-cellules de X. (Remarquons que, par la définition de CW-
complexe, la somme ci-dessus qui exprime Jo ne contient qu'un nombre fini de termes
non nuls.) O

THEOREME 5.4.
Soit X un CW-complexe. Alors, les groupes d’homologie des complexes C(X) et
CW(X) sont isomorphes.

Démonstration. On montre d’abord que le k-éme groupe d’homologie de C¢™ (X) est
isomorphe & Hy(Xg4+1, Xp—2) pour tout entier k > 0.
La suite exacte du triplet (Xgy1, Xk, Xx—2) nous donne la suite exacte

Hy 1 (Xpy1, Xi) — Hi(Xpg, Xp—2) — Hp(Xpy1, Xp—2) —= Hp(Xpt1, Xi)
On complete cette suite en le diagramme commutatif suivant :

Hiyy(Xp—1, Xi—2)

Hip1 (Xpy1, X)) —— Hip (X, Xi—2) —— Hp(Xpy1, Xp—2) — Hip(Xjt1, Xi)

k

Hy( Xk, Xi—1)

Hi 1 (Xp—1, Xp—2)

(La suite verticale est un morceau de la suite exacte du triplet (Xj, Xx_1, Xx_2).) Le
diagramme se reécrit de la maniere suivante :

0

CON (X)) —= Hy( X, Xpp—2) —%> Hp(Xjs1, Xg—2) —= 0

k+1
B
m

()

Ok

P (X)
Cela donne les isomorphismes

Hyp(Xpq1, Xp—2) ~ Hp(Xp, Xp—2)/Imy

~ B(Hy(Xk, Xj—2))/B(Im )
~ Ker 0/ Im Ok 1.

Maintenant, on va montre que Hy (X1, Xg—2) ~ Hr(Xk11) pour tout entier k£ > 0.
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On considere les triplets (Xg4+1, Xi, Xi—1) pour i € {0,...,k —2}. On a la suite exacte
Hy (X, Xio1) —— Hp(Xpp1, Xio1) —— Hp(Xpp1, Xi) —— Hp—1(X5, Xi1)
Puisque Hy(X;, Xi—1) = Hi—1(X;, X;—1) = 0, on en déduit que
Hy(Xpy1, Xio1) ~ Hp(Xgg1, Xi)-
Ainsi,
Hy(Xpy1, Xk—2) = Hgp (X1, X1) = Hp(Xg41)-

Finalement, on va montrer que Hy(Xy11) ~ Hy(X) pour tout entier k£ > 0.
On considere les paires (X;, X;_1) pour les entiers i > k + 2. On a la suite exacte

Hi1 (X, Xio1) — Hp(Xi1) — Hp(X;) — Hi (X5, Xi—1)

Puisque Hy41(X;, Xi—1) = Hi(X;, X;—1) = 0, on obtient les isomorphismes Hy(X;_1) ~
Hy(X;). 1l s’en suit que Hp(Xgy1) ~ Hp(Xgim) pour tout entier m > 1. Si X est un
CW-complexe de dimension finie, ceci termine la démonstration. Sinon, on peut utiliser
le fait que toute chaine singuliere de X est une chaine singuliere de X pour un certain
entier V. O

COROLLAIRE 5.5. Soit X un CW-complexe, et soit n > 0 un entier. On suppose que X
a un nombre fini de n-cellules, et on note ¢, ce nombre. Alors, le n-eéme nombre de BETTI
bn(X) de X vérifie I'inégalité suivante :

bn(X) < cp.

En particulier, si X est de dimension m, alors Hy(X) = 0 pour tout entier k > m. O

Exercice. Soit X un CW-complexe fini. Pour tout entier n > 0, notons ¢,, le nombre de

n-cellules de X. Alors,
S (=1 (X) = S (=1) e
n n
La somme alternée Y, (—1)"b,(X) qui apparait dans 'exercice s’appelle la caractéris-
tique d EULER-POINCARE de X.

1.3 Exemples de calculs

Soit n > 0 un entier. Calculons les groupes d’homologie de CP™. L’espace projectif
CP™ admet une décomposition cellulaire formée par n+ 1 cellules : une cellule dans chaque
dimension paire entre 0 et 2n. Pour cette décomposition cellulaire, le complexe de chaines
cellulaires est de la forme suivante :

Z 0 . 0 Z 0 Z
2n 2n—1 e 3 2 1 0
(les seuls groupes non nuls appraisent dans les dimensions 0, 2, ..., 2n). On obtient
Z, si 0 < k < 2n est pair,
Hy(CP") :{ o =Ee T
0, sinon.

Exercice. Soit n > 0 un entier. Calculer les groupes d’homologie de RP™.
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2 HOMOLOGIE SIMPLICIALE

Soit X un complexe simplicial fini. On peut le voir comme CW-complexe fini et consi-
dérer les groupes d’homologie cellulaire de ce CW-complexe.

On numeérote tous les sommets de X. Pour tout entier k£ > 0 et pour tout k-simplexe o
de X, on a un homéomorphisme 7% — o* qui respecte les ordres des sommets. Cet homéo-
morphisme est une application caractéristique de la k-cellule qui coincide avec l'intérieur
de o, ce qui donne, en particulier, une orientation de cette cellule.

k

Exercice. Montrer que les morphismes de bord du complexe de chalnes cellulaires de
X peuvent étre décrits explicitement de la facon suivante : pour tout entier k£ > 0 et pour
tout k-simplexe o de X, on a

oot = zkj(—niri(ak),

=0
ot I';(o*) désigne la i-eme face de codimension 1 de o*.

Le complexe de chaines obtenu s’appelle le complexe classique de X. Les groupes d’ho-
mologie de ce complexe s’appellent les groupes d’homologie simpliciale de X. Le complexe
classique de X se plonge naturellement dans le complexe de chaines singulieres de X et,
comme nous avons vu, cette inclusion induit des isomorphismes des groupes d’homologie.
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Homologie avec des coeflicients
différents de Z et cohomologie

1 COEFFICIENTS ARBITRAIRES

Soit X un espace topologique. Si GG est un groupe abélien, on peut considérer les chaines
dans X a coefficients dans G.

DEFINITION 6.1.
Soit X un espace topologique, et soit G un groupe abélien. Soit £ > 0 un entier.
Une k-chaine singuliere dans X a coefficients dans G est une combinaison formelle finie

Z 9i0i,
i

ou g; € G et 0; est un k-simplexe singulier de X pour tout i.

On définit les morphismes de bord, ainsi que les cycles et les bords exactement
comme dans le cas G = Z. On obtient le complexe C(X; G) de chaines singulieres de X
a coefficients dans G et les groupes d’homologie Hy(X;G) de ce complexe.

Les groupes d’homologie réduits a coefficients dans G, notés lEIk(X ; G), sont définis
a laide du morphisme d’augmentation ¢ : Cy(X;G) — G qui est donné par la somme
des coefficients.

Pour une paire topologique (X, A), on définit également les groupes d’homologie
relatifs Hi(X, A; G) de (X, A) a coefficients dans G de la maniére complétement similaire
au cas G = Z.

Les résultats formulés et démontrés ci-dessus concernant les groupes d’homologie a
coeflicients dans Z ont leurs analogues naturels pour les groupes d’homologie a coefficients
dans G.

2 GROUPES DE COHOMOLOGIE

DEFINITION 6.2.

Soit X un espace topologique, et soit G un groupe abélien. Soit k£ > 0 un entier.
Une k-cochaine de X a coefficients dans G est une fonction qui associe a tout k-simplexe
singulier de X un élément de G.

Autrement dit, le groupe C*(X;G) des k-cochaines de X & coefficients dans G est
Hom(Cg(X), Q).

Les groupes C*(X;G) forment le complexe C*(X;G) de cochaines singulicres de X &
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coefficients dans G :
.. S ~k+1(y. 9 k(v. S S 1y d .
C*: e =—CO"HX; Q) =—CF(X5G)<— ... <—CHX;G) =— Ch(X;G)

Les morphismes de cobord ¢ sont définis de la facon suivante : si ¢ est une k-cochaine
singuliere a coefficients dans G et o est un (k + 1)-simplexe singulier de X, alors on pose

k+1

(6e)(@) =3 (-1c(00B0 o o)

=0

Si a € Cy(X) est une k-chaine singuliére et ¢ € CF(X;G) est une k-cochaine & coeffi-
cients dans G, on peut calculer la valeur de ¢ en a. On note (c,a) le résultat. On a

(0c,a) = (c,0ay).

Ceci implique que 62 = 0, c’est-a-dire, on obtient, effectivement, un complexe. Les groupes
d’homologie du complexe de cochaines C*(X; G) s’appellent les groupes de cohomologie de
X a coefficients dans G et sont notés H*(X;G). Les éléments du noyau de § s’appellent
les cocycles, et les éléments de I'image de § s’appellent les cobords.

Remarque. Si on considere les complexes augmentés, alors, dans le cas du complexe de
cochaines, on obtient le morphisme ¢’ : G — C°(X;G) qui & tout élément g € G associe
I’application constante g.

Soit (X, A) une paire topologique. Pour définir les groupes de cohomologie relatifs
H*(X, A;G), on utilise la suite exacte courte de complexes

0<—2C*(4;G)=—C*(X;G)=—C*(X,A;,G)=—0

o1, pour tout entier & > 0, le groupe C*(X, A;G) C CF(X;G) est formé des k-cochaines
singulieres de X a coefficients dans G qui s’annulent sur toutes les k-chaines de A.
On obtient la suite exacte longue cohomologique associée a la paire (X, A) :

..—= HF(A;G) — H**Y(X, A;G) — H"(X;G) — HF(A;G) — . ..

Si f: X — Y est une application continue entre deux espaces topologiques X et Y,

alors, pour tout entier k£ > 0, on a les morphismes induits
fet Hy(X;G) = Hi(Y; G),
f*HYY;G) - HYX;G).

Pour les groupes d’homologie/cohomologie a coefficients dans G, on a la propriété
d’invariance d’homotopique :si f: X — Y et f': X — Y sont des applications continues
homotopes, alors f. = fi et f* = (f’)*. L’énoncé similaire est vrai aussi dans le cas des
groupes d’homologie/cohomologie relatifs a coefficients dans G.

Si X est un espace topologique et h : G; — G2 est un morphisme de groupes abéliens,
alors, pour tout entier k£ > 0, on a les morphismes induits

h* : Hk(X; Gl) — Hk(X; Gg),
h*: H¥(X;Gy) — HY(X;Gy).

Si X est un espace topologique et

0—-G1 -Gy —>G3—0
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est une suite exacte courte de groupes abéliens, on obtient une suite exacte courte de
complexes de chaines
0—C(X;G1) —=C(X;Gy) —=C(X;G3) —=0,

qui donne une suite exacte longue pour les groupes d’homologie. De facon similaire, on ob-
tient une suite exacte longue pour les groupes de cohomologie. Ces considérations meénent
aux formules qui portent le nom de formules des coefficients universels. On ne précise pas
ces formules ici.

Exercices.

(1) Soit X un espace topologique formé d’un seul point, et soit G un groupe abélien.
Montrer que Hy(X;G) = G et Hi(X;G) = 0 pour tout entier k£ > 0. Montrer aussi
que HY(X;G) = G et H*(X;G) = 0 pour tout entier k > 0.

(2) Soit G un groupe abélien. Calculer les groupes de cohomologie des spheres a coeffi-
cients dans G.

(3) Pour les CW-complexes, définir les groupes de cohomologie cellulaire.
(4) Pour les complexes simpliciaux finis, définir les groupes de cohomologie simpliciale.

(5) Soit G un groupe abélien. Pour tout entier n > 0, calculer les groupes d’homologie
et les groupes de cohomologie de CP™ a coefficients dans G.

(6) Pour tout entier n > 0, calculer les groupes d’homologie et de cohomologie de RP™
a coefficients dans Z/27Z.

(7) Pour tout entier n > 0, calculer les groupes de cohomologie de RP™ a coefficients
dans Z.

3 MULTIPLICATION

Dans cette section, on suppose que G est un anneau commutatif (par exemple Z).
Soit X un espace topologique, et soient k& > 0 et £ > 0 des entiers. Nous allons définir
I’opération

—: H¥(X;G) x H'(X;G) = H"(X;G)
qui s’appelle le cup-produit.

DEFINITION 6.3.
Soient ¢ € C*(X;@G), d € C*(X;G), et soit o un (k + ¢)-simplexe singulier de X.
On pose

(c—d)(o)=c (O’ o A(eo,...,ek)) d (U o A(€k7-~-7ek+2)) .

Ceci définit une application bilinéaire
—: CH(X;G) x CYX;G) = C*(X; Q).
Exercice. Montrer que, pour tout ¢ € C*(X;G) et tout d € CY(X;G), on a
5(c—d) =dc— d+ (~1)Fc — dd.

En particulier, si ¢ et d sont des cocycles, alors ¢ ~— d est aussi un cocycle. Si de plus au
moins un de cocycles c et d est un cobord, alors ¢ — d est aussi un cobord. Par conséquent,
si ¢ et d sont des cocycles, alors la classe du cocycle ¢ — d dans H**(X;G) ne dépend
que des classes de ¢ et d dans H*(X;G) et H(X;G), respectivement. On obtient ainsi
I'opération du cup-produit

—: H¥(X;G) x HY(X;G) —» H*(X; Q).
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Exercices. Soit X un espace topologique, soit G un anneau commutatif, et soient ki,
ko, k3 des nombres entiers positifs ou nuls.

(1) Soient oy € H*(X; @), i = 1,2,3. Montrer que

a1~ (042 ~— 063) = (041 ~— 042) ~— (3.

2) Soient o; € H¥(X:@G), i = 1,2. Montrer que
(2) ;G), : q

a1 — g = (—1)k1k2052 ~ (1.

(3) Soit h: G; — G5 un morphisme d’anneaux commutatifs, et soient a;; € H* (X; G1),
i =1,2. Montrer que

h*(a1 ~ 042) = h*(al) ~ h*(ag).

(4) Soit Y un espace topologique, et soit f : Y — X une application continue. Soient
o; € H*(X;@G), i = 1,2. Montrer que

fHla1 — ag) = f*(a1) — f*(a2).

4 HOMOLOGIE DES VARIETES

4.1 Orientation d’une variété topologique

Soit n > 1 un entier.

DEFINITION 6.4.
Soit x € R™ un point. Une orientation de R™ en x est le choix d’un des deux
générateurs du groupe H,(R",R"\ {z}) ~ Z.

Soient x,y € R™. On peut choisir un disque ouvert B de rayon fini et de dimension n
tel que z € B et y € B. L’invariance homotopique des groupes d’homologie nous donne
les isomorphismes

H,(R",R"\ {z}) ~ H,(R",R"\ B) ~ H,(R",R" \ {y}).

Donc, les orientations en x et y peuvent étre comparées. Une orientation de R™ est un
choix cohérent d’orientations en tous les points de R™.

Maintenant, soit M une variété topologique de dimension n.

DEFINITION 6.5.

Soit x € M. Une orientation locale de M en x est le choix d’un générateur du groupe
H,(M,M\ {z}). (Si U est un voisinage ouvert de x tel que U ~ R", alors, d’apres le
théoréme d’excision, on a Hy, (M, M \ {z}) ~ H,(U,U \ {z}) ~ Z.)

Si x € M est un point, U un voisinage ouvert de x tel que U ~ R", et V C U un
voisinage ouvert de x tel que V' correspond sous 'identification U ~ R™ & une boule ouverte
de rayon fini de R", alors, pour tout point y € V, les orientations locales de M en x et y
peuvent étre comparées en utilisant les isomorphismes

Ho(M, M\ {a}) = Hy(M, M\ V) = H, (M, M\ {4}).
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DEFINITION 6.6.

On dit qu'une variété topologique M est orientable si on peut choisir des orientations
locales © — p, en tous les points x € M (ici p, est un générateur de Hy (M, M \ {z}))
pour que la condition suivante soit vérifiée : tout point x € M admet un voisinage ouvert
U ~ R" et un voisinage ouvert V' C U correspondant sous l'identification U ~ R" &
une boule ouverte de rayon fini de R" tels que les orientations locales de M en tous
les points de V soient cohérentes. Si M est orientable, un choix cohérent d’orientations
locales en tous les points de M s’appelle une orientation de M.

Exercice. Soit n > 1 un entier. Montrer que la sphere S™ et ’espace projectif complexe
CP" sont orientables. Montrer que ’espace projectif réel RP" est orientable si et seulement
si n est impair.

PRrROPOSITION 6.1.
Toute variété topologique M de dimension n > 1 admet un revétement double
M — M tel que M soit une variété topologique orientable.

Démonstration. On considere I’ensemble
M = {z |x € M et p, est une orientation locale en z} .

L’application M — M définie par u, — x vérifie la propriété suivante : tout point de M
a exactement deux antécédents.
Une base de topologie sur M est donnée par la collection de sous-ensemble V(py) C M,
ou
e V C M est sous-ensemble ouvert pour lequel il existe un sous-ensemble ouvert U C
M tel que U ~ R™ et V' C U correspond sous 'identification U ~ R"™ & une boule
ouverte de rayon fini de R",
o Ly est un générateur de H, (M, M\ V), et
o V(py) est formé par ju, € M tels que = € V et ju, est U'image de py € Hy, (M, M\V)
par isomorphisme H, (M, M \ V) ~ H, (M, M\ {z}).
On vérifie facilement que les sous-ensembles V' (py ) forment une base de topologle de
M, que M muni de cette topologle est une variété topologique, que I'application M — M
est un revétement double et que M est orientable. O

Exercice. Soit M une variété topologique connexe. Montrer que M est orientable si et
seulement si le revétement double M a deux composantes connexes. En particulier, si M
est simplement connexe, alors M est orientable.

On peut légerement généraliser la notion d’orientation d’une variété topologique. Soit
R un anneau commutatif unitaire. Soit M une variété topologique, et soit x € M un
point. On a un isomorphisme H,(M, M \ {z}; R) ~ R de R-modules. Une R-orientation
locale de M en x est un choix d’un élément inversible de H, (M, M \ {z};R). Une R-
orientabilité (et, dans le cas des variétés R-orientables, une R-orientation) est définie de
la fagon complétement similaire a celle indiquée ci-dessus.

Plus formellement, on peut construire une variété topologique Mz muni d’une appli-
cation continue surjective Mr — M telle que, pour tout point x € M, les antécédents de
x € M sont les éléments de Hy, (M, M\{x}; R) ; la construction est complétement similaire
a la construction présentée dans la démonstration de la Proposition 6.1. Une R-orientation
de M est une section continue de Mr — M telle que I'image de la section ne contient que
des éléments inversibles.
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Exercice.

(1) Soit M une variété topologique orientable, et soit R un anneau commutatif unitaire.
Montrer que M est R-orientable.

(2) Montrer que toute variété topologique est Z/2Z-orientable.

La démonstration du théoréme suivant est laissée en exercice.

THEOREME 6.2. Soit M une variété topologique compacte connexe de dimension n > 1,
et soit R un anneau commutatif unitaire.
e Si M est R-orientable, alors 'application H,(M;R) — H,(M,M \ {z}; R) est un
isomorphisme pour tout point z € M.
e On a Hi(M;R) = 0 pour tout entier k > n.

Une des conséquences du Théoreme 6.2 est le fait que, pour tout anneau commutatif
unitaire R et pour toute variété topologique compacte connexe R-orientable M de di-
mension n > 1, il existe un élément de H,(M; R) tel que I'image de cet élément dans
H, (M, M\ {z};R) est un inversible pour tout point = € M. Un tel élément s’appelle une
R-classe fondamentale de M, notée [M].

Soit M une variété topologique compacte et connexe. Une telle variété a une unique
Z]2Z-classe fondamentale. Si M est orientable, alors M a deux Z-classes fondamentales.

4.2 Isomorphisme de POINCARE

Soit X un espace topologique, et soit G un anneau commutatif. Soient £ > 0 et k > ¢
des entiers. Nous commencons cette section par la définition de I'opération

~: Hy(X;G) x H(X; G) = Hp—o(X; G)
qui s’appelle le cap-produit.

DEFINITION 6.7.
Soit o un k-simplexe singulier de X, et soit ¢ € C*(X;G). On pose

(U — C) =c (U © A(eo,...,eg)) oo A(eg,...,ek)-

Ceci définit une application bilinéaire

~: CL(X;G) x CH(X; Q) = Cr_e(X; Q).

Exercice. Montrer que, pour tout k-simplexe singulier o de X et pour toute ¢-cochaine
singuliere ¢ € C*(X;G), on a

o ~c)=(~1)(do ~ ¢ — 0o ~ dc).
En particulier, on obtient I'opération du cap-produit
~: Hi(X;G) x HY(X;G) = Hp_o(X; Q).

THEOREME 6.3 (Isomorphisme de POINCARE).
Soit R un anneau commutatif unitaire, et soit M une variété topologique compacte
connexe R-orientable de dimension n > 1. Alors, 'application

P:HYM;R) — H,_¢M;R)

définie par
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est un isomorphisme pour tout entier ¢ compris entre 0 et n (ici [M] est une R-classe
fondamentale de X).

Idée de la démonstration. On consideére seulement le cas R = Z, et on suppose que M
admet une triangulation finie 7. Puisque M est orientable, les orientations des n-simplexes
de 7 peuvent étre choisies de facon cohérente. Une n-chaine > m;o;, ou o; parcourt tous
les n-simplexes de T, est alors un cycle si et seulement si tous les entiers m; sont égaux.
Ainsi, le groupe H,(M) ~ Z est engendré par la classe de > 0;, ol o; parcourt tous les
n-simplexes de T .

Considérons la subdivision barycentrique de 7. A chaque ¢-simplexe o de 7, on associe
la réunion o* de tous les (n — ¢)-simplexes de la subdivision barycentrique qui intersectent
o seulement en son centre. On montre que ¢* est homéomorphe a un disque de dimension
n—/{, et on obtient une décomposition cellulaire S de M en cellules de la forme ¢*, chacune
des cellules étant associée a un simplexe de 7. Les cellules ¢* sont naturellement oriéntées.
On a la correspondance suivante : & toute f-cochaine simplciale ¢ de la triangulation T,
on associe la (n — ¢)-chaine cellulaire >~ m;o} de S, ot m; = ¢(0;) pour tout n-simplexe o;
de T. Cette correspondance identifie (a signe de morphismes de bord pres) le complexe de
cochaines simpliciales de T et le complexe de chaines cellulaires de S. On peut vérifier que
les isomorphismes ainsi obtenus pour les groupes de cohomologie/homologie sont donnés
par

P(a) = [M] —~ a.

O

Dans les notations de la démonstration du Théoreme 6.3, pour une ¢-chaine simpliciale

_ o N . _ . .1, .
c1 =Y., mo; et une (n — ¢)-chaine cellulaire co = Z]- ljaj, on peut considérer leur indice
d’intersection

pler,ca) =Y 6 ymily,
i.J

ou d; ; est le symbole de Kronecker.
On vérifie facilement que si ¢ est une ¢-chaine simpliciale et ¢’ est une (n—¢+1)-chaine
cellulaire (ici 1 < ¢ < n est un entier), alors

¢(ac,a CH) = :E(Z)(C/, 60”)'
On obtient, donc, une forme bilinéaire (appelée forme d’intersection)
@ : Hg(M) X Hn,g(M) — 7.

Exercice. Soient n et ¢ des entiers tels que 0 < ¢ < n. Montrer que

£(n—20)

plar, az) = (-1) p(ag, o)

pour tout ay € Hy(M;Z) et tout ag € H,,_y(M;7Z).
La démonstration de I’énoncé suivant est laissée en exercice.

THEOREME 6.4 (Dualité de POINCARE).

Soit M une variété topologique compacte connexe orientable de dimension n > 1.
Soit 0 < ¢ < n un entier. Alors, pour tout morphisme « : Hy(M;Z) — Z, il existe une
classe o € H,_¢(M;Z) tel que a(B) = ¢(B,a’) pour tout g € Hy(M;Z). De plus, une
telle classe o’ est unique & un élément de torsion pres.
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