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1. TOPOLOGIE GENERALE (RAPPELS)

1.1. Espaces topologiques. Soit X un ensemble. Une topologie sur
X est une collection 7 de sous-ensembles de X telle que

e I'ensemble vide & et 'ensemble X appartiennent a 7 ;

e pour toute famille d’ensembles appartenant a 7, la réunion des
ensembles de la famille appartienne aussi a 7 ;

e pour toute famille finie d’ensembles appartenant a 7, 'inter-
section des ensembles de la famille appartienne aussi a 7.

Si 7 est une topologie sur X, on dit que la paire (X,7) (ou tout
simplement X)) est un espace topologique. Les ensembles appartenant
a 7 sont dits ouverts. Les éléments de X s’appellent points. Un sous-
ensemble de X tel que le complémentaire de ce sous-ensemble soit ou-
vert est dit fermé. La collection des sous-ensembles fermés de X vérifie
les propriétés suivantes :

e 'ensemble vide @ et I’ensemble X sont fermés;

e pour toute famille finie de sous-ensembles fermés de X, la réuni-
on de ces sous-ensembles est un sous-ensemble fermé ;

e pour toute famille de sous-ensembles fermés de X, 'intersection
de ces sous-ensembles est un sous-ensemble fermé.

Exemples.

(1) Topologie discréte. Pour tout ensemble X, on peut considérer
la collection 7 formée par tous les sous-ensembles de X.

(2) Topologie anti-discréte ou topologie grossiére. Pour tout ensem-
ble X, on peut considérer la collection 7 formée par & et X.

Un grand merci a Raphaél Alexandre pour les dessins.
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(3) Topologie “fleche” de R. 11 s’agit de I'ensemble R des nombres
réels et la collection 7 formée par &, R et tous les sous-ensembles
de R de la forme {x € R | z > a}, ol a est un nombre réel.

(4) Topologie de Zariski de R. On considere la collection 7 formée
par &, R et tous les sous-ensembles de R dont le complémentaire
est fini. Pour cette topologie, les sous-ensembles fermés sont R,
& et tous les sous-ensembles finis de R.

(5) Topologie standard de R. On considere la collection 7 formée
par &, R et toutes les réunions d’intervalles ouverts de R (un
intervalle est un sous-ensemble de R de la forme (a;b), ou a et
b sont des nombres réels tels que a < b).

Souvent, on décrit une topologie 7 sur un ensemble X a ’aide d’une
certaine sous-collection de 7. Une base de 7 est une sous-collection (8
de 7 telle que tout ensemble non vide appartenant a 7 soit une réunion
d’ensembles appartenant a 3. Par exemple, les intervalles ouverts for-
ment une base de la topologie standard de R.

Le dernier exemple peut étre généralisé. Tout espace métrique X a
une topologie standard : une base de cette topologie est formée par
les boules ouvertes de X. Quand on parle d'un espace métrique, on
suppose qu'’il est muni de la topologie standard (si une autre topologie
n’est pas précisée).

Comme nous avons vu, sur le méme ensemble, on peut considérer
des topologies différentes (si ’ensemble en question a au moins deux
éléments). Soit X un ensemble sur lequel on a choisi deux topologies
71 et 75. On dit la topologie 7 est plus fine que la topologie 7 (ou
bien que 7, est moins fine que 1) si tout sous-ensemble appartenant
a To appartient aussi a 77. La topologie la plus fine sur un ensemble
quelconque est la topologie discrete. La topologie la moins fine sur un
ensemble quelconque est la topologie anti-discrete.

Soit (X, 7) un espace topologique, et soit x € X un point. Un sous-
ensemble U C X contenant x est un voisinage de x s’il existe un sous-
ensemble ouvert V' C X tel que z € V C U. Un sous-ensemble A C X
est ouvert si et seulement si, pour tout point z € A, le sous-ensemble
A est un voisinage de x.

Soit (X, 7) un espace topologique, et soit A C X un sous-ensemble.
Notons par 74 la collection des sous-ensembles de A de la forme VN A,
ou V est un sous-ensemble ouvert de X. La collection 74 est une
topologie sur A ; on dit que 74 est la topologie induite sur A par 7.
Remarquons que si F' C A est un sous-ensemble fermé (par rapport a
la topologie 74), alors il existe un sous-ensemble F C X qui est fermé
(par rapport a la topologie 7) et tel que F = EN A.
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Soient (X, 7) un espace topologique, A C X un sous-ensemble et
x € X un point. On dit que z est

e un point intérieur de A si A est un voisinage de x ;

e un point extérieur de A s’il existe un voisinage U de z tel que
UN A= @ (autrement dit, si X \ A est un voisinage de z) ;

e un point adhérent a A si tout voisinage de x a une intersection
non vide avec A.

L’intérieur int(A) de A est la réunion de tous les sous-ensembles
ouverts de X qui sont contenus dans A. L’intérier int(A) est un sous-
ensemble ouvert de X. De plus, int(A) coincide avec I’ensemble des
points intérieurs de A. Un sous-ensemble de X est ouvert si et seule-
ment si ce sous-ensemble coincide avec son intérieur.

L’adhérence A de A est l'intersection de tous les sous-ensembles
fermés de X qui contiennent A. L’adhérence A est un sous-ensemble
fermé de X. De plus, A coincide avec 'ensemble des points adhérents &
A. Un sous-ensemble de X est fermé si et seulement si ce sous-ensemble
coincide avec son adhérence.

La frontiére Fr(A) de A est A\ int(A).

Soient A C X et B C X deux sous-ensembles. On dit que A est
dense dans B si A D B. On dit que A est partout dense si A est dense
dans X.

1.2. Applications continues. Soient X et Y deux espaces topologi-
ques. On dit qu'une application f : X — Y est continue si I'image
inverse de tout sous-ensemble ouvert de Y est un sous-ensemble ouvert
de X.

Une application f : X — Y est continue si et seulement si I'image
inverse de tout sous-ensemble fermé de Y est un sous-ensemble fermé
de X. Si A C X est un sous-espace topologique, c’est-a-dire, un sous-
ensemble muni de la topologie induite, alors ’application d’inclusion
in: A< X est continue.

Sif: X —=>Yetg:Y — Z sont des applications contunues, alors
I’application composée go f : X — Z est continue.

Pour tout sous-espace topologique A d’un espace topologique X et
pour toute application f : X — Y de X dans un espace topologique Y,
la restriction de f sur A est 'application composée foin, ouin: A < X
est I'inclusion de A dans X. Par conséquent, si f est continue, alors sa
restriction sur A est aussi continue.

Soit x € X un point. Une application f : X — Y est continue en x
si 'image inverse de tout voisinage de f(x) est un voisinage de z. Une
application f : X — Y est continue si et seulement si f est continue
en tout point de X.



Une application f : X — Y est un homéomorphisme si f est con-
tinue, bijective, et si son application réciproque f~! est continue.

Remarquons qu’une application f : X — Y est un homéomorphisme
si et seulement si f est bijective et elle établie une bijection entre les
topologies sur X et Y.

Deux espaces topologiques sont dits homéomorphes s’il existe un
homéomorphisme de 1'un sur 'autre. L’un des problemes en topolo-
gie est le suivant : étant donnés deux espaces topologiques X et Y,
déterminer si X et Y sont homéomorphes.

1.3. Propriétés topologiques. Un espace topologique X est dit con-
nexe si, pour tout sous-ensemble A C X qui est ouvert et fermé au
méme temps, on a soit A = &, soit A = X.

Un espace topologique X est connexe si et seulement si on ne peut
représenter X sous la forme X = A; U Ay, ou A; C X et Ay C X sont
deux sous-ensembles ouverts non vides tels que A; N Ay = &.

On dit qu’'un sous-ensemble A C X est connexe si A est connexe pour
la topologie induite. Une composante connexe d'un espace topologique
X est un sous-ensemble connexe C' C X tel que C' ne soit pas con-
tenu dans un sous-ensemble connexe strictement plus grand. Deux
composantes connexes de X qui ne coincident pas sont disjointes.

L’adhérence d'un sous-ensemble connexe A C X est connexe. Par
conséquent, toute composante connexe de X est un sous-ensemble
fermé de X.

Soient X et Y sont deux espaces topologiques tels que X soit con-
nexe. Si f : X — Y est une application continue, alors f(X) C Y
est un sous-ensemble connexe. Par conséquent, on obtient que la con-
nexité est une propriété topologique. Cela signifie que la connexité est
un invariant par homéomorphisme : si deux espaces topologiques X et
Y sont homéomorphes, alors X est connexe si et seulement si Y est
connexe. Dans cette section, on rappelle un certain nombre d’autres
propriétés topologiques.

Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application
continue de l'interavalle I = [0;1] C R dans X (ici R est muni de la
topologie standard et I est muni de la topologie induite). Si~y: [ — X
est un chemin, le point 7(0) s’appelle le point de départ de ~y et le
point (1) s’appelle le point d’arrivée de . Une application constante
v : I — X s’appelle chemin constant et est noté e,, ou x = ~y(I). Si
v : I — X est un chemin, on note v~ ! le chemin inverse y~* : I — X
défini par v 1(t) = (1 — ) pour tout ¢t € [0;1]. (Attention : la
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notation 'y’l peut mener a une confusion, car ce type de notations est
aussi utilisé pour les images inverses et les applications réciproques).
Soient v; : [ — X et vy : I — X deux chemins tels que 71 (1) = 72(0).
Posons
(1172)(t) = {71<2t)’ S% telo; 1‘/2]7
12(2t — 1), si te[l/2;1],

L’application obtenue vy, : I — X est continue. Ce chemin s’appelle
le produit des chemins ~v; et 7.

Un espace topologique X est dit connexe par arcs si deux points
quelconques de X peuvent toujours étre reliés par un chemin (c’est-a-
dire, pour deux points quelconques p et ¢ de X, il existe un chemin
v: I — X tel que v(0) = p et v(1) = q). Par exemple, R muni de la
topologie standard est connexe par arcs.

On dit qu'un sous-ensemble A C X est connexe par arcs si A est
connexe par arcs pour la topologie induite.

Pour toute famille de sous-ensembles connexes par arcs de X telle
que deux sous-ensembles quelconques de la famille ont une intersection
non vide, la réunion des sous-ensembles de la famille est connexe par
arcs.

Une composante connexe par arcs d’un espace topologique X est un
sous-ensemble connexe par arcs C' C X tel que C' ne soit pas con-
tenu dans un sous-ensemble connexe par arcs strictement plus grand.
Deux composantes connexes par arcs de X qui ne coincident pas sont
disjointes.

Soient X et Y sont deux espaces topologiques tels que X soit connexe
par arcs. Si f: X — Y est une application continue, alors f(X) C Y
est un sous-ensemble connexe par arcs. Par conséquent, on obtient que
la connexité par arcs est une propriété topologique.

Tout espace topologique connexe par arcs est connexe. L’énoncé
réciproque est faux ; essayez de trouver un exemple d’un espace topolo-
gique connexe qui n’est pas connexe par arcs.

Soit X un espace topologique tel que tout point de X ait un voisinage
connexe par arcs. Alors,

e toute composante connexe par arcs de X est un sous-ensemble
ouvert de X ;
e X est connexe par arcs si et seulement si X est connexe.

En effet, soit C' C X une composante connexe par arcs, et soit x € C
un point. Il existe un voisinage U connexe par arcs de x. Donc, U C C'
et C est un voisinage de x. Pour démontrer la deuxieme affirmation,
remarquons que C' C X est un sous-ensemble qui est ouvert et fermé
au méme temps. Donc, si X est connexe, alors C' coincide avec X.



Un espace topologique X est dit séparé (ou Hausdorff) si, pour deux
points distincts quelconques p et ¢ de X, on a des voisinages V(p) et
V(q) de p et g, respectivement, tels que V(p) NV (q) = @.

Remarquons que tout espace métrique est séparé.

On dit qu’un sous-ensemble A C X est séparé si A est séparé pour
la topologie induite. Tout sous-ensemble dans un espace topologique
séparé est séparé.

Soit {p,} une suite de points d’un espace topologique X. Un point
a € X s’appelle une limite de la suite {p,} si, pour tout voisinage U
de a, il existe un nombre N tel que p, € U pour tout n > N. Si a est
une limite de {p, }, on dit que la suite {p,} converge vers a.

Si X est un espace topologique séparé, alors toute suite de points de
X a au plus une limite.

Si f: X — Y est une application continue et X est un espace
topologique séparé, I'image f(X) de X n’est pas forcement séparé.

La propriété d’étre séparé porte aussi le nom du deuxieme axiome de
séparation. Il y a d’autres axiomes de séparation. On liste ici quelques
uns de ces axiomes.

e Séparation Ty. On dit qu'un espace topologique X est de Kol-
mogorov, ou vérifie la propriété Ty si, pour deux points distincts
quelconques de X, 'un (au moins) des deux points admet un
voisinage qui ne contient pas ’autre point.

e Séparation 7;. On dit qu'un espace topologique X vérifie la
propriété T, si, pour deux points distincts quelconques de X,
chacun des deux points admet un voisinage qui ne contient pas
lautre point. Autrement dit, un espace topologique X vérifie
la propriété T; si et seulement si tout point de X constitue un
sous-ensemble fermé.

e Séparation 73. On dit qu'un espace topologique X vérifie la
propriété Ty si, pour tout point x € X et tout sous-ensemble
fermé F' C X disjoint de z, il existe deux sous-ensembles ouverts
disjoints de X dont 1'un contient x et ’autre contient F'.

e Séparation 7. On dit qu'un espace topologique X vérifie
la propriété T, si, pour deux sous-ensembles fermés disjoints
quelconques I} C X et Fy, C X, il existe deux sous-ensembles
ouverts disjoints de X dont 1'un contient F) et I'autre contient
FQ.

On dit qu’'un espace topologique est régulier (respectivement, nor-
mal) s’il vérifie les axiomes T et T3 (respectivement, T; et Ty). Tout
espace topologique normal est régulier et séparé. Tout espace métrique
est normal.



On dit qu’un espace topologique X est

e a4 base dénombrable si X admet une base dénombrable ;

e séparable si X admet un sous-ensemble partout dense et dé-
nombrable ;

e a bases dénombrables de voisinages si tout point x € X possede
une base de voisinages dénombrable, c¢’est-a-dire, si, pour tout
point x € X, il existe une suite Vy, Vi, Vo, ... de voisinages
de z telle que tout voisinage de x contienne au moins un des
voisinages V/,.

Si X est a base dénombrable, alors X est séparable. L’énoncé
réciproque est faux (essayez de trouver un exemple d’'un espace topolo-
gique séparable qui n’est pas a base dénombrable). D’autre part, un
espace métrique séparable est a base dénombrable. Si X est a base
dénombrable, alors X est a bases dénombrables de voisinages. L’énoncé
réciproque est faux.

Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologi-
ques X et Y. Si X est séparable, alors f(X) est aussi séparable. Par
contre, il n’est pas suffisant de supposer que X est a base dénombrable
pour affirmer que f(X) est a base dénombrable.

Soit X un espace topologique. Un recouvrement ouvert de X est
une collection de sous-ensembles ouverts {V;};c; de X telle que X =
UjesVj. Le théoreme de Lindelof affirme que, pour tout espace topolo-
gique X a base dénombrable, tout recouvrement ouvert de X possede
un sous-recouvrement dénombrable.

Un espace topologique X est dit quasi-compact si tout recouvrement
ouvert de X possede un sous-recouvrement fini. Un sous-ensemble
A C X d’un espace topologique X est dit quasi-compact si A est quasi-
compact pour la topologie induite.

Exemples.

e Tout ensemble fini muni d'une topologie arbitraire est quasi-
compact.

e Tout ensemble X muni de la topologie anti-discrete est quasi-
compact.

e [’ensemble R muni de la topologie standard n’est pas quasi-
compact. Par contre, tout sous-ensemble A C R de la forme
[a; b] (ol a et b sont des nombres réels tels que a < b) est quasi-
compact.

e L’ensemble R muni de la topologie “fleche” n’est pas quasi-
compact. Par contre, le sous-ensemble [0;+00) C R est quasi-
compact pour la topologie induite par la topologie “fleche”.



e [’ensemble R muni de la topologie de Zariski est quasi-compact.

Si X est un espace topologique quasi-compact et A C X est un
sous-ensemble fermé, alors A est quasi-compact.

Si X est un espace topologique séparé et A C X est sous-espace
topologique quasi-compact, alors A est un sous-ensemble fermé de X.

Soit f : X — Y une application continue entre deux espaces topologi-
ques X et Y. Si X est quasi-compact, alors f(X) est aussi quasi-
compact.

Une application f: X — Y entre deux espaces topologiques X et Y
est dite fermée (respectivement, ouverte) si 'image par f de tout sous-
ensemble fermé (respectivement, ouvert) de X est un sous-ensemble
fermé (respectivement, ouvert) de Y.

Une application continue et bijective est un homéomorphisme si et
seulement si elle est fermée. Soit f : X — Y une application continue
entre un espace topologique quasi-compact X et un espace topologique
séparé Y ; alors, 'application f est fermée. Par conséquent, une appli-
cation continue et bijective entre un espace topologique quasi-compact
et un espace topologique séparé est un homéomorphisme.

Un espace topologique quasi-compact et séparé est dit compact. Tout
espace topologique compact est normal.

1.4. Constructions topologiques. A partir d’un espace topologique
(ou a partir de plusieurs espaces topologiques), on peut construire
d’autres espaces topologiques. Par exemple, si on a un espace topologi-
que X, on peut considérer tous les sous-ensembles de X munis de la
topologie induite. Dans cette section, nous allons mentionner deux
autres constructions d’espaces topologiques.

Soient X et Y deux espaces topologiques. Considérons le produit
cartésien X x Y de X et Y et munissons ce produit de la topologie
(dite topologie produit) dont une base [ est formée par tous les sous-
ensembles D C X x Y delaforme D =Ax B,outAC Xet BCY
sont des sous-ensembles ouverts (vérifiez que cette collection 3 est, ef-
fectivement, une base d’'une topologie sur X x Y). Cette définition se
généralise immédiatement au cas d’'un nombre fini arbitraire de fac-
teurs.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient A C X et BCY
des sous-ensembles (munis de la topologie induite). Alors, la topologie
produit de A x B coincide avec la topologie induite de Ax B C X x Y.

Pour deux espaces topologiques quelconques X et Y, I'application
f: X XY — Y x X définie par f(z,y) = (y,x) est un homéomorphisme
entre les espaces topologiques X x Y et Y x X. Pour trois espaces



topologiques quelconques X, Y et Z, les espaces topologiques
(XxY)xZ Xx(YxZ), XxYxZ

sont naturellement homéomorphes deux a deux.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et soient A C X et BCY
des sous-ensembles fermés. Alors, A x B est un sous-ensemble fermé
de X xY.

Si X et Y sont deux espaces topologiques, alors les deux projections
pry : X xY — Xetpry : X XY — Y sont des applications continues.
La topologie produit sur X x Y est la topologie la moins fine pour
laquelle les projections pry et pry sont continues.

Pour tout point x € X la fibre pry' (z) de pry au-dessus de z (c’est-
a~dire, le sous-espace topologique {z} x Y C X xY') est homéomorphe
a Y ; un homéomorphisme est donné par la restriction de pry sur
{z} x Y. De fagon similaire, pour tout point y € Y, la fibre pry' (y) de
pry au-dessus de y (c’est-a-dire, le sous-espace topologique X x {y} C
X xY) est homéomorphe & X ; un homéomorphisme est donné par la
restriction de pry sur X x {y}.

Soient X, Y et Z des espaces topologiques, et soit f : Z — X XY une
application. Les applications f; = pry o f et fo = pry o f s’appellent
applications coordonnées de f. Pour deux applications quelconques f; :
Z — X et fo: Z =Y, il existe une unique application f: Z — X xY
telle que f; = pry o f et fo = pry o f. L’application f est continue si
et seulement si les applications f; et fs sont continues.

Pour deux applications quelconques ¢, : X; — Y7 et g1 : Xi — Y7,
on peut considérer ’application

g1 xg2 + X1 xXg =Y XY,

définie par (z1,22) — (g91(x1), g2(z2)). L’application g; X go s’appelle
le produit des applications g; et gs. Si les applications g; et g, sont
continues (respectivement, ouvertes), alors 'application g; X g5 est aussi
continue (respectivement, ouverte) ; essayez de trouver un exemple
d’applications fermées g; et go telles que I'application g; X go ne soit
pas fermée.

L’espace topologique X x Y est

e séparé si X et Y sont séparés,

e régulier si X et Y sont réguliers,

e séparable si X et Y sont séparables,

e a base dénombrable si X et Y sont a bases dénombrables,

e a bases dénombrables de voisinages si X et Y sont a bases
dénombrables de voisinages,

e connexe si X et Y sont connexes,
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e connexe par arcs si X et Y sont connexes par arcs,
e quasi-compact si X et Y sont quasi-compacts.

Introduisons maintenant la notion de topologie quotient. Soit (X, 7)
un espace topologique. Une partition de X est un recouvrement de X
par des sous-ensembles non vides (pas forcement ouverts) qui sont deux
a deux disjoints. Une partition de X fournit une relation d’équivalence
sur X : deux éléments quelconques de X sont declarés équivalents s’ils
appartiennent au méme sous-ensemble de la partition. Inversement,
toute relation d’équivalence sur X produit une partition de X : les
sous-ensembles de la partition sont les classes d’équivalence par rapport
a la relation d’équivalence choisie.

Soit ~ une relation d’équivalence sur X. On note X/ ~ 'ensemble
des classes d’équivalence de ~, et on note pr: X — X/ ~ I’application
canonique (qui associe a tout point sa classe d’équivalence). On définit
une topologie 7/ sur X/ ~ par la condition suivante : V' € 7’ si et seule-
ment si pr (V) € 7 (vérifiez que cette condition définit, effectivement,
une topologie sur X/ ~). La topologie 7" sur X/ ~ s’appelle topologie
quotient. Pour la topologie quotient, 'application pr: X — X/ ~ est
continue. En fait, la topologie 7’ est la topologie la plus fine sur X/ ~
pour laquelle I'application pr: X — X/ ~ est continue. On dit que pr
est application quotient.

Un sous-ensemble F' C X/ ~ est fermé (pour la topologie quotient)
si et seulement si pr~!(F) est un sous-ensemble fermé de X.

Pour toute application f: X — Y continue et constante sur les
classes d’équivalence de ~, il existe une unique application continue
f: X/ ~ — Y telle que f = fopr. A homéomorphisme pres,
(X/ ~,7") est 'unique espace topologique qui satisfait cette propriété.

Pour toute relation d’équivalence sur un espace topologique X, on
considere ’ensemble des classes d’équivalence comme espace topolo-
gique (muni de la topologie quotient). On I'appelle espace quotient. Si
X est un espace topologique et ~ est une relation d’équivalence sur X,
alors 'espace quotient X/ ~ est

connexe, si X est connexe,

connexe par arcs, si X est connexe par arcs,
séparable, si X est séparable,
quasi-compact, si X est quasi-compact.

Si X est séparé, 'espace quotient X/ ~ n’est pas forcement séparé.
Par exemple, 'espace quotient de R (muni de la topologie standard)
pour la partition formée par deux sous-ensembles R>q et Ry n’est pas
séparé.
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Soit X un espace topologique pour lequel on fixe une partition (donc,
une relation d’équivalence ~). Pour tout sous-ensemble A C X, on ap-
pelle saturé de A le sous-ensemble pr=!(pr(A)), ou pr: X — X/ ~ est
I’application quotient. On dit que la relation d’équivalence est ouverte
(respectivement, fermée) si, pour tout sous-ensemble A C X qui est
ouvert (respectivement, fermé), le saturé de A est ouvert (respective-
ment, fermé). Une relation d’équivalence est ouverte (respectivement,
fermée) si et seulement si 'application quotient est ouverte (respective-
ment, fermée).

L’espace quotient d’un espace topologique normal par rapport a une
relation d’équivalence fermée est normal. L’espace quotient d’un es-
pace topologique a base dénombrable (respectivement, a bases dénom-
brables de voisinages) par rapport a une relation d’équivalence ouverte
est & base dénombrable (respectivement, a bases dénombrables de voisi-
nages).

1.5. Groupes topologiques et opérations continues de groupes
topologiques. Un groupe topologique est un espace topologique muni
d’une structure de groupe compatible avec la structure topologique,
c’est-a-dire, un espace topologique G' muni d’une structure de groupe
telle que les deux applications

GxG—G

(9. h) = gh
et

G—-G
grg!
soient continues.

Un espace topologique X est muni d’une opération continue d’un
groupe topologique G par la donnée d'une application continue

GxX—X
(9,2) > g-x
telle que

e g-(h-x)=(gh) -z pour tous g, h dans G et tout = dans X,
e et ¢-x =z pour tout x dans X (ici, e € G est ’élément neutre
du groupe topologique G).
Dans ce cas, on dit aussi que G opére continument sur X.
Soit X un espace topologique muni d’une opération continue d’un

groupe topologique G. Tout élément g de GG définit un homéomorphisme
de X dans X.
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Pour tout point z € X, on note G - x 'orbite de = (c’est-a-dire, le
sous-ensemble de X formé par les points de la forme g - x, ou g € G),
et on note G, le stabilisateur de x (c’est-a-dire, le sous-groupe de G
formé par les éléments g tels que g - x coincide avec x).

On note X/G l'ensemble des orbites de l'opération de G sur X.
La relation “étre dans la méme orbite” est une relation d’équivalence
ouverte dans X. En effet, si V C X est un sous-ensemble ouvert,
alors, pour tout g € G, le sous-ensemble g - V' C X est aussi ouvert
(puisque ¢ définit un homéomorphisme de X dans X). Le saturé de
V' est la réunion des sous-ensembles de la forme g -V, ot g € G. Par
conséquent, le saturé de V est ouvert. En particulier, 'application
quotient pr: X — X/G est une application ouverte.

Une opération de G sur X est dite libre si les stabilisateurs de tous
les points de X sont triviaux (dans ce cas, on dit aussi que G opere
librement sur X). Une opération de G sur X est dite propre si, pour
tout sous-ensemble quasi-compact K C X, l'ensemble des éléments
g € G tels que (¢g- K)NK # & est fini (dans ce cas, on dit aussi que G
opere proprement sur X ). Une opération d’'un groupe discret G sur X
est dite totalement discontinue si tout point de X possede un voisinage
ouvert V tel que (¢- V)NV = @& pour tout élément g € G différent de
I’élément neutre.

Si un groupe fini discret GG opeére librement sur un espace topologique
séparé, alors 'opération de GG est totalement discontinue. Plus générale-
ment, si un groupe discret G' opere librement et proprement sur un
espace topologique X que l'on suppose localement compact (c’est-a-
dire, un espace topologique séparé dont tout point admet un voisinage
compact), alors I'opération de G est totalement discontinue. De plus,
sous ces hypotheses, 'espace quotient X/G est séparé.

2. HOMOTOPIE

2.1. Définitions. La notion d’homotopie formalise une conception in-
tuitive de déformation continue d’applications.

Soient f: X — Y et g: X — Y deux applications continues entre
des espaces topologiques X et Y. Comme d’habitude, on pose I =
[0;1]. Une homotopie entre f et g est une application continue H :
X x I =Y telle que H(z,0) = f(x) et H(x,1) = g(x) pour tout point
x € X. S'il existe une homotopie entre f et g, on dit que f et g sont
homotopes. Dans ce cas, on écrit f ~ g.

Soit H une homotopie entre f: X — Y et g : X — Y. Pour tout
point € X et pour tout ¢t € I, on pose H(xz,t) = hy(x). Cette notation
symbolise un point de vue important sur H : pour chaque t € I fixé,
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on a une application x — hy(z), et 'homotopie H peut étre considérée
comme famille d’applications h; : X — Y indexées par t € I. Chaque
application hy, t € I, est continue (h; est une restriction de I’homotopie
H sur la fibre X x {t} C X x I).

L’application hg coincide avec f et 'application h; coincide avec g.
Donc, une homotopie entre f et g peut étre vue comme famille continue
d’applications qui relie f et g.

La relation étre homotope est une relation d’équivalence. En effet,

e pour toute application continue f : X — Y, 'application H :
X x I — Y définie par H(x,t) = x est une homotopie entre f
et [

e si H est une homotopie entre des applications f : X — Y et
g : X — Y, alors I'application H' : X x I — Y définie par
H'(z,t) = H(x,1 —t) est une homotopie entre g et f ;

e si H est une homotopie entre des applications f : X — Y et
f': X =Y, et H est une homotopie entre des applications
fle X —=Yet f/: X =Y, alors 'application H” : X x [ =Y
définie par

" ) H(x,2t), si t€[0;1/2],
H(e,t) = {H’(a;,2t— 1), sitell/2:1],

est une homotopie entre f et f”.

Par conséquent, on a une partition de 1’ensemble C(X,Y") des appli-
cations continues entre X et Y en classes d’équivalence. Ces classes
s’appellent les classes d’homotopie des applications de X dans Y. L’en-
semble des classes d’homotopie des applications entre X et Y est noté
m(X,Y). Siune application f : X — Y est homotope a une application
constante, on dit que f est homotope a zéro.

Soit n un nombre entier positif ou nul. Pour tout espace topologique
X, deux applications continues f : X — R" et g : X — R" quelconques
sont homotopes. En effet, 'application H : X x I — R™ définie par

H(x,t) = (1 —1)f(x) + tg(x)

est une homotopie entre f et g.

Donnons maintenant un exemple de deux applications continues qui
ne sont pas homotopes. Soit X un espace topologique quelconque,
et soit Y un espace topologique ayant au moins deux composantes
connexes par arcs. Considérons deux points y; et yo de Y tels que ces
points appartiennent a des composantes connexes par arcs différentes
de Y. Posons fi(x) = y; et fo(x) = yo pour tout point x € X. Alors,
les deux applications constantes f; : X — Y et fo : X — Y ne sont
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pas homotopes. En effet, si H : X x I — Y est une homotopie entre f;
et fy, alors, pour tout point z € X, on a un chemin v, : I — Y, défini
par 7, (t) = H(z,t), qui relie y; et yo. Par contre, si les points y; et ys
appartiennent a la méme composante connexe par arcs de Y, alors les
applications constantes f; et fo sont homotopes.

Proposition 1. Soient M, N, X et Y des espaces topologiques, et
sotent g : M — X, f: X =Y, ff: X =>Y e h:Y — N des
applications continues telles que f ~ f'. Soit H : X x I = Y une
homotopie entre f et f'. Alors, ho H o (g X id;) est une homotopie
entre hofog: M — N etho flog: M — N (iciid; : I — I est
Uapplication identité).

Démonstration. L’application G = ho Ho (g xid;) : M x I — N
est continue. De plus, pour tout point x € M, on a

G(x,0) = h(H(g(x),0)) = h(f(g(z))),
G(z,1) = h(H(g(x),1)) = h(f'(9(x))).
Donc, G est une homotopie entre ho foget ho f'og. U

Proposition 2. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, et soient
f:Z > XxY etg: Z — XXY deux applications continues. Alors, les
applications f et g sont homotopes si et seulement siprxo f: 7 — X
est homotope a prxoqg: Z — X et pryo f : Z — Y est homotope a
pryog:Z =Y (icipry : X XY — X et pry : X XY =Y sont les
projections).

Démonstration. Supposons que les applications f et g sont homo-
topes. Soit H : Z x I — X x Y une homotopie entre f et g. Alors,
pry o H est une homotopie entre prx o f et prx og, et pry o H est une
homotopie entre pry o f et pry og.

Supposons maintenant que prx o f et prx o g sont homotopes et que
pry o f et pry og sont homotopes. Soit Hy : Z x I — X une homotopie
entre prx o f et prx og, et soit Hy : Z x I — Y une homotopie entre
pry o f et pry o g. Alors, 'application H : Z x I — X x Y définie par
(z,t) = (Hx(z,t), Hy(z,t)) est une homotopie entre f et g. O

Soient X et Y des espaces topologiques, et soit A C X un sous-espace
topologique. Une homotopie H : X x I — Y est dite relative a A si
H(a,t) = H(a,0) pour tout a € A et tout t € I. Si deux applications
f:X = Yetg: X — Y sont reliées par une homotopie relative
a A, on dit que f et g sont homotopes relativement a A et on écrit
f ~ g rel A. Bien sur, deux applications homotopes relativement a A
coincident sur A. La relation étre homotope relativement a A est



15

une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence de cette relation
s’appellent classes de A-homotopie des applications de X dans Y.

Les démonstrations des deux propositions suivantes sont complete-
ment similaires a celles des Propositions 1 et 2.

Proposition 3. Soient M, N, X etY des espaces topologiques, et soit
A C X un sous-espace topologique. Soient g : M — X, f: X =Y,
ff: X =Y eth:Y — N des applications continues telles que f ~
f'rel A. Soit H: X x I — Y une homotopie entre f et f' relative a A.
Alors, ho H o (g x id;) est une homotopie entre ho fog: M — N et
ho flog: M — N relative a g~ (A). O

Proposition 4. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, et soit
A C Z un sous-espace topologique. Sotent f : Z — X XY etg: 72 —
X XY deux applications continues. Alors, les applications f et g sont
homotopes relativement a A si et seulement si pry o f : Z — X est
homotope a pry o g: Z — X relativement a A etpry o f:Z —Y est
homotope a pry o g : Z — Y relativement a A. 0

2.2. Propriétés homotopiques de la multiplication de chemins.
Soit X un espace topologique, et soient v : I — X et 4/ : [ — X deux
chemins. Il est facile de vérifier que deux applications ~ et +" sont ho-
motopes si et seulement si y(7) et 7/(I) sont dans la méme composante
connexe par arcs de X. On obtient une notion plus intéressante si
on considere les homotopies relatives aux extrémités de I, c’est-a-dire,
relatives au sous-ensemble {0,1} C I.

On dit que deux chemins v: I — X et 7/ : I — X sont homotopes
si les applications v et 7' sont homotopes relativement a {0,1}. Les
classes de {0, 1}-homotopie des applications de I dans X s’appellent
classes d’homotopie des chemins dans X. Si v est un chemin dans X,
on note [v] la classe d’homotopie de 7.

F1GURE 1. Chemins homotopes
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Si 71 et y2 sont deux chemins dans X tels que le point d’arrivée de
~1 coincide avec le point de départ de s, on peut considérer le produit

7172 de 71 et ya.

Proposition 5. Soit X un espace topologique, et soient v, et vo deux
chemins dans X tels que le point d’arrivée de v, coincide avec le point
de départ de 5. Considérons deuz chemins | et v, dans X tels que
les chemins 7, et ] soient homotopes et les chemins 7y, et vy soient
aussi homotopes. Alors, le point d’arrivée de | coincide avec le point

de départ de 7}, et on a [y172] = [7175)-

Démonstration. L’affirmation sur le point d’arrivée de 7} et le point
de départ de ~4 est immédiate. Soit Hy : [ x I — X (respectivement,
Hjy : I x I — X) une homotopie entre les chemins v; et 7, (respective-
ment, les chemins v, et 44). Une homotopie H : I x I — X entre les
chemins 71y, et v175 est donnée par

_J Hi(2s,1), si s €[0;1/2],
His,t) = {HQ(zs ~1,t), siose[l/21].

Donc, [v172] = [1173]- O

Y2
Y1

FIGURE 2. Homotopie entre v;y2 et v175

La Proposition 5 permet de définir une opération de multiplication
sur les classes d’homotopie des chemins dans X : pour deux classes ¢;
et co qui sont représentées, respectivement, par des chemins v; et ¥,
tels que v1(1) = 12(0), on peut définir le produit c;co qui est la classe
du chemin ~;7,.

Considérons des chemins 7y, 7, et 3 dans X tels que les produits
Y172 €t 27y soient définis (c’est-a-dire, 1 (1) = 72(0) et v2(1) = ~3(0)).
L’égalité (y172)7v3 = 71(7273) nest pas forcement vraie, autrement dit,
la multiplication de chemins n’est pas, en général, associative. Par
contre, pour la multiplication de classes d’homotopie de chemins, on a
I’associativité.
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Proposition 6. Considérons des chemins v, v2 et v3 dans X tels que
les produits 17y, et o3 soient définis. Alors,
(nlbheDlsl = [nl(halbs)).

Démonstration. Considérons 'application v : I — [ définie par

L si ¢ €[0;1],

b(t)=qt—1, st telzil

2t—1, si tel31]
On vérifie facilement que I'application ¢ est continue et que, pour tout
tel, ona

(1172)73(2 (1)) = 71(7273) (¢)-
D’autre part, on a ¢ ~ id; rel {0,1}. Une homotopie H : [ x [ — I
relative a {0, 1} entre ¢ et id; est donnée par
H(s,t) = (1 —t)y(s) +ts.
Il reste a appliquer la Proposition 3. U

La construction de I’homotopie H dans la démonstration de la Propo-
sition 6 se généralise et donne 1’énoncé suivant.

Lemma 7. Soit v : I — I un chemin dont le point de départ coincide
avec 0 et le point d’arrivée coincide avec 1. Alors, le chemin 1 est
homotope au chemin idy : [ — 1. l

Rappelons que, pour tout point € X, on note e, le chemin constant
I — X défini pare, : t— x,t € I.

Proposition 8. Soit X un espace topologique, et soit x € X un point.
Considérons des chemins v, et o dans X tels que y1(1) = x = 72(0).
Alors,
Mllex] = ml, [exlle] = hal-
Démonstration. Considérons 'application v, : I — [ définie par
2t, si te0;l],
1, sitels1].

et Iapplication 1 : I — I définie par
0, si te(0;l],
Po(t) = : L2
2t — 1, si te[3;1]
Les applications 1, et 1), sont continues et, pour tout t € I, on a

Tex(t) = 1 (¥i(t)),
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exY2(t) = 72(¥a(t)).

Il reste a appliquer le Lemme 7 et la Proposition 3. O
L’énoncé suivant est similaire au Lemme 7.

Lemma 9. Soit ¢ : I — I un chemin dont le point de départ et le
point d’arrivée coincident avec 0. Alors, le chemin 1 est homotope au
chemin constant eq : I — 1. ]

Proposition 10. Soit X un espace topologique, et soit v un chemin
dans X. On pose p =~(0) et ¢ =~(1). Alors,

M T =le], [0 = [ed],

ot v~ est le chemin inverse de 7.

Démonstration. Considérons 'application v : I — [ définie par

2t si te0;2]
t) = ) » 21
Vi) {2—2t, si te (3]

L’application 1) est continue et, pour tout t € I, on a

) = (0 (1)),
YT =T (()

Il reste a appliquer le Lemme 9 et la Proposition 3. O

3. GROUPE FONDAMENTAL

3.1. Définition et premieres propriétés. Soit X un espace topolo-
gique non vide, et soit g € X un point. Un lacet de base x(y est un
chemin v : I — X tel que le point de départ et le point d’arrivée de
v coincident avec xg. Notons €1(X, z9) 'ensemble des lacets de base
xo dans X, et notons m (X, zg) ’ensemble des classes d’homotopie des
lacets de base xy. La multiplication de chemins munit chacun des deux
ensembles (X, o) et m1 (X, x9) d'une opération de multiplication.

Proposition 11. Pour tout espace topologique non vide X et pour tout
point xg € X, l'ensemble w1 (X, x) muni de l'opération de multiplication
(provenant de la multiplication de chemins) est un groupe.

Démonstration. D’apres la Proposition 6, 'opération de multiplica-
tion sur m (X, zg) est associative.

Notons e,, le lacet constant de base x, c’est-a-dire, le chemin e, :
I — X tel que e(t) = zp pour tout ¢ € I. La Proposition 8 implique
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que la classe d’homotopie € = [e,,] de e,, vérifie les relations suivantes
pour tout a € (X, xp) :

EQx = x = Q.

De plus, pour toute classe « € m1(X, o), on peut choisir un répresentant
v de « et considérer la classe d’homotopie [y~!] du lacet inverse 1.
On pose a~! = [y7!]. D’apres la Proposition 10, on a aa™! = ¢ et
ata=c¢. O

Le groupe (X, xo) s’appelle le groupe fondamental de X de base
Zg.

Exemple. Soit n un nombre entier positif ou nul. Le groupe 71 (R™,0)
est trivial. (Ici R™ est muni de la topologie standard.) En effet, tout
lacet de base 0 dans R™ est homotope au lacet constant eg.

Exercice. Soit X un ensemble non vide muni de la topologie anti-
discrete, et soit xp € X un point. Trouver le groupe fondamental
T (X, .CE()).

Proposition 12. Soit X un espace topologique non vide, et soit =y :
I — X un chemin. On pose x = v(0) et y = v(1). Alors, Uapplication
oy (X, y) = m (X, z) définie par

a = [ylaly™

est un isomorphisme.

Démonstration. Montrons que ¢, est un morphisme de groupes.
Pour deux éléments quelconques ay et ay de m (X, y), on a

pr(araz) = [Yl(aras) [y = Plaa [y lea [y = s (a1)p, (az).
De plus, I'application ¢, est bijective, son inverse est 'application
oy (X, 2) = (X, y). En effet,
(-1 09)(@) = [l =«
pour tout a € m(X,y). De facon similaire, ¢, 0 p,-1 @ m(X,z) —

(X, x) est l'identité. O

L’isomorphisme ¢, introduit ci-dessus, s’appelle isomorphisme de
changement de point de base le long du chemin 7. L’isomorphisme ¢,
ne dépend que de la classe d’homotopie de ~.

Corollaire 13. Soit X un espace topologique non vide et connexe par
arcs, et soient x et y deux points de X. Alors, les groupes m (X, x) et
w1 (X, y) sont isomorphes. U
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Pour les espaces connexes par arcs, on parle souvent de groupe fon-
damental sans préciser le point base.

On dit qu'un espace topologique non vide est simplement conneze si
cet espace est connexe par arcs et son groupe fondamental est trivial.
Comme nous avons vu ci-dessus, R” est simplement connexe pour tout
entier n positif ou nul.

Proposition 14. Soit X un espace topologique non vide et connexe par
arcs. Alors, X est simplement connexe si et seulement si deux chemins
quelconques dans X qui ont le méme point de départ et le méme point
d’arrivée sont homotopes.

Démonstration. Supposons que X est simplement connexe. Soient x
et y deux points de X, et soient 7; et v, deux chemins reliant x et y.
Alors, les lacets 17, * et 47 ', sont homotopes aux lacets constants e,
et e,, respectivement. Donc,

] = lbn el = el

L’implication réciproque est immédiate. O

3.2. Applications continues et groupe fondamental. Soient X et
Y deux espaces topologiques non vides, et soient 2o € X et yp € Y des
points. A toute application continue f : X — Y telle que f(xg) =
Yo, nous allons associer un morphisme f, : m (X, z9) — m(Y,yo) des
groupes fondamentaux (X, o) et w1 (Y, vo)-

La construction est la suivante. A tout lacet v de base xy dans X,
on associe le lacet f oy de base yo dans Y. Si deux lacets v, et o
de base xg sont homotopes, alors les lacets f oy, et f oy de base g
sont aussi homotopes. En effet, une homotopie H entre les lacets v, et
~o produit une homotopie f o H entre les lacets f oy, et f o~yy. Par
conséquent, on obtient une application f, de m (X, zo) dans 71 (Y, yo).

Proposition 15. L’application f. : m (X, z0) = m1(Y,v0) est un mor-
phisme de groupes.

Démonstration. Soient a et o deux éléments de (X, x¢), et soient
v et v des représentants de « et o/, respectivement. Alors,

filaa') = [fo ()] =[(f o) (f o )] = fula) fuld).

O
On dit que f, est le morphisme induit par f. L’énoncé suivant est
immédiat.
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Proposition 16. Soient X, Y et Z des espaces topologiques non vides,
soit xg € X un point, et soient f : X =Y et g:Y — Z des applica-
tions continues. Alors,

(g0 f)e=gs0 fi:m(X,z0) = m(Z, g(f(20)))-
De plus, siid : X — X est Uidentité, alors id, : m (X, xo) — m1 (X, x¢)
est aussi ['identité. 0

Corollaire 17. St f : X — Y est un homéomorphisme, alors, pour
tout point xg € X, le morphisme induit f. : (X, x0) = m (Y, f(x0))
est un isomorphisme de groupes ayant (f~1), pour inverse.

Démonstration. L’application f~! o f est I'identité idyx : X — X.
Donc, le morphisme (f™1), o f. : m (X, 29) — 7 (X, 10) est 'identité.
De facon similaire, f, o (f71), : 7 (Y, f(z0)) — mi (Y, f(x0)) est aussi
I'identité. O
Proposition 18. Soit X un espace topologique non vide, et soit xog € X
un point. Notons C' la composante connexe par arcs de X telle que
xo € C. Alors, le morphisme

in, : 7T1<C, 230) — 7T1(X, .Z'O)
induit par Uinclusion in : C'— X est un isomorphisme.

Démonstration. Tout lacet de base o dans X est entierement con-
tenu dans C'. Donc, le morphisme in, est surjectif. Pour montrer que
in, est injectif, considérons un lacet 7 de base zy dans X tel que ~
soit homotope au lacet constant e,,. Notons H : [0,1] x [0,1] — X
une homotopie reliant 7y et e,,,. L'image de I est entierement contenue
dans C', donc H fournit une homotopie entre C et e,, vus comme lacets
dans C. O

Proposition 19. Soient X et Y des espaces topologiques non vides,
soit xg € X un point, et soient f : X — Y et g: X — Y des
applications continues qui sont homotopes relativement a {xo} C X.

Alors, f, = g,.

Démonstration. Si H : X x I — Y est une homotopie relative a {x}
entre f et g, alors, pour tout lacet v de base zy dans X, I'homotopie
H o (v x Idy) certifie que les lacets f oy et go~y de base f(xg) = g(xo)
sont homotopes (voir la Proposition 3). O

Proposition 20. Soient X etY des espaces topologiques non vides, et
soient xg € X et yo € Y des points. Alors, 'application

P 7T1(X X Y, (l’o,@/g)) — 7T1(X, LC()) X Wl(Y,yo),
définie par P(a) = ((pry)«(@), (pry)«(a)), est un isomorphisme.
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Démonstration. IL’application P est clairement un morphisme de
groupes. Si yx : I — X est un lacet de base zg et si vy : I — Y est un
lacet de base yo, alors v : I — X x Y définie par v(t) = (vx(t), vy (¢))
est un lacet de base (xg, o). Donc, 'application P est surjective.
L’injectivité de P se démontre par les arguments compléetement sim-
ilaires a ceux de la démonstration de la Proposition 4. En effet, con-
sidérons un lacet v : I — X x Y de base (z9,%0) tel que les lacets
vx = Pry oy et vy = pry o~y soient homotopes aux lacets constants
ex, €t ey, respectivement. Soit Hx : [ x I — X (respectivement,
Hy : I x I —Y') une homotopie entre les lacets vx et e, (respective-
ment, les lacets 7y et ey, ). Alors, I'application H : I x [ — X xY
définie par H(s,t) = (Hx(s,t), Hy(s,t)) est une homotopie entre 7y et

le lacet constant ey y,)- U

3.3. Types d’homotopie. Soit f : X — Y une application con-
tinue entre deux espaces topologiques X et Y. On dit que f est une
équivalence d’homotopie 'l existe une application continue g : ¥ — X
telle que g o f soit homotope a idy : X — X et f o g soit homotope a
idy : Y =Y.

On dit que deux espaces topologiques X et Y ont le méme type
d’homotopie s’il existe une équivalence d’homotopie f : X — Y. La re-
lation “avoir le méme type d’homotopie” est une relation d’équivalence.

Exemples.

e Deux espaces topologiques homéomorphes ont toujours le méme
type d’homotopie.

e Soit n un nombre entier positif ou nul. L’espace R a le méme
type d’homotopie quun point. Pour vérifier cette affirmation,
considérons 'application constante f : R™ — {0} et I'inclusion
g : {0} — R™ L’application composée f o g : {0} — {0} est
Iidentité. L’application composée gof : R™ — R™ est homotope
a id : R — R™ : une homotopie H : R” x I — R" est donnée
par H(x,t) = tx.

e Soit n un nombre entier strictement positif. L’espace topolo-
gique R™\ {0} et la sphere S"! de dimension n—1 ont le méme
type d’homotopie. On représente S™~! comme sphére unité
dans R™. Pour f, on utilise U'inclusion de S™~! dans R" \ {0}.
Pour g, on utilise la projection radiale de R™ \ {0} sur S"!
cg(z) = [ pour tout z € R” \ {0}. La composée go f est
I'identité sur S™ 1. La composée f o g est homotope a I'idéntité
sur R™\ {0}, ce qui est certifié par ’homotopie

H:(R*\ {0}) x I —R"\ {0}
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définie par

Hz,t) = (1— 1)~

— +tx.
[Ed]

On dit qu’'un espace topologique est contractile s’il a le méme type
d’homotopie qu'un point. Par exemple, R" est contractile pour tout
entier n positif ou nul. De fagon similaire, la boule unité

D" ={z e R" [ [jzf| <1}
est contractile pour tout entier n positif ou nul.

Proposition 21. Soient X et Y deux espaces topologiques non vides
et connexes par arcs qui ont le méme type d’homotopie. Alors, leurs
groupes fondamentauz sont isomorphes.

Démonstration. Considérons deux applications continues f : X — Y
et g:Y — X telles que g o f soit homotope a 'identité idy : X — X
et f o g soit homotope a l'identité idy : Y — Y. Soit H : X x [ — X
une homotopie entre go f et idx : X — X. Soit ¢ € X un point. On
a deux morphismes

ferm(X,w0) = m(Y, f20)) et go : m(Y, f(z0)) = mi(w, g(f(70)))-

Nous allons montrer que la composée

g« o fu: m(X,20) = m (X, g(f(20)))

est un isomorphisme. Plus précisement, nous allons montrer que g, o f,
coincide avec I'isomorphisme ¢, de changement de point de base le long
du chemin ¢ : I — X défini par ¢(t) = H(zo,t) pour tout t € I.

Soit v : I — X un lacet de base zy dans X. Une homotopie F :
I x I — X entre les lacets go f oy et cyc™! est donnée par

c(3s), si s € (05 5],
F(s,t) = ¢ H(v(325s — 35), 1), si s€[51—1]
c(3 = 3s), siose[l— L]

Donc, (g. 0 £.)(1]) = [90 £ 0] = [e3¢™] = (). De facon similaire,
on montre que la composée f. o g, : T (Y, f(xo)) — m (Y, f(g(f(x0))))
est aussi un isomorphisme. 0

Corollaire 22. Tout espace topologique contractile est simplement con-
nexe. 0
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F1GURE 3. Homotopie F'

3.4. Rétractes. Soit X un espace topologique, et soit A C X un sous-
espace. On dit que A est un rétracte de X s’il existe une application
continue r : X — A telle que r(a) = a pour tout point a € A. Une
telle application r s’appelle une rétraction.

Exemples.

e Pour tout espace topologique X, tout point de X est un rétracte
de X.

e Pour deux nombres réels quelconques a et b tels que a < b,
Iintervalle [a, b] est un rétracte de R.

e La O-sphere S° = {—1,1} n’est pas un rétracte de 'intervalle
D' = [—1,1]. En effet, I'existence d’une rétraction r : D! — S°
contredit le fait que S° = r(D') n’est pas connexe.

Proposition 23. Soit r : X — A wune rétraction, et soit xqg € A
un point. Notons in : A — X [Uinclusion de A dans X. Alors, le
morphisme 1, : m(X,x0) — m(A, o) est surjectif et le morphisme
in, : m (A, o) — m (X, z0) est injectif.

Démonstration. I’application r o in coincide avec idy : A — A.
Dong, 7, oin, est 'identité m (A, zg) — m (A, z). Par conséquent, r,
est surjectif et in, est injectif. O

On dit que A C X est un rétracte par déformation de X §’il existe
une rétraction r : X — A telle que la composition in o r de r et de
I'inclusion in : A < X soit homotope a l'identité idy : X — X. Une
telle application r s’appelle une rétraction par déformation. On dit
que 7 : X — A est une rétraction forte par déformation si in o r est
homotope a l'identité idy : X — X relativement a A.

Une rétraction par déformation est une équivalence d’homotopie.
Par conséquent, on a 1’énoncé suivant.
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Proposition 24. Soit r : X — A une rétraction par déformation, et
soit xy € A un point. Alors, le morphisme in, : w1 (A, o) — 71 (X, x¢)
induit par Uinclusion in : A — X est un isomorpisme. 0

3.5. Groupe fondamental du cercle. Le but de cette section est de
calculer le groupe fondamental du cercle S (on représente S' comme
cercle unité dans R? = C).

Notons v : I — S' I'application définie par vV (t) = exp(2mit).
C’est un lacet de base 1 dans S'. On pose aussi 7™ (t) = exp(2mint)
pour tout ¢t € I et tout entier n. On a [y™] = [yM]". Nous allons
montrer que Iapplication Z — 7;(S*, 1) définie par n > [y™] est un
isomorphisme de groupes.

Proposition 25. Soit v : I — S' un lacet de base 1 dans S*, et soit
xg € Z C R un point. Il existe un unique chemin v : I — R tel que
Expo?d =7 et 5(0) = z9, ot Exp : R — St est lapplication définie
par t — exp(2mit).

Démonstration. L’unicité de 7 est immédiate : la différence entre

deux tels chemins est une application continue de I dans l’ensemble Z

(muni de la topologie discrete) ; cette différence est, donc, constante

(égale a 0, car les points de départ des deux chemins coincident).
Pour construire 7, considérons un recouvrement ouvert

= (S"\{iH U S\ {-i})

de S'. L’image inverse Exp '(S'\ {i}) est une réunion d’intervalles
ouverts de R, deux a deux disjoints, tels que la restriction de Exp sur
chaque intervalle soit un homéomorphisme entre I'intervalle et S\ {7} ;
I’application inverse peut étre décrite a 1’aide de la branche appropriée
du logarithme complexe. L’affirmation similaire est vraie aussi pour
ST\ {—i}.

Puisque I'intervalle I est compact, il peut étre divisé en sous-intevalles
par une collection finie de points 0 = ag < a1 < ... < ap_1 < ap =1
tels que I'image par v de tout sous-intervalle [a;,a;41], j =0, ..., k—1,
soit entirement contenue dans (au moins) un des ensembles S\ {i} et
ST\ {—i}.

On définit I'application 7 sur [0, a;] par récurrence sur j. Pour j = 0,
on a 7(0) = zo. Supposons que 7 est déja défini sur [0, a;], out j = 0,

o k=1 On a(lag,a5)) © S\ {3} ou A([as, aza]) € S'\ {=i}.
Supposons, par exemple, que v([a;, a;+1]) € ST\ {i} (le deuxieme cas
est completement similaire). Soit V' C R la composante connexe de
Exp '(S!\ {i}) telle que F(a;) € V. La restriction p de Exp sur V
est un homéomorphisme entre V et S\ {i}. Sur l'intervalle [a;, a;1],
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on considere la composée p~" o (V|(a,10,,4]), Cette application se recolle
avec I'application 7§ déja définie sur [0, a;] pour donner une application
continue 7 sur [0, a;41]. O

Le chemin 7 de la Proposition 25 s’appelle relevement de ~.

Proposition 26. Soit v : I — S' un lacet de base 1 dans S*, et soit
v : I — R un relévement de . Alors, 7(1) —5(0) est un nombre entier
qui ne dépend pas du choiz de point de départ de 7.

Démonstration. Le nombre 7(1) —7(0) est entier, car « est un lacet
et Exp oy = 7. Deux relevements quelconques de ~ different par une
translation. 0

La différence 7(1) — 5(0) s’appelle le degré de . Par exemple, pour
tout entier n, le degré de v(™ est égal & n.

Proposition 27. Soient v; : I — S et v : I — S' deux lacets
homotopes de base 1 dans S'. Alors, v1 et 5 ont le méme degré.

Démontration. Les arguments sont tres similaires a ceux de la dé-
monstration de la Proposition 25.

Soient 77 : I — R et 75 : I — R les relevements de 7, et 7,
respectivement, tels que 3;(0) = 32(0) = 0. Soit H : I x I — S une
homotopie entre les lacets v; et 7,.

Puisque le carré I x I est compact, il peut étre divisé en rectangles

Ri_j = {(S,t) el x] | a; <s< Aiy1, bj <t< bj+1}7

i=0,....k—=1, j=0,....0—1,
donnés par deux collections finies de points

0:a0<a1<...<ak_1<ak:1,

O0=by<by <...<bi_1<b =1,
tels que I'image par H de tout rectangle I2;; soit entirement contenue
dans (au moins) un des ensembles S'\ {i} et S*\ {—i}. Un relevement
de H, c’est-a-dire, une application continue H : I x I — R telle que
Expo H = H et H(0,0) = 0, peut étre construit par une procédure
récursive similaire a celle de la démonstration de la Proposition 25.

L’application ¢ — H(0,t) est a valeurs entieres, donc, constante

sur 'intervalle 7. De méme fagon, 'application ¢ — H(1,t) est con-
stante sur 1. De plus, I'unicité de relevement de chemins implique que
H(s,0) = 71(s) et H(s,1) = 72(s) pour tout s € I. Par conséquent,
les chemins 7; et 7, sont homotopes, et les lacets ; et v, ont le méme
degré. 0
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La proposition 27 implique que, a tout élément o € 7;(S*, 1) on peut
associer un degré d(«) : c’est le degré de tout représentant de a.

Proposition 28. L’application d : m(S*,1) — Z, qui associe a tout
élément o € m1(S*, 1) son degré d(a), est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Montrons d’abord que d : m;(S',1) — Z est une
bijection. L’ application d est clairement surjective : pour tout nombre
entier n, on peut choisir un chemin ¢ : I — R qui relie 0 et n, et Expod
est un lacet de base 1 et de degré n (on peut aussi prendre v™), c’est
un lacet de degré n).

L’application d : 7 (S',1) — Z est injective. En effet, soit n un
nombre entier, et soient a; et ay des éléments de degré n de (S, 1).
Considérons des lacets v; et 9 représentant a; et apg, respectivement.
Soient 71 et Y5 les relevements de 7, et 7, respectivement, reliant 0 et
n. Alors, 7, et 75 sont homotopes (c¢f. Lemme 7) : une homotopie est
donnée par

H(s,t) = (1 = t)71(s) + t7a(s).
Par consésquent, I'application Exp o H certifie que les lacets v, et 7
sont homotopes.

Montrons maintenant que d : m;(S*,1) — Z est un morphisme de
groupes. Considérons des lacets v, et v, de base 1 dans S'. Soit
1 o I — R le relevement de v, tel que 7;(0) = 0, et soit Y5 : [ — R le
relevement de 75 tel que 72(0) = 41(1). Le degré d(y172) est égal a7,(1).
Drautre part, d(v1) = 71(1) et d(y2) = 72(1) —72(0) = F2(1) — 71 (1).
Donc, d(1172) = d(m) + d(72). O

Nous avons montré que le groupe fondamental 7;(S?, 1) est isomor-
phe a Z.

Corollaire 29. Pour tout entier m strictement positif, le groupe fon-
damental de (S*)™ est isomorphe a Z™. O

3.6. Quelques applications. La premiere application de résultats
présentés ci-dessus est 1’énoncé suivant.

Proposition 30. Le cercle S' C D? n'est pas un rétracte de la boule
D? ={(z,y) e R* | 2?2 +y* < 1}.

Démonstration. La boule D? est simplement connexe, et le groupe
fondamental de S! est isomorphe Z. Puisqu’il n’y a pas de morphisme
surjective du groupe trivial dans Z, la Proposition 23 implique que S*
n’est pas un rétracte de D?. O

Corollaire 31 (Théoreme de Brouwer). Toute application continue
f: D?* = D? a au moins un point fize.
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Démonstration. Supposons que f : D? — D? est une application
continue qui n’admet aucun point fixe. Pour tout point z € D?, il
existe un nombre réel A, > 0 tel que ||f(x) + A\y(z — f(x))]| =1: le
vecteur f(z)+A;(z— f(x)) correspond au point d’intersection du cercle
St et la demi-droite ayant le point f(z) pour extremité et passant par
le point z.

L’application qui & tout point € D? associe f(z)+ A, (z— f(x)) est
continue. (Vérifiez cette affirmation !) De plus, la restriction de cette
application sur St est l'identité idg: : S* — S. Donc, cette application
est une rétraction de D? sur S*. Contradiction. O

3.7. Version faible du théoréme de van Kampen. Le théoreme
de van Kampen est un outil important qui, dans certains cas, permet de
calculer le groupe fondamental. Dans cette section, nous considérons
une version faible du théoreme de van Kampen.

Proposition 32 (Théoreme de van Kampen faible). Soit X un espace
topologique non vide et conneze par arcs. Soit X = U;UUy un recouvre-
ment ouvert de X tel que Uy, Uy et UyNUy soient non vides et connexes
par arcs. Soit xg € Uy N Uy un point. Alors, le groupe m (X, xg) est
engendré par les images des groupes w1 (Ui, xo) et m(Us,zo) par les
morphismes induits par les inclusions Uy — X et Uy — X, respective-
ment.

Démonstration. Soit 7 : I — X un lacet de base zy. Comme dans
la démonstration de la Proposition 25, on divise 'intervalle I en sous-
intevalles par une collection finie de points

O=ar<a1 <...<ap1<a,=1

tels que 'image par v de tout sous-intervalle [aj, aj11], 7 =0, ..., k—1,
soit entierement contenue dans (au moins) un des ensembles U; et Us,
et les images par <y de tous les points a;, 7 =0, ..., k, appartiennent a
Uy NUs.

Pour tout entier j entre 0 et k — 1, soit 7 : I — X le chemin
obtenu de la restriction de v sur [a;, a;+1] par un changement affine de
parametre :

() = v((aj41 — a;)t + a;).
De plus, pour tout entier 5 entre 1 et k — 1, choisissons un chemin
§; : I — Uy NU; qui relie zg et y(a;). 1l reste a remarquer que

(V] = [v00; 017105 " 6aa - - - 83ty k1]

et I'image de chaque chemin 7051_1, 517152_1, e 5k_ﬂk_1(5k__11, Ok—_1Vk
est entierement contenue dans U; ou Us. ]
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Corollaire 33. Soit X un espace topologique non vide et connexe par
arcs. Supposons que X possede un recouvrement ouvert X = U; U Uy
tel que Uy et Uy soient simplement connexes et Uy N Uy soit non vide
et connexe par arcs. Alors, X est simplement connexe. 0]

Corollaire 34. Soit n > 2 un nombre entier. Alors, la sphére S™ est
simplement conneze.

Démonstration. On identifie S™ avec la sphere unité dans R™**. On a
un recouvrement ouvert S" = U;UU, de S™, ou Uy = S™\{(0,...,0,1)}
et Uy = 5™\ {(0,...,0,—1)}. Par projection stéréographique, chacun
des ouverts U; et U; est homéomorphe a R™. De plus, par projection
stéréographique, U; N Uy est homéomorphe a R™ \ {0}, c’est-a-dire,
homéomorphe & S"~! x R. Donc, U; N U, est connexe par arcs, et on
peut utiliser le Corollaire 33. O

Proposition 35. (1) Soit n > 0 un nombre entier différent de 1.
Alors, R" n'est pas homéomorphe a R'.
(2) Soit m > 0 un nombre entier différent de 2. Alors, R™ n’est
pas homéomorphe a R?.

Démonstration. La premiere affirmation est tres simple. Sin = 0,
alors R™ n’est pas homéomorphe & R, Sin > 1 et f: R® — R! est
un homéomorphisme, on obtient un homéomorphisme entre R" \ {0}
et R'\ {£(0)}, ce qui est impossible car R'\ {f(0)} n’est pas connexe,
mais R™ \ {0} est connexe.

Pour démontrer la deuxieme affirmation, remarquons d’abord que
RY n’est pas homéomorphe & R%. Sim > 2 et f : R™ — R? est un
homéomorphisme, on obtient un homéomorphisme entre R™ \ {0} et
R2\ {f(0)}, ce qui est impossible car R?\ {f(0)} a le type d’homotopie
de S* (donc, le groupe fondamental de R? \ {f(0)} est isomorphe &
Z) et R™\ {0} a le type d’homotopie de S™ ! (donc, R™ \ {0} est
simplement connexe). Contradiction. Ul

3.8. Groupes d’homotopie supérieurs. Soit X un espace topologi-
que non vide, et soit g € X un point. Le groupe fondamental 71 (X, o)
est le premier dans la suite de groupes my (X, xo), k =1,2,... .

Fixons un nombre entier £ > 2. Pour définir le groupe m(X, zo),
considérons le cube I* C R* et les applications continues f : I* — X
telles que f(t) = xo pour tout point ¢ appartenant a la frontiere 9I*
de I*. (Rappelons que la frontiere OI% de I* est formée des points
t = (t1,...,tx) € I* tels que, pour au moins un indice 4, on ait t; = 0
ou t; = 1.) Notons Qx(X,z) 'ensemble des applications considérées,
et notons (X, zg) ensemble des classes de dI*-homotopie de ces
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applications. Sur I'ensemble (X, zg), on peut définir une opération
de multiplication en posant

f1(2t1,t2,...,tk), si tl € [O, %],
fo(2t — Lto, .o tk), sity € [331].

(f1f2)(t1,t2, e 7tk) = {

Cette opération induit une opération de multiplication sur (X, o).
On peut vérifier que (X, z9) muni de cette opération de multiplica-
tion est un groupe. Ce groupe s’appelle k-iéme groupe d’homotopie de
X de base zg.

Exemple. Pour tout entier n > 0 et pour tout entier k£ > 1, le groupe
7 (R™,0) est trivial.

Exercices.

(1) Soit k& > 1 un nombre entier. Soient X et Y des espaces
topologiques, et soient zop € X et yo € Y des points. Mon-
trer que

(X XY, (20, %0)) = m(X, 20) X (Y, 90)-

(2) Soit k£ > 2 un nombre entier. Montrer que, pour tout espace
topologique X et pour tout point zg € X, le groupe (X, x¢)
est abélien.

Nous allons voir plus tard, que le groupe fondamental 71 (X, zo) n’est
pas forcement abélien.

4. REVETEMENTS

4.1. Définition. Soient F et B des espaces topologiques, et soit p :
E — B une application continue. Supposons que l'application p est
surjective et que, pour tout point b € B, il existe un voisinage ouvert
U C B de b tel que l'image inverse p~'(U) de U soit une réunion
d’ouverts U; C E (ou les indices ¢ parcourent un certain ensemble F'),
deux a deux disjoints, et la restriction de p sur chaque ouvert U; soit
un homéomorphisme entre U; et U. Dans ce cas, on dit que p: £ — B
est un revétement de B. L’espace B s’appelle la base du revétement
p, lespace E s’appelle 1'espace total de p. Pour tout point b € B,
I'image inverse p~'(b) de b s’appelle la fibre de b. L’ensemble F peut
étre identifié avec la fibre de b. Un voisinage U qui apparait dans la
définition est dit trivialisant le revétement p (cette terminologie peut
étre expliquée par la Proposition 36 ci-dessous).

Sip: E — B est un revétement et A C B est un sous-espace, une
section de p au-dessus de A est une application continue s : A — F
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FIGURE 4. Voisinage trivialisant

telle que p o s coincide avec l'identité sur A. Soit b € B un point, et
soit x un point de p~(b). Considérons un voisinage U > b trivialisant
le revétement p. Le point z appartient a U; pour un certain indice
1 € F. 1l existe une section s; : U — E de p au-dessus de U telle que
U; = s;(U) (en particulier, € s5;(U)). Une telle section est unique.

Proposition 36. Une application continue p : E — B est un revéte-
ment si et seulement si, pour tout point b € B, il existe un voisinage
U C B de b, un espace discret non vide F' et un homéomorphsime
U:p Y (U) - U x F tels que le diagramme suivant soit commutatif :

p1(U) — UxF

P\ v pr
U

(Ici pr = pry; est la projection de U x F sur U.)

Démonstration. Supposons que p : E — B est un revétement. Soit
b € B un point. Considérons un voisinage ouvert U de b tel que U
soit trivialisant le revétement p. On a p~(U) = U;crU;, out F est un
ensemble, les ouverts U; C E sont deux a deux disjoints et, pour tout
1 € F, la restriction de p sur U; est un homéomorphisme entre U; et
U. Munissons F' de la topologie discrete et définissons une application
U:p Y (U) = Ux F par z— (p(x),i), ol i € F est tel que z € Uj.
Cette application est un homéomorphisme qui vérifie (proW)(x) = p(x)
pour tout z € p~*(U) : son inverse est (V',1) — s;(V).
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Pour démontrer I'implication réciproque, remarquons qu’un voisi-
nage U vérifiant la condition imposée contient un voisinage ouvert
trivialisant le revétement. 0

L’application ¥ de la Proposition 36 s’appelle trivialisation locale de
p au-dessus de U.

Exemples.

(1) Pour tout espace topologique B et pour tout espace discret non
vide F, le revétement trivial standard de B ayant F' pour fibre
est I'application de projection pr: B x F' — B.

(2) L’application Exp : R — S! définie par t — exp(2mit) est un
revétement (pour des voisinages trivialisants, on peut prendre,
par exemple, ST\ {i} et ST\ {—i} ; ¢f. Section 3.5).

Question. La projection pr : R? — R, définie par (z,y) — =, est-elle
un revetement de R 7

Sip:E — B est un revetement, b € B est un point, et U 2 b est
un voisinage trivialisant le revétement p, alors la restriction de p sur
p~H(U), vue comme application p|,-1) : p~1(U) — U, s'identifie avec
le revétement trivial de U ayant p~!(b) pour fibre. Les ouverts U; C E
pour lesquels p|,-1(y fournit un homéomorphsime avec U s’appellent
les feuillets de p au-dessus de U.

4.2. Premieres propriétés. Dans cette section, on démontre quelques
propriétés des revétements.

Proposition 37. Soient p: E — B et p' : E' — B’ des revétements.
Alors, p x p' : Ex E' — B x B’ est aussi un revétement.

Démonstration. Soit (b,0') € B x B’ un point. On pose F' = p~1(b)
et /= (p/)~}('). Considérons un voisinage ouvert U C B de b trivi-
alisant le revétement p et un voisinage ouvert U’ C B’ de V' trivialisant
le revétement p’. Alors, U x U’ C B x B’ est un voisinage ouvert de
(b,b"). De plus, on a des homéomorphismes

U:p(U)—UXF,
() NU) —»U x F
tels que pro ¥ = pl,-1) et pr’ o W' = p'|(y-10r), ot
pr:UxF —=Uetp’:U x F' = U
sont les projections. Donc,
Ux U p  (U)x ()N U) = (pxp) MU xU") = (UxU')x (F x F')
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est un homéomorphisme tel que

(pr x pr') o (U x ') = (p x p')| (pwp)-1 sty -
Par conséquent, p X p’ est un revétement. 0

Proposition 38. Soitp: E — B un revétement. On a les affirmations
suivantes.

(1) Si A C B est un sous-espace topologique, alors
p|p—1(A) :p_l(A) — A
est un revetement.
(2) Si B est séparé, alors E est aussi séparé.
(3) Si B est connexe, alors toutes les fibres de p ont le méme car-

dinal.
(4) Si E et B sont compacts, alors les fibres de p sont finies.

Démonstration. L’affirmation (1) est immédiate.

Pour démontrer I'affirmation (2), considérons deux points x et y de
E. Sip(z) = p(y), alors posons b = p(x) = p(y) et considérons un
voisinage ouvert U 3 b trivialisant le revétement p. Parmi les feuillets
U; au-dessus de U, il y deux ouverts disjoints U, et U, tels que x € U,
et y € U, Siles points b = p(z) et b? = p(y) sont distincts,
on peut trouver des voisinages trivialisants UM et U®?) de b™) et b2,
respectivement, tels que UV N UP) = @. Ceci donne deux voisinages
disjoints UtV et UZSQ) de z et y, respectivement.

(3) Soit b € B un point, et soit U > b un voisinage trivialisant le
revétement p. Pour chaque point de U, la fibre de ce point est un
bijection avec I'ensemble F' = p~'(b). On en déduit que I'application
V' + card p~ (1), qui associe & tout point b’ € B le cardinal card p~* (/)
de p~1(¥'), est localement constante sur B. Puisque B est connexe, on
obtient que I'application o' — card p~! (') est constante sur B.

(4) Soit b € B un point. Le sous-ensemble F' = p~1(b) C F est
fermé. Puisque E est compact, le fermé F' est aussi compact. Puisque
I est discret, on obtient que F' est fini. ([l

Soit p : E — B un revétement tel que B soit connexe. Si les fibres
de p sont finies, le nombre de points de chaque fibre s’appelle le nombre
de feuillets du revétement p. Sinon, on dit que le nombre de feuillets
de p est infini.

Une application f : X — Y est un homéomorphisme local si tout
point z € X admet un voisinage ouvert U tel que f(U) C Y soit un
ouvert et la restriction f|y de f sur U, vue comme application de U
dans f(U), soit un homéomorphisme.



34

Proposition 39. Tout revétement est un homéomorphisme local.

Démonstration. Soit p : E — B un revétement, et soit © € E
un point. Posons F' = p~!(p(x)) et considérons un voisinage ouvert
U > p(x) trivialisant le revétement p. On a un homéomorphisme ¥ :
p~ Y (U) — U x F qui fait commuter le diagramme

pH(U) — UxF

P\ v pr
U

Le point = appartient a 'ouvert U, = W~ (U x {z}). La section s :
U — FE définie par b — ¥~1(b,x) est l'inverse de p|y, (vue comme
application de U, dans U). Donc, p|y, fournit un homéomorphisme
entre U, et U. ]

L’énoncé reciproque a celui de la Proposition 39 est faux : il existe
des homéomorphismes locaux qui ne sont pas des revétements (essayez
de trouver un exemple).

Proposition 40. Soit E un espace topologique muni d’une opération
totalement discontinue d’un groupe topologique discret G. Alors, [’ap-
plication quotient

p: E—E/G

est un revétement.

Démonstration. Par définition d’une opération de groupe totalement
discontinue, tout point x € E admet un voisinage ouvert V. C E tel
que (g - V)NV = & pour tout élément g € G différent de 1’élément
neutre. De plus, la projection p est ouverte (voir la Section 1.5). Donc,
plv : V= U, ou U = p(V), est un homéomorphisme. L’application

p ' (U)—=UxG@G
z = (p(r), gx),

ol g, est 'unique élément de G tel que (g,)~! -z € V, est une triviali-
sation locale de p au-dessus de U. U

4.3. Relevement de chemins et d’homotopies. Soient p: F — B
et f : X — B des applications continues. On appelle relevement
de f (par rapport a p) toute application continue f : X — E telle
que po f = f. Plusieurs problemes topologiques peuvent étre formulés
comme questions de relevements, c’est -a-dire, des questions concernant
I’existence d’un relevement d’une application continue donnée.
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Dans cette section, nous allons considérer la situation ou p: £ — B
est un revétement, et nous allons étudier les relevements de chemins et
d’homotopies.

Proposition 41 (Relevement des chemins). Soit p : E — B un
revétement, et soient xg € E et by € B des points tels que p(xg) = by.
Alors, pour tout chemin v : I — B tel que v(0) = by, il existe un unique
relevement 7 de v (par rapport a p) tel que ¥(0) = xy, autrement dit,
un unique chemin 7 : I — E tel que poy = et 7(0) = xo.

FIGURE 5. Relévement d’un chemin

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la Proposi-
tion 25. Considérons un recouvrement ouvert de B par des voisinages
ouverts trivialisant le revetement p.

Puisque I'intervalle I est compact, il peut étre divisé en sous-intevalles
par une collection finie de points 0 = ag < a1 < ... < ap_1 < a = 1
tels que l'image par v de tout sous-intervalle [aj,a;11], 7 = 0, ...,
k — 1, soit entierement contenue dans (au moins) un des éléments du
recouvrement.

On démontre 'existence et 1'unicité de relevement 7 sur [0, a;] par
récurrence sur j. Pour j = 0, on a 7(0) = zo. Supposons que 7
est déja défini sur [0,a,], ou j = 0, ..., k — 1. L’'image v([a;,a;41])
est entierement contenu dans un élément U) du recouvrement. Soit
UZ@ C E le feuillet au-dessus de UY) tel que (a;) € UZ-(]). Sur
Iintervalle [a;, a;;1], on considere la composée s; 0 (V|4 :a;41]), OU S

Ul — Ui(j ) est la section de p ayant Ui(j ) pour image. Cette application
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se recolle avec l'application 7 déja définie sur [0, a;] pour donner une
application continue 7 sur [0, a;41]. L'unicité est garantie par I'unicité
de section de p au-dessus de UY) telle que I'image de la section conti-
enne y(a;). O

Si, dans la Proposition 41, on remplace '’hypothese “p : £ — B un
revetement” par “p : E — B est un homéomorphisme local”, I’énoncé
devient faux (essayez de trouver un contre-exemple).

Sivy: I — Bestunlacet debaseby € B et xy € F est un point tel que
p(zo) = by, le relevement 7 de 7 tel que 7(0) = xy n’est pas forcement
un lacet. Par exemple, dans le cas du revétement Exp : R — St (voir
la Section 3.5), un relevement d’'un lacet y de base 1 € S! est un lacet
si et seulement si v est de degré 0.

Proposition 42 (Relévement d’homotopies). Soit p : E — B un
revétement, et soient xg € E et by € B des points tels que p(xg) = by.
Soient v : I — B et o : I — B des chemins homotopes tels que
v(0) = by, et soient ¥ et § les relévements de «y et 8, respectivement,

tels que 3(0) = 0(0) = wzo. Alors, 7 et 0 sont aussi homotopes. En

particulier, ¥(1) = 6(1).
Démonstration. A nouveau, la démonstration est similaire a celle de
la Proposition 25. Considérons un recouvrement ouvert de B par des
voisinages ouverts trivialisant le revétement p. Soit H : I x I — B une
homotopie entre les chemins v et 4.

Puisque le carré I x I est compact, il peut étre divisé en rectangles

Rij = {(S,t) el xI | a; <s< Qitq, bj <t< bj+1},
i=0,....k—=1, 7=0,...,0—1,
donnés par deux collections finies de points

O=a<an <...<ap1 < ap =1,
0=by<b <...<b_1<b =1,

tels que I'image par H de tout rectangle R;; soit entierement con-
tenue dans (au moins) un des éléments du recouvrement de B. Un
relevement H de H tel que H(0,0) = xo peut étre construit par une
procédure récursive similaire a celle de la démonstration de la Propo-
sition 41 (par la méme procédure récursive, on démontre I'unicité d'un
tel relevement). Il reste a vérifier que H est une homotopie entre les

chemins 7 et .
Considérons le chemin ¢ : t — H(0,t). Ce chemin est un relevement
du chemin constant e,,. Donc, ¢y est le chemin constant e,,. De méme
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fagon, le chemin ¢ : t — H (1,%) est aussi constant. De plus, 'unicité
de relevement de chemins implique que H(s,0) = 3(s) et H(s,1) =
g(s) pour tout s € I. Par conséquent, H est une homotopie entre les
chemins 7 et 5 O

Corollaire 43. Soit p : E — B un revétement, et soit by € B un point.
St un lacet v : I — B de base by admet un relevement qui n’est pas un
lacet, alors v n’est pas homotope au lacet constant ey,. O

Le Corollaire 43 implique 1’énoncé suivant.

Corollaire 44. Soit B un espace topologique non vide et connexe par
arcs. Supposons qu’il existe un revétement p : E — B tel que p ne soit
pas un homéomorphisme et E soit connexe par arcs. Alors, B n’est pas
simplement connexe.

Démonstration. Soit by € B un point. Si p~'(bg) ne contient qu’un
seul point, alors le nombre de feuillets du revétement p est égal a 1, et
p est un homéomorphisme, ce qui est impossible.

Donc, p~t(by) contient des points distincts x et y. Considérons un
chemin n : I — FE qui relie z et y. On obtient que le lacet pon de base
by n’est pas homotope au lacet constant e;,. Par conséquent, B n’est
pas simplement connexe. O

5. REVETEMENTS ET GROUPE FONDAMENTAL

5.1. Sous-groupe déteminé par un point. Le calcul du groupe
fondamental du cercle (voir la Section 3.5) indique qu’il y a des re-
lations importantes entre revétements et groupe fondamental. Dans ce
chapitre, nous allons étudier ces relations.

Proposition 45. Soit p : E — B un revétement, et soit xo € E un
point. Posons by = p(xg). Alors, le morphisme

pe: m(E, 20) — 71 (B, bo)
induit par p est injectif.

Démonstration. Soit v un lacet de base xy dans E tel que la classe
(7] € m(E, zo) de v soit dans le noyau de p,. Le lacet poy est homotope
au lacet constant ey,. Soit H : [ x I — B une homotopie des lacets
poy et e. Le lacet v est I'unique relevement de p o 7y tel que le point
de départ de relevement soit zo. Le relevé H de H tel que H (0,0) = xq
est une homotopie du relevé v de p oy a celui de ey, c’est-a-dire, au
lacet constant e,,. Donc, les lacets v et e,, sont homotopes. U
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On dit que le sous-groupe p,(m1(E, o)) C 71 (B, by) est le sous-groupe
déterminé par xy. Remarquons que si on choisit un point z; € p~*(by)
différent de z, le sous-groupe déterminé par x; ne coincide pas force-
ment avec celui déterminé par x.

Proposition 46. Soit p : E — B un revétement, et soient xq et x1 des
points de E qui appartiennent a une composante connexe par arcs de
et tels que p(xg) = p(x1). Posons by = p(xy). Alors, les sous-groupes
ps(m1(E, x0)) et po(m1(E, 1)) sont conjugués dans m1(B,by): il existe
un élément o € m (B, by) tel que

pu(m (B, 21)) = a p.(m(E,x)) a™".
Réciproquement, pour tout élément o/ € m(B,by), il existe un point
zh € p~H(bo) tel que

(M (E, ) = o pu(m(E,x0)) /.

Démonstration. Soit v : I — E un chemin dont le point de départ
coincide avec 7 et le point d’arrivée coincide avec xy. Soit

Vol 7T1(E,Qf0) — 7T1(E,$1)

I’isomorphisme de changement de point de base le long du chemin ~.
Le chemin p o v est un lacet de base by, et on pose a = [p o 7].
L’élément o € m1(B, by) définit un automorphisme intérieur

T, : 7 (B,by) — m(B,by), [+ aBa .

On a le diagramme commutatif suivant :

7T1<E, .1'0) L) 7T1(E, l’l)

B B

7T1<B,b0) L 7T1(B,b0)

En effet, soit 6 : [ — E un lacet de base 5. On a
P+ 0 9)([0]) = pul[¥oy™]) = porpodllpor™]
= ap.([0]) ™ = (T o p.)([0]).
Puisque ¢, est un isomorphisme, on obtient que

To(p(m(E, 0))) = pu(m(E, 71)).

Réciproquement, choisissons un élément o € m1(B,by). Soit 7 :
I — B un lacet qui représente la classe (o/)7!, et soit 7 : [ — FE le
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relevement de 7’ tel que 4/(0) = x. Posons ] = 7/(1). Les arguments
présentés ci-dessus montrent que

pu(mi(E,2)) = o pu(mi(E, x0)) o',
U

Corollaire 47. Soit p : E — B un revétement dont [’espace total E
est conneze par arcs. Soit by € B un point, et soit G C (B, by)
le sous-groupe déterminé par un point xo € p~'(by). Alors, un sous-
groupe G' C m (B, by) est déterminé par un des points de p~*(by) si et
seulement si les sous-groupes G et G' sont conjugués. O

Soit p : E — B un revétement, et soit by € B un point. Notons
F = p~!(b) la fibre au-dessus de by. Considérons un point z € F' et un
élément o € (B, by). Soit v : I — B un lacet qui représente la classe
a. On note za = (1) € F le point d’arrivée du relevement v : [ — F
de v tel que 7(0) = = (la Proposition 42 implique que le point d’arrivée
du relevement ne dépend pas du choix de représentant de la classe ).

Proposition 48. L’application (a, x) — za est une action a droite du
groupe (B, by) sur la fibre F.

Démonstration. Soient v : I — B et 7' : I — B deux lacets de
base by. Le relevement v de v tel que v4/(0) = x est le produit du
relevement 7 de v tel que 7(0) = z et du relevement 7" de 7 tel que
7' (0) =7(1). Par conséquent,

((V[Y]) = (DT

De plus, le relevement d’origine = du lacet constant e, est le lacet
constant e,. Donc,

re =2

pour tout « € F' (ici, € est | "élément neutre de m1(B, by)). O

Proposition 49. Le stabilisateur d’un point x € F par laction de
m1(B,by) sur F est le sous-groupe p.(m(F,z)) C m(B,by) déterminé
par le point x.

Démonstration. Soit a € m(B,by) un élément tel que za = z.
Considérons un lacet v : I — B qui représente a. Soit v : [ — FE le
relevement d’origine = de 7. Puisque xa = x, le chemin 7 est un lacet
de base x. Donc, a € p.(m(E, x)).

Réciproquement, soit § € m(F,x), et soit § : [ — E un lacet qui
représente la classe 5. Alors, d est le relevement d’origine x de p o 9,
d’ou zp.(B) = x. O
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Proposition 50. Soit p : E — B un revétement dont la base B est
connexe par arcs, et soit by € B un point. On pose F = p~t(by), et on
note mo(E) l'ensemble des composantes connezes par arcs de E. Alors,
Papplication F — mo(E) qui a tout point © € F' associe la composante
connexe qui contient x induit une bijection

F/mi(B,by) ~ m(E)
entre mo(E) et l'ensemble des orbites de m(B,by) dans F.

Démonstration. L’application F' — m(FE) est surjective. En effet, si
y € E est un point, on peut relier p(y) et by par un chemin v: I — B.
Le relevement v : I — E d’origine y de v a un point de F’' comme point
d’arrivée. Donc, toute composante connexe par arcs de E contient au
moins un point de F.

Considérons deux points z et 2’ de F'. S’il existe un chemind : [ — F
qui relie z et 2/, on a ' = z[p o 4]. Réciproquement, §’il existe un
élément o € (B, by) tel que 2’ = za, le relevement d’origine x d’'un
représentant quelconque de « fournit un chemin entre x et z’. O

Corollaire 51. Soit p : E — B un revétement dont la base B est
connexe par arcs, et soit by € B un point. L’espace total E de p est
connexe par arcs si et seulement si l'action de 7, (B,by) sur p~1(by) est
transitive. U

Proposition 52. Soit p: E — B un revétement dont l’espace total E
est conneze par arcs, et soit by € B un point. On pose F = p~1(by).
Alors, pour tout point x € F, lapplication de w(B,by) dans F définie
par o — xo induit une bijection

p*(ﬂl(E, l’))\’iﬁ(B, bo) ~ F
entre I et ’ensemble des classes a droite de w1 (B, by) modulo p,(m (E, x)).

Démonstration. L’énoncé est un corollaire immédiat de la Proposi-
tion 49 et du Corollaire 51. O

Corollaire 53. Soit p : E — B un revétement dont l’espace total
E est connexe par arcs, et soit by € B un point. Soit n un nombre
entier strictement positif. Alors, p est un revétement a n feuillets si et
seulement si, pour tout point x € p~t(by), le sous-groupe p,(mi(E,x))
est d’indice n dans 7 (B, by). O

5.2. Revétements reguliers. Dans cette section, nous allons nous
intéresser aux revetements dont 1’espace total est connexe par arcs et
qui sont liés aux sous-groupes distingués du groupe fondamental de la
base.
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Proposition 54. Soit p: E — B un revétement dont l’espace total E
est connexe par arcs. Soit by € B un point, et soit xg € p~'(by). Les
conditions suivantes sont équivalentes :
(1) le sous-groupe p,(mi(E, xy)) C w1 (B, by) est distingué ;
(2) pour tout point x € p~1(by), le sous-groupe p.(m(E, x)) coincide
avec p(m1(E, x0)) ;
(3) pour tout point x € E, le sous-groupe p,(m1(E, z)) C m (B, p(x))
est distingué ;
(4) pour tout lacet v : I — B de base by, soit tout relévement (par
rapport a p) de v est un lacet, soit tout relévement de v n’est
pas un lacet.

Démonstration. Le Corollaire 47 implique que les conditions (1) et
(2) sont équivalentes.

La Proposition 49 implique que les conditions (2) et (4) sont équiva-
lentes.

Clairement, la condition (3) implique la condition (1). Réciproque-
ment, supposons que le sous-groupe p, (7 (E, xg)) C m(B,by) est dis-
tingué, considérons un point x € E, et posons b = p(z). Soit v : [ — B
un chemin qui relie b et by. Considérons le relevement 7 d’origine x
de 7. On pose z{;, = ¥(1). On note ¢, : m (B, by) — m(B,b) (respec-
tivement, @5 : 1 (E, x() = m (£, x)) 'isomorphisme de changement de
point de base le long du chemin ~ (respectivement, 7). Le diagramme
suivant est commutatif :

m(E,z)) —— m(E,x)

|7 B

(B, b)) —— m(B,b)

En effet, soit § : I — E un lacet de base zj,. On a
(P« 0 93)([0]) = p([(7077']) = [poAlpodllp o]
= [yl p:(18]) [v7'] = (o5 o) ([9])-
Puisque ¢5 est un isomorphisme, on obtient que
0 (ps(m1(E, 0))) = pu(m(E, 7).

On a p.(m(E, x})) = p«(m1(E, 20)). Donc, p.(mi(F,z)) ne dépend pas
du choix de point x de la fibre p~(b). O

Un revétement p : E — B est dit régulier si E est connexe par
arcs et si 'une des conditions (1) - (4) de la proposition précédente est
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vérifiée. Dans le cas d'un revétement régulier p : F — B, pour tout
point ¥y € F, la fibre p~(by) au-dessus du point by = p(zg) s’identifie
avec le groupe quotient (B, by)/p.(m1(E, xo)).

Par exemple, si p: E — B est un revétement tel que E est connexe
par arcs et le groupe fondamental de B est abélien, alors p est régulier.

5.3. Morphismes de revétements. Soient p: £ — B et p' : B/ —
B deux revetements ayant méme base. Un morphisme modéré de
revétements de p sur p’ est une application continue £ : £ — E’ telle
que 'on ait le diagramme commutatif suivant :

E LN £
P\ N
B

Pour tout revétement p : E — B, 'application idg : £ — E est un
morphisme modéré de revétements, dit identité, de p sur p. Si & est
un morphisme modéré de revétements de p : £ — Bsurp' : ' — B
et si & est un morphisme modéré de revétements de p’ : £/ — B sur
p" : E" — B, alors £ o £ est un morphisme modéré de revétements, dit
composé, de p sur p”.

Un isomorphisme modéré de revétements p: £ — Betp' : B/ — B
est un morphsime modéré de revétements & de p sur p’ tel qu’il existe
un morphisme modéré de revétements ¢ de p’ sur p vérifiant (o0& = idg
et o =idg. Si F = E' et p = p/, on parle d’automorphisme du
revetement p : £ — B. Deux revetements de méme base sont dits
1somorphes s’il existe un isomorphisme modéré de revétements de 'un
sur l'autre.

On dit qu’'un revétement p : E — B est trivial s’il est isomorphe a
un revétement de la forme

prg: Bx F — B,

ou F' est un espace topologique discret non vide.

La notion de morphisme modéré de revetements, introduite ci-dessus,
peut étre généralisée de la fagon suivante. Soient p : F — B et
p 1 B — B’ deux revétements (dont les bases ne coincident pas force-
ment). Un morphisme de revétements de p sur p’ est un couple (§,7)
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d’applications continues £ : E — E' et n : B — B’ telles que le dia-
gramme suivant commute :

E 5 F

|

B 1., p

Si les bases de revéetements coincident et I’application 7 est 'identité,
le morphisme (£,7) de revétements est dit “au-dessus de ['identité’.
Dans ce cas, £ : £ — E’ est un morphisme modéré de revétements.

Si (£,m) est un morphisme de revétements de p : E — B sur p' :
E'" — B’ et si b € B est un point, alors I'application £ envoie la fibre
p~1(b) dans la fibre (p')~(n(b)).

Un espace topologique est dit localement connexe si chacun de ses
points admet une base de voisinages connexes.

Proposition 55. Soient p: E — B et p : E' — B deux revétements
ayant méme base. Supposons que E' est connexe par arcs et localement
connexe. Supposons en plus qu’il existe un morphisme modéré £ : E —
E' dep surp'. Alors, & est un revétement.

Démonstration. Soit 2’ € E’ un point. On pose b’ = p/(2"). Montrons
d’abord que 2’ € {(F). Soit xy € E un point. On pose x; = £(zp).
Puisque E’ est connexe par arcs, il existe un chemin v : I — E’ qui
relie oy et 2’. Considérons le relevement 7 : I — E (par rapport a p)
d’origine o de p’ 0. Le chemin £ o7 est un relevement (par rapport
a p') d’origine xy de p’ 0. Donc, £ o7 coincide avec . En particulier,
' € &(E).

Puisque E’ est localement connexe, les espaces topologiques B et
E sont localement connexes aussi. Considérons un voisinage connexe
U C B det tel que U soit trivialisant pour les deux revétements
p et p’. On note U, le feuillet de p’ au-dessus de U tel que 2/ €
Uy, et on note {V,} la collection des feuillets de p au-dessus de U.
Pour tout V,, I'image £(V,) est connexe ; donc, soit {(V,) = U,, soit
&(V,) NUy = @. Par consequent, £1(U,/) est une réunion disjointe
d’ouverts de la forme V., et la restriction de £ sur chacun de ces ouverts
fournit un homéomorphisme avec U, : pour un tel ouvert V., on a

lv = 'v,) " oplv. O

Soient p : E — B et p : E' — B deux revétements ayant méme
base. Supposons que les espaces totaux E et E' de ces revétements
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sont connexes par arcs. Soient o € E et x; € E' des points. On dit
que la paire (p,z) domine la paire (p/,z() s'il existe un morphisme
modéré £ : E — E' de p sur p’ tel que (z0) = .

Proposition 56. Soientp: E — B et p' : E' — B deux revétements
ayant méme base et des espaces totaux connexes par arcs. Soient xy €
E et xy € E' des points tels que p(xg) = p'(z(). Si la paire (p,xo)
domine la paire (P, xy), alors

p+(E,x0) C (p)+(E', 0)-

Démonstration. Il existe un morphisme modéré £ : £ — E’ de p sur
P tel que £(z) = x. On a p =p' o &. Donc,

p+(m1(E, 20)) = (0)(&(m1(E, 20)) € (p)u(m1(E, 20))-
U

5.4. Relevement d’applications. Dans cette section, nous allons étu-
dier I'existence de relevements d’applications a valeur dans la base d’un
revetement.

Proposition 57. Soient p : E — B un revétement, X un espace
topologique connexe, et f : X — B une application continue. Alors,
deux relevements de f par rapport a p qui coincident en un point sont
€gaur.

Démonstration. Soient f X — E et ]?’ : X — F deux relevements
de f qui coincident en un point zp € X. On a X = X; U X,, ou
Xi = {z € X | fz) = f(x)} et Xo = {w € X | f() # fi(a)} sont
deux sous-ensembles disjoints de X.

Soient # € X un point, U C B un voisinage ouvert de f(z) tel que U
soit trivialisant le revétement p, et notons V' et V' les feuillets au-dessus
de U tels que f(z) € V et f'(z ) € V.

Size Xy, alorsV=Vet (V)N (f) (V)3 est un voisinage
ouvert entierement contenue dans X;. Donc, X; est un ouvert.

Siz € Xy, alors f~HV) N (f)"1(V') 5  est un voisinage ouvert
entierement contenue dans X,. Donc, X5 est un ouvert. Puisque X est
connexe et xo € X, on obtient que X5 est vide. 0

Un espace topologique est dit localement connexe par arcs si chacun
de ses points admet une base de voisinages connexes par arcs.

Proposition 58. Soient p : E — B un revétement, X un espace
topologique connexe par arcs et localement connexe par arcs, et f :
X — B une application continue. Soit xg € X un point. On pose
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bo = f(xg), et on considére un point yo € p~*(by). Alors, il existe un
relevement f: X — E de f tel que f(x¢) = yo si et seulement si

fe(m(X, 20)) C pu(mi(E, yo))-
Démonstration. La condition f.(m (X, z0)) C p«(m1(E, yo)) est claire-
ment nécessaire (c¢f. la démonstration de la Proposition 56).
Supposons maintenant que f,(m (X, x)) C p«(m(E,yo)). Soit x €
X un point. Considérons un chemin v : I — X qui relie zy et x.
L’application f o~ est un chemin qui relie by et f(x) dans B. Notons

7 le relevement d’origine yo de f o~. On note f(x) =7(1).
Sid: I — X est un autre chemin qui relie xy et x, notons 6 : [ — F
le relevement d’origine 3y de fod. On a

[(fonN(fod)]=[fo (v )] € fu(m(X,z0)) C pu(mi(Y,10))-
Soit ¢ : I — E un lacet de base y tel que les lacets poc et (foy)(fod) ™!
soient homotopes. La Proposition 42 (relevement des homotopies) et
la Proposition 41 (unicité de relevement d’une origine donnée d’'un
chemin) impliquent que les chemins 7 et § ont le méme point d’arrivée.

Donc, f(z) ne dépend pas du choix de chemin 7.

On a f(xg) = yo. Il reste & montrer que 1'application fest continue.

Considérons un voisinage ouvert V- C E de f(x) tel que U = p(V)
soit un ouvert de B et p|y : V' — U soit un homéomorphisme. Soit
W C f~1(U) un voisinage ouvert connexe par arcs de x. Pour tout
point w € W, siy': I — W C X est un chemin qui relie z et w, alors
f(w) est le point d’arrivée du relevement d’origine yo de f o (y7') =
(fov)(f o). Par conséquent, f(w) € V. Donc, I'application f est
continue. U

Corollaire 59. Soient p: E — B un revétement, X un espace topolo-
gique simplement connexe et localement connexe par arcs, et f : X —
B une application continue. Soit xy € X un point. On pose by =
f(xo), et on considére un point yo € p~1(by). Alors, il existe un unique
relévement fv: X — E de [ tel que f(xo) = p. O

Corollaire 60. Soient p : E — B et p' : E' — B deux revétements
ayant méme base et des espaces totauxr connexes par arcs. Supposons
que B est localement connexe par arcs. Soient xg € E et x(y € E' des
points tels que p(xo) = p'(zf). Alors, la paire (p,xo) domine la paire
(p',xy) si et seulement si

p(mi(E, 20)) C (p)s (1 (£, 20)).
De plus, si la paire (p,x¢) domine la paire (p',xy), alors il existe un
unique morphisme modéré £ : E — E' de p sur p' tel que £(zo) = xf,.
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Démonstration. Puisque B est localement connexe par arcs, les es-
paces totaux F et E’ sont aussi localement connexes par arcs. D’apres
la Proposition 56, si la paire (p,z) domine la paire (p',xp), alors
Pe(mi(E, z0)) C (p)s(m(E, 25)).

Réciproquement, si p.(m(E,zo)) C (p')«(m(E', xy)), les Proposi-
tions 57 and 58 impliquent qu’il existe un unique morphisme modéré
§: E — E' de psurp tel que &(zg) = xy (il s’agit du relevement £ de
p par rapport a p’ tel que &(xg) = ). O

Une des conséquences de résultats démontrés ci-dessus sur les releve-
ments d’applications est 1’énoncé suivant.

Proposition 61. Soit p : E — B un revétement dont l’espace total E
est connexe par arcs et localement connexe par arcs. Soit by € B un
point. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) le revétement p est régulier,

(2) le groupe Aut(p) des automorphismes du revétement p agit tran-
sitivement sur p~*(by),

(3) il existe un groupe discret G, une opération totalement discon-
tinue de G sur E et un homéomorphisme f : E/G — B tels
que le diagramme suivant commute :

E

pr/ NP
E/G SN B
(icipr: E — E/G est Uapplication quotient).

Démonstration. On va montrer, d’abord, que les conditions (1) et
(2) sont équivalentes. Soient xy et z; des points de la fibre p~*(by).
Supposons que p est régulier. On a p.(m(E, o)) = p«(m(E,z1)).
D’apres la Proposition 58, il existe un automorphisme ¢ : £ — E tel
que &(zg) = x1. Donc, le groupe Aut(p) agit transitivement sur p~*(by).

Réciproquement, si Aut(p) agit transitivement sur p~'(bg), il ex-
iste un automorphisme ¢ : F — FE de p tel que {(z9) = x;. Donc,
ps(mi(E, 20)) C pu(mi(E,z1)) et pi(mi(E,z0)) D pu(m(E,z1)). Par
conséquent, p est régulier.

Pour démontrer I'implication (2) = (3), on pose G = Aut(p) et on
munit le groupe G de la topologie discrete. On obtient une opération
continue de G sur E. Cette opération est totalement discontinue. En
effet, soit x € E un point, et soit U 3 p(z) un voisinage trivialisant le
revetement p. Alors, le feuillet V au-dessus de U tel que z € V vérifie la
propriété demandée : (¢g-V )NV = & pour tout élément g € G différent
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de I’élément neutre. Donc, 'application quotient pr : F — E/G est un
revétement (voir la Proposition 40). Il existe une unique application
continue f: F/G — B telle que p = fopr (voir Section 1.4). Puisque
Aut(p) agit transitivement sur chaque fibre de p, Papplication f est
bijective. De plus, f est ouverte. Donc, f est un homéomorphisme.
Pour démontrer I'implication (3) = (2), supposons qu'il existe un
groupe discret GG, une opération totalement discontinue de G sur E et
un homéomorphisme f : X/G — B tels que p = f o pr. Alors, G est
contenu dans Aut(p) et agit transitivement sur chaque fibre de p. O

Un revétement régulier p : E — B d’espace total E connexe par arcs
et localement connexe par arcs s’appelle revétement galoisien. Pour un
revétement galosien p, le groupe Aut(p) s’appelle le groupe de Galois
de p.

Proposition 62. Soit p : E — B un revétement galoisien, et soit
xg € E un point. On pose by = p(xo). Alors, le groupe de Galois Aut(p)
de p peut étre identifié avec le groupe quotient w1 (B, bg)/p«(m1(X, z0)).

Démonstration. D’apres la Proposition 52, 'application de (B, bo)
dans F = p~!(by) définie par a — xpar induit une bijection

(B, bo) /p«(m1(E, x0)) =~ F.

D’autre part, pour tout point z; € F, il existe un unique élément
g € Aut(p) tel que g(x;) = xp, ce qui produit une bijection entre
F et Aut(p). La composée de ces deux bijections est une bijection
¢ m(B,by)/p«(mi(E,z9)) — Aut(p). En utilisant le fait que, pour
tout lacet v de base by dans B, les automorphismes de p transforment
les relevements de v en relevements de v, on montre que 1’application
¢ est un morphisme de groupes : si «, 5 € m(B, by), alors

¢([[]) (wo(aB)) = o et (([8]) 0 ¢([a]))((w0r)B) = o,

car ¢([a])((zo)B) = xof3, ou [a] et [5] sont, respectivement, les classes
de a et 3, dans le quotient (B, by)/p«(m1(E, x0)). O

5.5. Revétement image réciprqoque. Soient p : X — B un re-
véetement et f : B’ — B une application continue. Le revétement
image réciproque de p par rapport a f est I'application p' : B/ — B/,
ou
E'={(z,V)) € Ex B"| f(V)) = p(x)},

et p’ est la restriction sur £’ de la projection prg : £ x B — B'.
Notons g la restriction sur E’ de la projection prg : £ x B’ — E. On
a le diagramme commutatif suivant :
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B B

Proposition 63. L’application p’' : E' — B’ est un revétement, et le
couple (g, f) est un morphisme de revétements.

Démonstration. Soit 0, € B’ un point. Considérons un voisinage
ouvert U C B de f(b}) tel que U soit un voisinage trivialisant le
revétement p, et notons ¥ : p~1(U) — U x F une trivialisation lo-
cale de p au-dessus de U, ou F' est un espace topologique discret.
Posons V' = f~}(U). C’est un voisinage ouvert de bj. L’application
U (p')"H (V) — V x F définie par

(z,0) = (¥, (prp o ¥)(x))

est un homéomorphisme d’inverse

(¥ y) = (T (f(V),9),0)

et fournit une trivialisation locale de p’ au-dessus de V. O

5.6. Classification de revétements. Un espace topologique X est
dit semi-localement simplement connexe si tout point x € X admet un
voisinage U C X tel que le morphisme in, : 71 (U, z) — 71 (X, z) induit
par l'inclusion in : U < X soit trivial. Un tel voisinage U C X est dit
basique.

Proposition 64. Soit B un espace topologique qui admet un revétement
p: E — B avec E simplement connexe. Alors, B est semi-localement
simplement connexe.

Démonstration. Soit p : £ — B un revétement de B tel que F
soit simplement connexe, et soit by € B un point. Considérons un
voisinage ouvert U C B de by tel que U soit un voisinage trivialisant
le revétement p. Soit zg le point appartenant & p~1(by), et soit V C E
le feuillet au-dessus de U tel que zo € V. L’inclusion in : U — B
peut étre représentée comme application composée p o i o (ply)~!, ot
1V — E est l'inclusion de V dans F. Puisque E est simplement
connexe, on obtient que le morphisme

in, : m (U, o) — m (B, by)

est trivial. O
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Proposition 65 (Théoreme d’existence). Soit B un espace topologique
connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement sim-
plement connexe. Alors, pour tout point by € B et pour tout sous-
groupe G C (B, by), il existe un revétement p : E — B et un point
zo € p~(bo) tels que E soit connexe par arcs et p,(mi(E, 7)) = G.

Démonstration. Considérons I'ensemble F des chemins v : I — B
tels que v(0) = by. Introduisons une relation d’équivalence ~ sur E:
on déclare deux chemins 7;,7, € E équivalents si y1(1) = 75(1) et
(V175 '] € G. Posons E = E/ ~. Pour tout chemin v € E, on note [y]¢
la classe de v dans F. Pour tout élément z € E, on peut parler du
point d’arrivée de x : c’est le point d’arrivée de tous les représentants
de x. Considérons 'application p : E — B qui associe a tout r € E
son point d’arrivée.

On définit maintenant une topologie sur . Pour tout sous-ensemble
ouvert basique U C B qui est connexe par arcs et pour tout ©z € E
dont le point d’arrivée appartient a U, on considere le sous-ensemble
U, C E formé par les classes des chemins de la forme 4§, ou [y]g = «
et 0 est un chemin tel que 6(1) C U et 6(0) = v(1). On va appeler ces
sous-ensembles ensembles principauz.

Soient U, C E et V,, C E deux ensembles principaux tels que U, N
Vy, # 9, et soit z € U, NV, un point. On a U, = U, et V, = V,,. Donc,

zeW.CU,NV,

ou W est un voisinage ouvert basique et connexe par arcs de p(z) tel
que W C UnNV. Par conséquent, les ensembles principaux forment
une base d'une topologie sur . Munissons E de cette topologie.

Montrons que I’application p est continue. Soit b € B un point,
et soit U > b un voisinage ouvert basique et connexe par arcs. Alors,
p~}(U) est la réunion des ensembles U,, ot z parcourt toutes les classes
de chemins qui relient by et b. En effet, puisque U est connexe par arcs,
si 2’ € p}(U), alors 2’ € U, pour une certaine classe x de chemins qui
relient by et b. Donc, p~!(U) C E est un ouvert. Par conséquent, p est
continue. De plus, la réunion considérée est disjointe, car, pour deux
classes x et y quelconques de chemins qui relient by et b, 'intersection
U,NU, est formée des classes de la forme [y161]¢ = [1202]¢, ot [11]a = =,
[v2le = vy, et 01, d2 sont des chemins a valeurs dans U. Les chemins ¢;
et 0o sont homotopes, donc x = y.

Soit x € E un point, et soit U un voisinage ouvert basique et connexe
par arcs de p(z). Alors, p|y, : U, — U est une bijection. En effet, pour
tout point b € U, il existe un chemin ¢ : I — B qui relie p(x) et b et
tel que 6(I) C U. On a b = p([yd]a), ou [y]¢ = x, donc application
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plu, : Uy — U est surjective. De plus, la classe [yd]¢ ne dépend pas du
choix de §, donc p|y, : U, — U est injective.

Vérifions que ply, : U, — U est une application ouverte. Tout
ouvert W C U, est une réunion d’ouverts principaux V,, (pour certain
ouverts basiques et connexes par arcs V' C U). Pour chacun de ces
ouverts V;, on a p|y, (V,) = V. L'image de W par I'application bijective
plu, : Uy — U est la réunion des images de V,,. Donc, p|y, (W) C U est
un ouvert. On conclut que ply, : U, — U est un homéomoprphisme.
Par conséquent, p est un revétement.

Il reste a vérifier que E est connexe par arcs et que p.(m(F,xg)) =
G. Soit x € E un point, et soit 7 : I — B un chemin représentant
x. Pour tout ¢t € I, on considere le chemin v, : I — B définit par
7:(s) = v(ts). On définit une application I' : I — E par I'(t) = [v]e-
On a I'(0) = [ep]e et I'(1) = z. Montrons que l'application I' est
continue. Soit ¢y € I, et soit U, un ensemble principal contenant I'(ty).
On doit vérifier que I'image inverse I'"!(U,) de U, contient un voisinage
de ty. C’est un corollaire du fait que v : I — B est continue : si T C [
est un voisinage de ty tel que y(7') C U, alors I'(T") C U,,.

On pose xy = [ep,]¢ € E. Pour tout lacet v : I — B de base by,
soit ¥ : I — E le relevement unique d’origine zo de 7. Le point (1)
est la classe de v dans E. Donc, par construction, le stabilisateur de
xo par l'action de 71 (B, by) sur p~(by) est le sous-groupe G. Donc, la
Proposition 49 implique que p.(m (E, xq)) = G. O

On obtient le résultat suivant.

Théoréme 1 (Classification de revétements). Soit B un espace topolo-
gique connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement
simplement connexe, et soit by € B un point. L’application qui a tout
revétement p : ' — B avec E connexe par arcs associe la classe de
conjugaison de sous-groupes de m (B, by) déterminés par les points de
p~(bo) établit une bijection entre les classes d’isomorphismes modérés
des revétements p . & — B avec E connexe par arcs et les classes de
conjugaison de sous-groupes de mwi(B, bg).

Démonstration. Il nous reste a montrer l'injectivité. Soient p; :
Ey — B et py : Ey — B des revétements tels que (p1).(m1(Ey, xg)) =
(p2)«(m1(Eq,y0)) pour certains points zo € Ej et yo € FEy vérifiant
p1(zo) = by et pa(yo) = by. Alors, Corollaire 60 implique qu’il existe un
isomorphisme modéré de revetements & : E; — Fy de py sur p, tel que
&(z0) = Yo O
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Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe
par arcs et semi-localement simplement connexe, et soit by € B un
point. Sous la bijection du Théoreme 1, la classe de revétements qui
correspond au sous-groupe trivial de m (B, by) (autrement dit, la classe
de revétements de B qui ont un espace total simplement connexe) est
celle des revétements universels de B. Considérons un revétement
universel p : F — B (qui est unique a isomorphisme modéré pres).
Le revétement p a la propriété d’universalité suivante. Soit xog € E
un point tel que p(zg) = by. Alors, le Corollaire 60 implique que,
pour toute paire (p/,zy) telle que p' : E' — B soit un revétement
dont I'espace total E’ est connexe par arcs et zj € (p')~!(by), la paire
(p, z9) domine la paire (p/, z) : il existe un unique morphisme modéré
£ E — E' depsurp tel que {(zg) = xy ; de plus, d’apres la Proposi-
tion 55, 'application £ est un revétement.

Proposition 66. Soit B un espace topologique connexe par arcs, lo-
calement connexe par arcs et semi-localement simplement connexe, et
soit by € B un point. Soit p: E — B un revétement universel de B. Le
choiz d’un point xo € p~t(by) mous permet d’identifier (B, by) avec
le groupe de Galois Aut(p) de p ; wvoir la Proposition 62. Alors, tout
revétement p' : E' — B tel que E' soit connexe par arc est isomor-
phe a un revétement de la forme E/G — B, ou G = p(m(E', xp)) C
m1(B,by) pour un certain point zfy, € (p')"*(by). Si le revétement p' :
E'" — B est galoisien, alors son groupe de Galois est isomorphe a
7T1<Ba bO)/G

Démonstration. Considérons un point zf, € (p')"'(by) et posons
G = pl(m(E', xp)). Puisque G est un sous-groupe du groupe (B, by)
qui est identifié avec Aut(£), on munit G de la topologie discrete et
on obtient une opération totalement discontinue de G' sur E. Donc,
I'application quotient pr: £ — E/G est un revétement (voir la Propo-
sition 40). Il existe une unique application continue f: E/G — B
telle que p = f o pr (voir Section 1.4). L’application f est aussi un
revétement, et f.(m (E/G,pr(zg))) coincide avec G. En effet, pour le
relevement 7 (par rapport a p) d’'un lacet v : I — B de base bg tel que
~(0) = zg, les points x et (1) sont dans la méme orbite de 'opération
de G si et seulement si [y] € G. Donc, il existe un isomorphisme modéré
n de revétements p et f tel que n(pr(xg)) = xp.

La deuxieme affirmation est un corollaire immédiat de la Proposition
62. 0
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5.7. Revétements associés aux actions. Commencons ce paragra-
phe par une remarque concernant les morphismes modérés de revéte-
ments.

Lemma 67. Soient p : E — B et p' : E' — B deux revétements
ayant méme base, et soit by € B un point. Soit & : E — E' un
morphisme modéré de p sur p'. Alors, la restriction de & a p~(by) est
une application w1 (B, by)-équivariante entre p~*(bo) et (p') " (by).

Démonstration. Soit € p~!(by) un point, et soit o un élément du
groupe 71(B,by). Choisissons un lacet v : I — B de base by tel que
(Y] = a. Siy: I — E est le relevement de « (par rapport a p) tel que
¥(0) = x, alors £ o7 est le relevement de 7 (par rapport a p’) tel que

(€07)(0) = &(x). Done, {(xa) = (£07)(1) = (§(z))a. o

Soit B un espace topologique connexe par arcs, localement connexe
par arcs et semi-localement simplement connexe, et soit by € B un
point. Pour tout ensemble non vide H et toute action a droite de
m1(B,by) sur H, il existe un revétement p : £ — B qui réalise cette
action sur la fibre p~(by). Plus précisement, on a le résultat suivant.

Proposition 68. Soit B un espace topologique connexe par arcs, lo-
calement connexe par arcs et semi-localement simplement connexe, et
soit by € B un point. Pour tout ensemble non vide H muni d’une ac-
tion a droite de m (B, by), il existe un revétement py : Ey — B et une
bijection 71 (B, by)-équivariante O : pi(bo) — H. Si H' est un autre
ensemble muni d’une action a droite de m(B,by), et si h : H — H’
est une application (respectivement, bijection) (B, by)-équivariante,
alors il existe un unique morphisme modéré (respectivement, isomor-
phisme modéré) de revétements & : Ey — E'y, de py sur py tel que le
diagramme suivant commute :

_ 0
le(bO) — H

lap;wo) l N

00

P (b)) —— H'

Démonstration. Soit H = [[,., H; la partition de H en orbites de
laction de (B, by). Pour tout i € O, choisissons un point z; € H;
et notons S; le stabilisateur de xz; dans m(B,by). Soit p; : E; — B
le revétement de B associé au sous-groupe S; C (B, by) (voir le
Théoreme 1). Posons Ey = [[;co £ (muni de la topologie somme
disjointe, c’est-a-dire, la topologie la plus fine pour laquelle toutes
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les applications canoniques E; — [[,. £ sont continues). Soit pg :
Ey — B Tlapplication dont la restriction sur E; est p; pour tout ¢ € O.
L’application py : Ey — B est un revétement de fibre [[;., p; " (bo).
On note 6y : p;'(by) — H l'application dont la restriction sur p;*(by)
coincide avec la composition des bijections

p;l(bo) ~ SZ'\’H'l(B, bo) ~ Hz

pour tout 7 € O.
Pour démontrer la deuxieme affirmation, considérons I’ensemble

Mor(p, prr)

des morphismes modérés de revétements de py sur pys, I’ensemble

Morﬂ'l(B,bo) (p;ll (bO) ) p]_{} (bO))

des applications 7 (B, by)-équivariantes de pj;' (by) dans py; (by), et I'ap-
plication

Y : Mor(pp, pr) — Mora, (540 (P5' (bo), Pt (bo))
définie par & — &],-1,) (voir le Lemme 67).

Montrons que ’application T est une bijection. Remarquons d’abord,
qu’il est suffisant de montrer ce résultat dans le cas ou Ey et Eg
sont connexes par arcs. En suite, le Lemme 57 implique que T est
injective. Pour montrer la surjectivité de YT, considérons une applica-
tion (B, by)-équivariante o : py;'(by) — ppyr(bo). Soit x € py'(bo).
On pose 2/ = o(z) € pyi(by). Vérifions que (pg).(m(Ew,z)) C
(pur)«(m1(Egs,2")). Puisque o est m(B, by)-équivariante, pour tout
9 € (pu)«(m1(Ep,x)), on a

v'g = o(x)g = o(zg) = o(z) = "
Done, g € (py')«(m1(Eyr, x)). Par conséquent, il existe un morphisme
modéré de revétements £ : Fy — Ey de py sur py tel que &(x) = 2/
(voir le Corollaire 60). Puisque | prl(by) € 0 sONE Ty (B, by)-équivariantes,
action de 71 (B, by) sur py;' (bg) est transitive et £(z) = o(x), on obtient
que | pl(b) = 0> €€ qui démontre la surjectivité de T.

La deuxieme affirmation de la proposition est un corollaire de la
bijectivité de Y. 0

6. THEOREME DE VAN KAMPEN

6.1. Sommes amalgamées. On fait une petite parenthese pour rap-
peler quelques notions de la théorie des groupes.

Soit N un ensemble. On appelle groupe libre engendré par N un
couple (L,7), ou L est un groupe et i : N — L est une application,
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vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout couple (H,h),
formé par un groupe H et une application h : N — H, il existe un
unique morphisme de groupes f : L. — H tel que h = f o.

Proposition 69. Un couple (L,1i) existe et est unique a isomorphisme
pres.

Le groupe libre engendré par N est souvent noté L(N). Un groupe
est dit libre s’il est isomorphe au groupe libre engendré par un cer-
tain ensemble N. Le rang d'un groupe libre est le cardinal d’un tel
ensemble N (on peut vérifier que deux groupes libres L(N) et L(N')
sont isomorphes si et seulement si les ensembles N et N’ ont le méme
cardinal).

Considérons trois groupes Gy, G et Gz et deux morphismes i; :
Gy — G1 et iy : Gg — Gy. On appelle somme amalgamée de G
et Gy au-dessus de Gy (au moyen de i; et i3) un groupe G, muni de
deux morphismes ¢g; : Gy — G et g : Go — G qui font commuter le
diagramme

Go —2 &y

o

Gy, 25 @G

tels que le triplet (G, g1, g2) ait la propriété universelle suivante : pour
tout groupe H muni de deux morphismes hy : G; — H et hy : Go — H
qui font commuter le diagramme

GOL)Gl

b

GQL)H

il existe un unique morphisme f : G — H tel que fog = hy et
f O gs = hg.

Proposition 70. Un triplet (G, g1, g2) existe et est unique a isomor-
phisme pres.

Remarquons que 1'unicité de triplet (G, g1, g2) est immédiate.
On utilise la notation G *g, G2 pour la somme amalgamée de G et
(9 au-dessus de Gy.
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Si le groupe Gy est trivial, la somme amalgamée G, *¢g, G2 est le
produit libre G1 * Gy de G et Gs.

Supposons que le groupe Gy est de type fini, et notons 41, ..., 0, des
générateurs de Gy. Supposons en plus que les groupes G et Gy sont
de présentation finie. Considérons une présentation de G; donnée par
des générateurs

Apy...,0p
et des relations
P1s- -5 Pms
et une présentation de Gy donnée par des générateurs
/817 s 751@
et des relations
01y...,0y.

Alors, une présentation de la somme amalgamée G, *¢g, G5 est donnée
par les générateurs

A1y ey Qpy By ooy B
et les relations
Dy Pms Ol vy 00,
i1(61) (32(61)) 1y ooy ia(6,) (i2(6,))
Ici, pour tout j =1, ..., r, on écrit 4;(9;) a l'aide des générateurs
aty ..., Qy,

et on écrit (i2(d;))~" a laide des générateurs
By, Br-

6.2. Théoréme de van Kampen. Soit B un espace topologique con-
nexe par arcs et localement connexe par arcs. On suppose que B est
recouvert par deux ouverts U; et Us qui sont connexes par arcs et semi-
localement simplement connexes. On suppose aussi que l'intersection
U, N U, est non vide, connexe par arcs et semi-localement simplement
connexe, et on choisit un point de base by € U; N Us. D’apres la
Proposition 32 (théoreme de van Kampen faible), le groupe fondamen-
tal m (B, by) est engendré par les images de 7y (Uy, by) et m1(Us, by) par
les morphismes induits par les inclusions iny : U; < B et iny : Uy — B,
respectivement. On a le diagramme commutatif suivant :
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(U1 N Ug,bo) —) 71'1(U1,b0)

l(h)* l(im)*

7T1<U2,b0) % 7T1(B,bo)

oui : U NUy— Uj et iy: U NUy — Uy sont des inclusions.

Théoréme 2 (Théoreme de van Kampen). Le groupe mi(B,by) est
isomorphe a la somme amalgamée

71 (U, bo) *7, (01 0Us,00) T1(Ua, bo)
des groupes m(Uy,by) et m1(Us, by) au-dessus de m(Uy N Us, by).

Démonstration. Par l'unicité de la somme amalgamée, il est suff-
isant de montrer que m(B,by) vérifie la propriété universelle. Soit
H un groupe muni de deux morphismes hy : m (U, by) — H et hy :
m1(Us, by) — H qui font commuter le diagramme

(Ul N Ug,bo) —) 7T1(U1,b0)

l(iz)* J/hl

7T1<U2,bo) L) H

On veut montrer qu'il existe un morphisme f : m(B,by) — H tel
que f o (iny), = hy et f o (ing), = hy ('unicité d’un tel morphisme est
un corollaire de la Proposition 32).

Le groupe m1(Uj, by), j = 1,2, agit a droite sur H par

(g,2) — x - hj(g).

Soit p; : E; — U; un reveétement de U; de fibre H associé a cette
action (voir la Proposition 68). Puisque hy o (i1). = hg o (i2)s, les
fibres, au-dessus de by, des revétements p1|p;1(UmU2) et p2| SL(Uin)
sont en bijection 71 (U; N Us, by)-équivariante. Donc, ces revetements
sont isomorphes (voir la Proposition 68). Soit & : p; ' (U; N Uy) —
p; (U N Uy) un isomorphisme modéré de revétements.

On note F I'espace quotient de E; [[ E» par la relation d’équivalence
engendrée par x ~ &£(x) pour tout x € p; (U; N Us), et on note pr :
E, [] B2 — E Tapplication quotient. Les applications p; : By — B et

s : By — B vérifient py o & = p; sur p; (U; N Usy) et induisent une
application continue p : £ — B, qui est un revétement. De plus, pr|g,
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(respectivement, pr|g,) est un isomorphisme modéré de revétements p;
et p|g, (respectivement, py et p|g,).
Le revétement p définit une action a droite de (B, by) sur la fibre
H au-dessus de by :
(o, ) = za,
ou o € (B, by) et x € H. Par les isomorphismes ci-dessus, pour tout
x € H, tout j =1,2 et tout 8 € m(Uj,by), on a

(i)« (B) = = - h;(B).
Notons ¢ 1’élément neutre de H. Considérons I'application
f : 7T1<B,b0) — H

définie par
f(a) = ea.
En particulier, on a
fo (inl)* =hy, fo (inz)* = hy.
De plus, f est un morphisme de groupes. En effet, puisque (B, bo)

est engendré par (ing).(m (Ur,bo)) et (ing).(m1(Us, by)), il est suffisant
de vérifier ’égalité

F((5)«(Br) - - (05, )« (Bn)) = F((ing,)«(B1)) - - f((ing,)(5n))

pour tout entier n > 1 et des éléments quelconques S € w1 (Uj,, bo),
k=1, ..., n. On montre facilement cette égalité par récurrence sur n.
Par conséquent, f est le morphisme recherché. 0

Corollaire 71. St Uy N Uy est simplement connexe, alors le groupe
m1 (B, by) est le produit libre m(Uy, bo) *m1(Us, by) des groupes m(Uy, by)
et 7T1(U2,bo). O

Exemple. Considérons le bouquet S'\/S! de deux cercles, c’est-a-
dire, I'espace quotient de S*J]S! tel que I'application quotient

pr:S'[[S" = st/ S

identifie le point 1 du premier cercle et le point 1 du deuxieme cercle.
Notons by I'image des deux points identifiés. Soit a; # 1 un point du
premier cercle, et soit as # 1 un point du deuxieme cercle. Notons b,
et by les points correspondants de S'\/ S'. On pose U; = (ST S?) \
{b1} et Uy = (ST\/ SY) \ {b2}. Les sous-espaces U; et U, forment un
recouvrement ouvert de S'\/ S1. Chacun des sous-espaces U, et Us est
homotopiquement équivalent & S'. De plus, U; N U, est contractile.
Donc,

w1 (St \/Sl,bo) ~ 7 % L.
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Par conséquent, le groupe fondamental du bouquet de deux cercles
n’est pas abélien et est un groupe libre de rang 2. On montre par
récurrence que, pour tout nombre entier n > 1, le groupe fondamental
du bouquet de n cercles est un groupe libre de rang n.



