
GdT-RT Automne 2021

Groupe de travail sur la récurrence topologique (RT)

(Généralement les vendredis 9h30 - 10h30)

1. (8 octobre) Elba Garcia-Failde : Un aperçu de la récurrence topologique.

2. (15 octobre) Alessandro Chiodo : La récurrence de Witten–Kontsevich pour les
nombres d’intersections des classes psi et la courbe Airy.

3. (20 octobre, mercredi 13h30 - 14h30) Julien Marché : La RT et ses propriétés.

4. (26 novembre) Bram Petri : De la récurrence de Mirzakhani à la RT pour les volumes
de Weil–Petersson.

5. (3 décembre) Cédric Boutillier : Comptage de cartes et intégrales matricielles.

6. (10 décembre) Thomas Guidoni :

7. (17 décembre ?) :

8. janvier ?

Organisateurs : Alessandro Chiodo, Elba Garcia-Failde, Julien Marché.

La recherche autour de la récurrence topologique présente de nombreux aspects et saveurs
différents. La voie future du GdT dépend fortement des intérêts des personnes motivées, alors
n’hésitez pas à venir discuter avec nous (ou à envoyer un courriel) pour commenter les aspects
qui vous intéressent le plus, surtout si vous êtes prêt à donner un exposé.

Possibles sujets futurs et références 1 :

1. Propriétés de la récurrence topologique (dilaton, invariance symplectique, déformations,
équations de boucle abstraites ...).
— Papier original : [69].

— Équations de boucles abstraites : [27].
— Formule variationnelle (par rapport aux paramètres des données initiales : ω0,1) : ωg,n

encode la n-ème dérivée de ωg,0. Ce sujet reste encore en évolution, mais la meilleure
référence est peut-être encore le papier original [69].

— Invariance symplectique : Propriété profonde, mais encore mystérieuse [70, 71]. (Pour
des informations actuelles écrites voir [75] et pour des petits progrès récents dans le
cadre des cartes combinatoires [21]).

2. Cartes combinatoires et modèles de matrices (origine de la récurrence topologique).
(Récurrence de Tutte, intégrales de matrices comme séries génératrices de cartes).
— Cartes combinaroires (aussi appelées surfaces discretes, graphes rubans, graphes épais...)

[60], cartes munies d’un modèle de physique statistique (modèle Ising, modèle de
boucles, modèle de Potts...) [22, 27], Grothendieck dessins d’enfants et hypercartes
[78, 52].

— Développements pour grande N de fonctions de correlation de modèles de matrices
hermitiennes (des mesures invariantes par conjugaison avec de matrices unitaires)  
modèle à une matrice hermitienne [4, 5, 57], châıne de matrices et modèle de matrices à
champ externe [56, 73, 11], modèle de matrices multi-trace [27, 17]. Ces expansions sont
formelles dans les applications à la combinatoire et à la quantification (pour l’instant),
et sont considérés comme des séries asymptotiques de Poincaré dans la théorie des
matrices aléatoires [31, 16, 30].

— Relation entre cartes combinatoires et modèle de matrices [60, 75, 76].
— Cartes complètement simples (et la dualité de la RT) [29, 21, 40], relation avec les

cartes ordinaires à travers de nombres de Hurwitz monotones [20, 29].

3. Théorie de Hurwitz (cut and join, wedge sémi-infinie...).

1. Certaines références sont prises d’un document “Summary of results in topological recursion”, principalement écrit par Gaëtan
Borot jusqu’à présent. Le compléter et le mettre à jour est un travail en cours réalisé par de nombreuses personnes.



— La RT résout le problème de l’énumération des revêtements ramifiés de P1. Le cas plus
classique (un profile de ramification arbitraire et d’autres simples) a été conjecturé
par Bouchard–Mariño [39] et démontré dans [68] (le papier précédent [26] a proposé
une démonstration avec un modèle de matrices, mais cela est considérée une preuve
incomplète). La première preuve sans utiliser la formule de ELSV se trouve dans [54],
qui est le premier d’une longue liste de papiers qui prouvent la RT dans le cadre de
la théorie de Hurwitz en utilisant le wedge sémi-infini (...). Version q-orbifold [50] ;
version r-spin, prouvée pour r = 3, et quelconque r mais genre 0 dans [32], et version
monotone [49].

— La RT nous aide à trouver des formules de type ELSV (des identités avec des nombres
d’intersection sur Mg,n).

— Une grande classe de problèmes de Hurwitz a été résolue par la RT dans la série
d’articles : [1, 2].

— Papiers récents qui complètent presque tous les cas (wedge sémi-infinie) : [41, 40].

4. Invariants de Gromov–Witten (...).
— Démonstration [72, 74] de la conjecture BKMP (Bouchard-Klemm-Mariño-Pasquetti

[38]) pour variétés Calabi–Yau toriques X : la RT appliquée à la courbe miroir de X
calcule les invariants de Gromov–Witten fermés et ouverts de X.

5. De la récurrence de Mirzakhani à la récurrence topologique pour les volumes de Weil–
Petersson de l’espace de modules de surfaces hyperboliques [84, 18] (identité de McShane
...).

6. Théories de champs cohomologiques (CohFTs) (théorie de l’intersection de l’espace de
modules de courbes Mg,n, formalisme de Givental, Witten–Kontsevich, formules ELSV,
classes de Chiodo, class r-spin de Witten...).
— Witten–Kontsevich [92, 91, 9, 60].
— CohFTs semi-simples [59, 53]. Les ωg,n peuvent être exprimées en termes de nombres

d’intersection des classes tautoloqies sur Mg,n [58, 59, 45]. La RT calcule la fonction
de corrélation des théories des champs cohomologiques semi-simples et l’action du
groupe de Givental sur les CohFTs peut être explicitement transporté lese vers données
initiales de la RT [83, 53]. Ce résultat est très important et utile ; il utilise le théorème
de Teleman [89] qui affirme que l’action du groupe de Givental est transitive sur les
CohFTs sur une algèbre de Frobenius semi-simple donnée.

— Classes de Chiodo [81].
— Courbe de Bessel (irrégulière), modèle de matrices de Brézin–Gross–Witten, class de

Norbury [86].
— Class r-spin de Witten [11] (à partir des graphes généralisés de Kontsevich).

7. Systèmes intégrables (courbes quantiques, reconstruction WKB, Hirota, Sato...).
— La conjecture sur les courbes quantiques dit que la fonction d’onde construite à partir

des ωh,n est annulée par un opérateur différentiel dont les coéfficients ont des singula-
rités controlées. Démontrée pour beaucoup de cas particuliers ([34, 90, 3, 88]), pour
courbes spectrales compactes de genre 0 [36], pour courbes elliptiques et hyperellip-
tiques [77, 82, 64] et récemment pour toute courbe algébrique suffisamment générique
[65] (genre > 0). Une bonne référence pour les cas plus simples : [87].

— Conjecture d’intégrabilité : [23].
— Pour chaque connexion plate avec des singularités méromorphes C, et una base de

sections plates, on peut construire des corrélateurs qui satisfont les équations de boucle
[14, 13, 63, 12]. Dans le cas de connexions déformées par ~, si les sections plates
sont du type topologique (courbe spectral de genre 0 et contraintes sur la forme de
leur développement en ~ → 0), leur développement WKB est calculé par la fonction
d’onde de la RT. Cela fournit une converse conditionnelle à la conjecture de la courbe
quantique. (Blocs conformes, équations KZ, quantification de l’espace de modules de
Higgs...).

— [85, 51] ont proposé que la fonction d’onde de la RT pour la courbe spectral de Hitchin
satisfait une courbe quantique (bien qu’il y ait un consensus sur le fait que la preuve
n’est pas comlète pour les courbe de genre > 0).



— Le développement de Taylor de la métrique spécial Kähler sur la base de systèmes
intégrales de Hitchin est governé par le secteur de genre 0 de la RT [10].

8. Des invariants de noeuds.
— Conjecture Â-RT (polynôme colorée de Jones) : [46, 47, 24].
— HOMFLY [25, 19].

Possibles sujets supplémentaires :
— Volumes de Masur–Veech [6].
— La structure récursive de la RT encodé dans une algèbre de Hopf à la Ronco–Loday

[55, 48].
— Des limites singulières : si une famille de courbes spectrales dégénère, les ωg,n diverge et on

comprend comment dans des cas particuliers [69]. Pour le cas du modèle O(n) des boucles,
des limites plus compliqués ont été étudiés (d’une façon qui est assez généralisable) [28].

— Équation d’anomalie holomorphe  en étudiant des variations de ω0,2, en se spécialisant
à des ω0,2 modulaires, mais non holomorphes [67].

— RT non-perturbative : [66, 65]. Ce sujet est principalement en progrès (étude des correc-
tions non-perturbatives à partir de la géométrie des courbes spectrales [62, 61]).

— RT et CFTs [80].
— La dualité de la RT : cartes complètement simples, transformation d’échange de l’inva-

riance symplectique et connection avec les probabilités libres [75] (et en cours).

Généralisations de la RT :
— RT blobbée [33] Cette généralisation de la RT décrit l’ensemble de toutes les solutions

des équations de boucles (sans la propriété qu’on appelle souvent “projection”).
— Ramifications supérieurs (Bouchard–Eynard) [37, 35].
— Kontsevich–Soibelman et ABCD (structures de Airy) [79, 7].
— Récurrence géométrique (RG) [8].
— Vers des versions non orientables.

— RT β-déformée [42, 43, 44, 15].
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[3] A. Alexandrov, D. Lewański, and S. Shadrin, Ramification of Hurwitz theory, KP integra-
bility and quantum curves, JHEP (2016), no. 2016 :124, math-ph/1512.07026.

[4] J. Ambjørn, L.O. Chekhov, C. Kristjansen, and Yu. Makeenko, Matrix model calculations
beyond the spherical limit, Nucl. Phys. B 404 (1993), 127–172, hep-th/9302014.

[5] J. Ambjørn, L.O. Chekhov, and Yu. Makeenko, Higher genus correlators from the hermitian
one-matrix model, Phys. Lett. B 282 (1992), 341–348, hep-th/9203009.

[6] J. E. Andersen, G. Borot, S. Charbonnier, V. Delecroix, A. Giacchetto, and C. Wheeler
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