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Chapitre 1

Introduction

La théorie quantique des champs topologique (TQFT) est une théorie relativement
récente puisqu’elle voit le jour avec l'article d’E. Witten en 1989, [W89]. Son travail
est motivé par la recherche d’une interprétation physique du polynéme de Jones.

Rappelons que si on peut dire que la théorie des nocuds nait a la fin du 19eme siecle
avec les travaux de W. Thomson et P. G. Tait, elle ne se développe sur des bases solides
qu’au début du 20eme siecle avec les travaux de M. Dehn, J. A. Alexander et K. Reide-
meister. Les outils mis en place a ’époque tels que le polynéme d’Alexander allient a la
fois une grande simplicité de calcul et une interprétation géométrique simple comme en
témoignent les trés nombreuses facons de les calculer. Le développement conséquent
de la topologie algébrique au cours des décennies suivantes a curieusement tres peu
apporté a la théorie des noeuds qui n’a pas beaucoup progressé jusqu’a I'introduction
du polynome de Jones en 1984.

Ce polynome a trois traits particuliers : il est en théorie tres facile a calculer par un
procédé combinatoire, ce procédé est tres inefficace quand le nceud auquel on 'applique
est complexe et I’ « information topologique » qu’il contient est tres confuse - il est
difficile de savoir par exemple dans quelle mesure ce polynéme distingue les nceuds.
La découverte du polynéme de Jones a engendré celle de nombreux autres invariants
qui partagent ces trois propriétés et que 'on qualifie souvent de « quantiques ». Peu
de temps apres, V. A. Vassiliev met en place la théorie des invariants de type fini. Ces
derniers invariants sont fortement reliés aux invariants quantiques mais il n’en sera
presque pas question dans ce mémoire.

Influencé par les travaux de M. Atiyah, E. Witten propose une interprétation de
I’évaluation du polynéme de Jones aux racines de I'unités en terme d’une « théorie
de Chern-Simons quantique » associée & un groupe G, ici SUs, et un niveau k. Son
approche - basée sur I'utilisation des intégrales de Feynman - est non rigoureuse mais
généralise le polynoéme de Jones & un invariant de variétés de dimension 3 munis d’entre-
lacs coloriés par les représentations de G. E. Witten met en évidence une axiomatique
trés contraignante satisfaite par ces invariants que M. Atiyah formalise un peu plus
tard en une série d’axiomes qui forment depuis la définition mathématique de la TQFT.

A partir de cette axiomatique, N. Y. Reshitikhin et V. G. Turaev définissent rigou-



reusement la TQFT a partir de la théorie des représentations des groupes quantiques
[RT91]. Ces travaux seront repris en particulier par R.Kirby et P.Melvin dans [KM91]
et C. Blanchet, N. Habegger, G. Masbaum and P. Vogel dans [BHMV]. C’est cette der-
niere construction que 'on prendra comme référence dans ce mémoire. De nombreux
travaux ont généralisé ces constructions, dégageant la structure de catégorie modulaire
comme la donnée « algébrique » fondamentale permettant de construire une TQFT.
Ce ne sont pas ces questions qui sont traitées dans ce mémoire mais plutét le probleme
de l'interprétation géométrique de la TQFT. Cette derniere étant construite de facon
tres indirecte et combinatoire (notamment via la présentation chirurgicale des variétés)
il est particulierement difficile de dire quelle information contiennent les invariants de
Witten-Reshitikhin-Turaev de niveau k des variétés de dimension 3 comme le font R.
Kirby et P. Melvin dans [KM91] pour G = SU; et k < 6.

La théorie quantique d’E. Witten a pour « constante de Planck » le parametre h =
%. Il est attendu que la TQFT se comporte dans la limite & — co comme une théorie
des champs « classique ». Le formalisme des intégrales de chemins allié a la méthode
de la phase stationnaire formelle permet d’identifier les espaces de phases concernés a
des espaces de représentations de groupes de surfaces dans G tandis que les entrelacs
correspondent a des fonctions traces sur ces espaces. Un enjeu des travaux exposés
dans ce mémoire est d’expliquer rigoureusement ces relations. L’étude de la limite
semi-classique permet d’extraire des invariants quantiques des invariants de nature
plus géométrique dont les propriétés sont mieux comprises. Donnons deux exemples
qui seront développés dans ce mémoire.

- Pour toute surface > de genre g, la TQFT induit une famille de représentations

projectives du groupe de difféotopie de ¥ noté MCG(X) indexée par un niveau
k € N. Le théoreme de fidélité asymptotique affirme que 'intersection des noyaux
de ces représentations pour tous les niveaux k est réduit a au plus deux éléments.
Ce résultat, prouvé par J. E. Andersen [A06, FWW] est redémontré dans [MNO§]
par une méthode élémentaire fortement liée a la géométrie des espaces de repré-
sentations.

- Pour toute variété de dimension 3, I'invariant de Witten-Reshetikhin-Turaev noté
Zp(M) a d’apres une conjecture d’E. Witten un développement asymptotique
explicite faisant intervenir les représentations de 71 (M) dans G, leurs invariants
de Chern-Simons et leurs torsions de Reidemeister. Dans un cadre combinatoire,
ce résultat n’a été prouvé que pour certaines variétés de Seifert. On met en
place dans [CM11a, CM11b] une méthode qui la démontre pour presque tous les
remplissages du nceud de huit.

Ce mémoire introductif présente mes travaux ayant trait a la TQFT dans un ordre
qui répond a la logique de la quantification géométrique. Cette procédure développée
par B. Kostant et J. M. Souriau dans les années 1970 est batie sur l'idée que tout
espace des phases peut étre « quantifié » et qu’en quelque sorte on peut reconstruire
le « quantique » a partir du « classique ». Cette théorie a été fructueuse pour I’étude
des représentations de groupe construites a partir des orbites coadjointes (méthode des
orbites) mais elle n’a pas eu tous les succes escomptés. En ce qui concerne les espaces
de représentations, elle donne de tres bons résultats ce qui justifie le découpage de
ce mémoire en trois parties : classique, préquantique et quantique. Dans une certaine



mesure, chaque section correspond a un article. Les trois articles présentés qui ne
concernent pas la TQFT sont résumés a la fin du mémoire.

Le premier chapitre présente les espaces de représentations de fagon élémentaire.
Dans la premiére section on rappelle certaines propriétés concernant la structure diffé-
rentiable des espaces de représentations et la cohomologie tordue telles qu’expliquées
par W. Goldman dans [G84]. On définit ensuite les modules d’écheveaux : on rappelle
leurs propriétés élémentaires ainsi que leur lien avec l’algebre des fonctions trace a
savoir le théoreme de Bullock, cf [Bul97]. La troisiéme section présente une structure
omniprésente dans ce mémoire : le systeme intégrable formé par les « fonctions traces »
associées & une décomposition en pantalons d’une surface. La présentation suit les tra-
vaux de W. Goldman, L. Jeffrey et J. Weitsman, [G86, JW94]. Enfin, on explique
un résultat démontré dans [CM09] concernant la décomposition en séries de Fourier
des fonctions traces par rapport aux coordonnées angulaires du systeme intégrable.
On en déduit que les fonctions traces associées aux multicourbes sont linéairement
indépendantes, un résultat conjecturé dans [PS00]. La derniére section concerne les
compléments de noeuds. On énonce une conjecture concernant la structure du module
d’écheveau des compléments de nceuds. Enfin on explique la stratégie mise en ceuvre
dans [M10a] pour démontrer cette conjecture dans le cas des noeuds toriques ainsi que
certaines perspectives de recherche.

Le deuxieme chapitre concerne la structure préquantique des espaces des modules.
On entend par la la donnée d’un fibré préquantifiant, c’est-a-dire un fibré en droite
hermitien muni d’une connexion dont la courbure représente la forme symplectique,
ainsi qu’une structure métaplectique. La premiere section expose les généralités de la
théorie classique de Chern-Simons. Suivant [AB83], on explique comment la théorie de
jauge fournit naturellement une structure symplectique sur I’espace de représentations
par quotient symplectique d’un espace de connexions (de dimension infinie). Puis on
rappelle comme dans [Fre95] que la fonctionnelle de Chern-Simons définit un fibré pré-
quantifiant sur ’espace des représentations. La deuxieme section explique les résultats
obtenus dans [M10b] : il s’agit d’expliquer et de démontrer de fagon élémentaire une
formule simpliciale due & W. Neumann et implémentée dans Snappea. Cette formule
calcule I'invariant de Chern-Simons d’une variété de dimension 3 munie d’une repré-
sentation a valeurs dans PSLo(C) a partir d’une triangulation décorée de la variété. La
troisieme section concerne une étude des structures métaplectiques sur les espaces de
modules. On met en valeur l'existence de ces structures pour les espaces de modules
d’une facon plus directe que la méthode connue qui passait par un calcul de classe de
Chern. On en déduit une détermination des fibres de Bohr-Sommerfeld avec correction
métaplectique dans le systeme intégrable des espaces de représentations. Ce résultat
généralise un théoreme de L. Jeffrey et J. Weitsman [JW92]. Enfin la derniere section
concerne 'algebre de Kauffman d’une surface aux racines quatriemes de 'unité. On
donne plusieurs descriptions de cette structure qui font intervenir un groupe de type
Heisenberg noté H , extension centrale de Hq(X,Zs) par Zy. C’est le pendant géomé-
trique d’un phénomene observé dans [BHMV] (version topologique) et [AM99] (version
géométrie algébrique).

Le troisieme chapitre concerne la TQFT proprement dite. Dans la premiere section,
on explique brievement la maniere dont cette théorie a été introduite par E. Witten



et les propriétés axiomatiques qui s’en déduisent. On définit alors formellement la
TQFT par cette axiomatique, dont on présente les conséquences les plus importantes :
invariants des variétés fermées, représentation des groupes de difféotopie, formule de
collage. On passe ensuite brievement en revue la construction combinatoire proposée
dans [BHMV]. La deuxiéme section expose le résultat démontré dans [MNO08], & savoir la
fidélité asymptotique des représentations quantiques. Ce théoreme est assez détaillé car
sa courte preuve utilise les notions exposées dans le premier chapitre. On donne ensuite
une généralisation de cette formule pour des suites de TQFT tordues par I'action du
groupe de Galois cyclotomique, un sujet encore assez peu exploré. La troisieme section
présente les résultats obtenus dans [CM11a, CM11b]. Il s’agit d’étudier la limite semi-
classique de I’état d’un noeud, c’est-a-dire 'image par la TQFT du complémentaire d’un
neeud sur son bord. On explique une conjecture générale qui prédit que 1’état d’un nceud
est un « état Lagrangien » qui se concentre sur la projection de la variété des caracteres
SUs d’un nceud sur son bord, avec pour phase la fonction de Chern-Simons et pour
symbole la torsion de Reidemeister. Utilisant les relations aux g-différences satisfaites
par les polynémes de Jones coloriés et les résultats connus sur les opérateurs de Toeplitz,
on en déduit cette conjecture pour le nceud de trefle et le nceud de huit. On explique
que cette conjecture implique la conjecture de Witten pour les remplissages de Dehn
du neceud (sous des hypotheses peu restrictives). Enfin la derniere section expose les
résultats de larticle [MP11]. Etant donné une surface ¥, la TQFT en niveau k fournit
un espace vectoriel hermitien Vi (X) et pour toute courbe simple v C 3 un opérateur
hermitien Zx () € End V(X)) dit opérateur courbe. On propose une conjecture générale
concernant la matrice d’un opérateur courbe dans la base canonique de Vj(X) qu’'on
démontre pour les « petites surfaces », c’est-a-dire le tore épointé et la sphere privée de
4 points. On en déduit dans ce cas la que les opérateurs courbe sont des opérateurs de
Toeplitz, ce qui ouvre la porte a des estimations de coefficients comme les 6j-symboles
quantiques qui ont de multiples applications en TQFT.

Cette introduction serait incompléte si on ne mentionnait pas 'approche géomé-
trique de la TQFT. En effet, il était connu de E. Witten [W89] et cela a été popularisé
par M. Atiyah [A90] que les espaces vectoriels associés aux surfaces par la TQFT sont
isomorphes aux blocs conformes de la théorie conforme des champs, ou aux espaces
de sections holomorphes du fibré déterminant sur ’espace des modules des fibrés vec-
toriels de rang 2 sur une surface de Riemann. Ces modeles sont plus géométriques
et du coup l'analyse semi-classique s’y applique plus naturellement mais ils ne per-
mettent pas d’appréhender toute la structure de la TQFT : pour I'instant on ne sait
construire que la représentation du groupe de difféotopie, via la connection de Hit-
chin [H90]. Les récents travaux de J. E. Andersen et K. Ueno semblent établir un
isomorphisme entre ces théories, [AU07, AU08, AU10, AU11]. Beaucoup des résultats
présentés dans cette habilitation ont un "pendant géométrique” , en particulier J. E.
Andersen a beaucoup étudié des opérateurs de Toeplitz associés aux fonctions trace
qui sont potentiellement isomorphes aux opérateurs courbe. Mentionnons a ce sujet les
articles [A05, A09, A10, A11].



Chapitre 2

Espaces de représentations

2.1 Généralités

Dans toute ce mémoire, G désigne le groupe SUs sauf mention explicite du contraire.
Ce choix tient plus a un souci de concision qu’a une hypothese technique car beaucoup
de résultats se généralisent a tout groupe compact connexe et simplement connexe.

Soit m un groupe de présentation finie. En pratique, le groupe 7 sera le groupe
fondamental d’une variété compacte ou d'un CW-complexe fini. On note Rep(w, G)
I’ensemble des représentations de m dans G et M (7, G) 'ensemble des classes de conju-
gaison de représentations. Si X est un espace topologique ayant un nombre fini de
composantes connexes X = | J X; ou chaque composante X; a un groupe fondamental
de présentation finie, on note

Rep(X,G) = [[Rep(m(X,),G) et M(X,G) =[[M(X,G).

2.1.1 Structure algébrique

Comme G est un groupe algébrique et que m est de présentation finie, les espaces
Rep(m, G) et M(m,G) sont munis d’une structure de variété algébrique réelle.

Il est plus agréable dans cette partie de remplacer G par son complexifié G¢ =
SL2(C). Notons T (X, Gc) lalgebre des fonctions régulieres sur la variété algébrique
M(X,Gc). On construit facilement un élément f, € 7(X,Gc) pour tout élément
~v € 7 par la formule

fy(p) = —=Trp(y) VYp € Rep(r,Ge)

On appelle f, la « fonction trace » associée a v. Le signe « — » sera justifié dans la
prochaine section. On a le théoréeme suivant :

Théoréme. L’algébre T(X,Gc) est linéairement engendrée par les fonctions traces.

Il s’agit d’un résultat tres connu de théorie des invariants dont une preuve est
rappelée dans [CM09], Section 6. Le fait que le produit de deux fonctions traces soit
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une combinaison de fonctions traces est une conséquence d’une identité de traces bien
connue, elle-méme conséquence de l'identité de Cayley-Hamilton.

Tr(A) Tr(B) = Tr(AB) + Tr(AB™')  pour tous A, B € Gc.

2.1.2 Cohomologie tordue

Rappelons que G = SUjy et que 7 est un groupe de présentation finie.

- On dit que p € Rep(w, G) est centrale si elle prend ses valeurs dans le centre de
G.

- Elle est dite abélienne si elle prend ses valeurs dans un sous-groupe commutatif
de G.

- Enfin on dit que p est irréductible si la représentation de m dans GL2(C) induite
par Uinclusion SUs C GLg(C) est irréductible, c’est-a-dire qu’elle n’a pas de
droite invariante.

On observe qu’une représentation non abélienne est nécessairement irréductible : ce
fait est bien particulier & SUs. On note M(X,G) = M*(X,G) U M™(X,G) la dé-

composition en représentations abéliennes et irréductibles.

Soit X un espace topologique homotopiquement équivalent a un CW-complexe
fini et p un élément de M(X,G). On définit ’homologie et la cohomologie de X a
coefficients tordus de la fagon suivante.

Soit V' une représentation de (. Supposons que X est connexe et admet pour
revétement universel l'espace X. Le complexe de chaines singulieres Cy(X,7Z) est un
Z]m1(X)]-module et on pose

H (X, V)=H=x(Ci(X,Z)®V) et H*(X,V) = Homg, (xy (C+(X,Z),V)
Zlm1 (X))

On définit de méme I’homologie et la cohomologie tordue de paires d’espaces (X,Y).
Si X est une variété orientée a bord de dimension n, la dualité de Poincaré fournit un
isomorphisme

H*(X, V)~ H,_1(X,0X;V) et H*(X,0X;V) ~ H,_1(X,V)

Soit V' et W deux représentations de 7 de dimension finie sur K (R ou C) et
supposons que 'on a une forme bilinéaire invariante et non-dégénérée qui a (z,y) €
V x W associe (z,y) € K. L’évaluation de la cohomologie sur I’homologie composée
avec la forme bilinéaire fournit une dualité parfaite :

H*(X,V) x Hy(X, W) = K.

2.1.3 Structure différentiable et symplectique
Soit x1,...,z, des générateurs de 7 et rq,...,ry, des relations de telle sorte que
T ={(T1,. ., Tn|T1, -, m).
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Notons R; : G"™ — G Dapplication qui & un n-uple g = (g1, ..., gyn) associe le produit
obtenu en substituant z; par g; dans le mot ;. On obtient

Rep(m,G) = {g € G" tel que Ri(g) =1pouri=1,...,m}
En particulier, Rep(m, G) est une sous-variété lisse de G™ en g si 'application

' { G" — G™
g (Ri(9))i=1,..m

est une submersion au n-uplet g. Soit C, : G — G™ I'application définie par Cy(h) =
(hgih™1)i=1...n- Si g est un point lisse de Rep(m, G), alors tous ses conjugués le sont
aussi. De plus, si la différentielle de Cy en Iidentité est injective, alors [g] est un point
lisse de M(7, G) et l'espace tangent de M(7, G) en [g] vérifie :

TigM(m,G) = ker DR/ Im D1 C,.

Formons un 2-complexe X de la facon suivante : attachons a un point base autant de
1-cellules que de générateurs x;. Puis pour chaque relation r; de longueur [;, attachons
un l;-gone au 1-squelette de X de la facon décrite par r;. Un calcul standard montre
que l'on a le diagramme commutatif suivant

D1y DyR

TG T,G" TG

- x -

CO(X,Ad,) —%= Oy (X, Ad,) —4=~ C%(X, Ad,)

On note p € Rep(w, G) la représentation définie par p(x;) = ¢; pour i = 1,...,n.
Dans ce diagramme, Ad, désigne la représentation adjointe de 7 définie par v.§ =
Ad,(,) € pour tout v € 7 et tout £ € sus.

Cette identification montre que si H%(X, Ad,) = H?(X,Ad,) = 0 alors [p] est un
point lisse de M(m,G) et Tj;M(r,G) = H'(X,Ad,). Comme

HO(X,Ady) = {€ € su, p(1)E =€ Wy em)

on en déduit que H°(X, Ad,) = 0 si et seulement si p est irréductible. Ainsi, I'espace
des modules M(X, G) n’est a priori lisse que sur 'ouvert M"™ (X, G).

Comme premiere application, considérons le cas ot X est une surface de genre au
moins 2.

Soit B : sug xsug — R la forme définie par B(&,n) = Tr(£*n) = — Tr(&n). La dualité
de Poincaré nous donne I'isomorphisme H?(X, Ad,) ~ H°(X, Ad,)*. On en déduit que
si p est irréductible, ces deux espaces de cohomologie s’annulent. De plus, la dualité
de Poincaré fournit une forme antisymétrique et non dégénérée w, : H'(X,Ad,) x
H'(X,Ad,) — R. En résumé, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit X une surface de genre au moins 2. L’espace M™(X,G) est une
variété différentiable de dimension 6g — 6 muni d’une 2-forme antisymétrique non-
dégénérée w.



Le calcul de la dimension provient d’un calcul de caractéristique d’Euler. En effet,
X(X) = 29 — 2 et x(Ci(X,Ady)) = 3(2 — 29). Comme seul le premier groupe de
cohomologie est non nul et qu’il s’identifie a 'espace tangent de M(X,G) en [p],
on obtient dim M™(X,G) = 6g — 6. Il est intéressant d’observer que les techniques
employées jusqu’ici ne permettent pas de montrer que w est fermée : on obtiendra cela
au deuxieme chapitre en adoptant le point de vue de la théorie de jauge.

2.2 Modules d’écheveaux

Soit M une variété orientée de dimension 3 (avec éventuellement un bord). On ap-
pelle entrelacs en bande dans M une sous-variété difféomorphe a une réunion disjointe
d’anneaux orientés. Soit ¢ une variable formelle, on note K (M, t) le Z[t*!]-module libre
engendré par les classes d’isotopie d’entrelacs en bande dans M modulo le sous-module
engendré par les relations locales représentées sur la figure 2.1. Cet objet a été introduit
indépendamment par V. Turaev et J. H. Przytycki [TU88, HP92].

X=X
@ —(—2-t2) 9

FIGURE 2.1 — Relations de Kauffman

!

Si M = ¥ x [0,1] ou X est une surface orientée (avec éventuellement un bord),
ce module possede une structure d’algebre. En effet, si Lq, Lo sont deux entrelacs
dans ¥ x [0, 1], on définit leur produit par la relation Lj - Ly = i1(L;) I ia(La) ou
i1(x, s) = (x, 1‘2”) et iz(z,s) = (z, 5).

On appelle « multicourbe » dans 3 une sous-variété de dimension 1 dont aucune
composante ne borde un disque. A toute multicourbe v on associe un entrelacs en
bande noté aussi v dans ¥ x [0,1] par la formule v = I' x {1} ot T est un voisinage
tubulaire de v dans 3.

Tout entrelacs en bande dans ¥ x [0, 1] peut & isotopie preés étre représenté par
un diagramme dans 3, c’est-a-dire une réunion de courbes immergées avec des points
doubles transverses sur lesquels on distingue la branche de dessus et la branche de
dessous. En appliquant les relations de Kauffman, on constate que tout entrelacs est
une combinaison de multicourbes. Le théoreme de Reidemeister montre méme qu’on a
le résultat suivant :

Théoréme. Le module K(X x [0,1],t) est libre et a pour base les classes d’isotopie de
multicourbes dans X.

En ¢t = —1, le module K(M,—1) a une propriété particuliere : si on change un
croisement dans un entrelacs en bande de M, on ne change pas sa classe dans K (M, —1).
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On peut alors définir une structure d’algebre sur K (M, —1) de la maniére suivante : a
deux entrelacs Ly et Lo dans M, on associe Lj Ui(Lg) ol ¢ est une isotopie assurant
que L1Ni(L2) = 0. La propriété d’invariance par changement de croisement assure que
ce produit est bien défini.

Cette algebre est intimement reliée a 1’algebre T (M, G¢). On définit une applica-
tion ® : K(M,—1) — T(M,Gc) de la fagon suivante. Soit L un entrelacs en bande,
Yy --sYn € (M) des lacets représentant les classes d’homotopie libre des compo-
santes de L. On pose

o(L)(p) = [[ (= Trp()) =[] £2:.(0)-
=1

i=1
Par extension, on notera aussi ®(L) = fr.

Théoréme 2. Soit M une variété orientée de dimension 3. L’application
¢ K(M,-1) - T(M,Gc)

est un morphisme d’algebre surjectif dont le noyau est isomorphe au nilradical de
K(M,-1).

Ce résultat fondamental de D. Bullock (cf [Bul97]) est néanmoins insuffisant en vue
des applications. On conjecture le résultat suivant :

Conjecture 1. Pour toute variété irréductible M, le Z[tT']-module K (M,t) est libre
et I’ algébre K (M, —1) est réduite.

On démontre dans [CM09] et dans [M10a] les résultats suivants :

Théoréme 3. Pour toute surface orientée ¥, l'algébre K (3 x [0,1], —1) est réduite.
Soit E, 4 le complément dans S3 du neeud torique de parameétres (p,q). Cette variété
satisfait la Congjecture 1.

La preuve du premier point passe par 1’étude d’un systeme intégrable associé a
M(X, G), ce qui fait 'objet du chapitre suivant. Le cas des complémentaires de nceuds
fera l'objet de la Section 2.4. Notons que T. Q. T. Le a montré dans [Le06] que la
Conjecture 1 était vérifiée pour les compléments des noeuds a deux ponts.

2.3 Systeme intégrable

2.3.1 Décomposition en pantalons

Soit ¥ une surface de genre g munie de points marqués pi,...,p,. On note ¥’ =
Y\ {p1,.-.,pn} et C une famille maximale de courbes simples de ', n’entourant
pas les points marqués, deux a deux non paralleles et disjointes. Alors C contient
nécessairement 3g — 3 + n éléments et forme ce que I'on appelle une décomposition en
pantalons. La décomposition est convenablement encodée a ’aide d’un graphe trivalent
T" construit de la maniere suivante.

11



- Les sommets de I' sont les composantes connexes de Y/ \U'yEC v qui se trouve étre
une réunion de « pantalons » - c¢’est-a-dire de spheres privées de trois disques -
ainsi que les points marqués. On appelle respectivement ces sommets internes et
externes.

- Chaque courbe v de C qui borde deux pantalons (éventuellement le méme) définit
une aréte de I' entre ces deux pantalons dite interne.

Pour tout ¢, on note ; la courbe qui entoure le point p;. Chaque courbe ~; définit
une aréte entre le pantalon qu’elle borde et le point marqué p;. On 'appelle aréte
externe.
On note V l'ensemble des sommets de I' et E D’ensemble des arétes qu’on iden-
tifie aux courbes qu’elles représentent. On définit pour tout v € FE l'application
hy : M(X,G) — [0,7] par hy(p) = arccos(i Trp(y)) ainsi que l'application H :
M, @) — [0,7]F par H(p) = (hy(p))ser-

Soit A C [0, 7] le polytope défini par les équations suivantes :

oy +as+ar <21

(Oé’y)'yec €A = 7,9, incidentes, on a : { Oy < a5+ (078

Théoreme 4. [G86, JW94] L’application H : M(X',G) — [0,7]¥ a pour image le
polytope A. Il existe sur M(X',G) une structure de Poisson telle que
- les coordonnées de H Poisson-commutent.
- Les feuilles symplectiques sont décrites par les équations h~,(p) = t; out; € [0,7].
- Sur chaque feuille symplectique, les fonctions h, ot vy est une courbe interne ont
un flot hamiltonien 2mw-periodique, défini sur h;l(O, ).

On remet au chapitre suivant ’aspect symplectique (ou de Poisson) de ce théoreme
pour discuter plus en détail les flots hamiltoniens des fonctions h et leurs applications.
En effet, ces flots ont une interprétation naturelle en terme de G-fibrés plats, un point
de vue qui fait naturellement le pont entre le point de vue « représentation » de ce
chapitre et le point de vue « théorie de jauge » du chapitre suivant.

2.3.2 Actions de tore sur les G-fibrés

On appelle G-fibré sur X' une paire (F,6) ot F est un fibré plat et hermitien de
rang 2, et  une section plate et unitaire de A’E que 1’on appelera « section volume ».
Un isomorphisme entre deux paires est un isomorphisme de fibrés plats hermitiens
qui fait commuter les sections volume. L’application qui a une paire (E, ) associe sa
représentation d’holonomie permet d’identifier espace M (X', G) avec ’ensemble des
classes d’équivalence des paires (E,0).

Soit (E,#) un G-fibré sur ¥’ et v C ¥’ une courbe simple telle que 1’holonomie de
(E,0) le long de ~y ne soit pas centrale. On définit I'action de ¢t € T = R/27Z de la
facon suivante. Supposons que 7 est orientée : le fibré E|, est la somme directe de deux
sous-fibrés plats E*, dont les fibres sont les espaces propres de I’holonomie le long de
7 de valeurs propres exp(Fih,(F,#)). Soit R; 'automorphisme de E|, qui agit sur E*

par multiplication par e**.
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Soit ' la surface obtenue & partir de ¥’ en coupant le long de 7 et notons 7 la
projection de Y sur Y. Soit 74 les composantes de bord de ¥/ telles que 74 : v+ — 7
se restreigne en un difffomorphisme préservant (resp. inversant) l'orientation. Alors,
t.(E,0) est le quotient de 7*E par l'identification

un~ 7 R () N u), we (r°E)|,, =7 (El,)

On vérifie immédiatement que cette définition ne dépend pas de 'orientation de
et que les actions associées a des courbes disjointes commutent.

2.3.3 Décomposition de Fourier des fonctions trace

Soit ¥ une surface munie de points marqués pi,...,p, et donnons nous une dé-
composition en pantalons indexée par un ensemble de courbes C. Définissons :

M (2, G) ={[p] € M(Z,G), tel que p(y) # +1Vv € C}

On obtient ainsi un ouvert de M (X', G) sur lequel les flots des fonctions A, sont
bien définis. On note t.p 'action de t = (t,) € (R/27Z) sur p.

Le premier résultat est que cette action de tore décrit précisément les fibres de la
fonction H, cf [JW93]. On a plus précisément :

Théoréme 5. Soit p € M(Y,G) et a = H(p) € A. L'application R¢ — M (X, Q)
qui &t associe t.p a pour image H () et pour noyau le réseau

A =27 Vect{u,,v € C,uy,v € V}

ol u~ est le vecteur de base de RC associé a la courbe vy et pour tout pantalon v bordé
par trois courbes 7y,0,( on note u, = %(u7 + us + u¢) avec la convention u, = 0 si

v ¢C.

Soit ¢ une courbe simple quelconque de ¥'. La fonction fs restreinte & M° (X', G)
admet une décomposition de Fourier f5 =", T,(f,) ot m € C% et

I (£)(p) = (2m)~#C /T f(ep)e

On a noté dans cette formule t.m = ) t,m,.
vyec

On démontre dans [CM09] le théoreéme suivant :

Théoreme. Soit ¥ une surface avec des points marqués p1,...,pn. Soit § une courbe
simple de X' et C une décomposition en pantalons. Supposons que § coupe chaque
courbe de C de facon transverse et avec le moins de points doubles possible dans sa
classe d’isotopie.
- Alors pour tout m € CZ, s’il existe v € C tel que #(vNJ) < m., alors Iy, (fs) = 0.
- Si on a pour tout v € C Uégalité #(y N J) = m,, alors au contraire I, (f5) ne
s’annule pas sur H~1(Int A).
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Expliquons informellement la premiere partie de ’énoncé. Supposons que la courbe
0 consiste en la juxtaposition de N arcs d1,...,dny qui ne rencontrent les courbes C
qu’en leurs extrémités. Notons P; les points de départ et d’arrivée des arcs d; de telle
sorte que ¢; aille de P; & Pjy1. On note aussi 7; € C la courbe telle que P; € n;.

Soit p € M'(¥', G) la représentation d’holonomie d’un fibré (E,0) et notons V; €
Hom(Ep,, Ep,,,) I'holonomie de (E,0) le long de ¢;. On a fs(p) = —Tr(Vy ---V1). De
plus, d’apres la description de 'action de tore sur les G-fibrés expliquée a la Section
2.3.2, I'holonomie de t.p le long de § est RV --- RoVoR1 Vi ot Rj € End(Epj) est
0

. L . et
conjuguée a la matrice 0 _it,. |- La formule
e j

fg(t.p) = — TI‘(RNVN s R2V2R1V1)

montre que f5(t.p) est un polynéme trigonométrique dans les variables ¢, dont le degré
en t, n'exceéde pas le nombre de points d’intersection de § avec . Ceci démontre le
premier point.

Le deuxiéme point nécessite un argument plus délicat qui est détaillé dans [CMO09].
En utilisant les coordonnées de Dehn pour décrire ’ensemble des multicourbes sur ' et
le résultat précédent sur la décomposition de Fourier des fonctions trace, on démontre
le résultat suivant :

Théoréme. Les fonctions fy : M(X,G) — R ot « parcourt les classes d’isotopie
de multicourbes dans X' sont linéairement indépendantes dans lalgébre des fonctions
continues sur M(X',G). On en déduit que Uapplication naturelle K (X' x [0,1],—1) —
T (X, Gc) est un isomorphisme d’algébre.

Expliquons brievement la derniere implication. L’inclusion de G dans G¢ induit une
application M(¥',G) — M(X',G¢) (qui se trouve étre injective). On en déduit que si
une famille de fonctions sur M(Y', G¢) est linéairement indépendante comme famille de
fonctions sur M(X', G), elle I'est nécessairement sur M (X', G¢). Enfin, on sait d’apres
le Théoreme 2 que 'application naturelle ® : K (X' x [0,1],—1) — T (X', G¢) est un
morphisme d’algebre surjectif. Le théoreme précédent montre que ce morphisme est
aussi injectif.

2.4 Le cas des compléments de nceuds

Peu de modules d’écheveaux sont connus explicitement & part ceux des surfaces
épaissies. On y compte S? x S1, les espaces lenticulaires, les complémentaires des
neceuds toriques (2,2p+ 1) ainsi que des noeuds twists. Dans [Le06], T. Q. T. Le montre
la Conjecture 1 dans le cas de tous les complémentaires des noeuds & deux ponts. Dans
tous les travaux précédents, la méthode consiste a utiliser le cas connu des surfaces
épaissies. Un complémentaire de noeud s’obtient & partir d’un corps en anse H en lui
adjoignant une famille de 2-anses, c’est-a-dire de disques épaissis D? x [0, 1] recollés
sur leurs bords S! x [0,1]. On en déduit une présentation du module d’écheveau par
générateurs et relations : tout entrelacs étant isotope a un entrelacs dans H, I’ajout de
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2-anses crée des relations qu’il s’agit de décrire. De plus, comme le corps en anse est
lui-méme une surface épaissie, son module d’écheveau est bien compris.

L’article [M10a] est basé sur une technique différente que j’aimerais développer
prochainement. Cette technique consiste & tirer parti des surfaces incompressibles pré-
sentes dans les complémentaires de noeuds. En effet, ces dernieres induisent des valua-
tions a la fois sur le module d’écheveau et sur les variétés de caracteres. Une compré-
hension fine des espaces gradués associés a chaque filtration permet de démontrer la
Conjecture 1 dans le cas des complémentaires de noeuds toriques.

Théoreme. La conjecture 1 est vraie dans le cas des complémentaires de neeuds to-
TIQUES.

Expliquons un peu comment son construites les valuations. Soit K un nceud dans
53 et M le complémentaire d’un voisinage tubulaire de K. On se donne S, une surface
incompressible dans M que ’on suppose homologue a 0. Posons

Fy = Vect{L € K(M,t), #(L 1 S) < 2k}.

On définit ainsi une filtration croissante que ’on peut étudier dans certains cas. Soit
K un noeud torique, c’est-a-dire une courbe plongée dans un tore X, lui-méme plongé
de maniere standard dans S3. La surface ¥ privée d’un voisinage tubulaire de K est un
anneau essentiel noté S qui découpe le complémentaire de K en deux tores pleins. En
étudiant les modules d’écheveaux relatifs des tores pleins, on peut calculer précisément
le gradué de la filtration précédente. En particulier on a

(p—1)(g=1)

Proposition 1. Pour tout k > 1, le module Fy,/Fj—1 est libre de rang 5

Le module Fj est le module engendré par les courbes qui ne coupent pas 'anneau S.
On déduit d’ores et déja de la proposition que le module d’écheveau des compléments
des noeuds toriques est libre.

Comparons-le maintenant avec I’anneau 7 (M, G¢). Celui-ci est bien compris dans
le cas des noeuds toriques. En effet M™ (M, G¢) est une réunion de % droites
affines qui rencontrent chacune la droite affine M?P(M, G¢) en deux points. On note
C C M (M, G¢) une composante irréductible.

On définit pour tout f € T(M,Gc) le degré

deg f=  max  degflc.
CCcMirr(M,Ge)

On définit ainsi un degré sur l'algebre 7 (M,Gc) pour lequel chaque espace gra-

dué de degré strictement positif est de dimension %. On note F, = {f €
T(Mv G(C)adegf < k;}

Notons € : K(M,t) — K(M,—1) application naturelle. On a le résultat suivant :

Proposition 2. L’application ® o€ : K(M,t) — T(M,Gc) est surjective et respecte
les fitrations Fi et Fy. Les espaces gradués étant de méme dimension, on en déduit
que ® est un isomorphisme et que l'on a un isomorphisme (non naturel)

K (M,t) ~ T(M,Gc) ® C[t*].
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Pour un neeud quelconque, si on trouve une surface incompressible pour laquelle on
peut calculer la dimension du gradué Fjy/Fy_1 et identifier la filtration correspondante
sur T (M, G¢) alors on démontre de méme la Conjecture 1. Malheureusement, I’exemple
du nceud de huit montre qu’il est nécessaire de considérer au moins deux surfaces
incompressibles ce qui rend le calcul du gradué beaucoup plus complexe.

J’ai pour projet d’étudier en détail la théorie de Culler et Shalen [CS83] pour com-
prendre les familles de filtrations induites par les surfaces incompressibles. Remarquons
que chaque point idéal de M(M,G¢) fournit une surface incompressible. La dimen-
sion du gradué associé aux valuations des points idéaux est donnée par le théoreme de
Riemann-Roch. 1l s’agit donc d’établir un analogue de ce théoréme pour les modules
d’écheveaux.
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Chapitre 3

Préquantification

Ce chapitre concerne I'étude de la structure symplectique sur ’espace des mo-
dules des représentations d’une surface. Plus généralement, cet espace est naturelle-
ment « préquantifié » au sens ou il existe un fibré en droites hermitien avec connexion
(L,V) dont la forme de courbure est égale a la forme symplectique. Ces structures
proviennent naturellement de la théorie de jauge que 1’on rappelle a grands traits dans
ce chapitre. Je présenterai trois résultats liés a la structure symplectique.

3.1 Théorie de Chern-Simons

3.1.1 Structure symplectique

Soit M une variété de dimension inférieure ou égale a 3. Tout G-fibré principal P
sur M est trivialisable puisque les groupes fondamentaux de G sont triviaux en degré
1 et 2. On ne considere donc plus que des fibrés triviaux.

Une connexion sur M x G se ramene donc & une 1-forme lisse a € Q1(M, G) ot G
désigne 'algebre de Lie de G. Le groupe de jauge Map(M, G) des applications lisses
de M dans G agit a droite sur Q' (M, G) par la formule

1

a? =g tag+ g tdg (3.1)

Une connexion a € QY(M,G) est plate si elle satisfait I’équation F, = 0 ou la
courbure F, est définie par :

1
F, =da+ i[a/\a] (3.2)

On notera (M, G) I'ensemble des connections plates c¢’est-a-dire 'ensemble {o €
OY(M,G), F, = 0}.

Soit ¥ une surface sans bord et w la forme symplectique sur Q(3, G) définie par

w(a, f) = L Tr(a A B).

2 »
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Le groupe de jauge agit sur Q'(M, G) par symplectomorphismes affines et on peut
interpréter F,, comme une application moment relative & cette action. Ainsi le quotient
symplectique Q;(Ev G)/Map(X, G) qui n’est rien d’autre que ’espace des modules des
G-fibrés plats, soit encore M(X, G) hérite d’'une structure symplectique qui s’identifie
a celle évoquée dans le Théoreme 1.

3.1.2 Fonctionnelle de Chern-Simons

Pour toute variété a bord M de dimension 3 munie d’une forme de connexion plate

o€ QO (M,G), on définit

= ;T/MTI (an[anal).

Notons qu’il faut modifier cette formule dans le cas ol a n’est pas plate mais on n’aura
pas besoin d’une telle extension dans ce mémoire (voir Equation (4.2)).

CS(a)

Cette fonctionnelle est transformée de la maniére suivante par ’action de jauge :

CS(a?) = CS(a) + ¢(a,g)  on (3.3)

1 ~ - 1 - ~ _
c(a, g) = 47T/ETlf(g lagng 1dg)+27r/MTr(g Ydg A g 'dg A g dg))

Dans cette formule, ¢(a, g) ne dépend modulo 27 que de la restriction de a et g &
Y. En effet, notons

1 _ _ _ *
W(g) /MTr(g ldgnfgtdgng ldg])Z/Mg X

T 2r

olt X = 5= Tr(0 A [0 A 0]) est la forme de Cartan et ¢ la forme de Maurer-Cartan
invariante & gauche de sorte que g*0 = g~'dg. Cette fonctionnelle s’appelle la fonction
de Wess-Zumino-Witten de g. Si on se donne une autre variété N de bord X et une
fonction ¢’ : N — G qui coincide avec la fonction précédente sur le bord, on aura
Wi(g) —W(J) = fMu(—N) g*x € 277 ou g désigne la fonction étendant g et ¢'. Le
fait que I'intégrale soit un multiple de 27 provient du fait que x est un générateur de
H3(G, 277Z).

On définit le fibré £ comme le quotient du fibré trivial Q! (3, G) x C par P’action
de Map(X, G) suivante :

(@,2)7 = (o, z¢*()
On obtient par quotient un fibré Hermitien £ sur M (3, G). La forme de connexion

d 4 n sur le fibré trivial Q}(X,G) x C ol n est définie par n,(v) = Fw(u,v) passe au
quotient en une connexion V dont la courbure est w.
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Un dernier résultat sera utile par la suite : Soit a; une famille & un parametre de
connexions plates sur une variété M de bord X. Alors

d 1 d
— —_ — — —_— -4
dt ‘t:o CS(ax) 2(*)(0407 dt ’tzoat) (3-4)

Cette formule provient du théoreme de Stokes. On peut la reformuler de la facon
suivante. Soit r : M(M,G) — M(X,G) lapplication de restriction. Alors on a le
diagramme suivant :

L (3.5)

=

M(M,G) = M(Z,G)

C

L’application e?©S est plate, au sens oll ¢’est une section plate de r*L.

Enfin, si M n’a pas de bord et « est une connexion plate, CS(a) ne dépend pas
modulo 27 de la classe de jauge de a.. On définit donc une application CS : M(M,G) —
T qui est localement constante d’apres I’équation (3.4) et qu’on appelle invariant de
Chern-Simons.

3.2 Calcul combinatoire de ’invariant de Chern-Simons

L’objet de l'article [M10b] que je présente dans ce chapitre est de donner une for-
mule simpliciale permettant un calcul effectif de l'invariant de Chern-Simons. Cette
formule a déja été proposée par W. Neumann dans [Ne92, Ne98, Ne04] mais sa justi-
fication repose sur des travaux de J. Dupont et Yoshida (cf. [D87, Y85]). Les démons-
trations sont basées sur des techniques qui impliquent entre autres la cohomologie du
groupe PSLy(C) et le groupe de Bloch étendu. La méthode proposée ici est beaucoup
plus directe.

Il s’agit en premier lieu de décrire de fagon combinatoire une variété a bord M
munie d’une représentation. Comme 'invariant de Chern-Simons n’est pas un invariant
numérique mais une section d’un fibré sur la variété des représentations du bord de
M, il est nécessaire d’encoder cette donnée, ce que l'on fait a ’aide de la notion
d’aplatissement.

3.2.1 Données combinatoires

Une triangulation abstraite est une paire ((A;);cr, ) o pour tout i dans ’ensemble
fini I, A; désigne un simplexe abstrait orienté, c’est-a-dire un ensemble & 4 éléments
numéroté a une permutation paire pres. La fonction ® est un appariement simplicial
des faces des simplexes renversant I'orientation.

Pour chaque simplexe A;, on définit Trunc(4;) comme le tétra¢dre tronqué de
sommets les éléments de A;. On appellera triangulation de M un homéomorphisme de
M avec la variété a bord

HTrunc(Aﬁ/@
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FIGURE 3.1 — Le polyedre P(A)

Pour chaque tétraedre A; on définit P(A;) comme le permutaedre associé a A;. Plus
précisément, ses sommets sont les numérotations des éléments de A; : si A = {z, y, 2, t},
on notera ryzt un sommet générique de P(A).

Le permutaedre P(A) a trois types d’arétes :
Ay = {zyzt,yxzty Ay = {xyzt,zzyt} Az = {ayzt, zytz}

et trois types de faces :

F, = {zyzt,yxzt,aytz,yxtz} type aréte
Fy = {ayzt, xzyt, zayt, zyxt, yzat, yrzt}  type face
Fy = {zyzt,zytz,atyz, xtzy, xzty, xzyt}  type sommet

On peut réaliser géométriquement ce tétraedre en tronquant Trunc(A) le long des
arétes comme dans la Figure 3.1. Enfin, on confondra P(A) avec I'ensemble de ses
sommets.

On appelle birapport une application X : P(A) — C\ {0, 1} vérifiant pour tous
x,y, 2, t € A distincts les relations

X(zyzt) = X(yzzt)™! = X(ztzy)
X(zzty) = (1— X(zyzt))™?

On appelle branchement de A un ordre sur les sommets que 1’on notera b. Notons que
cela induit une orientation des arétes de P(A) selon I'ordre lexicographique. On appelle
aplatissement un quadruplet (A, X, b, L) ou X est un birapport, b un branchement et
L : P(A) — C est une application vérifiant :

L(zyzt) = —L(yzzt) = —L(zytz)
im = L(zyzt) + L(zzyt) + L(xytz) siy <p z <p t
X(zyzt) = exp(L(zyzt))

Considérons maintenant une variété M triangulée par ((A;)ier, ®). Pour chaque
aréte interne A de M = [[,.; Trunc(A;)/® on considere I’ensemble des arétes a de
[;c; Trunc(A;) qui s’identifient a A. Pour chaque a, on note P, un voisinage simplicial
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de a dans le simplexe auquel a appartient : c’est un prisme a base triangulaire. On
note finalement Py = |J, Ps. On a alors la décomposition

M =[] Trunc(Ay)/@ = (J[P(A) T[] Pa)/@
A

iel iel
On qualifiera de polyédrale la deuxieme décomposition.

Notons P la réunion des sommets de P(A;) pour i dans I. On appelle birapport
global une application X : P — C\ {0, 1} qui est un birapport en restriction a chaque
simplexe et vérifie pour toute aréte A :

H X(zyzizit1) =1

ol zyz;z;+1 désigne les simplexes apparaissant dans le prisme P4 et xy se projette
sur 'aréte A. De méme on appelle branchement global un branchement de chaque
simplexe A; tel que les branchements de deux simplexes contigus soient compatibles.
Finalement, on appelle aplatissement global un triplet (X, b, L) formé d’un birapport
global, d’un branchement global et d’une application L : P — C vérifiant pour chaque
aréte I’équation

Z L(zyziziy1) =0
7

On demande de plus que L soit un aplatissement en restriction a chaque simplexe.

3.2.2 De la combinatoire a la géométrie

Donnons nous un birapport global X. On définit un 1-cocycle ¢ sur la décomposition
polyédrale de M en associant a chaque aréte un élément de PSLy(C) de la fagon
suivante :

c(zyzt,yxzt) = ((1) (1)>

c(xyzt,xzyt) = <(1) :1)
1 0
c(zyzt,xytz) = (0 X(xyzt))

De cette maniére, un birapport global permet de définir un élément de M (M, PSLy(C)).
On remarque que la restriction de ce cocyle au bord de M prend ses valeurs dans le
groupe By (C) des matrices triangulaires supérieures. Notons r application de restric-
tion de M(M,PSLy(C)) dans M(9M,PSLy(C)).

Proposition 3. Un aplatissement global (X,b, L) d’une variété M définit un couple
(p,s) ou p € M(M,SL2(C)) vérifie r(p) € M(OM,Ba(C)) et s € Ly,
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Plus précisément, et c’est cela qui sera le plus important dans la section qui suit,
on peut construire explicitement une connexion plate sur M notée « telle que le couple
(p, s) soit représenté par le couple (o, a|gas x 1). L’étape cruciale de cette construction
est de définir la connexion « sur le 1-squelette de la décomposition polyédrale de M :
c’est & ce moment qu’intervient le branchement et I'aplatissement. On définit o de la
fagon suivante, ol ¢ désigne une fonction variant de 0 a 1 le long de ’aréte concernée
qui reste constante au voisinage des extrémités. De plus 'orientation des arétes est
donnée par le branchement.

a(zyzt, yzat) = (mo/2 mo/ 2> dy
alzyzt, zzyt) = (iﬁo/ 2 3%3) dyp
a(wyt, zytz) — (L(xyg’t)/ 2 _L(m‘;zt) /2) do

On peut alors « remplir » le polyedre P(A) et définir v € Qf (P(A),G) d’une fagon
qui ne dépend essentiellement que de I'aplatissement.

3.2.3 Dilogarithme et invariant de Chern-Simons

Etant donné un simplexe branché (A,b), I'ensemble A(A,b) des couples (X, L)
compatibles forme une surface de Riemann. Ecrivons A = {z,y,2,t} avec x < y <
z < t selon b. Lapplication qui & une paire (X, L) associe X (xyzt) identifie A(A b) au
revétement abélien universel de C \ {0, 1}. Si on définit I'intégrale CS(X, L) f a,

A)

on déduit de I’équation (3.4) la formule

dCS(X,L) = ﬁ (L(zzty)dL(zyzt) — L(wyzt)dL(zzyt) — imdL(zyzt))

Cette formule permet d’identifier CS(X, L) au prolongement analytique du diloga-
rithme de Rogers, c’est-a-dire

1 [X@vEt) log(1—t)  log(t)
CS(X,L) = = + — ( Jat.
(X L) = + 4 t 1
L’invariant de Chern-Simons global de la paire (p, s), noté CS(p, s) est par définition
égal & l'intégrale |[ @ Cette intégrale se décompose en une intégrale sur les permu-
taedres que 'on a calculée ci-dessus et une intégrale sur les prismes P4 dont on peut
montrer qu’elle s’annule. On en déduit donc le résultat suivant :

Proposition 4. Soit M une variété triangulée par ((A;)icr, ®) et (X,b, L) un triplet
encodant une paire (p, s) comme dans la Proposition 3. On a alors la formule simpliciale
sutvante :

s) =Y _ CS(X;, L)

iel
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3.3 Structures métaplectiques

La procédure de quantification géométrique d’une variété symplectique (M, w) com-
prend trois étapes. En premier lieu, on doit trouver un fibré préquantifiant (£,V) :
celui-ci est produit par la théorie de Chern-Simons comme expliqué dans la section
précédente. La deuxieme étape consiste a choisir une structure métaplectique tandis
que la derniere étape introduit le choix d’une polarisation. Dans cette section, on étu-
die la structure métaplectique : il s’agit en fait de la conjonction d’une structure spin
avec une structure symplectique.

On peut montrer qu’une telle structure existe sur M si et seulement si la deuxieme
classe de Stiefel-Whitney wy (M) s’annule. De plus, ’ensemble des classes d’homotopie
de telles structures est un espace affine dirigé par H'(M,Zs). On sait que les espaces
de représentations en genre au moins 2 sont simplement connexes. Ainsi, si la structure
métaplectique existe, elle est unique a homotopie pres. Un calcul indirect de classe de
Chern montre que la classe we est nulle, ¢f [RSW89]. On sait donc qu’il existe une
unique structure métaplectique a homotopie pres, mais la méthode n’est pas construc-
tive et ne permet aucun calcul. A la fin de larticle de revue [M09], j'explique une
méthode élémentaire pour exhiber cette structure et ’applique au calcul des orbites
de Bohr-Sommerfeld. L’objet de cette section est de résumer ce travail.

3.3.1 Structures spin

Pour tout entier n > 2, il existe un unique groupe (f}an(R) qui est un revétement
double de GL,(R) avec les deux propriétés suivantes.

- La restriction du revétement a SO, est un revétement non trivial

- La préimage de toute réflexion dans GL,,(R) est d’ordre 2.
Pour tout espace vectoriel réel V' de dimension n on note R(V') I'ensemble des bases de
V : il s’agit d’un GL,(R)-torseur. On appelle « structure spin » sur V tout GLy, (R)-
torseur R(V) muni d’une projection équivariante p : R(V) — R(V).

Pour toute variété M, on appelle structure spin la donnée d’un fibré ﬁ(M ) sur M
ol la fibre en x notée ﬁ(M )z est une structure spin sur 7, M.

On note Spin(V') la catégorie des structures spin sur V. Cette catégorie est équi-
valente & la catégorie avec un seul objet et deux automorphismes. Une construction
classique basée sur un produit fibré fournit un bifoncteur

Spin(V') x Spin(W) — Spin(V & W).

Plus généralement, si on a une suite exacte 0 - U — V — W — 0, toute section
s : W — V fournit un foncteur Spin(U) x Spin(W) — Spin(V'). Comme 1’ensemble
des sections est un espace affine, ce foncteur est unique a transformation naturelle
pres. L’argument concernant les suites exactes courtes se généralise et on a le résultat
suivant :

Proposition 5. Soit C* = C? — C!' — .- — C™ un complexze et H* sa cohomologie.
1l existe une équivalence de catégories unique a transformation naturelle pres
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Spin(@ HY) — Spin(@ Ci)

Considérons une surface ¥ de genre au moins 2 et ’espace des modules M (X%, G).
Alors, d’apres la Section 2.1.3, pour toute représentation irréductible p € M(3, G)
le complexe C* = C*(X,Ad,) vérifie H* = H> = 0 et H' = T,M(Z,G). De plus,
dans le complexe C*(X, Ad,), seules les différentielles dépendent de p : il en est donc
de méme de la catégorie Spin(€P, C?). On déduit de la Proposition 5 que l'on a une
équivalence de catégories entre Spin(7,M(%,G)) et Spin(P, H(X,G)). Dans cette
derniere catégorie, on a considéré la représentation triviale dont la cohomologie tordue

est HY(X,G).

Ceci prouve bien que M (X, G) admet une structure spin comme annoncé.

3.3.2 Fibrés de demi-formes

Considérons le morphisme de groupes 7 : GL,,(R) — SP3,(R) consistant & associer
4 la matrice A la matrice ayant pour blocs diagonaux les matrices A et (AT)71. Le
fibré W*ﬁgn(R) est un revétement double de GL,(R) que l'on note GL, (R) et qu’on
appelle groupe métalinéaire.

Ce groupe est différent de GL, (R) car il est isomorphe au groupe produit GL;} (R) x
Z4 muni de la projection sur GL,(R) donnée par (A4,z) — (—1)"A.

L’importance de ce groupe réside dans le fait qu’il existe un morphisme de groupe
det!/? GL,(R) — C dont le carré est le tiré en arriere du déterminant usuel sur
GL,(R). Ce morphisme est défini par

det /2(A, z) = i®/det(A)

Soit (V,w, ﬁ(V)) un espace vectoriel métaplectique de dimension 2n, c’est-a-dire
muni d’une structure symplectique et d’une structure spin. Etant donné deux La-
grangiens transverses L et L' dans V| on obtient par restriction de E(V) aux bases
symplectiques adaptées a la décomposition V = L & L’ une structure métalinéaire sur
L. 1l s’agit d’un espace homogene R(L) sur le groupe métaplectique GL,(R) muni
d’une projection équivariante sur R(L).

Une telle structure définit un espace de demi-formes noté det'/ 2(L). Cet espace est
obtenu en quotientant le produit R(L) x C par la relation (h.r,z) ~ (r, det!/? hz). On
I’appelle espace de demi-formes car on a I’isomorphisme naturel suivant : (detl/ 2 L)®? ~

det(L) = A"L.
3.3.3 Fibres de Bohr-Sommerfeld sur les espaces de représentations

Soit (M,w, R(M), L) une variété métaplectique préquantifiée et m : M — B une
submersion propre dont les fibres régulieres sont lagrangiennes.
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Notons M7™8 la réunion des fibres régulieres. Pour chaque x € M™8, le noyau de
la différentielle D, est un sous-espace lagrangien de T, M noté L,. On peut choisir
continliment par rapport & z un lagrangien transverse noté L/ car pour tout x l'en-
semble des lagrangiens transverses a L, est un espace affine. On définit alors un fibré
sur M*® noté § par 6, = det!/ 2(L,) et on l'appelle fibré de demi-formes. Comme le
fibré L restreint a chaque fibre de 7 est trivial car isomorphe a T, B, il admet une
connexion plate que ’on appelle connexion de Bott.

On dit qu’une fibre réguliere 7=1(b) est de Bohr-Sommerfeld de niveau k si le fibré
plat £* ® § admet une section plate non triviale. L’ensemble des sections des fibres de
Bohr-Sommerfeld forme un espace de Hilbert. De plus les espaces de Hilbert associés
a deux fibrations transverses sont reliés par un appariement dit de Blattner-Kostant-
Sternberg, cf [GS90].

Dans le cas des espaces de représentations, on montre dans [M09] le résultat sui-
vant :

Proposition 6. Soit 3 une surface fermée et décomposée en pantalons par une famille
de courbes C. Soit H : M(X,G) — [0,7]¢ Uapplication d’image A définie dans le
Théoréme 4. Soit (ay)yec € Int A et uy, u, les générateurs du réseau iA défini dans
le Théoréme 5. Pour tout x € H=1(Int A), ces générateurs correspondent a des lacets
issus de x que l’on note de la méme facon.

- L’holonomie de L le long de u., est e

- L’holonomie de L le long de u, est e~ ertastac) o ~ 6 ¢ sont les courbes inci-

dentes au pantalon v.

- L’holonomie de 0 est 1 le long de e, et —1 le long de e,.
On en déduit qu’une famille (cy)yec € Int A représente une orbite de Bohr-Sommerfeld
de niveau k si et seulement si

- a € TZ pour tout v € C.

-aytastac €7+ %Z pour tout pantalon bordé par les courbes ~y, 9, C.

—2i0y

Ces conditions correspondent tres précisément aux conditions d’admissibilité défi-
nissant les base de la TQFT, cf Théoreme 11. De ce fait conforme a la philosophie de
la quantification géométrique, je n’ai toujours pas d’explication convaincante.

3.4 Algebre de Kauffman des surfaces en /—1

Le but de cette section est d’interpréter géométriquement la structure de l'algebre
de Kauffman en —i. Soit ¥ une surface de genre g. On note A la C-algebre engendrée
par les symboles [y] pour v € Hi(X,Z) et quotientée par les relations :

M>=1 et 6] =i""[y+9]

Cette algebre est graduée par H;(X,Zso) ou par définition, le degré de [v] est égal a
la classe de 7 modulo 2. On remarque que l'algebre de Kauffman K (X,t) est aussi
graduée par Hi(X,Zsy) puisque les relations de Kauffman préservent la classe des en-
trelacs en bande modulo 2. On définit 1’algebre A(X) comme la partie de degré 0 du
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produit tensoriel K (X, —i)®.A. Dans [MO08], on démontre en premier lieu la proposition
suivante :

Proposition 7. L’application ¥ : K(X, —i) — A(X) définie par ¥(y) = (—1)"My@[4]
est un isomorphisme d’algébre ot v est une multicourbe comportant n(y) composantes.

On démontre cette formule par le calcul explicite du produit de deux multicourbes
a I’aide des relations de Kauffman.

L’interprétation géométrique de l'algebre K (3, —i) est fondée sur la relation entre
M(X,S03) et M(X,SU,). En fait, la projection SUs — SOg3 induit une application
p: M(X,SUz) — M(X,S03). Réciproquement, une représentation p : m1(X) — SOj3
se releve & SUs si et seulement si une obstruction dans H?(X,Zs) = Zy s’annule.
Notons MU (32SO3) I'ensemble des classes de conjugaisons de représentations dans
SO3 se relevant & SU,. L’application p : M(2,SUs) — MU (X2, SO3) est un revéte-
ment de groupe H!(X,Zs). Un élément A € H(X,Zs) ~ Rep(X, {£1}) agit sur une
représentation p par multiplication.

Si on essaie d’étendre I’action de H' (X, Zg) sur M(3X, SUs) au fibré préquantifiant,
on doit remplacer H'(X,Zs) par le groupe H défini par

H=(\7|\€ H(2,Z),7 central, 78 = A2 = L, A - pp =7 (A + p))

L’action de H sur £ qui passe par la théorie de jauge est décrite dans ’article
[MO8] : I’élément 7 agit sur chaque fibre par multiplication par i. Citons le résultat
suivant qui permet de calculer le relevé au fibré préquantifiant du flot hamiltonien de
h~, pendant une demi-période.

Proposition 8. Soit ¥ une surface fermée, v une courbe simple, p € M(X,SUs) une
représentation telle que p(y) # £1 et s € L,. Alors notant \Ilfy le relévement a L de
laction associée a la courbe v au temps t, on a :

ot v# est le dual de Poincaré de vy dans H*(2,Z), vu dans H.

Ce résultat nous permet de retrouver le calcul de I’holonomie de £ présenté dans
la Proposition 6.

On en déduit le résultat suivant en mettant ensemble les Propositions 7 et 8. Etant
donné une courbe 7, on note O, lopérateur agissant sur L?(M(X,SUs), £) par la
formule

Oys(p) = W s(y% p) + Wis(y7 p) = Tr p(7)77 s(v7 p).
Proposition 9. L’application K (2, —i) — End L?(M(X,SUs), £) qui envoie la courbe
v sur lopérateur O, est un morphisme d’algébres.

Ce travail a été motivé par le fait que dans le cas ou X est un tore, cette in-
terprétation s’étend & K (X, u) pour tout u de module 1. Malheureusement, ce n’est
manifestement pas le cas en genre supérieur. De manieére étonnante, on montrera dans
la Section 4.2.3 une formule qui semble pourtant corroborer un tel résultat.
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Chapitre 4

Théorie quantique des champs
topologique

4.1 Généralités

Les deux chapitres précédents sont motivés par I’étude de la TQFT. Des son intro-
duction par E. Witten (cf [W89]), la TQFT a été reliée aux espaces de représentations
qui jouait le role d’« espace des phases » sous-jacent. Cette relation s’est obscurcie avec
la construction rigoureuse des TQFT : on commence donc par rappeler la construction
originale d’E. Witten.

4.1.1 Définition issue de la théorie quantique des champs

Etant donnée une variété fermée de dimension 3, on définit pour tout entier k la
fonction de partition

Zp(M) = /eikcs(o‘)da (4.1)

Dans cette formule, a est une connexion dans Q'(M,G) qui n’est pas nécessairement
plate : on étend alors la définition de la fonctionnelle de Chern-Simons par la formule :

T 4r

CS(a) / Tr(a Ada + ga Ala A al). (4.2)
M

L’intégrale de 1’équation (4.1) est seulement formelle puisque le domaine d’intégration

est un espace affine de dimension infinie. La fonctionnelle de Chern-Simons étant in-

variante par le groupe de jauge, on peut a priori intégrer sur les classes d’équivalence

de jauge. Si M est une variété de bord X, on peut définir formellement Zj (M) comme

une fonction sur Pensemble des connexions 3 € Q1(X). On écrit alors

Z00@) = [ o
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Vu que l'invariant de Chern-Simons se transforme par l'action de jauge de la maniere
décrite par la Formule 3.3, on en déduit que la restriction de Z;(M) aux connec-
tions plates se réduit formellement & une section du fibré £F sur I'espace M(Z,G).
Les techniques issues de la théorie des champs montrent qu’une telle section ne peut
pas étre définie sans choix supplémentaire, & savoir le choix d’une polarisation. En
d’autres termes, l'invariant Zy (M) est naturellement un élément de la quantification
géométrique de niveau k de M(Z, G).

On peut ajouter a cette construction des entrelacs coloriés par des représentations
de G, plongés dans M et transverses au bord. La définition « physique » de la TQFT
est de toute facon incomplete puisqu’elle ne fait pas apparaitre clairement I’existence
d’une « anomalie » : invariant Z;(M) dépend d’une structure supplémentaire sur la
variété M - que l'on peut réduire a un entier - et les entrelacs doivent étre en bande.
On passe donc directement a une définition axiomatique de la TQFT : on utilisera une
construction combinatoire passant par le crochet de Kauffman et la chirurgie, ce qu’on
expliquera brievement & la Section 4.1.3.

4.1.2 Définition axiomatique

Fixons un entier k appelé niveau et notons Cy = {1,...,k — 1} un ensemble que
I'on appellera ensemble des couleurs. On peut penser a chaque entier ¢ € C; comme
indexant la représentation de SUs de dimension ¢. On définit alors la catégorie de
cobordismes Coby comme ci-dessous.

Objets : les quadruplets (X, p, ¢, A) ou X est une surface orientée sans bord munie
de points marqués orientés p',...,p". On appelle point orienté un couple (p,&) ot
peXet&eT,X\ {0}. A chaque point marqué p’ est associé une couleur ¢! € C;. On
choisit de plus un sous-espace lagrangien A € H (%, R).

Morphismes : un morphisme entre (2, po, co, Ao) et (X1, p1,c1, A1) est une classe
d’isomorphisme de quadruplets (M,IT",¢,n) ou :

- M est une variété de dimension 3 munie d’un difféomorphisme OM ~ —>g 113,

- I' est un graphe en bande trivalent transverse au bord dont la restriction a g

est po et la restriction & ¥q est p; ('orientation du bord de la bande coincide
avec celle des points marqués).

- ¢ est une application de I’ensemble des arétes de I' dans Cj, telle que la couleur

de toute aréte touchant le bord coincide avec la couleur du point correspondant.

- n est un entier relatif (responsable de I’anomalie).

Composition : donnons nous trois objets O; = (X;, pi, ¢, A;) pour i = 0,1,2 et
deux morphismes (M,T",¢,n) € Hom(Op,01) et (M',T',¢/,n') € Hom(O1,02). On
définit alors leur composition comme le quadruplet (M UM’ TUT’ cUc,n”) ol on a
posé

n" =n+n" — u(Apy o Ao, A1, Ay o Apyr). (4.3)

Dans cette formule, Ajy; est le noyau de I'application induite par Uinclusion Hy(Xg) ®
Hyi(¥1) — Hi(M), App est défini de fagon similaire et p est 'indice de Maslov des
Lagrangiens dans H;(X1), cf [GM10].

Cette catégorie est monoidale : le produit tensoriel correspond a I'union disjointe.
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De plus, on obtient un endofoncteur de Coby en changeant l’orientation des surfaces
et des cobordismes. On peut enfin définir formellement la TQFT qui sera 'objet de ce
troisieme chapitre :

Définition 1. Une TQFT de niveau k est un foncteur monoidal (Vi, Zy) de la catégorie
Coby, dans la catégorie des espaces vectoriels complexes. On demande de plus que le
changement d’orientation corresponde a la conjugaison compleze.

On désigne traditionnellement par Vi (3) I'image d’un objet et par Z;(M) 'image
d’un morphisme, remplacant quand il n’y a pas d’ambiguité les objets et les morphismes
par les variétés qui les composent. Dérivons quelques conséquences de ’axiomatique.

- On a Vi (@) = C. Ainsi toute variété fermée M induit un automorphisme de C.
C’est donc la multiplication par un scalaire Zi(M) = Zi(M,(,0,0) qui est un
invariant topologique de M appelé invariant de Witten-Reshetikhin-Turaev.

- L’espace V(X)) est un espace vectoriel hermitien de dimension finie, la structure
hermitienne étant donnée par (-, ) = Zi(X x [0, 1]). De plus pour toutes variétés
M, N de bord ¥ on a

Z (M U(=N)) =(Z(M), Zr(N )

- Etant donné f dans le groupe de difféotopie de ¥ noté MCG(X), on définit
Cy =X x [0,1] avec 9C} Id:Hf —X II 3. Le morphisme @i (f,n) = Zp(C¢,0,0,n)

définit une représentation d’une extension centrale par Z de MCG(X) dans Vi (X).

4.1.3 Construction combinatoire

La construction combinatoire la plus générale fait intervenir la notion de catégorie
modulaire. Il s’agit d’une notion fondamentale qui reflete bien la structure de la TQFT
cependant dans ce chapitre, on s’intéressera moins a la construction de la TQFT qu’a
sa relation avec la géométrie des espaces de représentations. On se contente donc d’une
esquisse de construction, basée sur 'article [BHMV].

Commencons par définir Uinvariant Zy(M, T, c,n) d’une variété de dimension 3
fermée et orientée munie d’'un entrelacs en bande colorié. Cet invariant se ramene a
Pévaluation du crochet de Kauffman d’une combinaison d’entrelacs dans S®. Les deux
étapes consistent & réduire I' & une combinaison d’entrelacs dans M, puis M & S® grace
a la chirurgie.

Idempotents de Jones-Wenzl et graphes coloriés

Posons (; = —e'™2¥ et définissons la catégorie de Temperley-Lieb de niveau k dont

les objets sont les entiers naturels.
Pour tout ¢ € N choisissons un ensemble a ¢ éléments Py C (0, 1). On définit 72’; 0

comme le C-espace vectoriel engendré par les entrelacs en bande dans [0, 1]? transverse
au bord et dont la restriction au bord est I’ensemble Py, x {(1/2,0)}U Py, x {(1/2,1)}.
Les relations sont les relations de Kauffman de la Figure 2.1 avec t = (.
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oy . k k- k N ) .
La composition 7207€1 X 7}1742 — 720,@2 correspond a I’empilement des entrelacs, le

premier se plagant au-dessus du deuxieme. On définit les idempotents de Jones-Wenzl

par fo = 0, f1 = 1 et la formule récursive représentée a la Figure 4.1 ou on a posé
2 -2
[l = % Il apparailt que ces idempotents ne sont définis que pour £ < k car

[k] = 0.

1]
Ji

Jie1 = Ji +%

FIGURE 4.1 — Idempotents de Jones-Wenzl

Etant donné un graphe trivalent en bande I' C M colorié par une application ¢ des
arétes de I' dans Cg, on définit alors (I',c), € K(M, () de la fagon suivante. Chaque
aréte e coloriée par c. est coupée en ¢, — 1 bandes paralleles et on insére en son milieu
I'élément (—1)%~1f. 1 € 7;’:_1. A chaque sommet ol les trois arétes incidentes sont
coloriées respectivement par a,b,c on relie les brins de 'unique fagon qui évite les
croisements. Cela est possible si et seulement si on a :

a + b+ ¢ est impair
a<b+c,b<a+c,c<a+b

Si en plus on a la condition
a+b+c<2k

on dira que le coloriage de I' est k-admissible. De cette facon, si M = S3, on définit
Zx(S3,T, ¢,0) comme le crochet de Kauffman de la combinaison n(I', ¢), € K(S3, () =

C avec n = \/%Sin(ﬂ'/k‘).

Chirurgie et couleur de Kirby

D’apres un théoreme de Lickorish et Wallace, toute variété M est difféomorphe a la
variété obtenue & partir de S3 par chirurgie sur un entrelacs en bande L. Un théoréme
de Kirby affirme que deux entrelacs définissent la méme variété si et seulement s’ils
sont reliés par une suite de deux mouvements élémentaires. On réfere a [Li] pour ces
résultats.

Soit « I’ame d’un tore solide D? x S'. On introduit la couleur de Kirby

k—1

w =13 (=) [l)(7,6) € K(D? x S, G).
/=1

Soit L un entrelacs dans S3. On note (L,w) € K(S2,(x) = C le crochet de Kauffman
de la combinaison d’entrelacs obtenue en remplacant chaque composante de L par
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la couleur de Kirby w. On peut démontrer que le crochet de Kauffman (L,w)y est
invariant par le deuxiéme mouvement de Kirby. Soit (M,T',¢,n) un quadruplet avec
M sans bord. La variété M est isomorphe a la variété obtenue par chirurgie sur un
entrelacs L. Dans cette présentation, I' est isotope & un graphe IV € S\ L. On pose
alors

Zi(M,T,¢,n) = " EN(LUT , wU )y (4.4)

3im _ 3im
ouk=-e4 2 et o(L) est lasignature de la matrice d’enlacement de L. On a alors

la premiere proposition suivante :

Proposition 10. [BHMV] La quantité donnée par l’équation (4.4) est un invariant
topologique du quadruplet (M,T',c,n).

La TQFT est alors construite par la construction universelle suivante. Soit O =
(X, p, ¢, A) un objet de la catégorie Coby. Notons Wi (O) le C-espace vectoriel engendré
par les morphismes de ) vers O. Notons (-, -} la forme hermitienne définie par

(Ml,M2> = Zk(Ml O (—Mg))

On pose alors
Vi(0) = Wi(0)/ ker(:, ).

On vérifie immédiatement qu’étant donné N € Hom(O1, O2), 'application

) { V00 = 1O

passe au quotient et définit un foncteur (V%, Zx) : Coby — Vectc. La compatibilité avec
le changement d’orientation est immédiat. Ce qui reste a démontrer est le caractere
monoidal. On renvoie pour cela a l'article [BHMV].

Décomposition en pantalons et bases

Soit O = (X, p, ¢, A) un objet de Cobg. On obtient une base de Vj(O) de la maniere
suivante. Soit H un corps en anse de bord X, (T',¢) un graphe en bande colorié dont
la restriction au bord est (p,c) et tel que H se rétracte par déformation sur I'.

Proposition 11. [BHMYV] L’ensemble des vecteurs gz = Z(H,T',¢,0) ot ¢ parcourt
l’ensemble des coloriages k-admissibles des arétes de I' forme une base orthogonale de
Vi(O). De plus

2)X(F)/2HU<61 e,

2 vy Cur Co
el = ( V
k [1(ce)
) val deT el el l d ctes incid
ou pour tout sommet trivalent v de 1’ on note ¢, ¢;, ¢, les couleurs des arétes incidentes

2
a v et pour toute aréte interne e, ¢e la couleur de cette aréte. On définit aussi (n) =

sin(mn/r), (n)! = [Ti_, (k) et

{(a,b,c) =

(4.5)

(T+ 7+ k+ DIHGHIE)!
(7 4+ k)N + E)a + j)!
pour i,j, k definis para=j+k+1,b=i+k+1letc=i+j+1.
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4.2 Fidélité asymptotique

4.2.1 Enoncé

L’objet de cette section est d’expliquer l'article [MNO8]. Comme expliqué dans
la section 4.1.2, pour toute surface fermée ¥ de genre g, la TQFT (Vj, Zx) induit
une représentation d’une extension de MCG(X) dans Vi () notée ¢j. Notons N C
MCG(X) le noyau de la représentation ¢y, ® ¢ : le théoreme suivant est résumé dans
la phrase « fidélité asymptotique des représentations quantiques ».

Théoréme 6 (Andersen). [A06, FWW, MNO0S8] Soit ¥ une surface de genre g. On a

{Identité, involution elliptique} si g =1
m N? = ¢ {Identité, involution hyperelliptique} si g = 2
keEN {Identité} si g > 2

L’article [MNOS] est une troisieme démonstration de ce résultat mais qui est plus
élémentaire que les deux premieres. Dans le reste de cette section, on esquisse cette
démonstration.

Donnons nous une multicourbe v C . On a vu dans la Section 2.2 que cette
multicourbe peut étre vue comme un entrelacs en bande dans ¥ x [0, 1]. Posons

Zi(v) = Ze(S % [0,1],7,2,0) € End Vj, ().

Cet opérateur hermitien s’appelle I'opérateur courbe associé a . Il joue un role
primordial dans tout ce chapitre. On a ’estimation suivante :

Théoréme 7.

k—o00

) o1 d(g)
im () TAG)A0) - /M( B

)

ou b = % est la mesure de Liouville associée a la forme symplectique sur M(3, Q)

et d(g) est la moitié de la dimension de M(X,G) a savoir 1 si g =1 et 3g — 3 sinon.

Expliquons d’abord comment déduire le Théoreme 6 du Théoreme 7. Soit g €

Nien V- Comme Zy(g9(7)) = ¢i(9)Zk(v)er(9)*; on a Zk(g(v)) = Zi(y) pour tout 7.
On déduit du Théoreme 7 que

1.8 [ fgan= [ fatan

Or I'ensemble des f5 est une famille totale dans L?(M(3,G), u) : on a donc l'identité
fy = f4() pour tout v. Comme I'application ® : K (X, —1) — 7 (¥, G¢) est un isomor-
phisme d’apreés le Théoreme 3, on en déduit v = g(7). Il est alors bien connu qu’un
élément non trivial de MCG(X) agit non trivialement sur les courbes & moins que ce
soit I'involution elliptique ou hyperelliptique, cf [FM].
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4.2.2 Preuve du Théoréme 7

Le theoréme se montre en deux étapes : on commence par établir le lemme suivant
qui consiste & choisir § = 0.

27T d(g)
lim | — Tr(Z :/
m(k) o= [

Démonstration. Toute multicourbe v est adaptée a une décomposition en pantalons.
On entend par la qu’il existe une décomposition en pantalons indexée par un ensemble
de courbes C telle que la multicourbe ~ soit égale a [[5.,6™ olt ms est un entier
éventuellement nul et 0™ désigne mg copies paralleles de la courbe é.

Lemme 1.

A une telle décomposition est associée une base privilégiée de ’espace vectoriel
Vi(2). En effet soit H un corps en anse tel que chaque ¢ € C borde un disque dans
H et soit I' le graphe trivalent de la décomposition en pantalons plongé dans H. Soit
(¢c) la base de Vi (X) donnée par la Proposition 11. Un calcul utilisant les relations de
Kauffman montre que

Ze(ee=T] (- 2008(7;?)) Pe

oeC

On en déduit la formule

Tr Zi(y ZH( 2 cos wcv))m(v)

¢ deC

Or cette derniere somme est une somme de Riemann. Quand ¢ : C — Cj parcourt les
coloriages k-admissibles, la famille (%2)scc parcourt un maillage de A d’autant plus
fin que k tend vers I'infini. Le volume de la maille du réseau est (7) d9) A cause de la
relation d’imparité satisfaite par la somme des couleurs incidentes & chaque sommet,
on obtient la formule

lim (2)49) Ty Z;,(v) = 29-(9) / Fy(r)dr.
k—oo k A

ot F;(1) = [[scc(—2cos(7))™s. On reconnait dans cette formule 'intégrale de la fonc-
tion f, sur les fibres de I'application H : M(X,G) — A. En effet,on a f, = F, 0 H et
le volume d’une fibre de H est égal & Vol(R¢/A) = 29. Ceci démontre le lemme.  [J

Le théoreme se déduit du lemme de la facon suivante : soit v et § deux multicourbes
dans X. En les considérant comme des éléments de K(X,t), on peut écrire v -6 =
>ocPe(t)C € K(X,t). Cette somme est finie et P est un polynéme de Laurent en
t. La construction méme de la TQFT implique que lapplication v — Zi(v) est une
représentation de l'algebre de Kauffman K (X, ;). En d’autres termes, on a I’équation :

Zk()Zk(8) = > Pe(G) Zi(Q)
¢
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Prenant la trace de cette expression et la limite quand & tend vers I'infini on a d’apres
le Lemme 1 :

o d(g)
lim [ — Tr(Zy(v)Zi(9)) = P—l/ fe
tin (7)) Mz 20) SR [ oK
Comme ¢ : K(X,—-1) — T(X,Gc) est un isomorphisme d’algebre, on a f,fs =
> Pe(—1) f¢ d’ott on tire le résultat final en intégrant sur M(Z, G).

4.2.3 Extension aux racines de 'unité

Dans 'article [MO08], le Théoreme 7 est étendu a certaines limites de TQFT pour
lesquelles la racine primitive (; ne tend pas vers —1. Il est clair par construction
que la TQFT que l'on a considéré a priori comme un foncteur a valeurs dans les
espaces vectoriels sur C prend en fait ses valeurs dans les espaces vectoriels sur le corps
cyclotomique Q((x). Le groupe de Galois cyclotomique agit non trivialement sur les
représentations quantiques de la TQFT : la question d’interpréter géométriquement des
limites semi-classiques tordues par cette action me semble étre une question ouverte
intéressante. Le théoreme ci-dessous démontré a la fin de [M08] va dans ce sens :

Théoréeme 8. Soit a/b € Q un nombre rationnel sous forme irréductible avec b > 0 et
donnons nous une suite ky, tendant vers +oo telle que la fraction 0, = ¢ + ﬁ ait pour
plus petit dénominateur 2k,,. Notons (, la racine €™ et notons Vo, Zp) la TQFT
associée a ce choix de racine. Alors on a pour toute courbe simple v C X [’égalité
sutvante :

1T d(g)
lim () Tr(Zp (7)) = Tr(O,)

n—oo \ kp,

Dans cette formule, O, est l'opérateur agissant sur L*(M(%,G),L®6) par la formule
O,()(p) = W2/ 532 p) WS (w2 ),

et \Iffy est lopérateur de transport paralléle sur L ® 6 le long du flot hamiltonien de hy
pendant un temps t.

Ce résultat est assez étonnant et ne se généralise pas a une formule pour la trace
du produit de deux opérateurs courbe comme dans le Théoreme 7 car l'application
v — O, n’est pas une représentation de l'algebre de Kauffman K (X, e'™%/%) comme on
le rappelle a la fin de la Section 3.4.

4.3 Asymptotique de I’état d’un nceud

Dans les deux articles [CM11la, CM11b], on étudie la limite quand k tend vers
I'infini non plus des traces des opérateurs courbe mais des invariants associés aux
variétés fermées de dimension 3 ainsi qu’aux complémentaires de noeuds. Rappelons la
conjecture de Witten concernant I’asymptotique des invariants quantiques des variétés
de dimension 3.
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Partant de la formule heuristique Z; (M) = [ e CS(@)da, on obtient par la méthode
de la phase stationnaire formelle que I'intégrale se concentre sur les points critiques de
la fonctionnelle de Chern-Simons, & savoir les connexions plates. Comme l'intégrale est
invariante par le groupe de jauge, la formule asymptotique pour Z (M) fait apparaitre
une somme sur ’espace des modules M (M, ). Plus précisément, E. Witten conjecture
la formule suivante :

Conjecture 2. Soit M une variété de dimension 8 vérifiant [’hypothése
Vp e M(M,G), H'(M,Ad,)=0. (H)

Alors,

1 (o) [ K\ 7(P) ;
ZM) =5 Y emOE(S) A SO o)
PEM(M,G)

ot pour tout p € M(M,G), m(p) est un entier, n(p) vaut 0, —1/2 ou —3/2 suivant que
p est irréductible, abélien ou central. De plus A\ (p) est une suite de nombres complezes
ayant un développement asymptotique en puissances de k dont le premier terme est :
- T(p)'/? si p est non centrale
- w/p*? sip est centrale avec p = #Hy(M,Z).
ot T(p) désigne la torsion de Reidemeister de M tordue par p.

Cette conjecture a été démontrée pour de nombreuses variétés de Seifert. Cette
étude a commencé avec L. Jeffrey ([J92]) puis L. Rozansky [R96] et R. Lawrence et
D. Zagier ([LZ99]). Leur étude a été poursuivie par H. Hikami [HO05], S. Hansen et
T. Takata ([HTO1]). Par 'approche géométrique, le résultat a été démontré pour les
tores d’applications d’ordre fini, [A95] et pour les tores d’applications satisfaisant une
hypothese de transversalité, [C10b]. Les idées présentées dans cette section ont permis
de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 9. La Conjecture 2 est vérifiée pour toutes les variétés obtenues par rem-
plissage de Dehn sur le neud de huit qui vérifient (H).

On prouve en particulier la conjecture pour une infinité de variétés hyperboliques.
Cette famille de variétés a été étudiée auparavant dans [AHO06] avec des méthodes tres
différentes. Le reste de cette section présente les grandes lignes des articles [CM11a,
CM11b].

4.3.1 Quantification géométrique du tore

Soit K un neceud orienté dans S® et Ex le complémentaire d’un voisinage tubulaire
de K. Il existe un difféomorphisme unique & isotopie pres de 0 FEi avec le tore standard
¥ = 51 x 8! qui envoie les deux facteurs respectivement sur le méridien et la longitude
de K. La TQFT nous permet de considérer le vecteur Zp(Fg) € Vi(X) que l'on
appelle « état du noeud ». L’objectif principal des articles [CM1la, CM11b] est de
décrire 'asymptotique de I’état du nceud quand k tend vers l'infini a ’aide d’outils
semi-classiques. La premiere étape consiste a se donner un modele concret pour la
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suite d’espaces vectoriels Vi (X) que l'on va identifier a la quantification géométrique
de l'espace des modules M (X%, G).

Soit E Despace vectoriel Hp(X,R) muni de la structure symplectique w(vy,d) =
4wy - § ou - désigne le produit d’intersection. Notons R le réseau H;(X,Z) et faisons
agir le groupe Zso sur F par inversion. L’application

o { E - M2, G)
" 2= [y = exp((y-z)D)]

ou D est la matrice diagonale d’entrées 2imw, —2im identifie M(X, G) avec le quotient
de FE par le groupe R x Zg. Pour quantifier M(3, G), on quantifie F/R x Zs ce qu’on
fait en quantifiant E et I'action de R X Zs.

Soit j une structure complexe sur E et (d, ) une droite complexe de demi-forme,
c’est-a-dire que § est une droite complexe et ¢ est un isomorphisme de §2 avec la droite
canonique K; = {a € E*®C, o(j-) = ia}. Soit L le fibré hermitien trivial £ x C muni

de la forme de connexion d + o ot o (y) = Fw(z,y).

On définit le groupe d’Heisenberg E x U(1) par la formule :

(x,u).(y,v) = (x +y,uv exp(%w(az, Y)).

La méme formule définit une action de E sur L. On fait par contre agir F trivialement
sur §. On déclare au contraire que I'inversion agit trivialement sur L et par —1 sur é.
Cela nous donne une action de R x Zg sur LF ® 6.

Notons Hy et ’Hzlt les sections holomorphes de LF @ § qui sont respectivement
R-invariantes et R X Zg-invariantes. On munit Hj du produit hermitien (¥, Uy) =
Jp(¥1(x), Ua(x))s|lw| ot P est un domaine fondamental pour I'action de R sur E.

Soit 1 et A € R le méridien et la longitude respectivement. Les éléments (p/2k, 1)
et (—A/2k, 1) du groupe d’Heisenberg agissent sur L¥ ® § et préservent le sous-espace
Hi. Notons M et L les restrictions de ces opérateurs a ce sous-espace. La proposition
suivante est un résultat bien connu sur les fonctions ©.

Proposition 12. Soit Q) € § un élément tel que p(Q3)(\) = 1. Alors il existe une
unique base orthonormée (Vy)cz,, de Hy telle que

MU, =50, LU, =, | et

k 14 2imkn?T
Wo(0) = ( 5 0. e

neZ
ou T =+ i avec a, B déterminés par l’'équation A = au + Biu.

Soit H le corps en anse D? x S! et I' le graphe {0} x S!. Le Théoréme 11 indique
que la famille e = Z(H,T',¢,0) pour £ € Cj est une base orthonormée de Vi (X). Soit
I, 'isométrie suivante :

ey — L(W@ — \I/,g)

Vi(Z) — Ht
I -
NG)

On peut montrer le résultat suivant :

36



Proposition 13. L’isomorphisme Iy, : Vip(X) — HZ“ ne dépend pas du difféomor-
phisme entre X et S' x S'. En d’autres termes, c’est un isomorphisme de représenta-
tions (projectives) de MCG(X) = SLa(Z).

Sous-entendant lisomorphisme I, : Vi(S) — H on a les identités suivantes :

Zy(p) = -M-M""
Zy(\) = —L-—L!

Ces opérateurs courbe joueront un role prépondérant dans la Section 4.3.3. Ils
permettent d’encoder les relations aux g-différences satisfaites par les polyndémes de
Jones coloriés et - en tant qu’opérateurs de Toeplitz - permettent de démontrer les
propriétés semi-classiques conjecturées dans la section suivante.

4.3.2 Conjectures de Witten généralisées

On se propose d’établir dans cette partie ’équivalent de la Conjecture 2 pour les
complémentaires de nceuds. Si pour un nceud K, cette nouvelle conjecture est vérifiée,
alors la Conjecture 2 sera vérifiée pour tous les remplissage de Dehn de K vérifiant
I'hypotheése (H), on aura aussi une nouvelle preuve du théoreme de Melvin-Morton-
Rozansky reliant les polynéme de Jones coloriés au polynéme d’Alexander.

Soit r : M(Ek,G) — M(X,G) lapplication de restriction. Donnons nous = € E
et p € M(Ek,G) tels que m(xz) = r(p). On dira que = est un point « régulier » si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

- (r(p)) = {p}
- dim HY(Ex,Ad,) =1

On peut montrer que le fibré L — FE descend en un orbi-fibré sur M(X,G) qui
s’identifie au fibré de Chern-Simons L. Six € E vérifie 7(z) = r(p) pour un unique p, on
peut alors définir CS(z) = CS(p) d’apres le diagramme 3.5. On obtient ainsi une section
plate et RxZa-équivariante de L au-dessus de la partie réguliere de 7~ (r(M(Ek, G))).

Dans ce mémoire, on ne rappelle pas faute de place la construction de la torsion
de Reidemeister non abélienne. Il s’agit d’un invariant associant a toute représenta-
tion réguliere p € M(Ek,G) un élément T(p) € H'(Ek,Ad,)* = Ty M(Ek, G), cf
[CM11b).

Conjecture 3. Soit K C S® un noeud et Ex son complémentaire. Notons Zj,(Ex) €
Vi(2) ~ HI la famille des états de K. On a les estimations suivantes pour tout
rekl :

- Sin(z) ¢ r(M(Ek),G) alors Zy(Ex)(x) = O(k~)

- Si x est irréductible et régulier avec w(x) = r(p) alors
i 4 k3/4 ik CS 1/2
Zu(Brc) () ~ e et SO

- Si x est abélien et régulier avec w(x) = r(p) alors

. k1/4 )
Zi(Eg)(z) ~ ™4 ¢tk CS(p)T/}/Q
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ot m € Z et 1, € 6% vérifie r*¢(7,) = £T(p) via 'isomorphisme
5% = (T M(X,G))* = Ty M(Eg,G) & C

Cette conjecture est une version allégée des Conjectures 4.1, 4.2 et 4.3 de [CM11b].
Dans ces dernieres, on donne une estimation uniforme au voisinage de chaque point
ainsi qu’un développement asymptotique.

La principale application de la Conjecture 3 (complete) est la suivante :

Théoréme 10. Soit K un noeud dans S® vérifiant la Conjecture 3.

Supposons que le remplissage de Dehn M,,, de K de pente p/q vérifie Uhypothése
(H) et que l’application M(M,4, G) — M(L, Q) induite par Uinclusion de l’ame de la
chirurgie L C M, ,, soit injective.

Alors M, vérifie la Conjecture 2.
4.3.3 Relations aux ¢-différences des polynémes de Jones
Relations aux ¢-différences

Soit K un nceud dans S% et (J% )sez € C[tF1% la famille des polynomes de Jones
coloriés de K. Ces polynomes vérifient pour tout ¢ € Cy, :

Zk(Ssv K7 £7 O) = njf((Ck)

ol on a posé N = %sin(%) et ¢, = —e™/?k_ On a les symétries suivantes :
Tt ==Tier TEHG) = Ti(G). (4.6)

Notons P I'ensemble des f : Z — C[t*!] vérifiant les équations (4.6). On définit pour
tout f € P:

Zi(f)=n ) fo(G)% € Hy.

Leloy

De telle sorte qu'on a Zy(Fx) = Z(Jxk). Notons M et L les opérateurs agissant sur f
par

(Mf)n = t2nfn (Lf)n = fat1

Les opérateurs M et L engendrent le tore quantique 7T, c¢’est-a-dire qu’ils vérifient la
relation LM = t2M L. L’application f + Z(f) commute & I’action de 7.

On appelle relation aux g-différences inhomogene satisfaite par f une paire (P, R)
ou P eT et Re P telle que Pf = R. Une telle relation satisfaite par les polynomes
de Jones coloriés de K donne lieu a une équation de la forme

P(M,L)Zy(Ek) = Zi(R).
par exemple, dans le cas du neeud de huit, on a QZ;(Es) = RZ)) ou
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Q= (¢g"M*—gM 3L+ (gM? — ¢ 'M )L™+ (M?* = M~ ?)(—M*
M+ M+ M2+ ¢ +q7?), (4.7)
R=(M"+M7P°+M + M7~ (¢ +¢ %) (M+ M)
avec ¢ = (,% = ¢im/k et Z,g la section de Hj définie par

1
79 = U,
YN >, U

CET)2KT.

S. Garoufalidis et T. Q. T. Le ont montré dans [GLO5] que de telles relations
existent pour tous les nceuds. Ces relations ont été calculées explicitement pour les
neceuds toriques par T. Hikami dans [Hi04] et pour le nceud de huit (plus généralement
les noeuds twists) par S. Garoufalidis et X. Sun, cf [GS10]. Pour les noeuds a deux
ponts, T. Q. T. Le a étudié ces relations au travers de la Conjecture AJ dans [Le06].
Ce dernier travail relie les relations aux g¢-différences des polyndémes de Jones coloriés
d’un noeud K au module d’écheveau du complémentaire Fx. Il s’agit de la motivation
principale de la Conjecture 1, un theme que je souhaite explorer prochainement.

Opérateurs de Toeplitz et sections lagrangiennes

Dans cette partie, on décrit brievement les outils analytiques permettant de déduire
la Conjecture 3 pour le nceud de trefle et le noeud de huit. Ceux-ci sont développés
dans [C03, C06].

Soit ’Hi ’ensemble des sections L* ® § — E qui sont R-invariantes et localement
L?. Notons T = E/R : on verra les éléments de H; comme des sections au-dessus de
T. Soit 11}, : ’Hi — H;, le projecteur L? sur le sous-espace de dimension finie formé par
les sections holomorphes. Pour toute fonction f € C>°(T'), on note Mult(f) opérateur
de multiplication par f agissant sur 7-[,%

Un opérateur de Toeplitz est une famille (T} € End(Hy))ken de la forme
T, =11, Mult(f(-, k)) + Ry (48)

ou (f(-,k)) est une suite de fonctions dans C*°(7") ayant un développement asympto-
tique de la forme

FOR) = fot ki

pour la topologie C*°. De plus la famille Ry, vérifie pour tout N l'estimation ||Ry|| =
O(k=N) ott ||-]| désigne la norme uniforme des opérateurs. Les coefficients fo, f1, ... sont
déterminés par la famille Ty. On appelle fj le symbole principal de (T}) et f; — %A fo
le symbole sous-principal.

On montre dans [CM11a] le résultat (classique) suivant :

Proposition 14. Les opérateurs M et L agissant sur Hj sont des opérateurs de Toe-
plitz de symboles principaux e=>7™1 et e 2™ o1, q,p sont les coordonnées duales de la
base (u, A) de E. Leurs symboles sous-principaur s’ annulent.
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Soit (Sk) et (Tk) deux opérateurs de Toeplitz de symboles principaux respectifs
fo, go et sous-principaux fi, gi. Alors il est bien connu que (S;T})) est un opérateur de
Toeplitz de symbole principal fof1 et sous-principal

1
fog1 + figo + Z{fo,go}

On peut déterminer ainsi les symboles principaux et sous-principaux de tous les opé-
rateurs de la forme P(M,L) ou P € T.

Les vecteurs propres des opérateurs de Toeplitz, sont sous des hypotheses favorables
des états lagrangiens, une notion classique en analyse semi-classique que l'on définit
ci-dessous.

Soit U un ouvert de T', L. C U une sous-variété lagrangienne, F' une section plate
de L|1 et g(-,k) € C*®(L,0) une famille de fonctions lisses ayant un développement
asymptotique en puissances de k dont le premier terme est de la forme g = k"gy pour
un certain r € Q et go € C*(T,9).

On dit que Vi € Hj restreint a U est un « état lagrangien » de données semi-
classiques (L, F, g) si

Vo € U, Uy (x) = FF(z)§(x, k) + Ry(x)

ol
- F est une section holomorphe de L]y étendant F
- g(+, k) est une famille de sections holomorphes de 0| étendant g(-, k)
- Pour tout N € N il existe C > 0 tel que Vx € U, |Ri(z)| < Ck—V.
En particulier, si L est vide, on écrira ¥y|y = O(k™°).
Les opérateurs de Toeplitz préservent les états Lagrangiens au sens ou si (T) est

un opérateur de Toeplitz de symbole principal f et ¥y un état Lagrangien de données
(L, F,g) alors T}, ¥y, est Lagrangien et a pour données (L, F, fg).

On a alors la proposition suivante :

Proposition 15. Soit (Ti)ren un opérateur de Toeplitz de symboles principal et sous-
principal fo et fi. Soit W, € Hy une famille de vecteurs qui, restreints a un ouvert
U C T forment un état Lagrangien de données semi-classiques (L, F,g). Soit ® une
solution de l’équation

TP = Vy.

Alors pour tout x € U, il existe un ouvert V tel que x € V C U et tel que :
- Si fo(x) # 0, @y, est un état Lagrangien de données (L, F, g/ fo).
- Si fo(z) =0, Dyfo # 0 et x ¢ L alors il existe une suite A\ telle que APy, soit
un état Lagrangien de données (L, F,g) ou L =V N{fo =0}, F est une section
plate de L|1, et g satisfait ’équation de transport :

LXfog—l—Qiflg =0 (49)

ou Xy, est le champ de vecteur Hamiltonien associé a fo.
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Application aux états de noeuds

La Proposition 15 permet de tirer parti des relations g-différentielles pour décrire
semi-classiquement 1’état d’un noeud. En pratique, il est nécessaire d’utiliser plusieurs
équations (ou systemes d’équations) pour parvenir & démontrer la Conjecture 3. Ex-
pliquons ce que 'on peut tirer de I’équation 4.7.

Soit (gq,p) les coordonnées duales de la base (u, \) de E. Les symboles principaux
et sous-principaux de () sont

fo(x) = —4isin(4rq)(cos(2mp) — cos(8mq) + cos(4mq) + 1)
fi(x) = —8mwcos(4mq)sin(27p)

tandis que le symbole principal de R est h = 2 cos(10mq) + 2 cos(6mq) — 4 cos(2mq). On
montre dans le Théoreme 5.4 de [CM11a] que Z} est un état Lagrangien de données

(R, ty, g) ou ty est la section plate de R\ qui vaut 1 en 0 et g = 63\2/4 (%)1/4 Q.

Partie abélienne : On déduit de I'équation (4.7) que si ¢ ¢ 1Z, 'état du noeud
au voisinage de g\ est lagrangien de données (Ry, %y, gs) avec

gh  emm/4 ( k )1/4 sin(2mq)
= — = A

“=5 = Ve o) Ao

ot Ag(t) = —t! +3 —t est le polynéme d’Alexander du nceud de huit et m € Z.
Ceci est en accord avec le cas abélien de la Conjecture 3 d’apres la formule reliant la
torsion de Reidemeister abélienne avec le polynéme d’Alexander, cf Formule (12) dans

[CM11b).

Partie irréductible : La sous-variété L = r(M™(Eg, G)) est décrite par 1’équa-
tion fo = 0 tant que ¢ ¢ iZ. Cette hypothese est levée par I'introduction d’autres
équations g-différentielles dont on ne parle pas dans ce mémoire introductif. La Propo-
sition 15 nous apprend qu'il existe une suite Ay telle que 'état A\ Zx(Es) soit Lagrangien
de données (L, F, g) ou F est une section plate que I'on peut identifier a la section de
Chern-Simons et g est une fonction inconnue satisfaisant I’équation (4.9). On démontre
la Conjecture 3 pour la partie irréductible & partir des deux ingrédients non triviaux
suivants :

- La racine carrée de la torsion de Reidemeister, vue comme section de §|;, vérifie

I’équation de transport (4.9).

- La chirurgie de pente £1 sur le nceud de huit produit la sphere de Brieskorn
3(2,3,7) pour laquelle la conjecture de Witten est satisfaite (cf [HO5]) et cela
permet de fixer la valeur asymptotique de la suite A\ ainsi que d’initialiser ’équa-
tion différentielle (4.9).

Les techniques semi-classiques permettent donc de donner une description asymp-
totique des états des noeuds de huit et toriques et d’en déduire la conjecture de Witten
pour leurs remplissages de Dehn. Je souhaite généraliser ces techniques a plus de nceuds.
Cela passe par une compréhension profonde des relations aux ¢-différences, elles-mémes
reliées aux modules d’écheveaux, cf [Le06].
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4.4 Opérateurs courbe et opérateurs de Toeplitz

Dans la section précédente, on a utilisé de maniere cruciale le fait que pour un
tore X3, lespace vectoriel Vi (X) s’identifiait & la quantification géométrique en niveau
k de lespace des représentations M (3, G) et que pour toute multicourbe v C X, les
opérateurs Zi(y) € End Vi (X) étaient des opérateurs de Toeplitz. Un tel résultat pour
Y. quelconque constituerait une étape importante pour prouver des formules asymp-
totiques d’invariants de la forme Zy(M,T', kc,0) quand le niveau k tend vers l'infini.
Pour l'instant, ce résultat est hors de portée mais on propose dans [MP11] une stra-
tégie générale que 'on met en ceuvre dans le cas ou X est une sphere avec 4 points
marqués ou un tore avec un point marqué. On dira pour simplifier que X est une « pe-
tite surface ». On en déduit une formule asymptotique pour les éléments de matrices
des représentations quantiques du groupe de difféotopie des petites surfaces. Cela com-
prend une nouvelle preuve de 'asymptotique des 6j-symboles quantiques ainsi qu’une
formule asymptotique originale pour la S-matrice épointée.

Comme évoqué dans l'introduction, J. E. Andersen a introduit et étudié des opé-
rateurs courbe qui sont par définition des opérateurs de Toeplitz, voir [A06, A10, A05,
A09, All]. Il s’agit par exemple d’'un point clé dans sa preuve du théoreme de fidé-
lité asymptotique (cf. Théoreme 6). Cependant, comme 'isomorphisme entre la TQFT
combinatoire et la TQFT géométrique n’est pas clair, il s’agit a priori d’opérateurs
différents.

4.4.1 Les opérateurs courbe sont trigonométriques

Soit ¥ une surface munie de points marqués p1,...,pp, k un niveau et ¢ € Cj/ un
coloriage des points marqués. Soit C une famille de courbes découpant 3 en pantalons :
notons I' le graphe trivalent associé et E ’ensemble de ses arétes. Rappelons que C
s’identifie & une partie de E : les arétes internes, les autres étant en bijection avec les
points marqués, voir Figure 4.2.

Rappelons aussi qu’on a défini dans la Section 2.3.1 une application
H: M(¥,G)—Ac [0,7]".

Considérons la corestriction H de cette application a ’ensemble A des (te)ecp vérifiant
g

a; = 7+ pour i = 1,...,n. On se servira du lemme suivant :

Lemme 2. Il existe une section de H privilégiée s : Int(A) — M(X',G) définie de
la facon suivante. Pour toute courbe § € C, il existe une courbe S construite comme
dans la Figure 4.2 : elle ne coupe que § parmi les courbes de la décomposition en
pantalons. Pour tout o € Int(A), s(a) est la représentation dans H™ (V) qui minimise
simultanément les fonctions hg pour § € C.

Ce lemme nous permet d’identifier le sous-ensemble H~*(Int(A)) € M(X/,G) au
produit Int(ﬁ) X (RC /A) On notera (a,6)~ec les coordonnées symplectiques asso-
ciées. Rappelons que la décomposition en pantalons de ¥ ci-dessus définit d’apres le
Théoréme 11 une base hermitienne () de Vi (3, p, ¢, A) paramétrée par les coloriages

42



FIGURE 4.2 — Décomposition en pantalons

k-admissibles de I' compatibles avec le coloriage des points marqués c¢. On note ¥ la
base normalisée issue de la base (p¢).

On dit qu'un opérateur Ty € End(Vj (X)) est « trigonométrique » s’il existe un
ouvert V C A x [0,1] contenant A x {0} et une famille de fonctions F, : V — C
indexée par les applications m : C — Z telles que pour tout coloriage k- admissible ¢
on a

Tk‘wc Z F ¢c+m

Toute multicourbe v définit un opérateur courbe Zi (7). On fait alors la conjecture
suivante :

Conjecture 4. Pour toute multicourbe v, l'opérateur courbe Zy(vy) est trigonomé-
trique. Notons Fy), : V — C les fonctions associées. On a :
- F, =0 s’il existe § € C telle que #(5 N~y) < mg.
- L’application F3,(-,0) est égale a la m-iéme composante de Fourier de la fonction
trace f. En formule, on a :

F(a,0) = (2m)#C - fy(ts(a))e” ™ dt

- Ecrivons o7 (a,0,h) = > Fi(a, h)em™? de telle sorte que la condition précédente
s’écrive 07 (a, 0, h) = fy(a,0) + O(h). On a alors lestimation suivante au deuxiéme
ordre :

1 0% f
Y — - Y 2
o fy+ 5 0., h+ O(h*)
~veC

Dans [MP11], on démontre cette conjecture dans le cas des petites surfaces. La
preuve passe par un calcul explicite pour trois générateurs, puis utilise la structure
multiplicative de 'algebre de Kauffman K (X', ¢).

4.4.2 Les opérateurs courbe sont de Toeplitz

La définition d’un opérateur de Toeplitz sur le tore T' donnée dans 1’équation (4.8)
se transpose mutatis mutandis au cas ou T est une variété Kahlerienne quelconque
munie d’'un fibré préquantifiant et d’un fibré de demi-formes. On va expliquer dans
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cette section que les opérateurs courbe sur une petite surface sont des opérateurs de
Toeplitz sur la sphere dont on connailt explicitement le symbole et le sous-symbole.
Cela est conforme a l'idée générale que la TQFT est la quantification des espaces de
représentations puisque dans le cas des petites surfaces, 'espace des représentations
avec des classes de conjugaisons fixées autour des points marqués M(X',G) N H *1(3)
est une sphere symplectique de dimension 2. Expliquons brievement comment quantifier
la sphere S? standard.

Quantification de la sphére et opérateurs de Toeplitz

Soit P! la droite projective complexe munie de la métrique de Fubini-Study. Notons
L = O(1) l'inverse du fibré tautologique et posons Hy = H(P', £V). Dans une carte
affine de P!, cet espace s’identifie aux polynomes de degré strictement inférieur & N.
Posons

i P(2)Q(z) N!
(P,Q) = Dy /(C W%N)Jrldzdz et N (z) = \/n'(N—l—n)‘zn (4.10)

Les vecteurs (¢ Jn=0,...N—1 forment une base orthonormée de Hy. Par la projection

stéréographique z = , /=2=¢" on identifie P! & CU{oc} puis au cylindre [0, 1] x T dont

1-7
on a contracté les bords.

Toute fonction bornée sur la sphere f induit un opérateur T]{V par la formule T]{V =
Iy Mult(f) ou Hy : L2(PY, L") — H est le projecteur orthogonal.

Si on note F,{Vm les éléments de matrice de T]{V dans la base des ¢! on a la formule

o d
N = ntb WP -1
Fvin= [ 500 e Y,

olt on a posé f(,/pe’?) = > ez fu(p)e? et pour tout s € R :

Lis+I(s+p+ 1IN —s)I'(N —s— p)
I'(N+1)

C(N,p,s) = v

Utilisant la transformée de Mellin M et son inverse M1

e’} dr 1 1 c+io0
_ s hind “1p(e) = — “SF(s)ds.
M) = [ a0 M@ = o [ R
on obtient formellement pour une valeur de ¢ convenable :
1 - N1 c+ioco
fulp) = 5—p 2 (L4 )7 / - Faspup "C(N, p, s)ds.
C—100

Ces formules permettent de reconstituer la fonction f a partir de la matrice de
T]{V pourvu que l'on ait fait un prolongement analytique convenable des éléments de
matrice. On verra qu’'un tel prolongement apparait naturellement en TQFT.
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Opérateurs courbe comme opérateurs de Toeplitz

Pour appliquer la méthode ci-dessus, il faut tout d’abord identifier la TQFT avec
Pespace Hy. Soit O = (X,p,c,A) un objet de Coby avec ¥ une petite surface. Une
décomposition en pantalons de ¥ nécessite une seule courbe «. Soit I' le graphe associé
a cette décomposition et 1z la base hermitienne de Vj(O) rappelée dans la Section
4.4.1. On note m la couleur de I'unique aréte interne de I' et par abus de notation on
pose Ym = Y.

Il existe un unique isomorphisme qui identifie la base hermitienne (¢) de Hy
avec la base hermitienne (¢,,) de V4(O) telle que la correspondance n +— m soit une
application croissante. La relation entre k et N est une fonction affine qui dépend
de 'objet O. Dans tous les cas, on peut ainsi considérer pour toute courbe v C X
Popérateur Zi () comme un endomorphisme de H .

Détaillons un peu les deux cas que l'on va considérer pour expliquer de quelle
maniere on fait tendre k£ et IV vers l'infini. Soit ¥ une petite surface, D un niveau
impair et ¢ un coloriage D-admissible des points marqués de Y. Pour tout entier impair
k on pose k = Dk. Le coloriage kc est k-admissible ainsi I’espace Vi (3, p, ke, A) est
bien défini et sa dimension croit linéairement.

- Si ¥ est un tore, D le niveau et « la couleur du point marqué, on observe que
l'espace Vi (2, p, ak, A) a pour dimension Ak avec A = (D — a).

- Si ¥ est une sphere, D le niveau et «, 3,7,d les couleurs des points marqués,
I'espace Vi (%, p,ck, A) a pour dimension Ak avec

1
A= (min(@+8,2D~a~88+7,2D -8 -7) - max(ja—d,|8 - ])).

On montre dans [MP11] le théoréme suivant :

Théoréme 11. Soit O = (X,p,c,A) un objet de Cobp avec D impair et ¥ petite.
Considérons la suite d’espaces Vi(X,p, ke, A) ~ Hy ot k = Dk et N = Ak comme
ci-dessus. Supposons de plus que si 3 est la sphére on a o # & ou 8 # . Alors pour
toute courbe simple ( C X :

- il existe une suite de fonctions explicite fé“ sur la sphere telle que Z(¢) = T]fz,i.

- les fonctions fé“ sont lisses en dehors des poles et leur régularité aux poles croit
linéairement avec k.

— La suite de fonctions fé“ admet un développement asymptotique lisse en puis-
sances de k dont le terme de premier ordre est la fonction trace f.

En d’autres termes, les opérateurs Z;(¢) sont des opérateurs de Toeplitz sur la
sphere de symbole principal la fonction trace fc. On peut aussi déterminer le symbole

sous-principal méme si cela donne & des formules plus compliquées, voir Formule (26)
dans [MP11].

4.4.3 Asymptotique des représentations du groupe de difféotopie

Soit O = (3, p,c,A) un objet de Coby ou ¥ est une petite surface. Notons G =
MCG(X) le groupe de difféotopie qui fixe un voisinage des points marqués. Ce groupe
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agit projectivement sur 'espace V4 (O) et on s’intéresse dans cette partie au compor-
tement asymptotique des éléments de matrice de cette représentation quand le niveau
k tend vers l'infini.

La base canonique de Vj(O) est définie & une phase pres comme la base propre de
Popérateur courbe Z () ou v est la courbe découpant 3 en pantalons. Comme G agit
transitivement sur de telles courbes, on constate que le probleme que ’on s’est posé
revient a évaluer un produit scalaire |(1,¥1)| ou pour i = 0,1, on a

).

Ty,

k

Z (i) = —2 cos(

Un théoreme équivalent a la Proposition 15 permet de décrire asymptotiquement
les vecteurs propres des opérateurs Zy(7y), qui sont des opérateurs de Toeplitz d’apres
le Théoreme 11. Les résultats sont résumés dans le théoreme suivant :

Théoréme 12. Soit O = (X,p,c,A) un objet de Cobp avec ¥ petite et k un_entier
impair. Soit N = kA laAdimension des espaces Vi, (3, p, ke, \) ~ Hy ot k = Dk. Soit
M = MY, G) N H Y(A) lespace des représentations associé, symplectomorphe a la
sphere.

Pouri= 20,1, notons :

- v; une courbe simple de 3,

- Zk(7i) les opérateurs courbe associés,

- fi les fonctions traces associées a v; sur M,

- m; un entier naturel et ¥; = {z € M|fi(z) = —2cos("3*)},

- T; la periode du flot hamiltonien de la fonction f; le long de 3;,

- i un vecteur unitaire de Hy tel que Zy (i) = —2 cos("* ).
Supposons que Yo et 31 sont des courbes lisses de M qui s’intersectent transversale-
ment et choisissons zg,z1 un point sur chacune d’entre elles. Alors on a l’estimation
sutvante :

9 e—i%Sign({fO,fl}(Z)) 2iN7r(f .y ) 3
o) = 2 e Ta+0(h2)
NG | 2 o)

ou n est un potentiel symplectique associé a la forme symplectique sur M et pour tout
1, C; désigne une courbe dans ¥; reliant z; a z.

Ce théoreme généralise le calcul de 'asymptotique des 6j-symboles du & [TWO05] et
permet de calculer par exemple 'asymptotique de la S-matrice épointée, cf [MP11].

4.4.4 Vers le cas général

A la fin de Plarticle [MP11], on étudie le cas ou ¥ est une surface de genre 2
sans point marqués. Il apparait que Iespace Vi(X) s'identifie & HO(P3, £F=2). Si une
grande partie des techniques employées dans le cas des petites surfaces se transpose
directement, on se heurte pourtant a plusieurs difficultés sur lesquelles je souhaite
concentrer ma recherche future.
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- La stratégie de preuve de la Conjecture 4 ne se généralise pas aux surfaces quel-
conques car la structure de ’algebre de Kauffman est mal comprise dans le cas
général.

- S’il n’y a pas de points marqués les fonctions traces sont singulieres. On ne peut
pas utiliser telles quelles les techniques associées aux opérateurs de Toeplitz.

- En genre quelconque, on ne connait pas de modele géométrique pour identifier
les espaces vectoriels de la TQFT a la quantification géométrique d’'une variété
Kaihlerienne simple comme P! ou P3.
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Chapitre 5

Trois autres articles

5.1 Asymptotique des invariants de type fini des orbites
de champs de vecteurs

Un champ de vecteur dans une variété définit un flot dont les orbites peuvent étre
fermées ou non. Si la variété est un domaine compact G de R3, on peut s’intéres-
ser au comportement asymptotique des invariants de nceuds évalués sur les orbites
non-périodiques. Un exemple classique est I'hélicité du champ de vecteur qui mesure
Penlacement asymptotique moyen de deux orbites disjointes (cf [AK98]). Supposons
que le champ X est ergodique par rapport a une mesure qu’il préserve, que les singu-
larités de X sont isolées et que la mesure ne charge pas les orbites périodiques du flot.
Pour tout point p € G non périodique et tout temps 7' > 0, on définit K(p,T) C R3
comme la réunion de 'orbite de longueur 7T issue de p et le segment de droite qui joint
ses deux extrémités.

On peut montrer que K(p,T') est un nceud pour presque tout p € G. Sous ces hy-
potheses, J-M. Gambaudo et E. Ghys montrent dans [GGO01] qu’il existe une signature
asymptotique qui est proportionnelle a 1’hélicité a savoir : pour presque tout p € G la
limite

1
o(X) = lim o (K(p,T))
existe et ne dépend pas de p. On montre dans [BMO8] le résultat suivant :

Théoréme 13. Soit v un invariant de neuds de de type fini de degré n. Il existe une
constante o, € R telle que pour presque tout p € G on a :

De plus il suffit de connaitre la valeur de v sur les neuds toriques pour déteminer ay,.

On en déduit des formules pour le polynéme d’Alexander, le polynéme de Jones et
I'intégrale de Kontsevich asymptotique. La preuve est basée sur la technique dévelop-
pée dans [GGO1] qui permet de comprendre la projection plane d’une longue orbite.
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On représente alors tout invariant de type fini & 'aide d’'un diagramme de Gauss et
on étudie le nombre asymptotique d’occurrences d’'un diagramme de Gauss dans la
projection d’une orbite.

5.2 Configuration de drapeaux et groupes de surfaces en
géométrie hyperbolique complexe

On étudie dans cet article ’espace M(X, G) ou ¥ est une surface marquée par des
points p1,...,p, et G =PU(2,1) est le groupe d’isométries holomorphes de 1'espace
hyperbolique complexe. Pour certains groupes comme PSLa(R) ou SL3(RR), ces espaces
sont tres étudiés car ils contiennent certains ouverts correspondant a des structures géo-
métriques sur les surfaces (hyperbolique et projective convexe respectivement). Pour-
tant, dans le cas de PU(2,1), trés peu de choses sont connues & part des résultats
généraux de rigidité. Le but de cet article est de mettre en place un systeme de co-
ordonnées analogue aux « shear coordinates » de Thurston, et plus généralement aux
coordonnées de Fock et Goncharov sur les groupes réels déployés.

La technique utilisée dans cet article est I'utilisation systématique des drapeaux en
géométrie hyperbolique complexe, c’est-a-dire un couple F' = (C, p) ou C est une droite
complexe de H% et p un point du bord de C. Partant d’une description de I’ensemble
des triplets de drapeaux a isométrie pres, on en déduit un systéme de coordonnées sur
I’ensemble

p-mX) =G
M (E,G) =< (p,F)| F=(F,...,F,), drapeaux dans H2 / ~
p(;) préserve le drapeau F; pouri=1,...,n

olt on a noté ¥/ = X\ {p1,...,pn}. L’'application M'(%,G) - M(X',G) qui a (p, F)
associe p est un revétement ramifié sur un ouvert de M(X',G) qui contient la plu-
part des représentations fideles et discretes. On espere ainsi a l'aide de ce systeme de
coordonnées caractériser certaines familles de représentations fideles et discretes.

5.3 Fonctions génératrices et asymptotique des réseaux
de spin classiques

Les réseaux de spin sont des nombres rationnels que 'on associe a des graphes
trivalents coloriés par des entiers. Certains cas particuliers ont été étudiés dans les
années 1940-1950 par G. Racah et E. P. Wigner pour résoudre des probléemes de spec-
troscopie atomique. Les physiciens G. Ponzano et T. Regge se sont intéressés a la
limite semi-classique de ces coeflicients a la fin des années 1960. C’est a Penrose qu’on
doit en 1971 la généralisation aux graphes quelconques ainsi que la popularisation des
questions d’asymptotique.

Pour expliquer rapidement les résultats obtenus dans [CM11c|, on propose une
définition des réseaux de spin qui passe par les invariants quantiques. Soit I' un graphe
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trivalent plongé dans S® et ¢ un coloriage de ses arétes. On définit un invariant (T, ¢) €
K(S3,(s) = C obtenu en cablant chaque aréte coloriée par n par I'idempotent f,, € Ty,.
On remarque que pour le choix de la racine (o, = —1, les idempotents f,, sont définis
pour tout n € N.

Pour tout angle o de I' (paire de demi-arétes incidentes) et tout coloriage ¢ des

~ c;,+ci—c N e . N [N
arétes, on pose ¢, = %’“ ou i, j sont les deux arétes formant « et k est la troisieme

aréte incidente. On modifie le réseau de spin en posant ((I',c)) = (T, C>EL§ZJ, ou E
a€e o
désigne I’ensemble des arétes et A ’ensemble des angles de T.

Notons R = C[X,,a € A] et définissons la série Z(I') = > (T, ¢)) [[,c4 X5 B.
Westbury démontre dans [W98] la formule

Z(T) = (Z 11 Xa) -

6CT a€d

ou ¢ désigne une réunion de cycles (éventuellement vide) contenue dans I'. Soit ¢ une
application des arétes orientées de I' dans SL(C) dite application d’holonomie. On
peut généraliser les constructions précédentes et définir (I', ¢, v), ((I', ¢, ¥)) et Z(T', ) :
ces quantités s’interpretent naturellement comme des observable en théorie de jauge.
Dans la premiere partie de [CM11c], on généralise la formule de B. Westbury avec une
preuve tres différente de la sienne, basée sur les intégrales gaussiennes. On obtient une
formule du type :

Z(T,4) = det(Qy) /2

ol 0y est une forme quadratique explicite & coefficients dans R sur un espace vectoriel
de dimension —6x(I"). Dans une deuxiéme partie on propose une formule asymptotique
pour la quantité |(I', kc)| quand k tend vers l'infini. La formule fait aussi intervenir
des déterminants de formes quadratiques sur des espaces associés a I'. Ces formes
quadratiques sont reliées & la géométrie de configurations de points dans R3 ot certaines
distances sont fixées par les longueurs c. On généralise ainsi la formule connue pour
les 6j-symboles classiques ainsi que de nombreuses autres formules connues (9j,15]
symboles).
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