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Introduction

Le problème est de comprendre les relations entre mécaniques quantique
et classique. D'une part, nous avons des espaces de Hilbert, des opérateurs
auto-adjoints, des spectres, l'équation de Schrödinger, des représentations de
groupe, et d'autre part, des variétés symplectiques, des algèbres de Poissons,
des �ots hamiltoniens, des actions hamiltoniennes de groupe. On souhaite
établir un dictionnaire entre ces deux mondes dont le mode d'emploi serait le
suivant : partant d'un système quantique dépendant d'un paramètre, lorsque
ce paramètre tend vers une certaine limite dite semi-classique, on montre
qu'une propriété ou un phénomène quantique est contrôlé au premier ordre
par un système classique sous-jacent. L'exemple le plus connu est celui de
l'opérateur de Laplace-Beltrami d'une variété riemannienne, dont le com-
portement asymptotique des grandes valeurs propres est relié aux propriétés
du �ot géodésique. Bien souvent, on procède dans l'autre sens, c'est à dire
que l'on quanti�e, en ce sens que l'on introduit un système quantique dont
la limite semi-classique est un système classique donné. 1

L'essentiel de la littérature en analyse semi-classique est consacrée aux
problèmes d'analyse et non de géométrie. Typiquement, on considère des
opérateurs pseudo-di�érentiels à petit paramètre sur un ouvert de Rn ou
sur une variété. L'espace de phase sous-jacent est alors un espace cotangent.
Mes travaux se situent dans un contexte plus géométrique, où les espaces
de phases sont des variétés kählerienne compactes, et les espaces quantiques
sont des espaces de sections holomorphes d'un �bré en droite positif sur
l'espace de phase. La limite semi-classique consiste à remplacer le �bré par
sa puissance k-ième et faire tendre k vers l'in�ni. Cette quanti�cation, dite
quanti�cation kählerienne, a été introduite indépendamment par B. Kostant

1. Mais la mécanique quantique n'étant pas déterminée par la mécanique classique, il
ne faut pas s'étonner si cette procédure n'est pas unique. Typiquement, à chaque fonction
polynomiale de R2n, on associe un opérateur di�érentiel à petit paramètre par quanti�ca-
tion Weyl. Mais on peut aussi choisir un autre procédé, par exemple pour tout α et β on
associe au monôme xαξβ l'opérateur xα(h

i
∂x)β .
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[Kod53] et J.M. Souriau [Sou70]. Les opérateurs qui dans ce contexte jouent
le rôle des opérateurs pseudo-di�érentiels sont les opérateurs de Toeplitz,
introduits par Berezin [Ber75]. Les techniques d'analyse microlocale partic-
ulières à cette géométrie ont été développées par L. Boutet de Monvel seul
[BdM79] [BdM95] [BdM02], et en collaboration avec J. Sjöstrand [BdMS76]
ou V. Guillemin [BdMG81]. Ont suivis de nombreux développements par dif-
férentes personnes (la liste qui suit n'a pas la prétention d'être exhaustive) :
V. Guillemin [Gui93], [Gui84], A. Uribe accompagné de D. Borthwick, T.
Paul [BPU95], [BPU98], [BU03], S. Zelditch [Zel97] [Zel98], M. Schlichen-
maier [Sch10], X. Ma et G. Marinescu [MM07] et ... moi-même !

Après un premier chapitre où je décris ce cadre géométrique, j'aborderai
dans le chapitre 2 mes contributions sur les points suivants.

1. Opérateurs de Toeplitz : je donne le comportement asymptotique du
noyau au sens de Schwartz d'un opérateur de Toeplitz. J'en déduis les
règles de calcul des symboles covariants, contravariants, ainsi que le
développement asymptotique du projecteur de Szegö [Cha03a].

2. États lagrangiens : il s'agit de construire des états quantiques se con-
centrant sur des sous-variétés lagrangiennes de l'espace de phase. On
obtient de la sorte les états propres des opérateurs de Toeplitz sur une
surface et on en déduit les conditions de Bohr-Sommerfeld [Cha03b],
[Cha06a]. C'est l'analogue des états propres WKB de l'opérateur de
Schrödinger.

3. Opérateurs intégraux de Fourier : comme l'avait fait Hörmander [Hör71]
pour les espaces cotangents, on quanti�e les symplectomorphismes de
l'espace des phases. Comme application, on décrit les propagateurs
quantiques des opérateurs de Toeplitz. Aussi on explique en quel sens
la quanti�cation est indépendante du choix de la structure complexe
[Cha03b], [Cha07], [Cha10b].

4. Correction métaplectique : les règles de calcul des symboles des états
lagrangiens et des opérateurs intégraux de Fourier s'interprètent de
manière élégante et transparente avec les �brés de demi-formes. Il m'a
fallu du temps pour comprendre qu'il s'agissait du bon point de vue
[Cha06a], [Cha07]. Cette correction métaplectique apparaît cruciale-
ment dans tous les phénomènes de transport.

5. Réduction symplectique : V. Guillemin et S. Sternberg ont montré
l'importance de la réduction symplectique dans le cadre de la quanti�-
cation kählerienne. J'ai étudié la limite semi-classique de ces réduction
[Cha06b], [Cha10d].
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6. Un très bel exemple de tout ce qui précède est fourni par les espace de
polygones et leur quanti�cation, qui consiste en les sous-espaces invari-
ants des produits tensoriels de représentations irréductibles de SU(2).
On y trouve des systèmes naturels de coordonnées action-angles corre-
spondants à des bases canoniques des espaces quantiques. Les vecteurs
de ces bases sont des états lagrangiens supportés par les tores d'actions
constantes [Cha10d].

Une application remarquable de l'analyse semi-classique sur les variétés
de Kähler est la théorie quantique des champs topologiques (tqft en abrégé)
en dimension 2+1. Les variétés kähleriennes que l'on quanti�e sont ici les
espaces de modules de �brés plats sur les surfaces orientables compactes. E.
Witten [Wit89] a interprété dans ce cadre le polynôme de Jones des noeuds.
Ce travail fondateur a donné lieu à des développements dans des domaines
aussi variés que la topologie de dimension 3 (invariants quantiques), la théorie
des représentations (les algèbres de Kac-Moody), la géométrie algébrique
(fonction thetas non-abéliennes)...

On peut aussi aborder cette théorie d'un point de vue semi-classique,
le dictionnaire semi-classique met alors en correspondance des invariants
relativement éloignés des variétés de dimension 3. La conjecture la plus im-
portante dans ce domaine est due à E. Witten. Elle prédit que l'invariant
de Witten-Reshetikhin-Turaev (WRT) d'une variété de dimension 3 fermée
admet dans la limite k → ∞ un développement asymptotique dont les ter-
mes dominants s'expriment en fonction des invariants de Chern-Simons et
de la torsion de Reidemeister. Cette conjecture a été véri�ée pour de nom-
breuses variétés de Seifert [Jef92], [Roz96b], [LZ99], [HT02], [Hik04], [Han05],
[And11]. Or comme l'ont montré les travaux de B. Thurston, les variétés
tridimensionnelles les plus répandues sont en fait les variétés hyperboliques.

Pour une large part, mes travaux dans ce domaine ont consisté justement
à montrer cette conjecture pour des variétés hyperboliques. Pour ce faire,
j'ai appliqué les techniques d'analyse microlocales que j'avais développées
précédemment pour les opérateurs de Toeplitz. Au contraire, la véri�cation
de la conjecture de Witten pour les variétés de Seifert dans les articles cités ci-
dessus était basée sur des méthodes relativement élémentaires, les invariants
WRT de ces variétés étant beaucoup plus simple à calculer. Il faut noter que
précédemment, J. Andersen avait déjà appliqué avec succès les opérateurs
de Toeplitz aux théories quantiques des champs topologiques pour montrer
le théoréme de �délité asymptotique [And06].

Après un chapitre consacré aux di�érentes versions des tqft en dimension
2+1, je présente dans le dernier chapitre de ce mémoire mes propres travaux.
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7. La tqft associe à toute surface Σ et groupe de Lie compact simple
et simplement connexe G une famille de représentation projective du
mapping class group indicée par le niveau k. J'ai véri�é que ces représen-
tations quantiques étaient donnés dans la limite k →∞ par des opéra-
teurs Fourier intégraux, dans plusieurs cas : lorsque Σ est de genre 1
et G quelconque [Cha12], lorsque Σ est de genre > 2, G = SU(n) et
les représentations sont dé�nies par la connexion de Hitchin [Cha10a].

8. Des résultats précédents, j'ai déduit la conjecture de Witten pour les
tores d'applications de di�éomorphismes [Cha10a], lorsque l'invariant
de WRT est dé�ni par la connexion de Hitchin. Cela inclut les tores
d'applications des pseudo-Anosov pour peu qu'une hypothèse de rigid-
ité in�nitésimale soit véri�ée, hypothèse naturelle dans l'énoncé de la
conjecture de Witten.

9. En collaboration avec Julien Marché, j'ai établi la conjecture de Wit-
ten pour une famille in�nie de variétés hyperboliques, obtenues par
chirurgie sur le noeud de huit. Pour la preuve, nous avons montré que
les états du noeud de huit sont des états lagrangiens supportés par
la variété des caractères du complémentaire du noeud, cela en inter-
prétant des relations aux q-di�érences véri�ées par les polynômes de
Jones du noeud de huit comme des opérateurs de Toeplitz [CM11a],
[CM11b].

10. Dans les articles [CM11a], [CM11b], nous avons conjecturé que l'état de
tout noeud est lagrangien et supporté par la variété des caractères de
son complémentaire. Ceci peut être considéré comme une généralisation
de la conjecture de Witten aux complémentaires de noeud. Hormis
les aspects semi-classiques, ce type de résultat est intéressant, car il
explique comment les polynômes de Jones coloriés d'un noeud encodent
la variété des caractère du complémentaire, sa torsion et ses invariants
de Chern-Simons. De plus, la conjecture AJ s'interprète naturellement
dans ce contexte ainsi que le théorème de Melvin-Morton-Rozansky.
En�n sur la base de cette conjecture, on s'attend à ce que la torsion
de Reidemeister véri�e une équation de transport, un fait nouveau à
notre connaissance.

11. Dans [Cha11], j'ai montré que les états des noeuds toriques véri�ent
la conjecture de Witten généralisée, telle qu'elle est énoncé dans mes
travaux avec Julien Marché. La preuve n'utilise aucun des outils de
l'analyse microlocale, ce qui n'a rien d'étonnant, car ces noeuds relèvent
plus de la géométrie de Seifert que de la géométrie hyperbolique.
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En�n, bien que je ne l'aborderai pas dans ce mémoire, je tiens à men-
tionner mon travail avec San Vu Ngoc.

9. Le spectre semi-excité de certains opérateurs de Schrödinger en fond
de puits présente une structure en bande, chacune de ces bandes cor-
respond au spectre d'un opérateur de Toeplitz sur un espace projectif
tordu. Pour établir cela, nous avons fait une réduction symplectique
sur une forme de Birkho� quantique [CVN08].
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Chapitre 1

Quanti�cation des variétés

kähleriennes

Pour dé�nir des espaces quantiques correspondants à une variété sym-
plectique (M,ω), nous allons introduire trois structures supplémentaires qui
sont les �brés préquanti�ants, les structures complexes et les �brés de demi-
formes. L'espace quantique sera alors dé�ni comme un espace de sections
holomorphes surM . Cette procédure générale pour quanti�er a été introduite
initialement par B. Kostant [Kos70] et J.M. Souriau [Sou70]. Appliquée aux
orbites coadjointes d'un groupe de Lie compact, elle donne les représentations
irréductibles du groupe, voir le chapitre 1.4. La représentation métaplectique
sur les espaces de fonctions theta est un cas particulier de cette construction,
cf. chapitre 1.5.

1.1 Fibrés préquanti�ants

Un �bré préquanti�ant de (M,ω) est un �bré en droite complexe L de
base M muni d'une métrique hermitienne et d'une connexion ∇ compatible
avec la métrique et de courbure 1

iω. Si t ∈ C
∞(U,L) est une section locale

de L normée, alors ∇t = 1
iα⊗ t avec α une forme réelle de di�érentielle ω.

M admet un �bré préquanti�ant si et seulement si la classe de coho-
mologie de ω/2π appartient à l'image de l'application naturelle H2(M,Z)→
H2(M,R). Lorsque M est compacte (ou plus généralement lorsque son pre-
mier groupe de cohomologie est de type �ni), cette condition équivaut au fait
que les périodes de ω soient des multiples entiers de 2π. Supposons que ce
soit le cas, alors l'ensemble des �brés préquanti�ants à isomorphisme près,
est un espace principal homogène pour le groupe H1(M,U(1)). En e�et, un

9



10 CHAPITRE 1. QUANTIFICATION

�bré préquanti�ant de (M,ω) est unique à produit tensoriel près par un �bré
en droites hermitien plat. Et le groupe des classes d'isomorphismes de �brés
hermitiens plats de rang 1 est H1(M,U(1)).

Étant donné un �bré préquanti�ant, on considérera ses puissances ten-
sorielles L⊗k, la limite semi-classique correspondant à la limite où k tend
vers l'in�ni. On interprétera k comme l'inverse de la constante de Planck.

Action et caractères di�érentiels

On peut se demander en quelle mesure il est naturel d'équiper une variété
symplectique d'un �bre préquanti�ant pour la quanti�er, et pourquoi l'on
dé�nit ainsi la limite semi-classique. Une réponse est que préquanti�er revient
à dé�nir l'action des cycles de degré 1 deM . Pour comprendre cela, rappelons
que dans le cas d'un �bré cotangent T ∗Q, l'action d'un cycle γ ∈ Z1(T ∗Q)
est l'intégrale

∫
γ α, avec α =

∑
pidqi la 1-forme de Liouville de Q.

Cette dé�nition ne s'étend pas naturellement à une variété symplectique
compacte (M,ω), car la classe de cohomologie de ω étant non nulle, ω n'ad-
met pas de primitive. On se contente en fait de dé�nir l'action modulo 2π.
Précisément, considérons les caractères di�érentiels de M de di�érentielle ω,
c'est à dire les morphismes de groupe χ de Z1(M) dans R/2πZ telle que
pour toute chaîne D ∈ C2(M),

χ(∂D) =

∫
D
ω.

Étant donné un �bré préquanti�ant L, l'holonomie dans L des 1-cycles de
M dé�nit un tel caractère. L'application qui envoie un �bré préquanti�ant
sur son holonomie met en bijection les classes d'isomorphismes de �brés
préquanti�ants de (M,ω) avec les caractères deM de di�érentielle ω, [CS85].

Donc en ce sens, préquanti�er équivaut à dé�nir l'action des cycles deM
modulo 2πZ et remplacer le �bré par sa puissance k-ième revient à multiplier
l'action par k. C'est bien ce que l'on souhaite car en mécanique quantique,
l'action apparaît toujours multipliée par l'inverse de la constante de Planck
et seule sa classe modulo 2π importe. 1

Groupes d'automorphismes

Les automorphismes d'un �bré préquanti�ant L sont les automorphismes
de �brés hermitiens préservant la connexion ∇. Un tel automorphisme relève

1. Typiquement, les propagateurs de Feynman sont donnés par des intégrales sur des
espaces de chemins de exp(iA(γ)/~) où A est l'action.
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un symplectomorphisme de M et est déterminé par ce symplectomorphisme
à une phase localement constante près. On obtient ainsi une suite exacte de
groupe

0→ U(1)π0(M) → Aut0(L,∇)→ Symp0(M,ω)
F−→ Mor0(H1(M), U(1))

où Aut0(L,∇) est le groupe des automorphismes de (L,∇) isotopes à l'iden-
tité, et Symp0(M,ω) le groupe des symplectomorphismes isotopes à l'iden-
tité. De plus F est le morphisme de �ux qui envoie un symplectomorphisme
ϕ sur le morphisme

[γ]→ hol(ϕ ◦ γ) hol(γ)−1,

où hol(γ) désigne l'holonomie du lacet γ dans L. Si M est compacte, F est
surjective. Le noyau du morphisme de �ux est le groupe des symplectomor-
phismes hamiltoniens, groupe qui joue un rôle central en topologie symplec-
tique. Il apparaît donc ici comme la composante connexe de l'identité du
groupe des symplectomorphismes se relevant au �bré préquanti�ant.

L'algèbre de Lie des automorphismes in�nitésimaux d'un �bré préquan-
ti�ant L est naturellement isomorphe à C∞(M,R) muni du crochet de Pois-
son. La représentation in�nitésimale ρ de cette algèbre dans les endomor-
phismes de C∞(M,L) est donnée par la formule de Kostant-Souriau

ρ(f) = −∇Xf + if, (1.1)

où Xf est le champ de vecteur hamiltonien de f , c'est à dire ω(Xf , ·) = df .
En particulier, si un groupe de Lie G agit sur L par automorphismes de �brés
préquanti�ants, alors l'action de G sur M admet un moment µ : M → g∗

déterminé par la condition

Lξf = (∇ξM − iµ
ξ)f, ξ ∈ g, f ∈ C∞(M,L), (1.2)

où Lξf(x) est la dérivée en t = 0 de e−tξf(etξ.x). Ici on note ξM le champ
de vecteur de M correspondant à l'action in�nitésimale de ξ.

1.2 Structures complexes

Considérons une variété M munie d'une structure complexe j et d'une
structure symplectique ω. On supposera j et ω compatibles, c'est à dire que
en chaque point de M , j agit comme un symplectomorphisme de l'espace
tangent, et de plus ω(X, jX) > 0 pour tout vecteur tangent X non nul.
On supposera de plus j intégrable, autrement dit (M,ω, j) est une variété
kählerienne.
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Supposons M également équipée d'un �bré préquanti�ant L. Alors la
courbure 1

iω étant de type (1, 1), L admet une unique structure holomorphe
compatible avec la connexion. Si s est une section locale holomorphe ne
s'annulant pas, alors ∇s = 1

i β ⊗ s avec β de type (1, 0). Pour tout entier k,
l'on dé�nit l'espace quantique Hk comme l'espace des sections holomorphes
de Lk,

Hk = H0(M,O(Lk)). (1.3)

Supposons de plusM compacte, alorsHk est de dimension �nie et possède un
produit scalaire naturel dé�ni comme l'intégrale du produit scalaire ponctuel
des sections de L contre la mesure de Liouville µM = ωn/n!.

D'après le théorème d'annulation de Kodaira [Kod53], Hk est réduit à
(0) si k est strictement négatif. En combinant le théorème d'annulation de
Kodaira et le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch [Hir66], on a que pour
k su�samment grand, la dimension de Hk est donnée par

dimHk =

∫
M

[
exp(kω/2π) Todd(M)

]
2n

=
( k

2π

)n
Vol(M,ω) +O(kn−1) (1.4)

où n est la dimension complexe de M . Ici le volume de (M,ω) s'obtient en
intégrant la mesure de Liouville. C'est un premier résultat semi-classique que
nous venons d'énoncer, à savoir que la dimension de l'espace quantique est
donnée au premier ordre par le volume de l'espace des phases classiques. Il
faut rapprocher ce résultat de la loi de Weyl, selon laquelle pour l'opérateur
de Schrödinger ~2∆+V sur Rn, la somme de la dimension des espaces propres
de valeurs propres plus petites que λ, est dans la limite ~ → 0 donnée par
(2π~)−n Vol({|ξ|2 + V (x) 6 λ}) + o(~−n).

Les hypothèses que nous avons faites pour quanti�er sont assez restric-
tives. D'après le théorème de plongement de Kodaira, pour une variété com-
plexe compacte M , l'existence d'une forme 1

2π [ω] ∈ H1,1(M) réelle, positive
et entière, équivaut à ce que M soit une sous-variété complexe projective.
Notons aussi qu'au lieu de partir d'une variété symplectique munie d'un �bré
préquanti�ant et d'une structure complexe, on aurait pu de manière équiv-
alente considérer une variété complexe M et un �bré en droite holomorphe
hermitien L, dont la connexion de Chern a une courbure positive. Mais cela
reviendrait à mettre au premier plan la structure complexe alors qu'elle joue
ici un rôle auxiliaire. En e�et, le groupe d'automorphismes de M qui nous
intéresse n'est pas le groupe des automorphismes de la structure complexe,
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mais le groupe des symplectomorphismes, plus précisément le sous-groupe
des symplectomorphismes se relevant au �bré préquanti�ant.

Évidemment, il se pose immédiatement le problème que l'action d'un
automorphisme de �brés préquanti�ants sur les sections de L ne préserve
pas en général le caractère holomorphe. De même, au niveau in�nitésimal,
les opérateurs de Kostant-Souriau, dé�nis en (1.1), ne préservent pas Hk.
Pour remédier à cela, on souhaite identi�er de manière cohérente les espaces
quantiques correspondants à di�érentes structures complexes, et en dédui-
re une représentation de Aut(L,∇), la représentation correspondante des
algèbres de Lie fournirait une quanti�cation des observables. Formalisons
cela. Notons H(j) l'espace des sections holomorphes de L pour la structure
complexe j. On aimerait construire une famille d'opérateurs unitaires Uj1,j2 :
H(j1)→ H(j2) qui soient compatibles entre eux en ce sens que

Uj2,j3 ◦ Uj1,j2 = Uj1,j3 (1.5)

pour toutes structures complexes j1, j2, j3, et compatibles avec l'action du
groupe des automorphismes du �bré préquanti�ant, c'est-à-dire que le dia-
gramme

H(j1)
Uj1,j2−−−−→ H(j2)y(ϕL)∗

y(ϕL)∗

H(ϕ(j1))
Uϕ(j1),ϕ(j2)−−−−−−−→ H(ϕ(j2))

(1.6)

commute pour tout automorphisme ϕL de L et structures complexes j1, j2.
Étant donné une telle famille, on en déduit pour tout j une représentation
de Aut(L) dans H(j) donnée par Uϕ(j),j ◦ (ϕL)∗ : H(j)→ H(j). En dérivant
on obtient une représentation de l'algèbre de Poisson de M dans H(j).

Comme il a été établi par V. Ginzburg et R. Montgomery dans [GM00],
une telle construction est impossible pour une classe très large de variétés.
Cependant il existe une famille (Uj1,j2) qui véri�e une version asymptotique
des propriétés (1.5) et (1.6), que j'ai introduite dans [Cha07], cf. chapitre
2.4. Pour obtenir cette famille, on travaille avec la correction métaplectique.
La quanti�cation des observables associée est réalisée par les opérateurs de
Toeplitz, cf. chapitre 2.1.

On peut aussi être moins ambitieux et se restreindre à un ensemble de
structures complexes sur lequel agit un sous-groupe du groupe des automor-
phismes de L. Comme on le verra, la représentation de Weil sur les fonctions
thetas, cf. chapitre 1.5. Certaines représentations quantiques du mapping
class group s'obtiennent aussi par cette méthode, cf. chapitre 3.5.
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1.3 Correction métaplectique

Il est apparu assez vite que la quanti�cation kählerienne est plus na-
turelle si on la corrige par un �bré de demi-formes, [Woo92]. Considérons
une variété kählerienne Mn muni d'un �bré préquanti�ant L. Un �bré de
demi-formes deM est une racine carrée δ du �bré canonique K = ∧n,0T ∗M .
La quanti�cation de M avec correction métaplectique est alors

Hm
k = H0(M,O(Lk ⊗ δ)) (1.7)

Comme précédemment, si M est compact, Hm
k est de dimension �nie et sa

dimension se déduit du théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch lorsque k est
su�samment grand. Un des premiers e�ets de la correction métaplectique
est que le terme sous-dominant dans l'asymptotique de la dimension (1.4)
s'annule, c'est à dire que

dimHm
k =

( k
2π

)n
Vol(M,ω) +O(kn−2)

Plus généralement, nous verrons que les �brés de demi-formes sont utiles
précisément pour le calcul des termes sous-dominants.

L'existence d'un �bré de demi-formes équivaut à ce que la seconde classe
de Stiefel-Withney de M s'annule. Lorsque cette condition est satisfaite,
l'ensemble des classes d'isomorphismes de �brés de demi-formes est un espace
principal homogène pour le groupe H1(M,Z2). En e�et, un �bré de demi-
formes est unique à produit tensoriel près par une racine carré du �bré en
droite trivial de base M . Et ces racines carrées sont données à isomorphisme
près par les éléments de H1(M,Z2).

Choisir une classe d'isomorphisme de �bré de demi-formes revient à
relever le groupe de structure de (M,ω) au groupe métaplectique. Cela ex-
plique le terme �correction métaplectique� et montre aussi que le choix d'une
classe d'isomorphisme de �brés de demi-formes est indépendant de la struc-
ture complexe. Une autre façon plus topologique de le voir est la suivante.
On introduit le �bré J →M dont la �bre en p est l'ensemble des structures
complexes linéaires de TpM compatibles avec ωp. Soit K → J le �bré en
droite complexe telle que Kj = ∧n,0j T ∗pM si j ∈ Jp. Alors une structure com-
plexe j de (M,ω) est une section de J et son �bré canonique est Kj = j∗K.
Par conséquent, si δ est une racine carrée de K, j∗δ est une racine carrée
de Kj . Du fait que les �bres de J → M sont contractibles, l'application
que nous venons de décrire met en bijection les classes d'isomorphismes de
racines carrées de K et de Kj .
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1.4 Orbites coadjointes

La méthode des orbites est à l'origine de la quanti�cation des variétés
kähleriennes. Elle consiste à construire les représentations irréductibles d'un
groupe en quanti�ant ses orbites coadjointes. Si L→M est un �bré en droite
holomorphe sur lequel agit un groupe de Lie G, l'espace des sections holomor-
phes de L est une représentation de G. D'après le théorème de Borel-Weil,
si G est compact, toutes ses représentations irréductibles se réalisent de la
sorte avec pourM une orbite coadjointe. Dans ce qui suit, nous rappelons ce
résultat et explicitons la limite semi-classique et la correction métaplectique.

Considérons un groupe de Lie G. Toute orbite coadjointe O de G ad-
met une forme symplectique naturelle ωO, dite de Kirillov-Kostant-Souriau,
donnée par

ωO(ξM , ηM ) = 2πµO([ξ, η]), ∀ξ, η ∈ g,

où µO est l'injection de O dans g∗. L'action coadjointe sur O est alors hamil-
tonienne et admet pour moment µO. On dit que O est entière si elle admet
un �bré préquanti�ant LO et si l'action de G s'y relève avec pour moment
µO.

Supposons désormais que G est compact. Alors toute orbite coadjointe
admet une unique structure complexe qui soit G-invariante et compatible
avec la forme de Kirillov-Kostant-Souriau. D'autre part, les orbites coad-
jointes sont simplement connexes. Par conséquent, le �bré préquanti�ant s'il
existe, est unique à isomorphisme près. On le note LO. De la sorte, on as-
socie naturellement à tout orbite coadjointe entière O une représentation
H0(O,O(LO)) de G.

Théorème 1.4.1 (Borel-Weil, [Ser95], [HC56]). Pour tout groupe de Lie
compact G, l'application qui envoie une orbite entière O de G sur la repré-
sentation H0(O,O(LO)) de G, est une bijection de l'ensemble des orbites
entières sur l'ensemble des représentations irréductibles de G.

A�n de paramétrer les orbites coadjointes, choisissons un tore maximal
T et une chambre de Weyl fermée positive t∗+ ⊂ t. On plonge t∗ dans g∗

en l'identi�ant avec (g∗)T . Alors toute orbite coadjointe intersecte t∗+ en un
unique point. De plus l'orbite est entière si et seulement si elle intersecte t∗+
en un point du réseau Λ∗. Ici Λ est le noyau de l'application exponentielle
t → T . On retrouve de la sorte que les représentations irréductibles de G
sont paramétrées par les poids fondamentaux. De plus, on a que pour tout
entier k positif et orbite entière O,

H0(O,O(LkO)) ' H0(kO,O(LkO)).
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Donc dans ce cas, la limite semi-classique revient à considérer la suite des
représentations associées aux poids fondamentaux kα, k ∈ N∗.

Pour comprendre la correction métaplectique des orbites génériques, il
est commode de les identi�er avec la variété des drapeaux M = G/T . A la
chambre de Weyl t∗+ correspond une partition de l'ensemble des racines ∆ =
∆+ ∪ −∆+ qui détermine une structure complexe intégrable G-invariante
sur M : on demande que T 1,0

[1] M = ⊕α∈∆+gα
2. Ensuite pour tout α ∈ Λ∗,

introduisons le �bré en droite Lα := G× C/T sur M , où T agit par

exp(ξ)(g, z) = (g exp(−ξ), e2iπα(ξ)z).

Ce �bré a une connexion naturelle 3 compatible avec la structure complexe.
Le �bré canonique de M est isomorphe à L−2ρ où ρ est la demi-somme des
racines positives. Par conséquent, si ρ ∈ Λ∗ , le G-�bré L−ρ est une racine
carré du �bré canonique. 4

Soit α ∈ t∗+ et O = G.α son orbite. Supposons α dans l'intérieur de la
chambre, de sorte que l'application ϕα : M → O qui envoie [g] sur g.α soit un
di�éomorphisme. Alors ϕα est un biholomorphisme. Si de plus α ∈ Λ∗ et donc
O est entière, ϕ∗αLO est isomorphe à Lα, comme �bré avec connexion. Si en�n
ρ ∈ Λ∗, δO = ϕ∗αL−ρ est un G-�bré de demi-formes. Donc la quanti�cation
sans correction métaplectique de O est

H0(O,O(LkO)) = H0(M,Lkα), k ∈ N∗,

et avec la correction métaplectique,

H0(O,O(LkO ⊗ δO)) = H0(M,Lkα−ρ), k ∈ N∗.

Cette translation de ρ est fréquemment utilisée en théorie des groupes lorsque
l'on paramètre les poids fondamentaux.

1.5 Fonctions theta et représentation de Weil

Un exemple important est celui du tore. Les espaces quantiques sont des
espaces de fonctions theta. La représentation projective de Weil du groupe

2. Cela revient à identi�er G/T avec GC/B
− où B− est le sous-groupe de Borel d'al-

gèbre de Lie tC ⊕ (⊕α∈∆+g−α)
3. Il s'agit de la connexion se relevant au �bré trivial G×C en d+ 1

i
β, avec β ∈ Ω1(G)

la forme invariante à gauche qui vaut −2πα en l'identité.
4. Le �bré canonique de M admet toujours un �bré en droite, racine carré du �bré

canonique. Ce �bré est unique carM est simplement connexe. L'action s'y relève seulement
si ρ ∈ Λ∗.
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symplectique discret s'obtient par quanti�cation. Grâce à la correction mé-
taplectique, on montre que cette représentation se relève à un revêtement
double du groupe symplectique, qui est précisément le groupe métaplectique.

Pour simpli�er, on se limite au tore bidimensionnel. Considérons un es-
pace vectoriel symplectique (E,ω). Soit L = E × C le �bré en droite her-
mitien trivial muni de la connexion d + 1

iα, avec α ∈ Ω1(E) donnée par
αx(y) = 1

2ω(x, y). Le groupe des automorphismes de Lk qui relèvent une
translation de E est le groupe E × U(1), la loi de groupe étant

(x, u) ·k (y, v) = (x+ y, uvei
k
2
ω(x,y))

L'action sur Lk est donnée par la même formule avec cette fois (y, v) ∈ Lk.
Supposons E de dimension 2 et soit R un réseau de E de volume 4π. Alors

R×{1} est un sous-groupe de E×U(1). En quotientant, on obtient un tore
symplectique M = E/R muni d'un �bré préquanti�ant LM = L/(R× {1}).
Soit j une structure complexe linéaire de E compatible avec ω, elle descend
au quotient M . Dé�nissons Hk(j) comme l'espace des sections holomorphes
de LkM . Considérons le sous-groupe Heisk = 1

2kR × U(1) de (E × U(1), ·k).
Étant le commutateur de R×{1}, ce groupe de Heisenberg agit naturellement
sur Hk(j).

Cette représentation de Heisk est irréductible. Pour le voir, on se donne
une base positive (µ, λ) deR, et l'on montre qu'il existe une base orthonormée
(Ψ`)`∈Z/2kZ de Hk telle que pour tout `,

T ∗µ/2kΨ` = ei`π/kΨ`, T ∗λ/2kΨ` = Ψ`+1. (1.8)

Ici, pour tout vecteur x ∈ 1
2kR, on note T ∗x : Hk → Hk le tiré en arrière par

l'action de (x, 1). On obtient cette base en trivialisant le �bré holomorphe
L de sorte que les sections de Hk s'identi�ent à des fonctions holomorphes
de E presque-périodiques pour le réseau R. Les Ψ` sont alors des fonctions
theta.

Sur les formules (1.8), on constate aussi que la représentation est irré-
ductible mais aussi qu'elle ne dépend pas à isomorphisme près de la structure
complexe. Autrement dit, pour toutes structures complexes j et j′ de E, il
existe un isomorphisme unitaire

Uj,j′ : Hk(j)→ Hk(j′)

qui commute à l'action de Heisk. Cet isomorphisme est unique modulo U(1).
Ainsi, Uj2,j3 ◦ Uj1,j2 = Uj1,j3 modulo U(1). D'autre part, un automorphisme
g ∈ Sl(R) du réseau R agit de manière unitaire sur les sections de LkM
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et commute à l'action de Heisk. Ceci implique que les identi�cations Uj,j′
sont compatibles avec l'action de Sl(R) en ce sens que le diagramme (1.6)
commute modulo U(1). On en déduit une représentation projective de Sl(R)
sur Hk(j).

Il est bien connu que cette représentation projective se relève en une
représentation d'une extension par Z2 de Sl(R). On peut donner une expli-
cation géométrique de ce fait en travaillant avec la correction métaplectique,
comme je l'ai fait dans [Cha12]. Soit δ une droite de demi-formes de (E, j),
i.e. δ est une droite complexe munie d'un isomorphisme δ2 ' Kj où

Kj = {α ∈ E∗ ⊗ C/α ◦ j = iα}

est la droite canonique de (E, j). Alors δM = M × δ est un �bré de demi-
formes deM . Pour tout entier positif k, on dé�nit l'espace quantiqueHk(j, δ)
formé des sections j-holomorphes de LkM ⊗ δM . Le �bré δM étant trivial
comme �bré holomorphe, Hk(j, δ) est isomorphe à Hk(j).

Ce qu'apporte ici la correction métaplectique, c'est le choix d'une base
particulière véri�ant les relations (1.8). Précisément, pour toute base (µ, λ)
de R telle que ω(µ, λ) > 0 et pour tout vecteur Ω ∈ δ tel que Ω2(µ) = 1, il
existe une unique base orthonormée (Ψ`)`∈Z/2kZ de Hk(j, δ) véri�ant (1.8)
et la normalisation

Ψ0(0) =
( k

2π

)1/4
Ck(τ)Ω avec Ck(τ) =

∑
n∈Z

e2iπkn2τ . (1.9)

Ici τ = α+ iβ, avec α et β les réels tels que λ = αµ+βjµ. Remarquer que la
constante qui intervient dans la normalisation véri�e Ck(τ) = 1 +O(e−kC).

Par conséquent, il existe pour toutes paires (j, δ), (j′, δ′) un isomorphisme

Uµ,λ(j,δ),(j′,δ′) : Hk(j, δ)→ Hk(j′, δ′) (1.10)

qui commute à l'action de Heisk et qui envoie le vecteur Ψ0 véri�ant la
normalisation (1.9) sur le vecteur correspondant pour j′, δ′. Comme le Ω
intervenant dans (1.9) est unique au signe près, ces isomorphismes sont
uniquement déterminés au signe près. Un fait remarquable est que ces iso-
morphismes sont indépendants du choix de (µ, λ). Ceci entraîne que les di-
agrammes (1.6) commutent au signe près. On en déduit alors une représen-
tation d'une extension par Z2 de Sl(R) sur Hk(j, δ), qui n'est autre que la
représentation de Weil [Wei64].



Chapitre 2

Limite semi-classique

2.1 Opérateurs de Toeplitz

Les opérateurs de Toeplitz sur les variétés kähleriennes ont été introduits
par F. Berezin [Ber75]. Grâce aux travaux de L. Boutet de Monvel et V.
Guillemin [BdMG81], nous savons que les propriétés des opérateurs pseudo-
di�érentiels s'étendent aux opérateurs de Toeplitz. Ma contribution a été
d'adapter ces techniques aux cas des variétés kähleriennes pour obtenir des
résultats plus précis.

2.1.1 Composition et symboles

Soit (M,ω) une variété kählerienne compacte munie d'un �bré préquan-
ti�ant L. Considérons de plus un �bré en droite holomorphe hermitien Lc
de base M et dé�nissons les espaces quantiques

Hk = H0(M,O(Lk ⊗ Lc)), k ∈ N.

Si l'on choisit pour Lc le �bré trivial ou bien un �bré de demi-formes, on
retrouve les espaces quantiques considérés en (1.3) et (1.7). L'espace des
sections de Lk ⊗ Lc possède un produit scalaire naturel obtenu en intégrant
le produit scalaire ponctuel contre la mesure de Liouville. On note Πk le
projecteur orthogonal de C∞(M,Lk ⊗ Lc) d'image Hk.

On appelle opérateur de Toeplitz toute famille (Tk ∈ End(Hk), k ∈ N)
de la forme

Tk = Πkf(·, k) +O(k−∞)

où (f(·, k)) est une suite de C∞(M) admettant un développement asympto-
tique

∑
`∈N k

−`f` pour la topologie C∞, les coe�cients f` étant des fonctions

19
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lisses de M . Le reste O(k−∞) désigne une famille quelconque d'endomor-
phismes dont les normes uniformes sont O(k−N ) pour tout N .

C'est un résultat non trivial que les opérateurs de Toeplitz forment une
algèbre, [BdMG81]. Bien entendu, (Πk) en est l'identité. On sait aussi dé�nir
le symbole total d'un opérateur de Toeplitz, et cela essentiellement de deux
façons. On peut considérer la série

∑
~`f` ∈ C∞(M)[[~]], où les f` sont les

coe�cients du développement asymptotique du multiplicateur f(·, k). Cette
série est bien déterminée par (Tk) et suivant F. Berezin, on l'appellera le
symbole contravariant de l'opérateur.

D'autre part, considérons le noyau Kk ∈ C∞(M2, (Lk ⊗Lc)� (Lk ⊗ Lc))
de Tk 1. On montre que sa restriction à la diagonale admet un développement
asymptotique de la forme

Kk(x, x) =
( k

2π

)n∑
`∈N

k−`g`(x) +O(k−∞) (2.1)

avec des coe�cients lisses dans C∞(M) 2. La série
∑

`∈N ~`g` est appelée le
symbole covariant non-normalisé de (Tk). Le symbole covariant, introduit
aussi par Berezin, s'obtient en divisant

∑
~`g` par le symbole covariant non-

normalisé de (Πk).
Ces trois symboles sont totaux, en ce sens qu'ils déterminent chacun l'opé-

rateur à un reste O(k−∞) près. De plus toute série formelle de C∞(M)[[~]] est
le symbole contravariant (resp. contravariant non-normalisé, contravariant)
d'un opérateur. En�n, les opérateurs O(k−∞) formant un idéal de l'algèbre
des opérateurs de Toeplitz, C∞(M)[[~]] hérite de trois lois de composition
associatives et unitaires. Chacune de ces lois est un star produit que l'on sait
expliciter, cf. chapitre 2.1.3 pour le symbole covariant non-normalisé.

Dans les applications, importent seulement les deux premiers coe�cients
du symbole. Pour cette raison on introduit les symboles principal et sous-
principal de (Tk) qui sont les deux fonctions a0, a1 ∈ C∞(M) dé�nies à
partir du symbole contravariant f0 +~f1 +O(~2) ou covariant non-normalisé
g0 + ~g1 +O(~2) par

a0 + ~a1 = f0 + ~(f1 + 1
2∆f0) +O(~2)

= g0 + ~(g1 − 1
2∆g0 − r1g0) +O(~2)

Ici, ∆ est le laplacien holomorphe donné localement par ∆ = Gjk∂zj∂z̄k si
ω = iGjkdzj ∧ dz̄k. De plus, r1 est une fonction de M , identiquement nulle

1. (Tkf)(x) =
∫
M
Kk(x, y) · f(y) µM (y) où µM est la mesure de Liouville de M .

2. On utilise la métrique de Lk⊗Lc pour identi�er la restriction du noyau à la diagonale
à une fonction.
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lorsque Lc est un �bré de demi-formes, et égale à la moitié de la courbure
scalaire lorsque Lc est le �bré trivial. Pour calculer r1 en général, on introduit
ω1 ∈ Ω2(M) donnée par

ω1 = i courb(Lc) + 1
2ωRicci

où courb(Lc) est la courbure de la connexion de Chern de Lc et ωRicci =
−i∂∂̄ ln(detGjk) est la deux-forme de Ricci. Alors r1 s'obtient en contractant
ω1 avec le tenseur de Poisson π = iGjk∂z̄k ∧ ∂zj . Comme 1

iωRicci est la
courbure du �bré anticanonique, si Lc = δ ⊗ L1 avec δ un �bré de demi-
formes, alors 1

iω1 est la courbure de L1.
Le symbole principal de (Πk) est la fonction constante égale à 1, son sym-

bole sous-principal est nul. Si (Tk) et (Sk) sont deux opérateurs de Toeplitz
de symbole principal a et b respectivement, et de symbole sous-principal nul,
alors les symboles principal et sous-principal de (TkSk) et 1

ik [Tk, Sk] sont
respectivement

ab+
~
2i
{a, b} et {a, b}+ ~〈π1, da ∧ db〉.

Ici π1 est le bivecteur de M tel que 〈π1, da ∧ db〉 = −ω1(Xa, Xb), où Xa

et Xb sont les champs hamiltoniens de a et b. A noter que le tenseur de
Poisson de ω+ ~ω1 est précisément π+ ~π1 +O(~2). Mentionnons en�n que
selon L. Boutet de Monvel, l'appellation symbole sous-principal est justi�ée
seulement lorsque π1 = 0 [BdM02].

L'existence du développement asymptotique (2.1) découle de [BdMG81],
comme cela avait été remarqué par S. Zelditch pour le projecteur de Szegö
Πk [Zel98]. Les propriétés du symbole principal énoncées ci-dessus découlent
elles aussi de [BdMG81]. Ce n'est pas le cas pour le symbole sous-principal. Je
l'ai introduit dans [Cha03a] et les formules précédentes le concernant ont été
montrées dans [Cha03a] et [Cha06a]. Comme nous l'expliquerons plus loin,
on peut décrire précisément le noyau au sens de Schwartz d'un opérateur
de Toeplitz au voisinage de la diagonale, cf. théorème 2.2.4. De là, on peut
montrer tous les résultats précédents sans faire appel à la théorie générale
de [BdMG81].

2.1.2 Équivalence semi-classique

On s'intéresse aux opérateurs de Toeplitz parce qu'ils ont de bonnes
propriétés semi-classiques. Plus précisément ils ont les mêmes propriétés mi-
crolocales que les opérateurs pseudo-di�érentiels à petit paramètre. Le but
de ce chapitre est de donner un sens à cette assertion.
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Tout d'abord, si U est un ouvert deM on note TU l'algèbre des opérateurs
de Toeplitz de H dont le symbole total est à support dans U . On peut
considérer ici de manière équivalente le symbole covariant non-normalisé,
covariant ou contravariant.

Rappelons la dé�nition des opérateurs pseudo-di�érentiels à petit para-
mètre et de leur symbole Weyl. A toute famille f(·, h) de fonction sur R2n,
on associe une famille d'opérateurs (Ph, h ∈ R>0) agissant sur les fonctions
de Rn par

(Phg)(x) = (2πh)−n
∫
Rn
ei~
−1(x−y)·ξf

(x+ y

2
, ξ
)
g(y) dξdy

Pour tout ouvert V de R2n, on notera PV l'ensemble formé de ces familles
(Ph) dont le symbole f(·, h) a son support contenu dans V et admet un
développement asymptotique de la forme f0 + hf1 + . . . pour la topologie
C∞. Les fonctions f0 et f1 sont les symboles principal et sous-principal de
(Ph).

Théorème 2.1.1. Pour tout p ∈ M , il existe un voisinage ouvert U de x,
un ouvert V de R2n, un symplectomorphisme ϕ de U dans V et une famille
d'applications linéaires (Ek : Hk → C∞(Rn), k ∈ N) tel que

� pour tout (Tk) ∈ TU , il existe (Ph) ∈ PV tel que EkTkE∗k = Pk−1 +
O(k−∞).

� pour tout (Ph) ∈ PV , il existe (Tk) ∈ TU tel que E∗kPk−1Ek = Tk +
O(k−∞).

Dans les deux cas, si f0 et f1 sont les symboles principal et sous-principal de
(Tk), les symboles principal et sous-principal de (Ph) sont f0 ◦ ϕ et f1 ◦ ϕ.

On peut interpréter ce résultat comme un lemme de Darboux semi-
classique.

2.1.3 Symboles covariants non-normalisés et noyau de Szegö

On peut donner une formule explicite close pour la loi de composition
∗ des symbole covariants non-normalisés. Introduisons un système de coor-
données complexes (U, z1, . . . , zn) de M . Donnons nous deux potentiels ρ et
ρc des courbures de L et Lc respectivement

courb(L) = ∂∂ρ, courb(Lc) = ∂∂ρc.

Posons Gij = ∂2ρ/∂zi∂z̄j et notons (Gij) la matrice inverse de (Gij). Le
calcul qui suit se fait dans l'algèbre des séries formelles C∞(U)[[~, Z, Z̄]], où
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Z = (Z1, . . . , Zn) et Z̄ = (Z̄1, . . . , Z̄n). Introduisons

∆ = Gij∂Zi∂Z̄j , m =
∑
α,β

∂α∂̄β det(Gij)

α!β!
ZαZ̄β

et

R =
∑

|α|>0,|β|>0,
|α|+|β|>3

∂α∂̄βρ

α!β!
ZαZ̄β + ~

∑
|α|>0,
|β|>0

∂α∂̄βρc
α!β!

ZαZ̄β

Théorème 2.1.2 ([Cha03a]). La loi de composition des symboles covariants
non-normalisés est donnée par

f ∗ g =
1

det(Gij)

[
e~∆
[
e−~

−1RHm
]]
Z=Z̄=0

où

H =
∑
α,β

(∂αg)(∂̄βf)

α!β!
ZαZ̄β.

Malgré son apparente simplicité, cette formule mène rapidement à des cal-
culs inextricables. Néanmoins, on peut en déduire les coe�cients du dévelop-
pement asymptotique du noyau du projecteur Πk sur la diagonale

Πk(x, x) =
( k

2π

)n∑
k−`g`(x) +O(k−∞)

en fonction des dérivées successives de ρ et ρc en procédant comme suit. La
série

∑
~`g` est l'unité 1∗ de ∗. L'équation 1∗ ∗1 = 1 implique que pour tout

p

~pgp = 1−
(∑
`<p

~`g`
)
∗1 +O(~p+1).

On en déduit les gp par récurrence sur p, entre autres, g0 = 1 et g1 = r1.
Ce calcul a été présenté dans [Cha03a]. D'autres méthodes existent, dues

à Z. Lu [Lu00], X. Dai, K. Liu et X. Ma [DLM06], R. Bermann, B. Berndtsson
et J. Sjöstrand [BBS08]. Il faut noter qu'aucune n'est simple. Récemment, en
partant essentiellement de la formule ci-dessus, H. Xu a a donné une formule
close pour les gp à l'aide de diagrammes de Feynman [Xu12]. Malheureuse-
ment, je ne connais aucune application de ces calculs. On peut par exemple
se poser le problème suivant. En intégrant le développement asymptotique
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de Πk sur la diagonale, on obtient la dimension de Hk. On sait calculer ex-
plicitement cette dimension par le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch.
On en déduit que

(2π~)−n
∑

~`
∫
M
g` µM =

∫
M

exp
(ω + ~ω1

2π~

)
Â(M) (2.2)

Comme application des calculs précédent ou de toute autre méthode déter-
minant les g`, on devrait pouvoir donner une preuve directe de cette for-
mule, cela semble impossible. Notons toutefois que l'on peut déduire (2.2)
du théorème de l'indice de B. Fedosov [Fed95]. Pour cela il su�t de connaître
la classe caractéristique du star produit ∗. Cette classe caractéristique a été
calculé par M. Schlichenmaier et A. Karabegov [KS01] dans le cas où Lc est le
�bré trivial. En adaptant leur preuve, on obtient que la classe caractéristique
de ∗ est

(2π~)−1([ω] + ~[ω1]) ∈ H2(M,R)[~]].

Il est intéressant de constater que c'est à nouveau la classe de Chern de L1

qui apparaît au lieu de celle de Lc.

2.1.4 Des exemples

Tore

Comme dans la partie 1.5, on se donne un espace vectoriel symplectique
(E,ω) de dimension 2, muni d'une structure complexe et d'une droite de
demi-forme δ, et d'un réseau R de volume 4π de E. En quanti�ant le tore
M = E/R, on obtient pour tout k positif, une représentation Hk du groupe
de Heisenberg 1

2kR × U(1). Rappelons que pour tout vecteur x ∈ 1
2kR, on

note T ∗x : Hk → Hk le tiré en arrière par l'action de (x, 1).

Théorème 2.1.3 (Appendice de [CM11a]). Pour tout ν ∈ R, la famille
(T ∗ν/2k : Hk → Hk, k ∈ N) est un opérateur de Toeplitz de M de symbole

σ(x) = exp(iω(x, ν))

et de symbole sous-principal nul.

Algèbre enveloppante quantique

Soit (M,ω) une variété kählerienne compacte munie d'un �bré préquan-
ti�ant L et d'un �bré de demi-formes δ. Soit G un groupe de Lie agissant
sur M , δ et L, de sorte que l'action sur M préserve la structure complexe,
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l'action sur L préserve la connexion et la métrique et relève l'action sur M .
En�n on demande que le carré de l'action sur δ soit l'action sur le �bré
canonique induite par l'action sur M .

Par exemple, on pourra considérer l'espace projectif complexe CPn avec
l'action de SU(n), le �bré de demi-formes existant seulement lorsque n est
impair. Un autre exemple est donné par les variétés de drapeaux généralisées,
cf. chapitre 1.4.

De l'action sur le �bré préquanti�ant, on déduit un moment µ : M → g∗

pour l'action de G surM , cf. équation (1.2). D'autre part, pour tout entier k,
nous avons une représentation de G sur Hk = H0(M,O(Lk⊗δ)). Notons ρk :
g → End(Hk) l'action in�nitésimale. Il découle de la formule de Tuynman
[Tuy87] que pour tout ξ ∈ g, la famille

T ξ =
( i
k
ρk(ξ)

)
est un opérateur de Toeplitz de symbole principal µξ et de symbole sous-
principal nul.

Soit Uquant(g) l'algèbre enveloppante quantique de g dé�nie comme le
quotient de l'algèbre Tg[~] des polynômes en la variable ~ à coe�cients
dans l'algèbre tensorielle de g, par l'idéal bilatère engendré par les relations
ξη − ηξ − ~

i [ξ, η], ξ, η ∈ g. On a une représentation de cette algèbre dans
l'algèbre T des opérateurs de Toeplitz de (Hk)

ρ : Uquant(g)→ T , [~nξ1 . . . ξp]→
1

kn
Tξ1 . . . Tξp

En adaptant le théorème de Poincaré-Birkho�-Witt pour Uquant(g), on dé-
duit un isomorphisme d'espace vectoriel

Sym(g)[~]
ϕ−→ Uquant(g), ~n[ξ1 . . . ξp]→

~n

p!

∑
σ∈Sp

[ξσ(1) . . . ξσ(p)]

Cela donne une déformation de l'algèbre des polynômes de g dans la direction
du crochet de Poisson de g. En�n, pour tout P (·, ~) ∈ Sym(g)[~], ρ(ϕ(P ))
est un opérateur de Toeplitz. Ses symboles principal et sous-principal sont
P0(µ) et P1(µ) si P (ξ, ~) = P0(ξ) + ~P1(ξ) +O(~2).

2.1.5 Théorie homogène

Comme cela a déjà été dit, une partie des résultats découle directement
de la théorie présentée dans [BdMG81]. Expliquons cela. Introduisons le �bré
de base M

P = {u ∈ L∗/ ‖u‖ = 1}.
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Les sections de Lk s'identi�ent aux fonctions f ∈ C∞(P ) telles que f(eiθu) =
eikθf(u). Soit H le sous-espace de C∞(P ) qui est somme directe des Hk et
Π le projecteur orthogonal de C∞(P ) sur H. Les opérateurs ΠQΠ, où Q
est un opérateur pseudo-di�érentiel de P , relèvent directement de la théorie
développée dans [BdMG81]. On retrouve en particulier les opérateurs de
Toeplitz du chapitre 2.1 en choisissant Q de la forme

π∗f0 +N(π∗f1) +N2π∗f2 + . . .

avec π la projection de P sur M , f0, f1, . . . des fonctions de C∞(M), et
N une paramétrix de l'opérateur 1

i ∂θ. Le principal inconvénient de cette
méthode est qu'elle suppose de bien connaître la théorie des opérateurs
pseudo-di�érentiels homogènes et opérateurs intégraux de Fourier, et celle
des opérateurs de Toeplitz au sens de [BdMG81], pour appliquer cela aux
variétés kähleriennes. L'approche que je présente dans les chapitres suivants
et que j'ai développé depuis ma thèse est au contraire directe.

2.2 États Lagrangiens

Soit (M,ω) une variété kählerienne compacte munie d'un �bré préquan-
ti�ant L et d'un �bré en droite holomorphe Lc. Les espaces quantiques cor-
respondants sont les

Hk = H0(M,O(Lk ⊗ Lc)), k ∈ N.

Donnons nous une sous-variété lagrangienne fermée Λ de M , une section
plate unitaire s : Λ→ L et un réel p.

On appelle état lagrangien associé à (Λ, s) et d'ordre p, toute famille
(fk ∈ Hk, k ∈ N) qui véri�e les deux conditions suivantes : (fk) se concentre
sur Λ dans le sens que pour tout compact C ne rencontrant pas Λ, fk et ses
dérivées covariantes successives sont O(k−N ) uniformément sur C pour tout
N . On dira que fk est O∞(k−∞) sur M \ Λ. De plus, on demande qu'au
voisinage de Λ,

fk(x) =
( k

2π

)p
Ek(x)a(x, k) +O∞(k−∞)

où E est une section holomorphe de L qui prolonge s et a(·, k) est une suite
de sections de Lc qui admet un développement asymptotique a0 + k−1a1 +
. . . avec des coe�cients holomorphes. Le caractère holomorphe étant très
contraignant, on demande plus généralement que E et les coe�cients a`
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véri�ent les équations de Cauchy-Riemann modulo un reste s'annulant un
tout ordre le long de Λ.

On dé�nit le symbole total de (fk) comme étant la série formelle
∑

~`b`
dont les coe�cients b` sont la restriction des a` à Λ.

Théorème 2.2.1 ([Cha03b]). Toute série formelle de C∞(Λ, Lc)[[~]] est le
symbole d'un état lagrangien associé à (Λ, s), uniquement déterminé modulo
O(k−∞).

Démonstration. On applique di�érentes versions du lemme de Borel, pour
étendre s et les sections b` ∈ C∞(Λ, Lc) en des sections presque holomorphes
F et a` et pour sommer la série

∑
k−`a`. Les sections

f̃k =
( k

2π

)p
F ka(·, k)

véri�ent alors ∂̄f̃k = O(k−∞). On pose fk = Πk(f̃k) où Πk est le projecteur
orthogonal sur Hk. Montrons que fk = f̃k + O(k−∞). Pour cela, on déduit
d'une identité de Bochner-Kodaira que la première valeur propre non nulle
du Laplacien holomorphe ∆k de Lk ⊗ Lc est minorée par ck avec c > 0.
Comme Hk est le noyau de ∆k et ∆kf̃k = O(k−∞), il vient que la norme L2

de fk − f̃k est un O(k−∞). Avec la formule de Cauchy, on déduit qu'il en est
de même en topologie C∞.

Nous allons maintenant décrire l'action d'un opérateur de Toeplitz sur un
état lagrangien. Pour le calcul des termes sous-principaux, il faut introduire
quelques notations. On dé�nit pour tout champ de vecteurs X de Λ, une dé-
rivation DX de C∞(Λ, Lc) dans la direction de X comme suit. La restriction
à Λ du �bré canonique K deM est naturellement isomorphe à ∧n(T ∗Λ⊗C),
l'isomorphisme étant donné par le pull-back par le plongement de Λ dans
M . En transportant par cet isomorphisme la dérivé de Lie des formes, on
obtient un opérateur LX de C∞(Λ,K). Si δ est un �bré de demi-forme,
LX agit aussi naturellement sur les sections de δ de sorte que soit véri�é
LX(f2) = 2(LXf)f pour tout f ∈ C∞(Λ, δ). Dans le cas où Lc = δ ⊗L1, on
pose

DX = LX ⊗ id + id⊗∇L1
X

où ∇L1 est la connexion de Chern de L1. Cette dé�nition ne dépend pas du
choix de δ et L1 car un �bré de demi-forme est unique à produit tensoriel
près par un �bré plat. Comme l'on peut toujours mettre localement Lc sous
la forme δ ⊗ L1, cela dé�nit DX en toute généralité.
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Théorème 2.2.2 ([Cha03b] et [Cha06a]). Soit (Tk) un opérateur de Toeplitz
et (fk) un état lagrangien associé à (Λ, s). Alors (Tkfk) est un état lagrangien
associé à (Λ, s) et de même ordre.

Si le symbole de (fk) est b(·, ~), alors le symbole de (Tkfk) vaut a0b(·, ~)+
O(~), où a0 est la restriction à Λ du symbole principal de (Tk).

Si a0 est constant, alors le symbole de (Tkfk) vaut

(a0 + ~a1)b(·, ~)− ~
i
DXb(·, ~) +O(~2)

où a1 est la restriction à Λ du symbole sous-principal de (Tk) et X est la
restriction à Λ du champ de vecteurs hamiltonien du symbole principal de
(Tk).

La première application est la description des états propres d'opérateurs
de Toeplitz. Supposons par exemple que M soit de dimension 2. On veut
résoudre l'équation aux valeurs propres Tkfk = Efk avec pour E une valeur
régulière du symbole principal a0 de (Tk). On montre que localement (fk)
est un état lagrangien supporté par la sous-variété lagrangienne Λ = a−1

0 (E).
Les conditions de Bohr-Sommerfeld qui donnent le spectre, sont alors les con-
ditions de recollement de ces états. Par exemple en première approximation,
dans la limite semi-classique, la condition est que la restriction de Lk à Λ est
trivial comme �bré plat. Le calcul du terme sous-principal dans le théorème
2.2.2 donne la première correction, importante car elle est du même ordre
que l'écart entre deux valeurs propres consécutives. Plus de détails seront
donnés dans le chapitre 2.3.

La seconde application est la construction d'opérateurs. Considérons une
autre variété kählerienne compacte M ′ muni d'un �bré préquanti�ant L′ et
d'un �bré holomorphe en droite L′c. Dé�nissons H′k = H0(M ′,O(L

′k ⊗L′c)).
En utilisant le produit scalaire de Hk, les applications linéaires de Hk dans
H′k s'identi�ent aux vecteurs deH′k⊗Hk. Ce dernier espace est naturellement
isomorphe à l'espace des sections holomorphes de

(L
′k ⊗ L′c)� (Lk ⊗ Lc)→M ′ ×M.

On appelle la section holomorphe ainsi associée à un opérateur son noyau
au sens de Schwartz. Notons que M ′ ×M est une variété kählerienne dont
L � L̄′ est un �bré préquanti�ant. Donc on peut parler d'états lagrangiens
de H′k ⊗Hk.

Supposons que Hk = H′k. La diagonale ∆M de M ×M est une sous-
variété lagrangienne. De plus la section sM de L � L → ∆M , donnée par
sM (x, x) = u ⊗ ū où |u| = 1, est plate et unitaire. On peut décrire avec ces
données le noyau Πk de l'application identité de Hk.
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Théorème 2.2.3 ([BdMS76] et [Cha03a]). La famille (Πk) est un état la-
grangien associé à (∆M , sM ) d'ordre la dimension complexe de M . Son sym-
bole est 1 +O(~).

Il s'agit en fait d'une reformulation du théorème de L. Boutet de Monvel
et J. Sjöstrand. Partant de ce résultat, on établit le théorème suivant.

Théorème 2.2.4 ([Cha03a]). Les opérateurs de Toeplitz de M sont ex-
actement les familles d'endomorphismes (Tk : Hk → Hk, k ∈ N) dont le
noyau au sens de Schwartz est un état lagrangien associé à (∆M , sM ) d'or-
dre n = dimCM .

Cette caractérisation des opérateurs de Toeplitz est en fait beaucoup plus
utile que la dé�nition par les multiplicateurs, son seul défaut étant d'être
longue à présenter. Tous les résultats donnés dans la partie 2.1 en découle.
On constatera que le symbole covariant non-normalisé d'un opérateur de
Toeplitz coïncide avec le symbole de son noyau. En�n, le théorème 2.2.2 est
aussi une conséquence du théorème 2.2.4.

Hormis les opérateurs de Toeplitz, on considérera des opérateurs dont le
noyau est un état lagrangien dans les trois cas suivants :

� M = M ′ comme variété symplectique, L = L′, mais les structures
complexes sont di�érentes. Dans ce cas, on utilise les opérateurs asso-
ciés à (∆M , sM ) pour construire des applications unitaires Hk → H′k et
établir que la quanti�cation de (M,L) est indépendante de la structure
complexe, cf. chapitre 2.4.

� M = M ′ comme variété kählerienne, L = L′ et Lc = L′c. Si Φ est un
symplectomorphisme deM et ΦL un automorphisme de �bré préquan-
ti�ant relevant M , alors Λ = {(Φ(x), x)/ x ∈ M} est une sous-variété
lagrangienne de M ×M . De plus la section s de L� L̄→ Λ qui envoie
(Φ(x), x) sur ΦL(u) ⊗ u où |u| = 1, est plate et unitaire. Les opéra-
teurs associés à (Λ, s) sont des candidats naturels pour quanti�er la
paire (Φ,ΦL), cf. chapitre 2.4.

� Soit un groupe de Lie G agissant sur L par automorphismes de �bré
préquanti�ant avec le moment µ : M → g∗. On suppose que l'action est
libre surN = µ−1(0) de sorte à pouvoir former le quotient symplectique
M ′ = N/G. Le �bré quotient L′ = L|N/G est préquanti�ant pour M ′.
De plus, ΛG = {(x, [x])/x ∈ N} est une sous-variété lagrangienne de
M ×M ′. La section sG de L� L

′ → Λ donné par sG(x, [x]) = u⊗ [u]
avec |u| = 1, est plate et unitaire. Les opérateurs associé à (ΛG, sG)
interviennent dans la quanti�cation de la réduction symplectique, cf.
chapitre 2.6.
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Ces applications seront développées dans les chapitres suivants. À chaque
fois, les demi-formes jouent un rôle essentiel.

Terminons ce chapitre par quelques références bibliographiques. La quan-
ti�cation des variétés lagrangiennes remonte aux travaux de L. Hörmander.
Dans [Hör71], on associe à toute sous-variété lagrangienne homogène d'un
espace cotangent T ∗C un ensemble de distributions de C et à tout sym-
plectomorphisme homogène de T ∗C un espace d'opérateurs de C∞0 (C) dit
opérateurs intégraux de Fourier. Ces constructions ont été étendues pour les
opérateurs pseudo-di�érentiels à petit paramètre, et ensuite pour les opéra-
teurs de Toeplitz par D. Borthwick, T. Paul et A. Uribe [BPU95] et par
S. Zelditch [Zel97]. A la di�érence de ce que je présente, les dé�nitions de
[BPU95] et [Zel97] sont basées sur la théorie de L. Boutet de Monvel et V.
Guillemin. Mon approche permet une dé�nition directe et un meilleur con-
trôle des symboles. Typiquement, à ma connaissance, personne n'a réussi à
déduire de la théorie homogène des opérateurs de Toeplitz de [BdMG81] la
partie du calcul symbolique où interviennent les symboles sous-principaux et
les demi-formes. Ceci est pourtant essentiel pour les applications.

2.3 Modes et conditions de Bohr-Sommerfeld

En dimension 2 ou plus généralement sous une hypothèse d'intégrabil-
ité, le spectre d'un opérateur de Toeplitz est donné par les conditions de
Bohr-Sommerfeld. Comme nous allons le voir, les états propres sont locale-
ment des états lagrangiens dont le symbole est prescrit à une constante mul-
tiplicative près. Ces états s'étendent globalement lorsque la condition de
Bohr-Sommerfeld est véri�ée.

Les résultats qui suivent sont tirés des articles [Cha06a], [Cha03b]. Ils
étendent aux opérateurs de Toeplitz les conditions de Bohr-Sommerfeld bien
connues pour l'opérateur de Schrödinger ou plus généralement tout opérateur
pseudo-di�érentiels.

Pour pouvoir raisonner localement, nous introduisons la notion d'état
local. Il s'agit de la donnée d'un ouvert U de M et d'une famille

fk ∈ C∞(U,Lk ⊗ Lc), k ∈ N

qui véri�e les estimations suivantes : pour tout compact C de U , fk = O(kNC )
uniformément sur C et ∂̄fk et ses dérivées successives sont O(k−∞) sur C.
A noter que si U = M , alors l'estimation sur ∂̄fk équivaut au fait Πkfk − fk
soit un O(k−∞) ainsi que ses dérivées successives.
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Les opérateurs de Toeplitz deM agissent sur les états locaux dans le sens
suivant. Pour tout opérateur de Toeplitz (Tk) et état local (U, fk), il existe
un étal local (U, gk) tel que pour tout ϕ ∈ C∞(M) à support contenu dans
U ,

Tk(ϕfk) = gk sur l'intérieur de {ϕ = 1}.
(gk) est unique modulo O(k−∞). On pose Tkfk := gk.

Décrivons les états locaux qui sont solutions sur un ouvert donné U de
Tkfk = O(k−∞). Nous avons tout d'abord le résultat d'ellipticité suivant : si
le symbole principal de (Tk) ne s'annule pas sur U , alors fk = O(k−∞) sur
U . Nous sommes donc ramené à l'étude au voisinage des zéros du symbole
principal σ de (Tk). Dans le cas où le symbole principal est réel, on sait
caractériser les solutions de Tkfk = O(k−∞) au voisinage des zéros réguliers.

Théorème 2.3.1 ([Cha06a], [Cha03b]). Supposons M de dimension 2. Soit
(Tk) un opérateur de Toeplitz dont le symbole principal a0 prend des valeurs
réelles. Soit U un ouvert de M tel que I := a−1

0 (0) ∩ U soit di�éomorphe à
un intervalle et que da0 ne s'annule pas sur I. Alors il existe un état local
(U, fk) solution de Tkfk = O(k−∞) de la forme fk = F kb(·, k) où

� F est une section de L, dont la restriction à I est plate et unitaire, et
qui véri�e ∂̄F = 0 modulo un section s'annulant à tout ordre le long
de I.

� b(·, k) = b0 + k−1b1 + . . . avec des coe�cients qui véri�ent ∂̄b` = 0
modulo une fonction s'annulant à tout ordre le long de I.

� le coe�cient principal b0 ne s'annule pas sur I et véri�e l'équation de
transport

1

i
DXb0 + a1b0 = 0 sur I,

où X est le champs de vecteur hamiltonien de a0 et a1 est le symbole
sous-principal de (Tk).

De plus pour tout état local (U, gk) solution de Tkgk = O(k−∞) il existe un
suite de complexe (λk) telle que gk = λkfk +O(k−∞) sur U .

Démonstration. On construit par approximations successives la solution fk =
F kb(·, k) en appliquant le théorème 2.2.2, en fait la version de ce théorème
pour les états locaux. Pour tout `, on calcule le coe�cient b` en fonction de
b0, . . . , b`−1 de sorte que Tkfk = O(k−(`+1)) sur I.

Pour montrer la deuxième partie du résultat, on peut se mettre sous une
forme normale. Dans un premier temps on se ramène à l'espace de Bargmann
en utilisant un résultat similaire au théorème 2.1.1. Ensuite, en conjuguant
(Tk) par un opérateur de Toeplitz unitaire, on se ramène à Tk = z + 1

ik∂z.
Et le résultat se véri�e facilement pour cet opérateur.
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Pour obtenir les conditions de Bohr-Sommerfeld, on applique ce résultat
à l'opérateur (Tk−E id) et l'on cherche à quelle condition sur E les solutions
locales se recollent. On suppose Tk auto-adjoint. Pour un énoncé plus simple,
supposons aussi que Lc est un �bré de demi-forme δ et que le symbole sous-
principal de (Tk) s'annule. Considérons un intervalle compact J ⊂ R formé de
valeurs régulières du symbole principal a0 et tel que ΛE = a−1

0 (E) a une seule
composante connexe pour tout E ∈ J . La condition de Bohr-Sommerfeld au
premier ordre est l'existence d'une section globale s de Lk⊗δ → ΛE véri�ant

(∇LkX ⊗ id + id⊗LX)s = 0

Cette condition équivaut à

S(E) + ε
π

k
∈ 2π

k
Z. (2.3)

Ici S(E) est l'action de ΛE , c'est-à-dire que l'holonomie de L → ΛE est
la multiplication par exp(2iπS(E)). L'indice ε ∈ {0, 1} est déterminé de la
manière suivante. Comme nous l'avons vu pour dé�nir LX , la restriction du
�bré de demi-forme à ΛE est une racine carrée de T ∗ΛE ⊗ C. L'ensemble

{u ∈ δ|ΛE tel que u2 > 0}

possède une ou deux composantes connexes. Dans le premier cas, ε = 1, dans
le second cas ε = 0.

Pour tout entier k, on note

λ0(k) < λ1(k) < . . . < λN(k)(k) < λN(k)+1

les réels de J véri�ant la condition de Bohr-Sommerfeld (2.3). Notons que

N(k) =
k

2π

∫
a−1

0 (J)
ω +O(1)

De plus, comme S′(E) est la période T (E) de la trajectoire λE du champ
hamiltonien de H, l'on a

λi+1(k)− λi(k) =
2π

T (λi(k))
k−1 +O(k−2)

uniformément en i. Soient

m(k) =
1

2

(
λ0(k) + λ1(k)

)
, M(k) =

1

2

(
λN(k)(k) + λN(k)+1(k)

)
et remarquons que m(k) = m+O(k−1) et M(k) = M +O(k−1) où m et M
sont les bornes de J .
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Théorème 2.3.2 ([Cha06a], [Cha03b]). Si k est su�samment grand, les
valeurs propres de (Tk) dans [m(k),M(k)] sont au nombre de N(k). Elles
sont simples. Notons les λ′1(k) < . . . < λ′N(k)(k). Alors il existe C > 0 tel
que

|λj(k)− λ′j(k)| 6 Ck−2

pour tout k et tout entier j compris 1 et N(k).

Pour terminer ce chapitre, nous donnons l'asymptotique du produit sca-
laire de deux états lagrangiens supportés par des courbes qui s'intersectent
transversalement. A nouveau le résultat s'énonce naturellement avec les demi-
formes. Considérons un espace vectoriel symplectique (S, ω) de dimension 2
muni d'une structure complexe linéaire j, d'une droite complexe δ, et d'un
isomorphisme δ2 → E∗j où Ej = ker(j − i id). Alors pour toutes droites ν1,
ν2 de E en somme directe, il existe un unique accouplement sesquilinéaire :

δ × δ → C, (x1, x2)→ 〈x1, x2〉ν1,ν2

véri�ant les propriétés suivantes
�
(
〈u, v〉(ν1,ν2)

)2
= i
(
π∗1u

2∧π∗2v2
)
/ω pour tout u, v ∈ δ, où π1 et π2 sont

les projections de E sur ν1 (resp. ν2) parallèlement à ν2 (resp. ν1).
� 〈·, ·〉(ν1,ν2) dépend continuement de ν1 et ν2. De plus pour toute droite
ν de E et tout vecteur u ∈ δ, 〈u, u〉ν,jν > 0.

Considérons maintenant deux sous-variétés lagrangiennes Λ1 et Λ2 de M
s'intersectant transversalement en un point x. Pour i = 1, 2, on se donne
une section Fi de L dont la restriction à Λi est plate unitaire, et telle que
∂̄Fi s'annule à tout ordre le long de Λi.

Proposition 2.3.3 ([Cha10d]). Il existe un voisinage U de x tel que pour
toutes sections g1, g2 du �bré de demi-formes, on ait un développement
asymptotique∫

U

(
F1(y), F2(y)

)k
Ly

(g1(y), g2(y))δy |ω|(y)

=
2π

k

(
F1(x), F2(x)

)k
Lx

∑
N=0,1,...

a`k
−` +O(k−∞)

le coe�cient du terme dominant étant a0 = 〈g1(x), g2(x)〉TxΛ1,TxΛ2 .

La preuve est une application facile du lemme de la phase stationnaire.
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2.4 Quanti�cation et structures complexes

Pour ce chapitre, on se donne une variété symplectique (M,ω) et un �bré
préquanti�ant L→M . On se demande en quelle mesure la quanti�cation de
M et L dépend du choix d'une structure complexe. La première remarque est
que pour toutes structures complexes j1 et j2 de (M,ω), lorsque k est su�-
isamment grand, les espaces H0(M,Oja(Lk)), a = 1, 2, ont même dimension.
Ceci découle du théorème de Riemann-Roch et du théorème d'annulation de
Kodaira. Par conséquent, il existe une famille d'applications

Tk : H0(M,Oj1(Lk))→ H0(M,Oj2(Lk)), k ∈ N, (2.4)

unitaires lorsque k est su�samment grand.
Pour obtenir de bonnes propriétés semi-classiques, supposons de plus

que la famille des noyaux au sens de Schwartz des Tk soit un état lagrangien
associé à (∆M , sM ). Comme on le verra dans la preuve du théorème 2.4.1,
une telle famille existe bien. Alors la suite (Tk) véri�e la propriété suivante :
pour tout opérateur de Toeplitz (Sk) de (H0(M,Oj2(Lk)), (T ∗kSkTk) est un
opérateur de Toeplitz de (H0(M,Oj1(Lk)) qui a le même symbole principal.
En travaillant avec des demi-formes, nous pouvons restreindre le choix de
(Tk) de sorte que le sous-principal soit aussi invariant. Expliquons cela.

Notons D l'ensemble des couples formées d'une structure complexe de
(M,ω) et d'un �bré de demi-forme associé à cette structure complexe. On
suppose D non vide, autrement dit que M admet un �bré de demi-formes.
A chaque élément (j, δ) de D on associe les espaces quantiques

Hk(j, δ) = H0(M,Oj(Lk ⊗ δ)), k ∈ N

où nous avons noté Oj(Lk ⊗ δ) le faisceau des sections holomorphes pour la
structure holomorphe induite par j.

Nous allons dé�nir une catégorie dont l'ensemble des objets est D. Tout
d'abord, considérons un espace vectoriel symplectique S. Pour toute struc-
ture complexe linéaire j de S, on note Ej = ker(j − i id) le sous-espace des
vecteurs holomorphes et Kj = ∧topE∗j la droite canonique correspondante.
Si ja et jb sont deux structures complexes, la projection πjb,ja : Ejb → Eja
parallèlement à Ejb est un isomorphisme. Notons fja,jb = π∗jb,ja : Kja → Kjb

l'isomorphisme associé. Étant donné trois structures complexes, nous avons

fja,jc = ζ(ja, jb, jc)fjb,jc ◦ fja,jb (2.5)

pour une certaine fonction ζ à valeurs dans C∗. L'espace des structures com-
plexe de S étant contractible, ζ admet une unique racine carrée continue ζ

1
2

telle que ζ
1
2 (j, j, j) = 1.
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Étant donné deux éléments a = (ja, δa) et b = (jb, δb) de D, on dé�nit les
morphismes de a vers b comme étant les isomorphismes de �brés vectoriels f :
δa → δb relevant l'identité et dont le carré en x est fja(x),jb(x). La composition
du morphisme f : a → b avec le morphisme f ′ : b → c est le morphisme
f ′ ◦D f : a→ c dé�ni par

(f ′ ◦D f)(x) = ζ
1
2 (ja(x), jb(x), jc(x))(f ′(x) ◦ f(x))

Avec ces dé�nitions, D est une catégorie dont tous les morphismes sont in-
versibles. Pour tout éléments isomorphes a et b dans D, il existe exactement
2π0(M) morphismes de a vers b. Les classes d'isomorphismes de D sont ex-
actement les classes d'équivalences de �brés de demi-formes introduites dans
le chapitre 1.3. Elles sont donc au nombre de ]H1(M,Z2).

A tout morphisme f : a → b, nous associons l'ensemble U(f) formé
des familles d'opérateurs (Tk : Hk(a) → Hk(b), k ∈ N) véri�ant les deux
conditions suivantes :

� la famille des noyaux au sens de Schwartz de (Tk) est un état lagrangien
associé à (∆M , sM ) de symbole f +O(~) 3.

� si k est su�samment grand, Tk est unitaire.
Les propriétés de ces opérateurs sont les suivantes.

Théorème 2.4.1 ([Cha07], [Cha10b]). Pour tout morphisme f de D, U(f)
est non vide. De plus,

� si (Tk) ∈ U(f) alors (T ∗k ) ∈ U(f−1).
� si (Tk) ∈ U(f), (Sk) ∈ U(f ′) et que l'on peut composer f avec f ′, alors

(SkTk) ∈ U(f ′ ◦D f).
En�n si (Tk) ∈ U(f) avec f : a → b et (Sk) est un opérateur de Toeplitz
de H(a), alors (TkSkT

∗
k ) est un opérateur de Toeplitz de H(b) qui a mêmes

symboles principal et sous-principal que (Sk).

En quel mesure un opérateur de U(f) est-il uniquement déterminé ? Pour
tout (Sk), (Tk) ∈ U(f), T ∗kSk = id +O(k−1). En e�et, pour tout a ∈ D, les
éléments de U(ida) sont des opérateurs de Toeplitz de H(a) de symbole
principal 1, ils di�érent donc de l'identité d'un O(k−1).

L'amélioration apportée par la correction métaplectique est double. D'une
part, si l'on travaille sans demi-formes, on sait spéci�er la suite d'opérateurs
(2.4) seulement à multiplication près par un opérateur de Toeplitz unitaire.
D'autre part, sans les demi-formes, le symbole sous-principal n' est plus con-
servé lorsque l'on conjugue les opérateurs de Toeplitz.

3. nous avons identi�é C∞(δb � δa,∆M ) avec C∞(δb ⊗ δ∗a,M)
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Démonstration. La preuve de U(f) ◦ U(f ′) ⊂ U(f ′ ◦D f) repose sur le
lemme de la phase stationnaire. On montre ainsi que si les noyaux de (Tk :
Hk(a)→ Hk(b)) et (Sk : Hk(b)→ Hk(c)) sont des états lagrangiens associés
à (∆M , sM ), alors il en est de même pour (Tk ◦ Sk). Le calcul des symboles
révèle quelques surprises : si les symboles de (Tk) et (Sk) sont respectivement
f+O(~) et g+O(~), alors le symbole de (Tk◦Sk) est ζ1/2(ja, jb, jc)g◦f+O(~).
Le coe�cient multiplicatif ζ1/2(ja, jb, jc) est la racine carrée du déterminant
qui sort dans la phase stationnaire. Ce résultat est d'ailleurs valable si l'on
remplace les �brés de demi-formes δa, δb et δc par des �brés quelconques.
Quoiqu'il en soit, on retrouve la formule (2.5).

De ceci, on déduit que si le symbole de (Tk) est un morphisme de demi-
forme f , (TkT

∗
k ) est un opérateur de Toeplitz de symbole 1. D'après le calcul

fonctionnel des opérateurs de Toeplitz, l'opérateur (TkT
∗
k )−1/2, seulement

dé�ni pour k grand, est un opérateur de Toeplitz à nouveau de symbole 1.
Donc quitte à remplacer Tk par (TkT

∗
k )−1/2Tk, Tk est unitaire et appartient

à U(f). Cette astuce qui consiste à multiplier par (TkT
∗
k )−1/2 remonte à

l'article [Zel97].
Les autres propriétés suivent facilement, excepté le calcul du symbole

sous-principal de (TkSkT
∗
k ). Là encore, les morphismes de demi-formes jouent

un rôle essentiel. Le �bré δb � δa est un �bré de demi-formes de M2 muni
de la structure complexe (jb,−ja). Donc sa restriction à ∆M ' M s'iden-
ti�e naturellement avec le �bré des éléments de volumes de M . On montre
qu'un morphisme de �brés δa → δb est un morphisme de demi-formes si et
seulement si son carré s'identi�e à la mesure de Liouville de M .

Soit (Rk) un opérateur de Toeplitz de H(b) qui a mêmes symboles princi-
pal a0 et sous-principal a1 que (Sk). Montrons que le noyau de (TkSk−RkTk)
est un état lagrangien associé à (∆M , sM ) avec un symbole O(~2). Pour ce
faire, on applique le théorème 2.2.2 au noyau de (Tk) avec l'opérateur de
Toeplitz (id⊗Sk −R∗k ⊗ id) de H(b)⊗H(a). Les symboles principal et sous-
principal de cet opérateurs sont a0(x)−a0(y) et a1(x)−a1(y). Ils s'annulent
sur la diagonale ∆M . En identi�ant ∆M avec M , le champs de vecteurs
hamiltonien de a0(x) − a0(y) se restreint en le champ de vecteurs hamil-
tonien de a0. La dérivée de Lie de la mesure de Liouville par rapport à un
champ de vecteurs hamiltonien étant nulle, le résultat suit. Pour conclure la
preuve du théorème, on multiplie à gauche TkSk −RkTk par T ∗k .

Exemple 2.4.2. Dans le cas du tore M = E/R traité dans le chapitre 1.5,
étant donné deux couples (j, δ) et (j′, δ′) où les structures complexes sont
linéaires, on sait dé�nir en passant par les fonctions thetas, un isomorphisme
Hk(j, δ) → Hk(j′, δ′) unique au signe près, cf. (1.10). Ce choix de signe
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correspond au choix d'un morphisme f : (j, δ) → (j′, δ′). J'ai véri�é dans
[Cha12] que ces opérateurs appartiennent à U(f).

2.5 Quanti�cation et symplectomorphisme

Appliquons les résultats du chapitre précédent à la quanti�cation des
symplectomorphismes hamiltoniens. Donnons nous un élément (j, δ) de D et
notons

Hk := Hk(j, δ).

Le groupe Aut(L) des automorphimes du �bré préquanti�ant L agit sur
l'espace des sections de Lk. Mais, le sous-espace Hk n'est pas invariant. Plus
précisément, un automorphisme ΦL envoie Hk sur Hk(Φ∗j,Φ∗δ), où Φ est
le symplectomorphisme de M relevé par ΦL. Pour tout morphisme f de
(Φ∗j,Φ∗δ) vers (j, δ), on dé�nit alors l'ensemble V (ΦL,Φ, f) des familles de
la forme

Tk ◦ ΦL∗ : Hk → Hk, k ∈ N

où (Tk) ∈ U(f).
Notons Met(M, j, δ) l'ensemble des couples (Φ, f) formés d'un symplecto-

morphisme Φ deM et d'un morphisme f de (Φ∗j,Φ∗δ) vers (j, δ). Il est facile
de voir que Met(M, j, δ) est un groupe. Pour chaque élément g = (ΦL,Φ, f)
du produit �bré de Aut(L) et Met(M, j, δ), nous venons de dé�nir un en-
semble d'opérateur V (g).

Du théorème 2.4.1, on déduit immédiatement le

Théorème 2.5.1. Pour tout g et h dans le produit semi-direct de Aut(L)
et Met(M, j, δ), nous avons

� si (Tk) ∈ V (g) alors (T−1
k ) ∈ V (g−1)

� si (Tk) ∈ V (g) et (T ′k) ∈ V (h), alors (TkT
′
k) ∈ V (g.h)

De plus, pour tout (Tk) ∈ V (g), nous avons la propriété d'Egorov : pour tout
opérateur de Toeplitz (Sk) de H, (TkSkT

∗
k ) est un opérateur de Toeplitz de

H et ses symboles principal et sous-principal s'obtiennent en composant ceux
de (Sk) par le symplectomorphisme Φ déterminé par g.

Décrivons plus en détail le groupe Met(M, j, δ). Lorsque M est connexe,
le morphisme Met(M, j, δ) → Symp(M,ω) admet pour noyau Z/2Z. Si M
est de plus simplement connexe, le morphisme est surjectif. Ce n'est pas
vrai en général. Néanmoins tous les symplectomorphismes isotopes à l'iden-
tité se relèvent à Met(M, j, δ). De plus on peut présenter ce groupe sans
aucune référence à une structure complexe. Pour cela introduisons le �bré
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Sp(M) des repères symplectiques de TM . C'est un �bré principal avec groupe
de structure Sp(2n). Partant de (δ, j), nous construisons un �bré principal
Sp2(M) avec groupe de structure le groupe métaplectique qui relève Sp(M).
Le groupe des automorphismes de Sp2(M) relevant un symplectomorphisme
de M s'identi�e à Met(M, j, δ).

Les opérateurs que nous venons d'introduire sont les propagateurs quan-
tiques des opérateurs de Toeplitz. Rappelons que l'algèbre de Lie du groupe
des automorphismes de L est C∞(M) muni du crochet de Poisson.

Théorème 2.5.2 ([Cha07]). Pour tout opérateur de Toeplitz (Tk) de symbole
principal σ et symbole sous-principal nul, pour tout temps t, (exp(tikTk), k ∈
N) est un opérateur de V (Φt

L, ft), où (Φt
L, t ∈ R) est le groupe à un paramètre

d'automorphismes de L engendré par σ et (ft, t ∈ R) est la famille de mor-
phismes de demi-formes (j, δ)→ (Φt

∗j,Φ
t
∗δ) dépendant continuement de t et

partant de l'identité.

On peut comparer ces résultats avec la discussion à la �n du chapitre 1.2 :
en un sens asymptotique, nous avons montré que la quanti�cation ne dépend
pas la structure complexe, déduit une représentation du groupe des automor-
phismes du �bré préquanti�ant, la représentation in�nitésimale étant fournie
par les opérateurs de Toeplitz.

Cette construction est quelque part une généralisation de la représenta-
tion métaplectique. En e�et, si E est un espace vectoriel symplectique, on
dé�nit la catégorie DE dont les objets sont les paires (j, δ) formées d'une
structure complexe linéaire j de E et d'une droite de demi-forme δ, les mor-
phismes sont dé�nis comme précédemment. Dans ce cas, on sait dé�nir un
foncteur de la catégorie DE vers la catégorie des espaces de Hilbert, qui en-
voie (j, δ) en l'espace de Hilbert H(j, δ) formé des sections holomorphes de
LE⊗δ de carré sommable. L'image d'un morphisme est donné par un opéra-
teur unitaire dont le noyau véri�e essentiellement les mêmes propriétés que
les états lagrangiens, à ceci près qu'à un morphisme correspond un unique
opérateur et qu'il n'y a plus de paramètre k. La représentation projective
associée au groupe symplectique linéaire n'est autre que la représentation
métaplectique, cf. [Cha10b] pour plus de détails.

En prolongement de l'exemple 2.4.2, considérons le tore M = E/R et sa
quanti�cation Hk. Alors d'une part le groupe Sl(R) agit sur M et d'autre
part, la représentation métaplectique discrète introduite dans le chapitre 1.5
est une représentation ρk : Sl2(R)→ U(Hk) d'une extension Sl2(R) par Z/2Z
de Sl(R). Cette extension n'est autre que la restriction à Sl(R) du groupe
métaplectique de M et pour tout g ∈ Sl2(R), la famille (ρk(g)) appartient à
V (g).
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Un autre exemple important est fourni par les représentations quantiques
du mapping class group d'une surface, cf. chapitre 4.2.

En�n donnons un dernier résultat qui est intéressant pour les applica-
tions. Il s'agit d'un théorème de Lefschetz pour les applications de V (ΦL,Φ, f).

Théorème 2.5.3 ([Cha10b]). Soit ΦL un automorphisme de L qui relève
un symplectomorphisme Φ dont le graphe intersecte transversalement la di-
agonale. Pour tout famille (Tk) ∈ V (ΦL,Φ, f), nous avons

Tr(Tk) =
∑

x=Φ(x)

imxukx
[det(id−TxΦ)]1/2

+O(k−1)

où pour tout point �xe x de Φ, ux est la trace de l'endomorphisme de ΦL(x)
de Lx and mx ∈ Z/4Z dépend seulement de TxΦ et f(x).

Le calcul de l'indice mx est expliqué en détail dans [Cha10b]. Appliqué
aux opérateurs intervenant dans la représentation quantique du mapping
class groupe d'une surface, ce résultat prouve la conjecture asymptotique de
Witten, cf. chapitre 4.2.

2.6 Réduction Symplectique

Considérons les mêmes données que dans le chapitre 2.1.4, à savoir une
variété kählerienne compacte (M,ω) munie d'un �bré préquanti�ant L et
d'un �bré de demi-formes δ, et un groupe de Lie G agissant sur M , L et δ
en préservant toute la structure. Plus précisément, l'action sur L préserve la
structure holomorphe, la métrique et la connexion et elle relève l'action deM .
De plus, le carré de l'action sur δ est l'action naturelle sur le �bré canonique.
Rappelons que l'action surM admet alors un moment µ : M → g∗ déterminé
par l'équation (1.2).

Supposons en outre que G est compact et que l'action sur le niveau nul
du moment N = µ−1(0) est libre. Alors le quotient symplectique M//G est
par dé�nition la variété quotient N/G munie de la forme ω′ qui se relève en
la restriction de ω à N . De plus, M//G a un �bré préquanti�ant naturel L′,
dé�ni comme le �bré quotient (L|N )/G et muni de la connexion qui se relève
en la restriction de la connexion de L à N .

Théorème 2.6.1 ([GS82], [HK07]). Sous les hypothèses précédentes, le quo-
tient symplectiqueM//G admet une structure complexe compatible et un �bré
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de demi-forme δ′ tels que pour k su�samment grand, l'on ait un isomor-
phisme

Vk : H0(M//G,O((L′)k ⊗ δ′))→
[
H0(M,O(Lk ⊗ δ))

]G
d'espaces vectoriels complexes.

Démonstration. L'action de G sur M préservant la structure complexe, elle
s'étend de manière unique en une action holomorphe du complexi�é GC de
G. Le lieu stable Ms = GC.M est un ouvert de M , l'action de GC sur Ms

étant propre, le quotientMs/G
C est une variété complexe. Chaque GC-orbite

deMs intersecte P en une G-orbite. Par conséquent,Ms/G
C est en bijection

avec M//G, ce qui munit le quotient symplectique d'une structure complexe
compatible et en fait une variété kählerienne.

De même on étend l'action de G sur L en une action holomorphe de GC.
Alors L//G et L|Ms/G

C sont isomorphes en tant que �brés holomorphes et
donc

H0(M//G,O((L//G)k)) '
[
H0(Ms,O(Lk))

]G
.

D'autre part, le complémentaire du lieu stable est de codimension 1. Si k
est positif, les sections holomorphes et G-équivariantes de Lk → Ms sont
bornées, et par conséquent elles s'étendent à M , ce qui prouve que[

H0(Ms,O(Lk))
]G

=
[
H0(M,O(Lk))

]G
.

En combinant ces deux isomorphismes, on obtient le résultat démontré par
V. Guillemin et S. Sternberg [GS82], à savoir que les sections holomorphes
et G-équivariantes de Lk s'identi�ent aux sections holomorphes de (L//G)k.

Pour inclure les �brés de demi-formes [HK07], il faut observer que le
quotient par GC du �bré canonique KM de M restreint à Ms est isomorphe
au �bré canonique de M//G, l'isomorphisme étant induit par la contraction
par le champs holomorphe et GC-invariant γ dé�ni par

γ =
1

2`
(ξ1
M − ijξ1

M ) ∧ . . . ∧ (ξ`M − ijξ`M ) (2.6)

où ξ1, . . . , ξ` est une base de l'algèbre de Lie de G.
De la sorte δ′ := δ|Ms/G

C est un �bré de demi-formes de M//G. En�n
si k est su�samment grand, les sections holomorphes de Lk ⊗ δ → Ms

sont bornées et s'identi�ent donc aux sections holomorphes sur M . Comme
π∗L′ ' L|Ms et π

∗δ′ ' δ|Ms , l'on en déduit l'isomorphisme Vk tel que pour
toute section holomorphe Ψ de (L′)k ⊗ δ′, π∗Ψ est la restriction de VkΨ au
lieu stable.
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Passons aux propriétés semi-classiques. Dans un premier résultat, on
décrit le noyau au sens de Schwartz de l'isomorphisme Vk du théorème 2.6.1.
Nous avons introduit une sous-variété lagrangienne ΛG deM ×M//G et une
section plate sG de L� L

′ → ΛG à la �n du chapitre 2.2.

Théorème 2.6.2 ([Cha06b], [Cha10d]). Le noyau de (Vk) est un état la-
grangien associée à (ΛG, sG) de symbole la section tG de δ� δ

′ → ΛG donnée
par

tG(x, [x]) = u⊗ [u], ∀x ∈ N, ∀u ∈ δx tel que |u| = 1.

Démonstration. Cela découle de la reformulation du théorème de Boutet de
Monvel-Sjöstrand [BdMS76] donnée dans le théorème 2.2.3, en explicitant le
noyau de Vk en fonction du noyau du projecteur de Szegö de M//G.

Un deuxième résultat concerne la réduction des opérateurs de Toeplitz.
Ici la normalisation de l'isomorphisme Vk est importante. On munit G de la
métrique invariante de mesure total 1, et on dé�nit γ dans (2.6) en choisis-
sant la base ξ1, . . . , ξ` orthonormée. Dans la suite, ` désignera toujours la
dimension de G.

Théorème 2.6.3 ([Cha06b], [Cha10d]). Soit (Tk) un opérateur de Toeplitz
de M de symbole principal f0. Alors

(
( k

2π )`/2V ∗k TkVk
)
est un opérateur de

Toeplitz de M//G de symbole principal g0 donné par

g0(z) =

∫
Nz

f0(x) µNz(x), ∀z ∈M//G,

où µNz est la mesure G-invariante de Nz de volume total 1. Si f0 est G-
invariante, le symbole sous-principal est

g1(z) =

∫
Nz

f1(x) µN (x), ∀z ∈M//G,

où f1 est le symbole sous-principal de (Tk).

Un corollaire est que ( k
2π )`/4Vk est asymptotiquement unitaire en ce sens

que ( k
2π

)`/2
V ∗k Vk = id +O(k−1).

Cette dernière propriété a été mise en évidence dans [HK07], et n'est pas véri-
�ée sans la correction métaplectique, ce qui avait été observé précédemment
dans [Cha06b]. Au lieu de Vk, on peut travailler avec l'opérateur unitaire

Uk = Vk(V
∗
k Vk)

− 1
2 ,

et les deux théorèmes précédents sont toujours véri�és.
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Démonstration. En suivant [Cha06b] on peut montrer en partie le théorème
2.6.3 en utilisant le symbole contravariant des opérateurs de Toeplitz. Etant
donné f ∈ C∞(M), on prouve qu'il existe un symbole g(·, k) de M//G tel
que ( k

2π

)`/2
V ∗k fVk

soit l'opérateur de Toeplitz de M//G de multiplicateur g(·, k). De manière
équivalente, pour toutes sections holomorphes Ψ′1, Ψ′2 de L′k ⊗ δ′

〈fVkΨ′1, VkΨ′2〉 =
( k

2π

)− `
2 〈g(·, k)Ψ′1,Ψ

′
2〉 (2.7)

Nous avons, en notant Ψi = VkΨ
′
i pour i = 1, 2,

〈fVkΨ′1, VkΨ′2〉 =

∫
M
f(x)(Ψ1,Ψ2)(x)µM (x)

Nous pouvons restreindre l'intégrale au lieu stable Ms car son complémen-
taire est de codimension 1. Notons g l'algèbre de Lie de G. AlorsMs ' N×g
par l'application qui envoie (y, ξ) sur exp(iξ)y. De plus, les sections Ψ1 et
Ψ2 étant GC-équivariantes,

(Ψ1,Ψ2)(exp(iξ)y) = e−kϕ(y,ξ)−ϕc(y,ξ)(Ψ1,Ψ2)(y), y ∈ N, ξ ∈ g

avec ϕ(y, ξ) = − ln(‖ exp(iξ).u‖2) pour tout u ∈ Ly de norme 1, et ϕc la
fonction similaire dé�nie avec le �bré de demi-formes. Pour tout y ∈ N , la
fonction ϕ(y, ·) de g est strictement convexe et atteint son minimum 0 en
l'origine de g. De plus

ϕ(y, ξ) = g(ξM , ξM )(y) +O(|ξ|3) (2.8)

avec pour g la métrique de M déterminée par la forme symplectique et la
structure complexe, g(·, ·) = ω(·, j·). Décomposons la mesure de Liouville de
M en

µM (y, ξ) = δ(y, ξ)µN (y)⊗ µg(ξ)

avec µN la mesure G-invariante de N telle que π∗µN soit la mesure de Liou-
ville deM//G et µg la mesure de g déterminé par le produit scalaire invariant.
Ici π est la projection de N sur M//G. Nous avons

δ(y, 0) = V (y) (2.9)

où V (y) est le déterminant de g(ξiM , ξ
j
M )(y) si ξ1, . . . , ξ` est une base or-

thonormée de g.
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En intégrant sur g et en appliquant le lemme de la phase stationnaire, il
vient∫

N×g
f(x)(Ψ1,Ψ2)(x)µM (x) =

( k
2π

)−`/2 ∫
N
f ′(y, k)(Ψ1,Ψ2)(y) µN (y)

avec

f ′(y, k) =δ(y, 0)f(y)2−
`
2V (y)−

1
2 +O(k−1) d'après (2.8)

=f(y)2−
`
2V (y)

1
2 +O(k−1) d'après (2.9)

De plus, avec l'isomorphisme induit par γ dé�ni en (2.6), pour tout u ∈ δy,

‖u‖2 = ‖γ(y)‖−1
∥∥[u]

∥∥2
= 2

`
2V (y)−

1
2

∥∥[u]
∥∥2

Par conséquent, on obtient le résultat souhaité (2.7) avec la fonction

g(z, k) =2
`
2

∫
Pz

V (y)−
1
2 f ′(y, k)µNz(y)

=

∫
Pz

f(y)µNz(y) +O(k−1).

Malheureusement, cette preuve très simple ne permet pas de calculer le
symbole sous-principal de l'opérateur réduit. Ébauchons une autre preuve
extraite de [Cha10d] qui permet de tout démontrer.

Tout d'abord, considérons deux opérateurs

Qk, Q
′
k : H0(M//G,O((L′)k ⊗ δ′))→ H0(M,O(Lk ⊗ δ))

dont les noyaux au sens de Schwartz sont des états lagrangiens associés à
(ΛG, sG) d'ordre s = nr + `/4 et de symboles principaux ftG et f ′tG respec-
tivement. Ici nr est la dimension complexe de M//G. Alors (Q∗kQ

′
k) est un

opérateur de Toeplitz de M//G de symbole principal la fonction g donnée
par

g(z) =

∫
Nz

f(y)f ′(y)µNz(y), z ∈M//G.

Pour l'intégrale on a identi�é le domaine de dé�nition ΛG des fonctions f et
f ′ avec P par projection sur le premier facteur. Dans le cas où G est trivial,
ce résultat est la composition des opérateurs de Toeplitz de M = M//G.
En général, le noyau de Q∗kQ

′
k s'obtient en intégrant le produit des noyaux

de Q∗k et Q′k sur Ms = N × g. L'intégrale sur g se calcule comme dans la
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première partie de la preuve, l'intégrale sur N descend en une intégrale sur
M//G et se ramène à une composition d'opérateurs de Toeplitz.

Considérons de plus deux opérateurs de Toeplitz (Tk) et (T ′k) de M et
M//G respectivement et de symboles principaux h0 et h′0. Alors le noyau de
(TkQkT

′
k) est un état lagrangien associé à (ΛG, sG), d'ordre s et de symbole

principal
(y, z)→ h0(y)f(y, z)h′0(z)tG(x, z).

Supposons de plus que h0 est G-invariante et que sa restriction à N se fac-
torise par h′0. Alors TkQk−QkT ′k est d'ordre s−1 avec pour symbole principal

(y, z)→
(
(h1(y)− h′1(z))f(y, z) + (LXf)(y, z)

)
tG(y, z).

où h1 et h′1 sont les symboles sous-principaux de (Tk) et (T ′k) respectivement
et X est le champ hamiltonien de h0. Ce dernier résultat est en fait un cas
particulier du théorème 2.2.2.

2.7 Espaces de polygones

Un exemple remarquable où l'on peut appliquer les résultats précédents
est fourni par la quanti�cation des espaces de polygones. Ces espaces sont
des variétés symplectiques naturellement munies de systèmes de coordon-
nées action-angles. Leur quanti�cation se décrit explicitement en utilisant les
représentations de SU(2). On quanti�ant les coordonnées d'action, on ob-
tient des systèmes intégrables quantiques composés d'opérateurs de Toeplitz.
Les états propres joints sont des états lagrangiens et en estimant leur produit
scalaire on retrouve l'asymptotique des 6j symboles. En�n ces espaces sont
des �toy models� pour les espaces de modules de �brés plats auxquels sont
consacrés les deux derniers chapitres de ce mémoire.

Soit E = R3 muni de son produit scalaire usuel. Soit n un entier >
1 et ` ∈ Rn>0. Introduisons P` l'espace des polygones de E à isométries
près, comportant n côtés dont les longueurs sont respectivement `1, . . ., `n.
Précisément, il s'agit du quotient

P` =
{

(xi) ∈ En/x1 + . . .+ xn = 0, |xi| = `i, ∀i
}
/SO(3)

où SO(3) agit diagonalement. Supposons que le plus grand des `i est inférieur
à 1

2(`1 + . . .+ `n) de sorte que P` ne soit pas vide. Supposons en outre que `
est générique, i.e. que

∑n
i=1±`i 6= 0 pour tous les choix de signes possibles,

de sorte que P` soit une variété lisse de dimension 2(n − 3) (les hypothèses
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précédentes imposent que n > 3). P` est naturellement une variété symplec-
tique. En e�et, si Sm désigne la sphère de volume 2πm munie de l'action
usuelle de SO(3), P` est le quotient symplectique

P` = (S`1 × . . .× S`n)//SO(3).

A noter que P` hérite de la sorte d'une structure complexe qui en fait une var-
iété kählerienne. De plus, une simple application du théorème de Guillemin
et Sternberg permet de réaliser explicitement la quanti�cation de P`. Pour
cela, notons Vm la représentation irréductible de SU(2) de dimension m.
D'après la méthode des orbites, Vm est la quanti�cation kählerienne de Sm.
Donc si les `i sont entiers, P` admet un �bré préquanti�ant L` et

H0(P`, L`) ' (V`1 ⊗ . . .⊗ V`n)SU(2) =: Q(`)

d'après le théorème 2.6.1.
Pour comprendre la géométrie des espaces P`, il est naturel de décompo-

ser les polygones selon leurs diagonales. Par exemple, supposons n = 4. Alors
chaque quadrilatère [x1, x2, x3, x4] donne deux triangles [x1, x2,−x1− x2] et
[x1 + x2, x3, x4]. On peut se convaincre de la sorte que P` est une sphère de
dimension 2. Pour cela on dé�nit une fonction hauteur h et une coordonnée
angulaire θ sur P` par h([x1, x2, x3, x4]) = |x1 + x2| et θ([x1, x2, x3, x4]) =
l'angle dièdre entre les plans engendrés respectivement par x1, x2 et x3, x4. A
noter que θ est dé�nie partout sauf en deux points où h atteint son maximum
et minimum. Il se trouve aussi que (θ, h) sont des coordonnées action-angles,
c'est à dire que la forme symplectique de P` est dθ ∧ dh.

Plus généralement, pour n quelconque et 1 < p < n, dé�nissons la fonc-
tion λp : P` → R qui envoie [xi] sur |x1 + . . .+xp|. Soient `′ = (`1, . . . , `p) et
`′′ = (`p+1, . . . , `n). Alors les valeurs régulières de λp sont les m > 0 tel que
(`′,m) et (m, `′′) soient génériques. Pour une telle valeur, nous avons une
�bration principale

λ−1
p (m)→ P(`′,m) × P(m,`′′) (2.10)

de groupe de structure le cercle qui agit par

t ∈ R/2πZ, [xi]→ [Rtx1, . . . , Rtxp, xp+1, . . . , xn]

où Rt est la rotation de E d'axe x1 + . . . + xp et d'angle t. Cette action de
cercle n'est autre que le �ot hamiltonien de λp, on l'appelle le �ot de pliage.
De plus les fonctions λ2, . . . , λn−1 Poisson commutent. Elles engendrent une
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action hamiltonienne de tore sur un ouvert dense et forment un système de
coordonnées actions, découvertes par M. Kapovich et J. Millson [KM95].

En général, cette action hamiltonienne ne se prolonge pas à P`. En e�et, si
c'était le cas, on aurait une variété torique, et toutes les �bres de l'application
moment µ = (λ2, . . . , λn−1) seraient des tores. Or ceci est faux pour certains
choix de ` et �bres µ−1(ξ) où ξ appartient au bord de l'image de µ.

Supposons à présent que les `i sont entiers et que nous pouvons dé�nir
les Q(`) comme ci-dessus. Soit Hp l'endomorphisme de Q(`) dé�ni comme la
restriction du Casimir de V`1 ⊗ . . .⊗ V`n provenant de la représentation

g.(v1 ⊗ . . .⊗ vn) = (gv1 ⊗ . . .⊗ gvp ⊗ vp+1 ⊗ . . .⊗ vn)

Alors la décomposition en sous-espace propre deHp donne un isomorphisme :

Q(`) '
⊕
m∈N

Q(`′,m)⊗Q(m, `′′). (2.11)

De plus les opérateurs H2, . . . ,Hn−1 commutent deux à deux et leurs espaces
propres joints sont de dimension 1. Autrement dit, nous avons un système
complet d'observables.

Dans le dictionnaire semi-classique qui met en correspondance la mé-
canique quantique et la mécanique classique, la décomposition (2.11) se
traduit par la �bration (2.10), et les systèmes complets d'observables cor-
respondent au systèmes de coordonnées action-angles. On peut aussi rap-
procher le polytope moment µ(P`) ⊂ Rn−3 du spectre joint de (H2, . . . ,Hn−2).
En e�et, ce spectre est

{(∆d2 , . . . ,∆dn−2)/ d ∈ L ∩ µ(P`)} (2.12)

où L est un certain réseau de Rn−3 et ∆m = m(m + 2) est la valeur du
Casimir dans la représentation irréductible Vm.

Pour toutes ces raisons, il semble clair que les opérateurs Hp quanti�ent
les observables classiques λp(λp + 2). On donne à cette assertion le sens
semi-classique suivant :

Théorème 2.7.1 ([Cha10d]). La famille (k−2Hp : Q(k`) → Q(k`), k ∈ N)
est un opérateur de Toeplitz de symbole principal λ2

p.

L'énoncé est bien en accord avec la description précédente du spectre
(2.12), car k−2∆d = d2 +O(k−1).
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Démonstration. Tout d'abord, Pk` et P` sont en bijection par l'homothétie
de rapport k. Les structures complexes sont les mêmes et Lk` = Lk` . Ainsi

Q(k`) ' H0(P`, Lk)

et l'énoncé du théorème a bien du sens. Soit Cp,` le Casimir de V`1⊗ . . .⊗V`n
provenant de la représentation diagonale sur les p premiers facteurs. D'après
le chapitre 2.1.4, la famille (Cp,k`, k ∈ N) est un opérateur de Toeplitz. Le
résultat �nal découle alors du théorème 2.6.3 par réduction symplectique.

Une conséquence de ce théorème est que les vecteurs propres joints de
la famille (H2, . . ., Hn−1) forment une famille d'états lagrangiens associé
à la �bration µ. Pour le cas des quadrilatères (n = 4), on en déduit le
comportement asymptotique des 6j symboles. Expliquons cela. Notons H et
H ′ les restrictions à Q(`) des Casimir associés aux représentations :

g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ v4) = gv1 ⊗ gv2 ⊗ v3 ⊗ v4,

g(v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ⊗ v4) = v1 ⊗ gv2 ⊗ gv3 ⊗ v4,

Introduisons deux bases de vecteurs propres

HΨ`,d = ∆dΨ`,d, H ′Ψ`,d = ∆dΨ
′
`,d

On suppose tous ces vecteurs de norme 1. Les 6j-symboles sont les coe�cients
de la matrice de changement de bases,

τ(`, d, d′) := 〈Ψ`,d,Ψ
′
`,d′〉

Ils dépendent des 6 paramètres m = (`1, `2, `3, `4, d, d
′). Notons λ et λ′ les

fonctions de P` qui envoient (x1, x2, x3, x4) sur |x1 + x2| et |x2 + x3|. Alors
comme conséquence du théorème 2.7.1, la suite (Ψk`,kd ∈ H0(P`, Lk` ), k ∈ N)
se concentre sur λ−1(d) en ce sens qu'elle est O(k−∞) sur tout compact qui
ne rencontre pas λ−1(d). On a un résultat similaire pour la base propre deH ′.
On en déduit que si d et d′ sont tels que λ−1(d) n'intersecte pas (λ′)−1(d′),
alors

τ(km) = O(k−∞).

Supposons à présent que λ−1(d) et (λ′)−1(d′) s'intersectent transversalement.
Alors on déduit des théorèmes 2.3.1 et 2.3.3 que

τ(km− 1) = Ckk
−1/2

∑
x∈λ−1(d)∩(λ′)−1(d′)

eikAx+inxπ/4√
|{λ, λ′}(x)|

+O(k−1/2)
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où les Ck sont des nombres complexes de module 1, les nx sont des entiers
et les Ax sont des aires symplectiques que l'on peut déterminer comme suit.
Soient x et x′ les deux points de l'intersection, alors la di�érence de Ax et
Ax′ est l'aire du domaine de P` bordé par deux chemins d'extrémité x et x′

compris dans λ−1(d) et (λ′)−1(d′) respectivement. Pour réaliser ce calcul, il
faut bien sûr introduire une correction métaplectique. C'est pour cette raison
que km a été translaté de 1 = (1, . . . , 1). Les détails se trouvent dans l'article
[Cha10d].

On peut déterminer explicitement les aires et le crochet de Poisson. On
retrouve alors la formule de J. Roberts [Rob99]

τ(km− 1) ' C ′k

√
2

3π
k−1/2

(dd′
V

)1/2
cos(kθ/2 + π/4)

avec C ′k des complexes de module 1, V l'aire du tétraèdre de longueur `1, `2,
`3, `4, d, d′ et

θ = αd+ α′d′ +
∑

i=1,...,4

αidi

où α, α′, α1, α2, α3, α4 sont les angles dièdres de ce tétraèdre.



Chapitre 3

Théorie quantique des champs

de Chern-Simons

Dans ce chapitre, j'introduis les théories quantiques de champs (tqft) de
dimension 2+3. L'idée de E. Witten est de quanti�er les espaces de modules
de �brés plats sur les surfaces. Après avoir rappelé cette construction, je
présente à la version mathématiquement rigoureuse due à N. Reshetikhin et
V. Turaev, puis brièvement la version géométrique basées sur la théorie des
blocs conformes.

3.1 Espaces de modules de �brés

Soit G le groupe de Lie SU(2) 1. Pour toute variété compacte M , on
considère l'espace des modules M(M), qui est l'ensemble des classes d'iso-
morphisme de �brés plats principaux de base M et de groupe de structure
G.M(M) s'identi�e à l'ensemble des classes de conjugaisons de morphismes
du groupe fondamental de M dans G, le morphisme associé à un �bré P
étant sa représentation d'holonomie. En utilisant que π1(M) est �niment en-
gendré, on munitM(M) d'une structure de variété algébrique de dimension
�nie. Pour tout �bré G-principal plat P →M , l'espace tangent de Zariski à
M(M) en [P ] s'identi�e naturellement au premier groupe de cohomologie

T[P ]M(M) = H1(M,AdP )

du complexe de de Rham deM à coe�cients dans le �bré vectoriel plat AdP
associé à P par la représentation adjointe de G.

1. Une grande partie de ce qui suit se généralise à tout groupe de Lie compact simple
et simplement connexe, mais la théorie pour SU(2) est su�samment intéressante

49
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On se place désormais en dimension 2+1, c'est-à-dire que l'on consid-
ère d'une part des surfaces fermées et d'autre part des variétés compactes
de dimension 3 éventuellement à bord. On supposera toujours ces variétés
orientées. Les espaces de modules associés ont des structures naturelles rele-
vant de la géométrie symplectique. Ainsi, pour toute surface fermée Σ,M(Σ)
admet une forme symplectique ω donnée en [P ] par

ω[P ]([a], [b]) = − 1

2π

∫
Σ

tr(ab) a, b ∈ Ω1(Σ,AdP ).

En particulier, si Σ est une sphère,M(Σ) est réduit à un point. Si Σ est un
tore,M(Σ) = T 2/W , où T est un tore maximal de G etW le groupe de Weyl
qui agit diagonalement. Comme ici, G = SU(2), il s'agit d'une sphère avec 4
points singuliers, que l'on appelle l'oreiller, cf. �gure 4.1. En�n si le genre de
Σ est > 2, les points lisses de M(Σ) sont les classes de �brés irréductibles,
c'est à dire les [P ] tels que H0(Σ,AdP ) = 0.

Considérons à présent une variété compacte M de dimension 3 de bord
Σ. Alors l'application de restriction

r :M(M)→M(Σ)

a une image lagrangienne, en ce sens que pour tout x ∈M(M), Txr(TxM(M))
est un sous-espace lagrangien de Tr(x)M(Σ). Hormis cela on sait peu de chose
des espaces de modules associés aux variétés de dimension 3. Par exemple,
je ne connais pas de caractérisation des points singuliers, ou simplement une
condition su�sante pour qu'un point soit lisse. Le cas des complémentaires
de noeud dans S3 a été beaucoup étudié. Il arrive que les �bres génériques
de r soient de dimension strictement positive. Par exemple, cela a été mon-
tré pour les noeuds périphériques par E.P. Klassen [Kla91]. D'autre part,
il découle de la théorie de M. Culler et P.B. Shalen [CS83], que lorsque M
est petite, c'est à dire ne contient pas de surfaces incompressibles, les com-
posantes irréductibles deM(M) sont de dimension la moitié de la dimension
deM(Σ).

3.2 Une quanti�cation de l'espace des modules

La théorie quantique des champs topologique (tqft) est une quanti�cation
des espaces de modules introduits dans le chapitre précédent. Ainsi une tqft
associe à toute surface fermée Σ un espace de Hilbert V (Σ), et à toute
variété compacte M de bord Σ un vecteur Z(M) de V (Σ). On dé�nira aussi
Z(M) lorsque M est fermée avec la convention que V (∅) = C, autrement
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dit Z(M) est un nombre complexe. Bien entendu, on demande que Z(M)
soit un invariant topologique, c'est-à-dire que si M et M ′ ont même bord Σ
et qu'il existe un di�éomorphisme de M dans M ′ étendant l'identité de Σ,
alors Z(M) = Z(M ′).

On souhaite que les propriétés véri�ées par les espace de modules se
re�ètent dans la quanti�cation. Ainsi, M(Σ) étant compact, on s'attend à
ce que V (Σ) soit de dimension �nie. De plus, si Σ− désigne la surface Σ munie
de l'orientation opposée, M(Σ−) étant la variété M(Σ) munie de la forme
symplectique opposée, on demande que V (Σ−) soit naturellement isomorphe
au dual de V (Σ), et donc si en prend en compte la structure hermitienne,

V (Σ−) ' V (Σ)∗ ' V (Σ).

De même, comme M(Σ1 ∪ Σ2) s'identi�e au produit M(Σ1) ×M(Σ2), on
demande que

V (Σ1 ∪ Σ2) ' V (Σ1)⊗ V (Σ2). (3.1)

Ces isomorphismes doivent être compatible avec les vecteurs associées aux
3-variétés, en ce sens que pour tout M de bord Σ,

Z(M−) = Z(M)

et pour tout M1 et M2 de bords respectifs Σ1 et Σ2,

Z(M1 ∪M2) = Z(M1)⊗ Z(M2).

En�n, considérons deux variétés M1 et M2 de même bord Σ et formons la
variété M en recollant M1 et M−2 le long de Σ. On demande alors que

Z(M) = 〈Z(M1), Z(M2)〉V (Σ), (3.2)

ceci car les �brés plats G-principaux de M correspondent aux �brés de Σ
qui s'étendent à la fois à M1 et M2, plus précisémentM(M) est le produit
�bré deM(M1)→M(Σ) etM(M2)→M(Σ).

Plus généralement, on peut supposer que les bords de M1 et M2 parta-
gent une composante connexe Σ et former la variétéM en recollant le long de
Σ. L'on demande alors que l'équation (4.4) soit véri�ée, le produit scalaire
ayant du sens d'après (3.1). En particulier, en associant à un di�éomor-
phisme de surface son cylindre d'application, on dé�nit pour toute surface Σ
un représentation du groupe Diff+(Σ) des di�éomorphismes préservant l'ori-
entation par des transformation unitaires de V (Σ). Comme les Z(M) sont
des invariants topologiques, cette représentation se factorise en une repré-
sentation du groupe modulaire de Σ.
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3.3 La construction de E. Witten

E. Witten construit une tqft, en dé�nissant les V (Σ) par quanti�cation
kählerienne desM(Σ) et les Z(M) comme des fonctions de partitions pour
l'action de Chern-Simons. Expliquons cela. Pour distinguer ces objets de
ceux dé�nis ensuite par les topologues, je les noterai avec unW en exposant.

Ces dé�nitions dépendent d'un paramètre entier noté k, très important
pour nous. En e�et la limite semi-classique correspond aux grandes valeurs
de k. Pour commencer, si M est sans bord, ZW

k (M) ∈ C est donné par
l'intégrale fonctionnelle

ZW
k (M) =

∫
A(M)

eikCS(a)µ(a) (3.3)

où A(M) = Ω1(M, g) et la fonctionnelle de Chern-Simons CS : A(M) → C
est dé�nie par

CS(a) =
1

4π

∫
M

tr(da ∧ a+
2

3
a3). (3.4)

Précisons tout de suite que µ est une hypothétique mesure sur l'espace de di-
mension in�nie A(M). Pour comprendre la relation avecM(M), considérons
A(M) comme l'ensemble des connexions du �bré G-principal trivial de base
M . Alors le groupe des transformations de jauge G(M) = C∞(M,G) agit
naturellement sur A(M), et la fonctionnelle de Chern-Simons est invariante
par cette action modulo 2πZ. Il faut d'ailleurs considérer (3.3) comme une
intégrale sur le quotient de A(M) par l'action de jauge, quotient qui reste
malheureusement de dimension in�nie. De plus la di�érentielle de l'action de
Chern-Simons est l'application de courbure. Par conséquent dans la limite
semi-classique, les classes de jauges qui contribuent le plus à (3.3) sont celle
des connexions plates. En�n, le quotient de l'ensemble des connexions plates
par l'action de jauge n'est autre que l'espace de modulesM(M).

Passons à présent au cas où le bord de M est une surface Σ non vide.
Pour introduire un �bré préquanti�ant et une structure complexe surM(Σ),
présentons M(Σ) comme un quotient symplectique de l'espace A(Σ) =
Ω1(Σ, g). Cet espace est de dimension in�nie, néanmoins on le traitera formelle-
ment comme s'il s'agissait d'un brave variété de dimension �nie. On donne
d'ailleurs un sens parfaitement rigoureux à ce qui suit, quitte à introduire des
variétés modelées sur des Banach. On munit A(Σ) du produit symplectique

ω(a, b) = − 1

2π

∫
Σ

tr(a.b)
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Le groupe des transformations de jauge G(Σ) = C∞(Σ, G) agit alors de
manière hamiltonienne sur A(Σ), le moment étant donné par l'application
de courbure. Donc A(Σ)//G(Σ) est le quotient de l'ensemble des connexions
plates par l'action de jauge et s'identi�e àM(Σ). Considérons à présent une
structure complexe j de Σ. Alors l'application α → α ◦ j est une structure
complexe de A(Σ) compatible avec la structure symplectique et qui descend
par réduction symplectique àM(Σ).

Comme pour la réduction symplectique d'une variété kählerienne de di-
mension �nie, on peut complexi�er le groupe de jauge, son action, et présen-
ter de la sorte M(Σ) comme un quotient holomorphe. On retrouve ainsi le
théorème de Narasimhan-Seshadri, comme quoi M(Σ) s'identi�e à un es-
pace de modules de �brés stables holomorphes. Ce point de vue est dû à
M.F. Atiyah et R. Bott [AB83].

Considérons maintenant le �bré trivial L = A(Σ)×C muni de la connex-
ion d + 1

iα où αa(b) = 1
2ω(a, b). On montre que l'action de G(Σ) se relève

à L de manière compatible avec le moment (cf. équation (1.2)), et donc par
réduction symplectique L descend en un �bré préquanti�ant LCS →M(Σ).
Cette construction est due à T. Ramadas, I. Singer et J. Weitsman [RSW89],
Le �bré LCS s'appelle �bré de Chern-Simons pour la raison suivante. Si M
une variété de dimension 3 de bord Σ, l'application qui envoie a ∈ Ω1(M, g)
sur exp(iCS(a)) est une section équivariante du pull-back de L par la re-
striction A(M)→ A(Σ).
M(Σ) est donc une variété kählerienne munie d'un �bré préquanti�ant.

Nous dé�nissons alors V W
k (Σ) comme l'espace des sections holomorphes de

LkCS . De manière équivalente, si l'on croit à la généralisation du théorème
2.6.1 en dimension in�nie, il s'agit de l'espace des sections holomorphesG(Σ)-
invariantes de Lk. Si l'on considère ZWk (M) comme une telle section, celle-ci
est dé�nie par

ZWk (M)(a) =

∫
{b∈A(M)/ b|Σ=a}

eikCS(b)µa(b), a ∈ A(Σ).

Cette intégrale n'a pas plus de sens que n'avait (3.3). Néanmoins, si l'on
s'autorise à manipuler ces intégrales comme si elles étaient bien dé�nies, on
déduit toutes les propriétés souhaitées, entre autre l'égalité de recollement
(3.2) découle du théorème de Fubini.

Ces dé�nitions étant, E. Witten décrit d'une part le comportement asymp-
totique de ZWk (M) pour M fermée et d'autre part il calcule ZWk (M) en
présentant M par chirurgie. Expliquons cela. Comme je l'ai écrit plus haut,
les points critiques de la fonctionnelle de Chern-Simons sont les connexions
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plates. Par une application formelle du lemme de la phase stationnaire, on
montre que si M est fermée,

ZWk (M) ∼
∑

ρ∈M(M)

eiη(ρ)|τ(ρ)|
1
2 e2iπkCS(ρ) (3.5)

η(ρ) et τ(ρ) sont respectivement l'invariant eta de Atiya-Patodi-Singer et la
torsion analytique de Ray-Singer du �bré vectoriel plat associé à ρ par la
représentation adjointe. A noter que si la torsion est bien un invariant du
�bré plat, l'invariant eta dépend du choix d'une métrique sur M . Witten
explique comment on peut modi�er la fonction de partition pour corriger ce
défaut, l'invariant eta est alors remplacé par un �ot spectral.

Pour ce qui est du calcul des ZWk (M), E. Witten utilise deux ingrédients.
D'une part il étend toutes ses dé�nitions au cas où les variétésM contiennent
des entrelacs et les surfaces ont des points marqués. Par exemple si K est un
noeud d'une variété M fermée,

ZWk (M,K) =

∫
A(M)

eikCS(a) tr(HolK(a))µ(a)

où HolK(a) ∈ SU(2) désigne l'holonomie de K pour la connexion a. D'autre
part, E. Witten reconnaît dans la dé�nition des V W

k (Σ) un espace de blocs
conformes V con

k (Σ). Il suppose alors que la représentation du groupe mod-
ulaire de Σ dans V con

k (Σ) dé�nie par la théorie conforme des champs est la
même que celle donnée par les ZWk des mapping cylindres. De cela, il déduit
comment se modi�e ZWk (M,K) lorsqu'on change un croisement de K (re-
lations de Kau�man) ou bien lorsqu'on change M par une chirurgie sur un
noeud (couleur de Kirby). Comme toute variété compacte fermée de dimen-
sion 3 s'obtient par une chirurgie sur un entrelacs de la sphère, on trouve
ZWk (M,K). En particulier

Zk(S
3,K) =

√
2

k
sin
(π
k

)
JK(−eiπ/2k)

où JK est le polynôme de Jones de K. Ce calcul est à la base de la dé�-
nition de l'invariant de Witten-Reshetikhin-Turaev adoptée ensuite par les
topologues.

Ainsi cette théorie, qui est certes heuristique, fait le lien entre polynômes
de Jones, la quanti�cation kählerienne des espaces de �brés et les théories
conformes des champs. De plus, sa limite semi-classique met en jeu les in-
variants de Chern-Simons et la torsion. J'explique dans les chapitres suivants
les développements mathématiques qui ont suivis.
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3.4 L'approche des topologues

N. Reshetikhin et V. Turaev [RT91] donnent une dé�nition mathémati-
quement rigoureuse de la tqft à l'aide des représentations des groupes quan-
tiques. Pour les groupes de rang 2, cette approche a été simpli�ée ensuite
par W. Lickorish [Lic91], C. Blanchet, N. Habegger, G. Masbaum et P. Vogel
[BHMV95] en utilisant les modules skein de Kau�man. C'est cette dernière
construction que nous avons utilisée avec J. Marché dans nos travaux sur
les conjectures de Witten. Pour appréhender la nature combinatoire de ces
TQFTs, rappelons brièvement cette théorie.

Polynômes de Jones coloriés des noeuds

On dé�nit pour commencer pour tout entrelacs en bande L de S3 le
crochet de Kau�man 〈L〉 ∈ C[t±1]. Ces crochets sont caractérisées par les
relations skein données dans la �gure 3.1 et la normalisation 〈∅〉 = 1. Ainsi,

= t +t−1

= −(t2 + t−2) ∅

Figure 3.1 � Relations skein de Kau�man

pour calculer 〈L〉 à partir de ces relations, il su�t de projeter L sur un plan,
appliquer la première relation skein à chaque croisement, puis la seconde
relation autant de fois que nécessaire pour se ramener à l'entrelacs vide. Il
faut ensuite véri�er que le résultat ne dépend pas de la projection, ce qui
découle du théorème de Reidemeister.

Introduisons ensuite les polynômes de Jones coloriés d'un noeud en bande
K de S3. Pour tout polynôme à coe�cients complexes P (X) =

∑
aiX

i, on
note 〈P (K)〉 le polynôme

∑
ai〈Ki〉 ∈ C[t±1] où Ki est l'entrelacs formé de i

copies parallèles de K. Soient T`, ` ∈ Z les polynômes de Tchebichev dé�nis
par la relation de récurrence T0 = 0, T1 = 1, T`+1 + XT` + T`−1 = 0. Le
`-ième polynôme de Jones colorié de K est alors

JK` (t) := 〈T`(K)〉.
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Avec cette normalisation, les polynômes de Jones du noeud trivial sont les
entiers quantiques

J◦` (t) = [`] =
t2` − t−2`

t2 − t−2

Si maintenant L est un entrelacs avec n composantes numérotées de 1 à
n, on dé�nit pour tout polynôme P (X1, . . . , Xn) =

∑
aαX

α, le crochet de
Kau�man 〈P (L)〉 :=

∑
aα〈Lα〉 où Lα est l'entrelacs obtenu en remplaçant

la k-ième composante de L par α(k) copies parallèles. Pour tout ` ∈ Zn, le
`-ième polynôme de Jones colorié de L est alors

JL` (t) := 〈T`(L)〉

avec T`(X1, . . . , Xn) = T`1(X1) . . . T`n(Xn).

Invariants de Witten-Reshetikhin-Turaev

Dé�nissons à présent l'invariant d'une variété fermée M . Nous savons
qu'une telle variété s'obtient à partir de S3 par une chirurgie sur un entrelacs
en bande L bien choisie. On numérote les composantes connexes de L de 1
à n et on pose

Zk(M) =
(√2 sin(π/k)

k1/2

)1+n
τ

sgn(AL)
k

∑
`∈{1,...,k−1}n

([
`
]
!JL`

)
t=−eiπ/2k

Ici [`]! est le produit de factoriels quantiques [`1]! . . . [`n]!, AL est la matrice
d'enlacement de L et

τk = e3iπ/4−3iπ/2k.

On montre ensuite avec le théorème de Kirby que l'invariant ne dépend
pas du choix de L mais seulement de M . Plus généralement, si K est un
entrelacs de M colorié par c : π0(K)→ {1, . . . , k − 1}, on dé�nit l'invariant
Zk(M,K, c) ∈ C en remplaçant dans la formule précédente JL` par JL∪K`,c .
En particulier si M est la sphère,

Zk(S
3,K, c) :=

√
2

k
sin
(π
k

)
JKc (−eiπ/2k).

Invariants des variétés à bord

Passons à présent aux surfaces et aux variétés à bord. Soit Σ une surface
fermée. Pour toute variétéM de bord Σ, introduisons l'espace vectoriel com-
plexe Vk(Σ,M) engendré par les classes d'isotopies d'entrelacs coloriés (L, c)
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deM . On dé�nit Vk(Σ,M) comme étant le quotient de Vk(Σ,M) par le rad-
ical de la forme hermitienne positive de Vk(Σ,M) donnée sur les générateurs
par

(L1, c1), (L2, c2)→ Zk(M ∪Σ M
−, L1 t L2, c1 × c2)

Zk(M,L, c) ∈ Vk(Σ,M) est dé�nit comme la classe de (L, c). Donc par dé�-
nition, Vk(Σ,M) est un espace hermitien engendré par les Zk(M,L, c).

On peut rendre les Vk(Σ,M) indépendants de M de la même manière
que la quanti�cation des variétés symplectiques ne dépend pas du choix de
la structure complexe. SiM1 etM2 ont même bord Σ, nous avons une forme
sesquilinéaire non-dégénérée sur Vk(Σ,M1)× Vk(Σ,M2) donnée par(

Zk(M1, L1, c1), Zk(M2, L2, c2)
)
→ Zk(M1 ∪Σ M

−
2 , L1 t L2, c1, c2)

D'où un isomorphisme ΨM1,M2 : Vk(Σ,M1) → Vk(Σ,M2)∗ → Vk(Σ,M2), la
deuxième application découlant du produit scalaire. Ces isomorphismes sont
compatibles à une puissance de τk près, en ce sens que

ΨM2,M3 ◦ΨM1,M2 = τ
n(M1,M2,M3)
k ΨM1,M3 .

L'entier n(M1,M2,M3) est un indice de Maslov associé aux trois lagrangiens
de H1(Σ), noyaux des morphismes H1(Σ) → H1(Mi)

2. Grâce à ces identi-
�cations, on peut considérer Zk(M1, L, c) comme un vecteur de Vk(Σ,M2)
bien dé�ni à une puissance de τk près. L'identité〈

Zk(M1, L1, c1), Zk(M2, L2, c1)
〉

= Zk(M1 ∪Σ M
−
2 , L1 ∪ L2, c1, c2) (3.6)

est alors véri�ée à une puissance de τk près.

3.5 Quanti�cation des espaces de modules

Comme on peut le constater, la construction des topologues, parfaitement
rigoureuse, ne fait plus du tout référence aux espaces de modules de �brés
plats. Cependant on aurait pu suivre l'idée de Witten et considérer l'espace
V W
k (Σ) des sections holomorphes de LkCS →M(Σ), la structure kählerienne

étant induite par une structure complexe de Σ.
N. Hitchin [Hit90] a montré qu'il existe une identi�cation naturelle en-

tre les V W
k (Σ) dé�nis par deux structures complexes. Rappelons brièvement

cette construction, une partie de mes travaux se plaçant dans ce contexte.
Tout d'abord, pour éviter les singularités deM(Σ) on travaille dans un cadre

2. Pour la suite, il est important de noter que cet entier ne dépend pas de k
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légèrement di�érent. Soit n et d deux entiers premier entre eux avec n > 2.
Supposons que Σ est une surface compacte orientée de genre supérieur à 2
avec un bord connexe. On considère alors l'espace de modulesMn,d(Σ) des
�brés principaux SU(n) plats sur Σ dont l'holonomie le long du bord est
exp(2iπd/n) id. Cet espace est une variété lisse. Exactement comme pour
M(Σ),Mn,d(Σ) admet une structure symplectique, un �bré préquanti�ant
LCS, et une famille de structure complexe indicée par l'espace de Teichmüller
T de Σ̄. Ici Σ̄ est la surface fermée obtenue en collant à Σ un disque le long
de son bord. Pour tout k et σ ∈ T , on dé�nit alors l'espace quantique

Hk,σ := H0(Mn,d(Σ),Oσ(LkCS))

Par régularité elliptique, pour tout k > 1, la famille des Hk,σ avec σ ∈ T , est
un sous-�bré Hk du �bré trivial de base T de �bre F = C∞(Mn,d(Σ), LkCS).
N. Hitchin montre que Hk → T admet une connexion naturelle projective-
ment plate qui a la forme

∇F + Pσ

où ∇F est la connexion triviale de F × T → T et pour tout σ ∈ T , Pσ est
un opérateur di�érentiel du second ordre explicite de Hk,σ.

Cette connexion est invariante pour l'action du mapping class group
Mod(Σ), groupe des classes d'isotopies de di�éomorphismes de Σ préser-
vant l'orientation et relatif au bord. On en déduit donc une représentation
projective

ρk : Mod(Σ)→ GL(Hk,σ0)/C∗

où σ0 est un élément donné de T . Curieusement, il n'est pas clair que la
connexion précédente préserve une métrique de Hk → T et on ne sait pas si
la représentation ci-dessus est unitaire.

3.6 Autres approches

Blocs conformes

Toujours selon les idées de Witten, on peut considérer l'espace de blocs
conformes du modèle de Wess-Zumino-Witten. Rappelons très brièvement
sa dé�nition. On considère l'algèbre a�ne de Kac-Moody ĝ = gC((z)) ⊕ Cc
associée à la complexi�ée gC de l'algèbre de Lie de G. Soit Lk la représenta-
tion basique de ĝ au niveau c = k. On se donne une structure complexe sur
Σ et un point p ∈ Σ. Soit O(Σ, p) l'espace des fonctions méromorphes de Σ
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qui admettent un pôle en p et g(Σ, p) = O(Σ, p)⊗ gC. On choisit une coor-
donnée holomorphe centrée en p, alors l'application qui associe à une fonc-
tion son développement de Taylor dans cette coordonnée est un morphisme
g(Σ, p)→ ĝ. L'espace des blocs conformes est l'espace des coinvariants

V con
k (Σ) = [Lk]g(Σ,p).

Comme c'était le cas pour V W
k (Σ), cette dé�nition dépend du choix d'une

structure complexe de Σ. En généralisant la connexion de Knizhnik-Zamolo-
dchikov à ce contexte, on identi�e les espaces provenant de structures com-
plexes di�érentes, et on obtient une représentation projective du mapping
class group.

Il se trouve que V con
k (Σ) et V W

k (Σ) sont isomorphes. D'après E. Witten,
ce résultat remonte à G. Segal. Une preuve complète a été donnée par A.
Beauville et Y. Lazlo [BL94], et étendue par C. Pauly [Pau98] au cas où
Σ a des points marqués. En�n Y. Lazlo [Las98] a montré, dans le cas où
G = SU(n) et Σ a un point marqué colorié par un générateur du centre de
SU(n), que les connexions de Hitchin et de Knizhnik-Zamolodchikov sont
les mêmes. Les représentations projectives de Γ1

g induites sont donc aussi les
mêmes.

Comparaison

En quelle mesure les dé�nitions topologiques et géométriques des Vk(Σ)
sont-elles équivalentes ? Tout d'abord, on montre que la dimension de Vk(Σ)
est donnée par la formule de Verlinde. Par l'approche combinatoire, cela
se montre facilement, cf. par exemple [BHMV95]. Dans le cas des V con

k (Σ),
c'est un résultat di�cile, qui découle de la propriété de factorisation qui a
été établie par Tsuchiya, Ueno and Yamada [TUY89]. D'autre preuves, qui
s'appliquent directement pour les V W

k (Σ), sont dues à G. Daskalopoulos et
R. Wentworth dans [DW93], E. Meinrenken et C. Woodward dans [MW98],
et J-M. Bismut et F. Labourie dans [BL99].

Ceci montre que V con
k (Σ) et V top

k (Σ) ont même dimension. En fait, ces
espaces sont équivalents comme représentations projectives du mapping class
groupe, cf. le livre de Kirillov et Bakalov et l'article récent de J. Andersen
et K. Ueno dans [AU11].
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Chapitre 4

Conjecture asymptotique de

Witten

4.1 Conjectures semi-classiques

La conjecture asymptotique de Witten

Comme on l'a vu, les espaces hermitiens Vk(Σ) ont été très largement
étudiés. Par contre, il reste de nombreuses questions ouvertes relatives aux
invariants de Witten-Reshetikhin-Turaev Zk(X). Celle qui nous intéresse ici
concerne la limite semi-classique des Zk(X).

Dans le cas où X est fermée, la conjecture asymptotique de Witten prédit
que l'invariant Zk(X), dé�ni par Reshetikhin et Turaev, véri�e l'équivalent
(3.5), autrement dit

Zk(X) ∼
∑

ρ∈Mirr(X)

eiη(ρ)|τ(ρ)|
1
2 e2iπkCS(ρ) (4.1)

lorsque le niveau k tend vers l'in�ni. Ici il convient de faire des hypothèses sur
X pour que le terme de droite ait du sens. Typiquement on suppose que pour
tout P ∈ M(X), H1(X,AdP ) = 0. On appelle cette condition la rigidité
in�nitésimale, car elle stipule que l'espace de tangent de Zariski de M(X)
est en tout point réduit à 0. Sous cette hypothèse,M(X) est �ni. Notons de
plus que nous avons remplacé M(X) par le sous-ensemble Mirr(X) formé
des �brés P irréductibles, c'est à dire qui véri�e H0(X,AdP ) = 0. La torsion
de P est alors un scalaire. 1

1. D. Freed et R. Gompf conjecturent dans [FG91] que les éléments réductibles de
M(X) contribuent de manière négligeable à la limite semi-classique, plus précisément avec

61
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Bien entendu, l'argument de E. Witten n'est pas valable car on ne sait
pas donner de sens à l'intégrale fonctionnelle (3.3). Cette conjecture a ceci
de remarquable qu'elle relie l'invariant quantique, de nature combinatoire, à
l'invariant de Chern-Simons et à la torsion. Dit autrement, cette conjecture
permet de retrouver la géométrie des espaces de modules dans les invari-
ants quantiques de dimension 3, géométrie qui n'apparaissait plus dans la
dé�nition combinatoire des topologues.

La conjecture a été établie rigoureusement pour de nombreuses variétés
de Seifert, dans les travaux de L. Je�rey [Jef92], L. Rozansky [Roz96b],
[Roz95], [Roz96a], R. Lawrence et D. Zagier [LZ99], K. Hikami [Hik04], S.
Hansen et T. Takata [HT02], S. Hansen [Han05], J. Andersen [And11]. Ce
n'est pas un hasard si tous ces travaux traitent uniquement la géométrie de
Seifert. En e�et on dispose d'une description très concrète de ces variétés,
qui permet d'une part de comprendre en détail leurs espaces de modules et
d'autre part de calculer relativement facilement leurs invariants quantiques.
Notons cependant que même pour la géométrie de Seifert, la conjecture n'est
que partiellement établie car l'identi�cation de l'amplitude avec la torsion a
rarement été faite.

Suite aux travaux de B. Thurston, on pense que les variétés de dimension
3 les plus répandues sont hyperboliques. Comme aucune variété hyperbolique
n'a de �bration de Seifert, les articles cités ci-dessus sont loin de clore le sujet.
Une partie de mon travail dans ce domaine a été précisément de montrer cette
conjecture pour des variétés hyperboliques. Dans [Cha10a], j'ai traité le cas
de variétés qui sont des tores d'application de di�éomorphismes de surface
de genre > 2. En collaboration avec Julien Marché, dans les articles [CM11a]
et [CM11b], nous avons montré la conjecture pour des variétés obtenues par
chirurgie sur le noeud de 8. Ce sont les seules variétés hyperboliques pour
lesquelles la conjecture a été établie.

Conjecture généralisée aux variétés à bord

Dans chacune de mes contributions, un étape importante de la preuve
a consisté à établir une généralisation de la conjecture de Witten pour des
variétés X avec bord non vide Σ. Expliquons de quoi il retourne. La ques-
tion est de comprendre la limite semi-classique de Zk(X) ∈ Vk(Σ) considéré
comme une section holomorphe de la puissance k-ième du �bré de Chern-

un facteur k−n où n = 1
2

dimH0(X,AdP ). Ils expliquent aussi comment renormaliser la
torsion convenablement pour obtenir un scalaire. Lorsque H1(X,AdP ) 6= 0, la torsion
s'interprète comme un élément de volume de M(X), et selon L. Je�rey [Jef92], il su�t
alors de remplacer dans la conjecture la somme par une intégrale.
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Simons de M(Σ). Compte tenu de mes travaux sur la quanti�cation des
variétés kählerienne, la conjecture naturelle est que la suite (Zk(X), k ∈ N)
est un état lagrangien supporté par l'image de r : M(X) → M(Σ). Rap-
pelons qu'un état lagrangien se concentrant sur une variété lagrangienne Λ
est décrit au premier ordre par une section plate unitaire de la restriction du
�bré préquanti�ant à Λ et par une racine carré du �bré des éléments de vol-
ume de Λ, cf. chapitre 2.2. Ici, on dispose de candidats naturels fournis par
l'invariant de Chern-Simons et la torsion de Reidemeister. En e�et, la section
de r∗LCS qui envoie la classe de jauge d'une connexion a ∈ Ω1(X, g) sur la
classe de (a|Σ, exp(iCS(a))) où CS est la fonctionnelle de Chern-Simons, est
plate et unitaire. D'autre part, pour tout �bré G-principal P → X plat, l'es-
pace tangent à M(X) en [P ] est H1(X,AdP ). La torsion de Reidemeister
de P est un élément de volume du dual de H1(M,AdP ), bien dé�ni au signe
près.

Cette conjecture généralisée est compatible avec la formule (3.6) exp-
rimant comme un produit scalaire l'invariant d'une variété X obtenue en
recollant deux variétés X1 et X2 de même bord Σ,

X = X1 ∪Σ X2. (4.2)

En e�et, M(X) est le produit �bré de M(X1) → M(Σ) et M(X2) →
M(Σ). Et à supposer queM(X1) etM(X2) s'intersectent transversalement,
la torsion de Reidemeister de X se déduit par un argument du type Mayer-
Vietoris de celles de X1 et X2 par la même formule qui donne le terme
dominant du produit scalaire de deux états lagrangiens, cf. proposition 2.3.3
ou sa généralisation en dimension supérieure dans [Cha10d].

On peut de la sorte déduire la conjecture de Witten pour une variété
fermée X : on présente cette dernière comme une réunion de deux variétés
X1 et X2 pour lesquelles on sait établir la conjecture généralisée, puis on
calcule le produit scalaire de Zk(X1) et Zk(X2). Les décompositions qui
viennent à l'esprit sont

� les scindements de Heegaard,
� les mapping tore, et plus généralement les décompositions en livre ou-
vert,

� les chirurgies.
Par exemple, il est aisé de retrouver avec cette méthode l'asymptotique de
Witten pour les espaces lenticulaires qui avait été initialement obtenue par
L. Je�rey [Jef92], cf. chapitre 4.3. On peut voir ces espaces soit comme des
scindements de Heegaard de genre 1, ou bien de manière équivalente comme
les espaces obtenus par chirurgie sur le noeud trivial.
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En appliquant ce programme, on doit cependant faire face à plusieurs
di�cultés. Les espaces de modules de surfaces de genre supérieur à 2 ont des
singularités plus sérieuses que celles du type orbifold. On peut parfois intro-
duire des points marqués coloriés de sorte que ces singularités disparaissent,
mais en faisant cela on calcule des invariants quantiques de variétés muni
d'un entrelacs colorié.

Un autre problème est lié à l'espace de module de X. Comme cela a été
dit, la rigidité in�nitésimale de M(X) est utile pour énoncer la conjecture
de Witten. Mais elle intervient aussi dans la preuve à la dernière étape.
Précisément elle équivaut au fait que les projections de M(X1) et M(X2)
dansM(Σ) s'intersectent transversalement. Et sous cette hypothèse on peut
estimer facilement le produit scalaire de Zk(X1) et Zk(X2). On pense que
génériquement la rigidité in�nitésimale est véri�ée, malheureusement il n'y
a pas de résultat dans la littérature qui con�rme cela.

En�n, il convient de montrer que Zk(X1) et Zk(X2) véri�ent la conjec-
ture de Witten généralisée. Dans les cas que j'ai considérés, c'est relativement
simple pour l'une des deux variétés X1, X2. Et pour l'autre, cela découle de
résultats d'analyse microlocale, bien établis mais non triviaux : une exten-
sion du fait que la solution de l'équation de Schrödinger est donné par un
opérateur intégral de Fourier associé au �ot hamiltonien classique, ou une
caractérisation des solutions microlocales de TΨ = 0 pour T un opérateur
de Toeplitz. Remarquons que ces deux résultat présentent un phénomène de
transport.

Pour terminer, je résume les résultats que j'ai obtenus en appliquant ce
programme. Les énoncés précis sont donnés dans les parties suivantes.

Mes travaux sur les tores d'applications

Rappelons que pour toute surface Σ, l'on dé�nit une représentation pro-
jective du groupe modulaire Σ par automorphismes de Vk(Σ), dite représen-
tation quantique. Pour cela, on associe à chaque di�éomorphisme ϕ de Σ, son
cylindre d'application Σc

ϕ, puis l'endomorphisme Zk(Σc
ϕ) ∈ Vk(Σ ∪ Σ−) '

Vk(Σ)⊗ Vk(Σ)∗. Par ailleurs, l'espace des modulesM(Σc
ϕ) est le graphe du

symplectomorphisme deM(Σ) induit par ϕ. Ainsi la conjecture de Witten
généralisée dans ce cas est que Zk(Σc

ϕ) est un opérateur intégral de Fourier
associé à ce symplectomorphisme. Si maintenant Σϕ est le tore d'application
de ϕ, alors Zk(Σϕ) est la trace de Zk(Σc

ϕ). Donc on utilisera dans ce cas le
théorème 2.5.3 sur les traces des opérateurs intégraux de Fourier plutôt que
le théorème 2.3.3 sur l'estimation du produit scalaire d'états lagrangiens.

Dans l'article [Cha12], j'ai montré que Zk(Σc
ϕ) est un opérateur intégral
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de Fourier associé au symplectomorphisme induit par ϕ pour Σ de genre 1.
J'en ai déduit en appliquant le théorème 2.5.3 la conjecture de Witten pour
le tore d'application de ϕ, lorsque que ce dernier est hyperbolique. Ce résul-
tat étend celui de L. Je�rey du groupe SU(2) à tous les groupes compact
connexes et simplement connexes. Il faut noter que le genre 1 est très parti-
culier. L'espace Vk(Σ) admet des bases particulières dites bases de Verlinde,
dont les éléments sont des fonctions theta. On sait calculer explicitement
dans ces bases les Zk(Σc

ϕ) et on retrouve la représentation métaplectique de
Weil introduite dans le chapitre 1.5. En�n, l'hypothèse d'hyperbolicité de
ϕ correspond à l'hypothèse de transversalité dans le théorème 2.5.3. Dans
ce cas, le tore d'application Σϕ a la géométrie Sol, il n'est ni de Seifert ni
hyperbolique.

Dans l'article [Cha10a], j'ai considéré les représentations projectives dé�-
nis par N. Hitchin, cf. chapitre 3.5. Ici la surface Σ est de genre g > 2 et
l'on travaille avec le groupe SU(n). Les représentation quantiques sont des
représentations d'holonomie pour une connexion sur l'espace de Teichmüller.
J'ai montré en introduisant la correction métaplectique que l'on pouvait
relever ces représentations projectives en des représentations asymptotiques.
J'ai aussi montré que ces représentations se faisaient par opérateurs inté-
graux de Fourier. Pour cela j'ai appliqué une méthode similaire à la preuve
du théorème 2.5.2, qui montre que les solutions de l'équation de Schrödinger
sont donnés par des opérateurs intégraux de Fourier. En�n j'ai estimé la
trace de ces représentation par le théorème 2.5.3. Le résultat montre, sous
l'hypothèse de rigidité in�nitésimale, la conjecture de Witten pour les in-
variants Zk(Σϕ, L, c), où ϕ est un di�éomorphisme de Σ préservant un point
p ∈ Σ, et L ⊂ Σϕ est le cercle {p}ϕ colorié par un générateur c du centre de
SU(n). Les résultats sont énoncés en détail dans le chapitre 4.2.

L'idée de déduire la conjecture de Witten généralisée de la formule de
Lefschetz était déjà présente dans la thèse de L. Je�rey, puis celle de J. An-
dersen. Elle a d'ailleurs été appliquée avec succès dans l'article [And11] pour
les di�éomorphismes d'ordre �ni. Dans ce cas précis, le tore d'application ad-
met alors une �bration de Seifert. De plus, il n'est pas nécessaire d'introduire
la connexion de Hitchin ou les opérateurs intégraux de Fourier. En e�et un
di�éomorphisme ϕ d'ordre �ni préserve une structure complexe de Σ et donc
Zk(Σ

c
ϕ) se dé�nit simplement comme l'application d'image directe par ϕ. Il

est intéressant de constater que pour passer de la géométrie de Seifert à la
géométrie hyperbolique, il nous faut utiliser des outils plus puissants fournis
par l'analyse microlocale.
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Mes travaux sur les complémentaires de noeud

Le cas des chirurgies sur les noeuds a été l'objet d'une collaboration
avec Julien Marché. Ici on dispose de nombreux résultats autant sur les in-
variants quantiques que sur les variétés de caractères, ce qui donne plus de
consistance à notre recherche. Une partie importante de nos travaux a con-
sisté à énoncer une forme très précise de la conjecture généralisée pour les
complémentaires de noeud, en distinguant la contribution des représenta-
tions centrales, abéliennes et irréductibles. Ainsi pour tout noeud K, nous
prédisons le comportement asymptotique de l'invariant Zk(EK) du complé-
mentaire EK , en tout point de l'espace des modules du tore périphérique Σ.
Il est important de noter que Zk(EK) est déterminé par les polynômes de
Jones coloriés de K. De la sorte, la conjecture généralisée explique comment
les polynômes de Jones coloriées encodent l'espace des modules M(EK),
l'application de restrictionM(EK)→M(Σ), sa torsion de Reidemeister et
la section de Chern-Simons. 2

De plus nous avons montré que cette conjecture généralisée implique la
conjecture de Witten pour les variétés obtenues par chirurgie de Dehn sur ce
noeud pour peu que l'hypothèse de rigidité in�nitésimale soit véri�ée. Nous
avons aussi mis en évidence des relations entre notre conjecture et deux
autres conjectures bien connues : la conjecture de Melvin-Morton-Rozansky
(MMR) et la conjecture AJ. Plus précisément, la conjecture MMR découle de
la conjecture généralisée en estimant le produit scalaire de Zk(EK) avec un
état bien choisi. On retrouve de la sorte la version analytique de la conjecture
MMR qui a été montré par S. Garoufalidis et T. Le dans [GL05] 3. D'autre
part, la caractérisation du microsupport par les opérateurs elliptiques permet
d'interpréter le fait que le microsupport de Zk(EK) soit contenu dans l'image
deM(EK)→M(Σ) comme une version géométrique de la conjecture AJ.

Une deuxième partie de nos travaux a consisté à démontrer cette con-
jecture généralisée pour le noeud de huit. Pour la preuve nous avons établi
des relations aux q-di�érence satisfaites par les polynômes de Jones coloriés
du noeud de 8 et déduit des équations véri�ées par Zk(EK) où intervien-
nent des opérateurs de Toeplitz. La conjecture découle alors essentiellement
du théorème 2.3.1 qui caractérise les solutions locales de TΨ = 0 où T est
un opérateur de Toeplitz. Nous avons ensuite déduit la conjecture de Wit-

2. ceci n'est pas sans rappeler la célèbre conjecture du volume qui prédit que l'on
peut extraire des polynômes de Jones coloriés le volume d'un complémentaire de noeud
hyperbolique.

3. Une version formelle de la conjecture MMR avait été établie précédemment par D.
Bar Natan et S. Garoufalidis [BNG96]
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ten pour la plupart des variétés obtenues par chirurgie sur le noeud de huit.
Grâce aux progrès récents sur les relations aux q-di�érences réalisés par T. Le
et A. Tran [LT11], nous pouvons espérer généraliser notre preuve à d'autres
famille de noeuds.

En�n, dans l'article [Cha11], j'ai véri�é la conjecture généralisée pour
les noeuds toriques. Ces noeuds présentent quelques caractéristiques intéres-
santes. Par exemple, lorsque l'on projette M(EK) sur M(Σ) où Σ est le
tore périphérique, il arrive que plusieurs composantes connexes de M(EK)
se chevauchent en partie. Par contre leurs invariants de Chern-Simons sont
en déphasage. Tout ceci se retrouve dans l'asymptotique de Zk(EK). Il faut
aussi noter que ma preuve est relativement élémentaire en ce sens qu'elle
n'utilise pas les techniques de l'analyse microlocale. Il n'y a là rien de très
surprenant car les noeuds toriques relèvent surtout de la géométrie de Seifert.

4.2 Cylindres et tores d'applications

Comme dans le chapitre 3.5, considérons une surface compacte Σ de genre
> 2 avec un bord connexe et deux entiers 1 6 d < n premiers entre eux.
L'espace des modulesMn,d(Σ), formés des �brés principaux SU(n) plats sur
Σ dont l'holonomie le long du bord est exp(2iπd/n) id, admet une structure
symplectique et un �bré préquanti�ant L. Soit Σ̄ la surface fermée obtenue
en recollant Σ et un disque D le long de leur bord. Toute structure complexe
de Σ̄ induit une structure complexe surMn,d(Σ). Soit l'espace quantique

Hk := H0(Mn,d(Σ),O(Lk)), k ∈ N∗.

correspondant à une de ces structures complexes. D'après N. Hitchin [Hit90],
pour tout k, on a une représentation projective naturelle du groupe modulaire
étendu Mod(Σ) = π0(Diff+(Σ, ∂Σ)),

ρk : Mod(Σ)→ GL(Hk,σ0)/C∗.

Au vu des résultats sur la quanti�cation des symplectomorphismes du chapitre
2.5, on espère relever cette représentation projective à une représentation
d'une extension �nie de Mod(Σ) dans la limite semi-classique. C'est possi-
ble.

Tout d'abord,Mn,d(Σ) admet une structure métaplectique µ.Mn,d(Σ)
étant simplement connexe, µ est unique à isomorphisme près et le groupe
des automorphismes de µ relevant un symplectomorphisme est un revêtement
double du groupe des symplectomorphisme des Mn,d(Σ). Le groupe mod-
ulaire étendu Mod(Σ) agissant par symplectomorphisme sur cet espace de
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modules, on en déduit une extension M̃od(Σ) de Mod(Σ) par Z/2Z. Notons
p la projection de M̃od(Σ) sur Mod(Σ).

Théorème 4.2.1 ([Cha10a]). Il existe une famille d'application

ρ̃k : M̃od(Σ)→ GL(Hk,σ0), k ∈ N∗

telle que pour tout g ∈ M̃od(Σ), [ρ̃k(g)] = ρk(p(g)) et pour tout g, h ∈
M̃od(Σ),

ρ̃k(g)ρ̃k(h) = ck(g, h)ρ̃k(gh)

avec (ck(g, h)) une suite de nombre complexe qui vaut 1 + O(k−1) lorsque
k →∞.

Démonstration. On considère la connexion de Hitchin avec correction méta-
plectique qui a été introduite dans [AGL12]. Ici la correction métaplectique
revient à remplacer k par k − 1, car l'inverse du �bré de Chern-Simons est
un �bré de demi-forme. Dans [Cha10a] j'ai montré que cette connexion de
Hitchin avec correction métaplectique coïncidait avec la connexion de Hitchin
à un facteur près. On prouve ensuite que la courbure de cette connexion est
un O(k−1). Ce calcul repose sur une élimination miraculeuse particulière à
la correction métaplectique qui avait déjà été observée dans [Cha07]. Les es-
timations semi-classique de courbures, sans correction métaplectique et donc
sans élimination miraculeuse, remontent elles aux travaux de T. Foth et A.
Uribe [FU07].

Le deuxième résultat que je démontre concerne l'asymptotique de la trace
des opérateurs ρ̃k(g) lorsque k tend vers l'in�ni, pour un élément donné

h ∈ M̃od(Σ). Introduisons les di�érents termes qui apparaissent dans le
développement asymptotique.

Soit ϕ un di�éomorphisme de Σ �xant ∂Σ et représentant p(h). Notons
Σϕ le tore d'application de ϕ,

Σϕ := (Σ× R)/(x, t+ 1) ∼ (ϕ(x), t)

Plongeons le bord de Σ dans Σϕ par l'application x → [s, 0]. Considérons
l'espace des modules Mn,d(Σϕ) formé des classes d'isomorphisme de �brés
plats SU(n)-principaux de base Σϕ et dont l'holonomie le long de ∂Σ est
exp(2iπd/n).

Étendons ϕ à Σ̄ par l'identité sur D. Alors Σ̄ϕ est une variété fermée
contenant Σϕ. Pour tout P ∈Mn,d(Σϕ), le �bré associé à P par la représen-
tation adjointe de SU(n) est un �bré plat dont l'holonomie le long de ∂Σ
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est triviale. Il s'étend donc en un �bré plat sur Σ̄ϕ que nous notons (adP ).
On montre que l'espace tangent au sens de Zariski de Mn,d(Σϕ) en P est
le groupe H1(Σ̄ϕ, adP ). Si cet espace est réduit à 0, alors P est isolé dans
Mn,d(Σϕ).

Introduisons les invariants de Chern-Simons des éléments deMn,d(Σϕ).
Ceci nécessite quelques précautions car Σϕ n'est pas fermé. Le bord de Σϕ

est le tore T = (∂Σ)× (R/Z). Pour tout a ∈ Ω1(Σϕ, su(n)), introduisons

CS(a) =
1

4π

∫
Σϕ

tr(da ∧ a+
2

3
a3).

Il est faux que que la classe modulo 2π de CS(a) ne dépende que de la classe
de jauge de a. Par contre �xons un di�éomorphisme ∂Σ ' R/Z de sorte que
T = (R/Z)2 3 (x, y). Pour tout P ∈ Mn,d(Σϕ), il existe a ∈ Ω1(Σϕ, su(n))
représentant P et dont la restriction au bord est de la forme pdx+ qdy avec
p, q ∈ su(n). On montre alors que la classe modulo 2πZ de nϕ(P ), où

ϕ(P ) := CS(a) +
1

4π
tr(pq), (4.3)

ne dépend pas du choix de a.

Théorème 4.2.2 ([Cha10a]). Supposons que pour tout P ∈ Mn,d(Σϕ), le
premier groupe de cohomologie H1(Σ̄ϕ, adP ) soit trivial. Alors

tr
(
ρ̃k(g)

)
=

1

n

∑
P∈Mn,d(Σϕ)

im(g,P ) ein(k+1)ϕ(P ) |τ(adP )|1/2 +O(k−1)

où pour tout P ∈Mn,d(Σϕ),
� ϕ(P ) est dé�ni dans l'équation (4.3),
� τ(adP ) est la torsion de Reidemeister du �bré vectoriel plat adP →

Σ̄ϕ,
� m(g, P ) ∈ Z/4Z.

Le résultat est en accord avec la conjecture de Witten, la trace de ρ̃k(g)
représentant l'invariant quantique de Σϕ muni du cercle t → [x0, t] ∈ Σϕ

colorié par exp(2iπd/n).
On peut en fait énoncer un résultat plus général où on ne suppose pas

la rigidité in�nitésimale H1(Σϕ, adP ) = 0 pour tout P . Pour cela il nous
faut introduire quelques notations supplémentaires. L'endomorphisme ρ̃k(g)
de Hk admet un noyau au sens de Schwartz, sa restriction à la diagonale
s'identi�e à une fonction que nous noterons x→ ρ̃k(g)(x). Nous avons

tr
(
ρ̃k(g)

)
=

∫
Mn,d(Σ)

ρ̃k(g)(x) µ(x)
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où µ est la mesure de Liouville deMn,d(Σ).
D'autre part, notons j l'injection de Σ dans Σϕ donnée par j(x) = [x, 0].

Notons p l'application de Mn,d(Σϕ) dans Mn,d(Σ), qui envoie F sur j∗F .
Chaque �bre de cette application contient n points.

Théorème 4.2.3 ([Cha10a]). Soit f ∈ C∞(Mn,d(Σ)). Si le support de f ne
rencontre pas p(Mn,d(Σϕ)), alors∫

Mn,d(Σ)
f(x)ρ̃k(g)(x) µ(x) = O(k−∞)

Si pour tout P ∈ p−1(Supp(f)), H1(Σϕ, adP ) = 0, alors∫
Mn,d(Σ)

f(x)ρ̃k(g)(x) µ(x) =

1

n

∑
P∈p−1(Supp(f))

im(g,P ) ein(k+1)ϕ(P ) |τ(adP )|1/2f(P ) +O(k−1)

où m(g, P ), ϕ(P ) et τ(adP ) sont dé�nis comme dans le théorème 4.2.2.

Pour prouver les deux théorèmes précédents, on montre dans un premier
temps que pour tout h ∈ M̃od(Σ), la famille des ρ̃k(h), k ∈ N∗ est un
opérateur intégral de Fourier associé à l'action de h sur l'espace des module
Mn,d(Σ). La preuve de ce résultat consiste à intégrer l'équation de transport
parallèle pour la connexion de Hitchin, de la même manière que l'on résout
l'équation de Schrödinger avec des opérateurs intégraux de Fourier. Ensuite
on applique le théorème 2.5.3 ou sa version locale pour estimer la trace.
Il reste alors à interpréter les di�érents termes du résultat en fonction des
invariants du tore d'application Σϕ. Les détails sont contenues dans l'article
[[Cha10a]].

4.3 Complémentaire de noeud

Commençons par énoncer le résultat démontré avec J. Marché. Si X
est une variété, l'espace de modules M(X) s'identi�e aux classes de con-
jugaisons des morphismes π1(X) → G. On note Mirr(X) et Mab(X) les
parties de M(X) formées respectivement des représentations irréductibles
ou abéliennes non-centrales.

Théorème 4.3.1 ([CM11b]). Soit (p, q) ∈ N × Z deux entiers premiers
entre eux avec p qui n'est pas divisible par 4. Soit X la variété obtenue par la
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chirurgie de paramètre (p, q) sur le noeud de huit. Supposons que pour tout
ρ ∈ Mirr(X), H1(X,Adρ) = 0. Alors l'invariant de Reshetikhin-Turaev de
X véri�e

Zk(X) =
∑

ρ∈Mirr(X)

eim(ρ)π
4 (T(ρ))

1
2

2
e2iπkCS(ρ)

+
∑

ρ∈Mab(X)

eim(ρ)π
4 (T(ρ))

1
2

2
1
2

k−
1
2 e2iπkCS(ρ) +O(k−1)

où pour tout ρ ∈ M(X), m(ρ) est un entier, T(ρ) est la torsion de Reide-
meister de ρ et CS(ρ) l'invariant de Chern-Simons de ρ.

Il est facile de voir que l'hypothèse de rigidité in�nitésimale est véri�ée
pour une famille in�nie de pentes p/q. Comme l'ont démontré ensuite J.
Marché et G. Maurin, l'ensemble des couples (p, q) qui ne véri�ent pas cette
condition, est �ni. Il n'est d'ailleurs pas exclu que cet ensemble soit vide.

Expliquons les grandes lignes de la preuve du théorème. Considérons un
noeud K de la sphère S3. Soit N un voisinage tubulaire de K, EK le com-
plémentaire de N et Σ = ∂N le tore périphérique. On appelle état du noeud
le vecteur Zk(EK) ∈ Vk(Σ). Notons µ, λ ∈ H1(Σ) les classes d'homologie
d'un méridien et d'une longitude de K. Le remplissage de Dehn de EK de
paramètre (p, q) est

X = EK ∪φ (D2 × S1)−

où φ : ∂D2 × S1 → Σ est un homéomorphisme préservant l'orientation qui
envoie la classe de ∂D2 sur pµ+ qλ. Par conséquent, nous avons

Zk(X) =
〈
Zk(EK), Zk(D

2 × S1)
〉
Vk(Σ)

(4.4)

où l'on identi�e le bord de D2×S1 avec Σ par φ de sorte que Zk(N) ∈ Vk(Σ).
Ici, Vk(Σ) et les vecteurs Zk(EK), Zk(D2 × S1) sont dé�nis comme dans le
chapitre 3.4. Nous avons volontairement omis le facteur correctif provenant
de l'anomalie, l'égalité ci-dessus est véri�ée à une puissance de τk près.

Quanti�cation géométrique de M(Σ)

Pour calculer ce produit scalaire, nous allons réaliser Vk(Σ) comme la
quanti�cation géométrique de M(Σ). L'espace de module M(Σ) s'identi�e
à l'espace des classes de conjugaisons de morphisme de π1(Σ) dans G. Ici
π1(Σ) ' Z2, et l'on déduit queM(Σ) est le quotient d'un tore de dimension
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2. Plus précisément, notons E = H1(Σ,R), R = H1(Σ,Z) et π l'application
de E/R dansM(Σ) dé�nie pour tout x ∈ E par

π([x])(γ) = exp((γ · x)D)

où le point · désigne le produit d'intersection et D est la matrice diagonale
de coe�cients 2iπ, −2iπ. Alors π se factorise en une bijection de (E/R)/Z2

surM(Σ), où Z2 agit par ± id.

0 λ/2

µ/2

Figure 4.1 � L'orbifoldM(Σ)

Ainsi M(Σ) hérite d'une structure d'orbifold, son espace topologique
sous-jacent étant une sphère, cf. �gure 4.1.M(Σ) a quatre points singuliers
qui correspondent aux représentations centrales.

En multipliant le produit d'intersection de E = H1(Σ,R) par 4π, on ob-
tient une forme antisymétrique sur E et le quotient E/R hérite d'une forme
symplectique de volume 4π. Comme nous l'avons vu dans le chapitre 1.5, on
a un �bré préquanti�ant naturel L → E/R. Ce �bré préquanti�ant s'iden-
ti�e à π∗LCS, où LCS → M(Σ) est le �bré de Chern-Simons. Introduisons
une structure complexe linéaire sur E et une droite de demi-formes δ. No-
tons Hk l'espace des sections holomorphes de Lk ⊗ δ → E/R. On dé�nit la
quanti�cation de (E/R)/Z2 comme étant le sous-espace Halt

k de Hk, formé
des sections alternées, i.e. véri�ant

f(−x) = −f(x).

Notons que Halt
k s'identi�e à l'espace des sections holomorphes d'un �bré sur

l'orbifold (E/R)/Z2.
Reste à identi�er Vk(Σ) et Halt

k . Donnons nous une base (µ′, λ′) de R.
Comme nous l'avons vu dans le chapitre 1.5, (µ′, λ′) détermine une base (Ψ`)
de Hk véri�ant (1.8) et (1.9). Alors la famille

(Ψ` −Ψ−`, ` = 1, . . . , k − 1)
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est une base de Halt
k . D'autre part, introduisons le tore solide N , remplissage

de Dehn de Σ dans lequel µ′ se contracte. Soit L le noeud en bande de N
obtenu en épaississant λ′ dans Σ et en le poussant dans N . Alors les vecteurs
Zk(N,L, `), ` = 1, . . . , k−1, forment une base de Vk(Σ), dite base de Verlinde
associée à (µ′, λ′). On identi�e Vk(Σ) et Halt

k de sorte que

Zk(N,L, `) =
1√
2

(Ψ` −Ψ−`), ∀ ` = 1, . . . , k − 1.

Cette identi�cation est naturelle, en ce sens qu'elle ne dépend pas du choix de
la base (µ′, λ′) à un facteur exp(iπ(n4 + n′

2k )) près 4, cf. théorème de [CM11a].

États des tores solides

Il est facile de déduire des formules explicites donnant les fonction thetas,
que (Zk(N) = Zk(N,L, 1)) est un état lagrangien supporté par le segment
I = {[xµ′]/ x ∈ R}. Comme on s'y attend, I est l'image de la restriction
M(N)→M(Σ). De plus, pour tout x ∈ R,

Zk(N)(xµ′) = ei
π
4
m
( k

2π

)1/4
tk(xµ′)

√
2 sin(2πx)Ωµ′ +O(k−3/4)

où t est la section plate de LCS → I qui vaut 1 en l'origine, Ωµ′ ∈ δ est tel
que Ω2

µ′(µ
′) = 1.

Si on choisit µ′ = pµ+ qλ, on déduit que le vecteur Zk(D2×S1) entrant
dans le produit scalaire (4.4) est un état lagrangien. Si K est le noeud trivial
et donc EK un tore solide, alors en choisissant µ′ = λ, on déduit que Zk(EK)
est aussi un état lagrangien. On peut alors estimer le produit scalaire (4.4)
avec la proposition 2.3.3, cf. �gure 4.2.

Dans ce cas, les variétés obtenues par chirurgie sont les espaces lentic-
ulaires, et on retrouve la formule asymptotique démontrée par L. Je�rey
[Jef92]

Zk(L(p, q)) ∼ i
√

2

p
k−1/2

p−1∑
`=1

e
2iπ q`

2

p
k

sin
(2πq`

p

)
sin
(2π`

p

)
pour p > q > 1.

4. En fait, la base (Ψ`) est seulement déterminée à un signe près, et la base de Verlinde
à une puissance de τk près.
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0

µ/2

λ

E/R

I1 = {[xλ]/ x ∈ R}

I2 = {[x(pµ+ qλ)]/ x ∈ R)}

Figure 4.2 � Intersection lagrangienne donnant l'espace lenticulaire L(2, 3)

Asymptotique des états de noeud

Supposons maintenant que K est noué. On souhaite montrer un résul-
tat similaire pour le vecteur Zk(EK) appelé état du noeud. Commençons
par décrire M(EK) et l'application de restriction r : M(EK) → M(Σ).
Rappelons que H1(EK) est cyclique engendré par la classe du méridien. Par
conséquence l'espaceMab(EK), formé des classes des représentations abéli-
ennes de M(EK), est un segment. De plus la restriction de r à Mab(EK)
est un plongement d'image le segment {[xλ]/ x ∈ R}, cf. �gure 4.3.

r
Mab(EK)

Figure 4.3 �Mab(EK) et l'application r

Le complémentaire Mirr(EK) de Mab(EK) varie considérablement en
fonction du noeud. C'est d'ailleurs un résultat di�cile de P. Kronheimer et
T. Mrowka [KM04] que Mirr(EK) est non-vide dès que le noeud est noué.
Lorsque K est le noeud de huit,Mirr(EK) est un cercle et la restriction de
r àMirr(EK) est un plongement avec un point double qui appartient aussi
à l'image deMab(EK), cf. �gure 4.4.

Lorsque K est un noeud torique de paramètres a, b, Mirr(EK) est réu-
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r

Mirr(EK)

Mab(EK)

Figure 4.4 �M(EK) pour le noeud de huit

nion disjointe de (a − 1)(b − 1)/2 intervalles ouverts. Les extrémités de ces
intervalles sont des points distincts deMab(EK). La restriction de r à chaque
composante connexe deMirr(EK) est un plongement, les images de ces dif-
férents intervalles peuvent se superposer, cf. les �gures 4.5 et 4.6 pour le
noeud de trè�e et le noeud torique (2, 5).

Mirr(EK)

Mab(EK)

r

Figure 4.5 �M(EK) pour le noeud de trè�e

Théorème 4.3.2 ([CM11a], [CM11b], [Cha11]). Soit K le noeud de 8 ou
bien un noeud torique. Pour tout point x ∈M(Σ), nous avons

� si x /∈ r(M(EK)), Zk(EK)(x) = O(k−∞).
� si r−1(x) = {ρ1, . . . , ρN} et ρj irréductible pour tout j, alors

Zk(EK)(x) ∼
∑

j=1,...,N

eimjπ/4k3/4

√
T(ρj)

4π3/4
e2iπkCS(ρj)

où les mj sont des entiers.
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Mirr(EK)

Mab(EK)

r

Figure 4.6 �M(EK) pour le noeud torique (2, 5)

� si r−1(x) = {ρ} et ρ abélienne régulière, alors

Zk(EK)(x) ∼ eimπ/4k1/4

√
T(ρ)

23/2π3/4
e2iπkCS(ρ)

avec m un entier.

Le résultat que nous avons démontré est en fait plus précis : il dit que
Zk(EK) est un état lagrangien supporté par r(M(EK)) au sens du chapitre
2.2. Une con�rmation du résultat est fournie par des simulations numériques,
cf. �gure 4.7 que l'on comparera avec les �gures 4.4, 4.5 et 4.6.

Figure 4.7 � norme ponctuelle de Zk(EK) pour k = 100 et K le noeud de
huit, le noeud de trè�e et le noeud torique (2,5)
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Dans le cas du noeud de huit, le théorème précédent donne l'asymptotique
de Zk(EK) en tout point excepté le point triple r(Mab(EK))∩r(Mirr(EK)).
On en déduit le théorème 4.3.1, i.e. la conjecture asymptotique de Witten
pour presque toute variété X obtenue par chirurgie sur le noeud de huit.
Pour cela on estime le produit scalaire (4.4) grâce à la proposition 2.3.3. Par
le théorème de Van Kampen, le groupe fondamental de X est le quotient du
groupe fondamental de EK par le sous-groupe engendré par un lacet de classe
d'homologie pµ+ qλ. Par conséquent, l'espace des moduleM(X) s'identi�e
à

{ρ ∈M(EK)/ r(ρ) ∈ I}
où I est le segment [(pµ + qλ)R]. On suppose que p n'est pas divisible par
4 a�n que le point r(Mab(EK)) ∩ r(Mirr(EK)) n'appartienne pas à I. Sous
cette hypothèse M(X) est en bijection avec r(M(EK)) ∩ I, cf. �gure 4.8.
L'hypothèse de rigidité in�nitésimale est équivalente au fait que r(Mirr(EK))

I

r(Mirr(EK))

r(Mab(EK))

Figure 4.8 � Chirurgie sur le noeud de huit de pente 1/3

intersecte transversalement I. Si elle est véri�ée, on peut appliquer la propo-
sition 2.3.3. Grâce au théorème de Mayer-Vietoris, on calcule la torsion de
Reidemeister d'une représentation ρ de π1(X) en fonction de la torsion de
Reidemeister de la restriction de ρ à π1(EK). De même l'invariant de Chern-
Simons de X se déduit de celui de la restriction de ρ à EK .

Le noeud de huit

Expliquons la preuve du théorème 4.3.2 pour le noeud de huit. De l'équa-
tion (3.6), on déduit les coe�cients de Zk(EK) dans la base de Verlinde
associée à (µ′, λ′) := (µ, λ) :

Zk(EK) =

√
2

k
sin(π/k)

∑
`=1,...,k−1

JK` (−eiπ/2k)Zk(N,L, `),
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où les JK` sont les polynômes de Jones coloriés de K. Dans le cas des noeuds
toriques ou du noeud de 8, on sait calculer explicitement ces polynômes
[Mor95], [Hab02]. Par exemple pour le noeud de 8,

J8
n =

∞∑
m=0

{n+m}!
{1}{n−m− 1}!

où l'on note pour tout entier n, {n} := t2n − t−2n et {n}! = {1} . . . {n}. A
partir de ces formules, on montre que les polynômes de Jones véri�ent des
relations aux q-di�érences :

P (M,L, t)JKn = 0 (4.5)

IciM et L sont les endomorphismes de l'espace
(
C[t±1]

)Z
donnés par

(Mf)n = t2nfn, (Lf)n = fn+1.

De plus P est une fonction polynomiale de M, L et t. Une telle relation
implique que l'état du noeud Zk(EK) ∈ Halt

k véri�e :

P (M,L, e−iπ/k)Zk(EK) = 0 (4.6)

où M et L sont les opérateurs de Hk donnés dans la base (Ψ`) par

MΨ` = ei
π`
k Ψ`, LΨ` = Ψ`−1.

D'après le théorème 2.1.3, P (M,L, e−iπ/k) est un opérateur de Toeplitz de
symbole principal

σ([xµ+ yλ]) = P (e−2iπy, e−2iπx, 1).

Par un raisonnement d'ellipticité, on déduit que si σ(z) 6= 0 pour un certain
z, alors Zk(EK)(z) = O(k−∞). Donc pour montrer le premier point du
théorème 4.3.2, il su�t d'exhiber pour chaque point z /∈ r(M(EK)) une
relation aux q-di�érence telle que le symbole σ ne s'annule pas en z, ce que
nous avons fait dans [CM11a] pour le noeud de huit. 5

5. D'après un résultat de S. Garoufalidis et Thang Lê [GL05], tout noeud admet au
moins une relation aux q-di�érence homogène. Par contre, il est di�cile de donner explicite-
ment de telles relations. La conjecture AJ relie ces relations à la variété des caractères
Sl(2,C) de l'extérieur du noeud. Cette conjecture a été énoncée et véri�ée dans le cas du
noeud de huit par S. Garoufalidis dans [Gar04]. On peut en fait interpréter le premier
point du théorème 4.3.2 comme une variante lisse de la conjecture AJ , cf. la discussion du
chapitre 5.8 de [CM11a]. Cependant, les relations aux q-di�érence utilisées dans [Gar04]
ne sont pas su�santes pour montrer notre résultat.



4.3. COMPLÉMENTAIRE DE NOEUD 79

Pour obtenir l'asymptotique de Zk(EK) sur r(M(EK)), nous avons aussi
utilisé des équations aux q-di�érences, avec un second membre cette fois ci.
Comme précédemment on en déduit une équation satisfaite par Zk(EK). Par
exemple, pour le noeud de huit, nous avons :

QkZk(EK) = RkZ
0
k (4.7)

avec

Qk =(q−1M2 − qM−2)L+ (qM2 + q−1M−2)L−1

+ (M2 −M−2)(−M4 −M−4 +M2 +M−2 + q2 + q−2),

Rk =(M5 +M−5 +M3 +M−3 − (q2 + q−2)(M +M−1))

où q = e−2iπ/k. Ici Z0
k est le premier vecteur de la base de Verlinde associée

à la base (λ,−µ). Nous savons que Z0
k est un état lagrangien supporté par

r(Mab(EK)) et nous connaissons son symbole principal. En inversant (Qk)
au voisinage des points où son symbole principal σ(Qk) ne s'annule pas, on
obtient l'asymptotique de l'état du noeud le long de r(Mab(EK)). Il s'agit
d'un état lagrangien dont le symbole principal s'obtient en multipliant celui
de Zk0 par la restriction de σ(RK)/σ(Qk) à r(Mab(EK)). On reconnaît alors
la torsion qui dans le cas abélien s'exprime très facilement en fonction du
polynôme d'Alexander du noeud.

L'asymptotique de l'état du noeud de huit sur la partie irréductible se
déduit aussi de l'équation (4.7). Si U est un voisinage su�samment petit
d'une des composantes connexes de r(Mirr(EK))\r(Mab(EK)), la restriction
du symbole de Qk à U s'annule exactement sur r(Mirr(EK)) et l'état Z0

k

est négligeable sur U . On déduit du théorème 2.3.1 que la restriction de
Zk(EK) à U est un état lagrangien dont le symbole principal véri�e une
équation de transport. Nous avons montré que la torsion de Reidemeister du
noeud de huit véri�e cette équation de transport. Ceci implique le deuxième
point du théorème à une constante multiplicative près. Pour déterminer cette
constante, nous avons utilisé l'équation (4.4) et l'asymptotique du théorème
4.3.1 lorsque p/q = 1 qui a été établi par K. Hikami dans [Hik05].

Les noeuds toriques

Lorsque K est un noeud torique, une di�culté est que r(M(EK)) n'est
pas fermé pour la topologie de Zariski alors les relations aux q-di�érences
sont par dé�nition polynomiales. Donc il faut une idée supplémentaire pour
démontrer le premier point du théorème 4.3.2. La deuxième partie de la
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preuve précédente pose aussi problème. Plus précisément, si K est le noeud
torique de paramètre (a, b), Zk(EK) véri�e l'équation (4.7) avec cette fois ci

Qk = id−(q−1M)−2abL−2, Rk =
4∑
i=1

εiq
εi(q−1M)−ab+pi

où (εi, pi) = (1,−a−b), (−1,−a+b), (1, a+b), (−1, a−b) pour i = 1, 2, 3, 4.
Comme précédemment, le second membre RkZ0

k est un état lagrangien sup-
porté par le cercle D0 = [λR] ⊂ E/R. Le lieu caractéristique C, ensemble
des zéros du symbole principal de Qk, est la réunion des deux cercles Dab et
Dab + 1

2abλ où Dab = [(abµ− λ)R], cf. �gure 4.9.

0

µ/2

λ

E/R

D0

Dab

Dab + 1
2abλ

Figure 4.9 � Lieu caractéristique C et D0

On en déduit que l'état du noeud est négligeable en dehors de tout point
de C∪D0. En inversant localement Qk, on trouve l'asymptotique de Zk(EK)
au voisinage des points de D0 \ C. De plus sur chaque composante connexe
de C \ D0, Zk(EK) est déterminé à une constante multiplicative près par
l'équation (4.7) grâce au théorème 2.3.1.

A chaque point d'intersection du lieu caractéristique et de D0, l'état se
recompose d'une manière dépendante du second membre RkZ0

k .
Pour bien décrire ces transitions et démontrer le théorème 4.3.2, il con-

vient en fait de travailler avec le réseau R′ de base (2(abµ− λ), λ). La quan-
ti�cation de E/R′ contient comme sous-espace Hk et en réécrivant l'équation
(4.7), on arrive à la résoudre exactement de façon complètement élémentaire
sans utiliser la théorie des opérateurs de Toeplitz. Les détails sont dans l'ar-
ticle [Cha11].
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