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1 Equations linéaires et affines dépendant du temps

1.1 Le cas linéaire

Soient E un espace de Banach, I un intervalle et A : I — L(E) une
application continue. Considérons 1’équation linéaire :

u: I — E dérivable telle que u/'(t) = A(t)u(t), Vt € I (1)

Observons que A étant continue, toute solution u est de classe C'. De plus
l'espace des solution est un sous-espace vectoriel de C1(I, E).

Théoréme 1.1.1. Pour tout tg € I et 9 € E, a une unique solution u
vérifiant u(to) = xo. De plus st M = sup,c; || A(s)|| est fini, alors pour tout
tel, lona
Ju()l] < =M ). 2)
Démonstration. 1.Sit — A(t) est constante égale a A, alors u(t) = e(t=10) 4z,
est solution. Pour voir qu’elle est unique, considérer une autre solution v et
dériver e *Au(t).
2. Si la dimension de FE est 1, alors A(t) = a(t)idg avec a(t) € R. Alors

u(t) = xg exp (/t a(s) ds) (3)

est solution. Pour montrer I'unicité, dériver v(t)e fig o) % On peut essayer
de généraliser en dimension supérieure, mais cela échoue. En effet il
est faux que la dérivée de 'application exponentielle de £(FE) en A soit
B — Bel.

3. Pour traiter le cas général, on transforme I’équation différentielle en
une équation intégrale. Soit S ’endomorphisme de C(1, E') défini par

t
(Su)(t) = | A(s)u(s) ds

to

Alors nous avons ’équivalence
(u verifie (1)) et u(ty) =x9) < xo+Su=u

En effet, si u est solution de (L), elle est de classe C! et donc u(t) = u(to) +
ftto u'(s) ds = u(tg) + (Su)(t). La réciproque est immédiate.



4. Pour résoudre xg + Su = wu, il suffit de montrer que id —S est inver-
sible est de poser u = (id —S) (). Supposons I fermé et borné. On munit
C(I,E) de la norme sup et L(C(I,E)) de la norme associée. Ces deux es-
paces sont des espaces de Banach car E en est un. Pour montrer que id —S
est inversible, il suffit alors de montrer que la série de Neumann ) S™ est
normalement convergente. Montrons par récurrence sur n que

sl < LAy, @

avec |lul|; = supser ||u(t)|| et M = sup,c; ||A(t)||. Pour cela, on écrit avec
t> 1o

t
IS ) (Bl </t A 1(S™u)(s)]| ds

41 t Mlt — n+1
<Mn n‘HuHI/ (‘t*tUDn ds — ( ‘t t0|)
: t

[l z
o (n+1)!

ot ’on a utilisé 'hypothése de récurrence (4f) & la deuxieme ligne. On raisonne
de méme si t < tg.

D’apres (@), lon a ||S™|| < (M£)"/n! avec £ la longueur de I. Ceci établit
la convergence normale de ) S™. Donc 'unique solution de vérifiant
u(ty) = x¢ est donné par

[e.e]

u(t) =Y (S"zo)(t),  Vtel

n=0

Et I'on déduit a nouveau par (4)) que ||u(t)]| < eMlt=tol||zq||.

5. Pour traiter le cas d’un intervalle I quelconque, on introduit deux suites
réelles (ay) et (by) telles que a,, < to < by, (an) converge en décroissant vers
inf I, (b,) converge en croissant vers supI. Si inf I est dans I, on prend
an, = infI. Et de méme, si supl € I, b, = sup . D’aprés ce qui précéde,
I’équation a une unique soultion u, sur [ay,by]. Donc la restriction de
Up+1 & [an, by coincide avec u,. Donc il existe une unique fonction u : I — E
qui prolonge tous les u,. On se convainc facilement que u est 'unique solution

de . Elle vérifie car les u, aussi. ]

1.2 Reésolvente

Notons & l'espace vectoriel des solutions de . D’apreés le théoréme
1.1.1} pour tout t € I, 'application R; : € — E qui envoie u sur u(t) est un



isomorphisme d’espace vectoriel. Pour tout s,¢ € I, on introduit la résolvante
R.:=RR;':E - E.

C’est I'application qui envoie x € F sur la valeur en ¢ de la solution de
qui vaut x en .

Proposition 1.2.1. 1. Rl =id, R/R. = R’.
2. RLe £(B) ave | B < M= o M = supy g 4]
3. Uapplication I* — L(E) qui envoie (s,t) sur R est continue, de classe
Cl sur Uintérieur de I? avec pour dérivées partielles

OR! OR!
s — A 4 s
5 () R, s

Démonstration. 1. est immédiat. 2. découle du théoreme [[.T.1l Pour montrer
3., on se donne to € I et U'on écrit R, = R} R = R} (R;)~'. Nous avons
donc séparé les variables s et t et il suffit de montrer que 'application I —
L(E) qui envoie ¢ sur R} est de classe C'. Lorsque E est de dimension finie,
cela équivaut a ce que pour tout x € F, ’application ¢t — Réox est de classe
C!. C’est bien vrai puisque t — Rﬁox est par définition la solution de avec
condition initiale u(tp) = z. En général, si F est un espace de Banach, 1'on
considére ’équation différentielle

= ~RLA()

B : I — L(FE) dérivable telle que B'(t) = A(t) o B(t), Vt € I (5)

On peut résoudre cette équation avec le théorémell.1.1] En effet, I’application
linéaire G : L(FE) — L(L(E)) telle que G(A)(M) = AM étant continue,
lapplication I — L(L(E)), t — G(A(t)) est continue. Soit B : I — L(E) la
solution de (b)) vérifiant B(tp) = id. En dérivant t — B(t)u, on constate que
B(t) = R . Ainsi t — R} est de classe C' avec pour dérivée A(t)R}, .

On vient de voir que IR. /0t = A(t)R%. Par conséquent,

OR.  O(R;)”!
ds 0s

ce qui termine la preuve. O

— —(B})M(A(s)R))(R)) ™ = ~RLA(s)RIRL = —RLA(s),

1.3 Le cas affine, principe de Duhamel

Donnons nous & présent une application continue b : I — E et considé-
rons ’équation affine

u'(t) = A(t)u(t) + b(t), Vtel (6)



L’ensemble des solutions, s’il est non vide, est un sous-espace affine de
Cl(I,E) dirigée par I'espace vectoriel des solutions de . L’existence des
solution découle du principe de Duhamel, qui est énoncé dans la proposition
qui suit.

Proposition 1.3.1. Soit tg dans I. Alors u est une solution de (@ st et
seulement st

t
u(t) = RL ulto) + / Rib(s)ds, Viel.

to

Démonstration. Toute fonction u : I — E peut s’écrire sous la forme u(t) =
R} v(t) avec v : I — E donnée par v(t) = R u(t). Alors u est dérivable ssi
v l'est et lorsque c’est le cas,

u'(t) = A(t)Ryv(t) + Ry, v'(t) = A(t)u(t) + Ry, v'(t)

donc Péquation () equivaut a Rj v'(t) = b(t) autrement dit v'(t) = R} b(t)
autrement dit v(t) = v(to) + ftz RYb(s) ds. O

2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

2.1 Le théoréme

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de
E, I un intervalle ouvert et X : U x I — E une application continue. On
appelle X un champ de vecteur de U. Nous allons étudier les solutions de
I’équation différentielle :

u'(t) = X (u(t), t) (7)

o u : I — U est dérivable. Nous avons déja traité le cas d’'un champ affine
X(z,t) = A(t)x + B(t). Dans le cas général, deux phénomeénes nouveaux se
produisent.

1. pour le champ X (x,t) = 22 avec U = E = R, u(t) = —1/t est solution
de , mais n’est pas définie en 0 et ne peut pas étre prolongée.

2. pour le champ X (z,t) = 2|z|"/? avec U = E =R, v(t) = 0 et w(t) =
signe(t)t? sont deux solutions distinctes de ([7) qui ont méme condition
initiale : v(0) = w(0). On peut méme construire une famille & deux
paramétres de solutions s’annulant en 0 (exercice).



Une courbe intégrale de X est un couple (J,u) ot J est un intervalle
ouvert contenu dans [ et u : J — E est une application dérivable & valeurs
dans U telle que

Veld, ' (t) = X (u(t),t)

On dit que (J,u) a pour condition initiale (xo,t9) € U x I si tg € J et
’u,(t()) = Xy.

Théoréme 2.1.1. Soient X : U x I — E un champ de classe C' ou plus
généralement continue localement lipschitzien en x localement uniformément
ent. Soit ¢ = (zg,tg) € U x I. Alors

1. X admet une courbe intégrale de condition initiale c.

2. pour toutes courbes intégrales (I1,uy) et (Iz,uz) de condition initiale
¢, u1 = u9 au voisinage de ty

Remarque 2.1.2. L’hypothése que X est localement lipschitzien par rap-
port & x localement uniformément par rapport a ¢ signifie : pour tout (xo,t9) €
U x I, il existe U’ C U voisinage ouvert de zg, I’ C I voisinage ouvert de t
et ¢ > 0 tel que

|X(@,t) = X@. Dl <clle—a'l, Vel eU, tel. O

Pour la preuve, on transformera 1’équation différentielle en une équation
intégrale et on appliquera le théoréme du point fixe sur un espace de fonctions
continues C(J, K) ou J est un intervalle ouvert, K une partie compacte de E
et avec la distance d(f, g) = sup,cr || f(t) —g(t)||. On sait déja que cet espace
est complet.

Démonstration. si J est un intervalle ouvert contenue dans I, v : J — U est
continue, on définit L(y) : J — E par

L(y)(t)=z0+ | X(v(s),s)ds

to
Du fait que X soit continue, on déduit que L() = v si et seulement si (J,7)
est une courbe intégrale de X de condition initiale c. Nous voulons donc
montrer I'existence de points fixes de L.

Soient J, = to+] — o, af et V; = B(xg,r). On se donne des constantes
strictement positives r, M et k telles que J,. C I, V. C U et

| X (z,0)|| < M, Ve eV, ted,

— 8
| X (2, t) — X (2, t)]| < kl|lx — 2|, Vo, o' € V., t € J, ®)



Lemme 2.1.3. Sia vérifie 0 < a < r et aM < r, alors L est une application
lipschitzienne de C(Jy, V) dans lui-méme de rapport ak.

Démonstration. Soit v : Jo, — V. continue. Alors pour tout ¢t € J,,
¢
1@ =aoll = || | X(2(s),5) ds|| < an
to

donc L envoieE(Ja,V,«) dans lui-méme dés que aM < r. De plus pour tout
V1,72 € C(Jaa VT‘)v

L6 =~ L)l = | [ T(le(s),s) ~ X(n(s). 5)) ds

< akllv1 — Y2l 0

On choisit o assez petit de sorte a vérifier les hypothéses du lemme et
ak < 1, et on applique le théoréme du point fixe, ce qui nous montre le
premier point du théoréme. Pour le second point, considérons deux courbes
intégrales (I, u1) et (I2,u2) de condition initiale c¢. On choisit « suffisamment
petit de sorte que pour i = 1 et 2, 'on ait J, C I;, u;(Jy) C V. Alors les
restrictions de w; et ug a J, sont des points fixes de L. Ce point fixe est
unique. ]

2.2 Courbes intégrales maximales

Soit X : U x I — E un champ de vecteurs vérifiant les hypothéses du
théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Proposition 2.2.1.

1. 8i (I1,u1) et (I2,u2) sont deux courbes intégrales de X, alors Is = {t €
LNIy/ ui(t) = ua(t)} est vide ou bien coincide avec I N Is.

2. pour tout ¢ € U X I, il existe une unique courbe intégrale (I.,u.) de
condition initiale ¢ qui prolonge toute courbe intégrale de condition ini-
tiale c.

3. Pour tout ¢, € U x I, si ¢ est condition initiale de (I.,u.) alors
(Ic’auc’) = (Icauc)-

Etant donné deux courbes intégrales (11, u1) et (I2,u2), on dit que (11, uq)
prolonge (I2,u2) si Iy C I et up = ug sur I. Cela définit une relation d’ordre
sur ’ensemble des courbes intégrales. Pour tout ¢ € U x I, on appellera la
courbe (I, u.) la courbe intégrale mazimale de condition initiale c. Il s’agit
du plus grand élément de l’ensemble des courbes intégrales de condition
initiale c.



Preuve. 1. I3 est fermé dans I; N Io par continuité de uq et uo. I3 est aussi
ouvert d’apres le deuxiéme point (unicité) du théoréme Enfin Iy N Iy
est connexe.

2. Soit C l'ensemble des courbes intégrales de condition initiale c. On
remarque que pour tout (I1,u1), (I2,us) dans C, u; = ug sur I1 NIy d’aprésle
premier point. On définit alors I, comme la réunion des J tels que (J,u) € C
et pour tout t € I, V'on pose u.(t) = u(t) si (Jy,u) € C et t € J. u, est
bien définie par la remarque préliminaire. L’on vérifie immédiatement que
c’est bien une courbe intégrale. Enfin, (1., u.) est unique car un plus grand
élément est toujours unique.

3. si ¢ est condition initiale de (I, u.) alors (I, u-) prolonge (I, uc),
donc ¢ est condition initiale de (I, uy) donc (I, u.) prolonge (I, uy). O

3 Estimations sur les durées de vie et trajectoires

3.1 Sortie des compacts

Proposition 3.1.1. Pour tout co € U x I, il existe ¢ > 0 et W woisinage de
co tel que |7 — e, 7+ €[C I (¢ 7y pour tout (§,7) € W.

Démonstration. On reprend la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Pour tout ~ : J — U continue, on note

L)) =€ + / X(y(s)s)ds  on e=(£7)

Soit ¢g = (zg,to). Introduisons les mémes quantités r, M et k qu’en ()
avec J, = to+] —r,7[ et V;. = B(xo,r). Choisissons { € V.5 et 7 € J,/5 de
sorte que B(§,r/2) C V. et 74| —r/2,r/2[C J,. On peut alors appliquer le
lemme avec (£,7), r/2 au lieu de (z9,ty) et . Les constantes M et k
ne dépendent pas de ces nouveaux parameétres. On en déduit que pour tout
£ € Vypet 1€ Jyg, L est une contraction de C(|7 — a, 7 + o, B(£,7/2))
dés que a < r/2, aM < r/2 et ak < 1. Choisissons a > 0 vérifiant ces
conditions et appliquons le théoréme du point fixe. Il nous vient pour tout
§ € Vyjo et T € J,jp une courbe intégrale de condition initiale (¢, 7) définie
sur |7 — o, 7 + af. O

Conséquence 3.1.2. Pour tout compact K de U x I, il existe € > 0 tel que
pour tout (zo,to) € K, Jto — €,t0 + €[C Iz 4)-
Proposition 3.1.3 (Lemme de sortie des compacts). Soit ¢ € U x I tel que

a = supl, < supl. Alors u.(t) — oo lorsque t — a, c’est-a-dire que pour
tout compact K de U, il existe t € 1. tel que uc([t,a]) N K = 0.



On a un résultat analogue pour la borne inférieure b de I. : si b > inf I,
alors u.(t) — oo lorsque t — b.

Démonstration. On raisonne par 'absurde. Supposons qu’il existe une suite
(t,,) de I. tendant vers a telle que (uc(t,)) prenne ses valeurs dans un compact
de U. Alors quitte a remplacer (t,) par une sous-suite (u.(¢,)) converge vers
x € U. D’aprés la proposition il existe € > 0 et V voisinage de (z,a)
dans U x [ tels que pour tout (zo,to) € V, I'on a to+] — €,€[C I(5 1) Si
n est suffisamment grand, (uc(tn),tn) € V donc I = Iy (1,)4,) contient
tn+] — €, €[, ce qui est impossible lorsque ¢, > a — €. O

Conséquence 3.1.4. Soient ¢ = (xg,t0) € U x I et r,e > 0 tels que
| X (x,t)|| < M pour tout (x,t) € B(xo,7)x]tg — €, tg +€[C U x I.
Alors (4 1) contient to+] — 3, B[ ot B = min(e,r/M).

Ici, 7/M est le temps nécessaire pour que xg sorte de la boule B(zq,r)
en se déplacant & une vitesse plus petite que M. Pour comparer, la preuve
du théoréme donne to+] — a, a[C I, 4,) avec a = min(e, /M, 1/k) ot
k est la constante de Lipschitz

. { | X (@,t) = X(y,0)]

Iz — g / (@, y) GE(xO,T)a xF#y, telto E,tOJre]},

Ici, B ne dépend plus de k.

Démonstration. On raisonne par I’absurde. Si la borne supérieure de I, est
plus petite que to+ 3, elle est finie et alors d’apres la proposition [3.1.3] u.(¢)
sort du compact B(xg,r) lorsque ¢ est suffissamment grand. Donc

ty :=inf{t = to/ ||uc(t) — zol| > r}

est fini, et t1 —to < r/M. Par continuité de u, ||uc(t+)—xo|| = r. Comme pour
tout ¢t € [0,t4], |luc(t) —xo|| < r, nous avons par hypothese que ||ul.(t)|| < M
et donc par le théoréme des accroissements finis,

r=luc(ty) — wol| < M(t4 —to) <,
une contradiction. O

Conséquence 3.1.5. S’il existe un compact K de U tel que pour tout
xeU\Kettel, onait X(z,t) =0. Alors pour tout ce U x I, I, = 1.

Démonstration. Soit ¢ = (xo,tg) € U x I. Si zy ¢ K, alors I, = I et u,
est constante égale a xo. Si zy € K, alors u.(l.) C K d’aprés la phrase
précédente, et donc I, = I. ]



3.2 Lemme de Gronwall

Théoréme 3.2.1. Soit g : R x I — R un champ vérifiant les hypothéses
du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Soient v : I — E et p : [ — R deux
applications dérivables qui vérifient pour tout t € I

P =glp®),t) et YOI <g(v@®I 1) (9)

Supposons qu’en to € I, on ait ||y(to)|| < p(to). Alors pour tout t > ty dans
I, on a [y ()] < p(t).

11 est instructif de comparer le résultat avec 'inégalité des accroissements
finis. Dans ce cas, ||7/(t)|] < C sur I implique [|v(t)]| < ||v(to)]| + CJt — tol.
Plus généralement ||7/(t)]] < C(t) avec C(t) qui dépend continuement de ¢
implique [|[v(¢)|| < ||v(to)]| + ‘ft'; C(s) ds|. C’est immédiat si 'on suppose
de classe C! et sinon on adapte facilement la preuve du théoréme des accrois-
sements finis. Dans le lemme de Gronwall, on a une version plus intelligente,
ot le majorant dans ’hypotheése dépend de ||y(¢)||. Le majorant qui en résulte
s’obtient en intégrant I’équation différentielle associée.

Une application typique du lemme de Gronwall est le fait que ||7/(¢)| <
Ellv(t)|| pour tout ¢t € I implique que pour tout ¢,tg € 1,

VO < [y (o) | l. (10)

Pour le voir, on choisit g(p,t) = kp et on applique le théoréme a
s — y(s) lorsque t > tp et & s = y(2tp — s) lorsque ¢ < tg. On déduira de
I'inégalité un controéle sur les courbes intégrales d’un champ en fonction
de la condition initiale, cf. lemme 4.2.1]

Démonstration. Soit f : [a,b[— R une fonction continue telle que f(a) > 0.
Alors une condition suffisante (et nécessaire) pour que f > 0 sur [a, b[ est
que pour tout t € [a,b], f(t) = 0 entraine f(t + h) > 0 pour tout h > 0
assez petit. En effet, cette condition implique que la borne supérieure des ¢
vérifiant f > 0 sur [a,t] est b (raisonner par I’absurde).

11 suffit alors de montrer que ||y(t1)|| = p(t1) entraine qu’il existe to > t;
dans I tel que

VI <o), VEE [t ta]. (11)

Une premiére tentative (qui va échouer) consiste a écrire d’une part

p(t1 +h) = p(t1) + hp'(t1) + o(h) = p(t1) + hg(p(t1), t1) + o(h)

10



et d’autre part, y(t1 + h) = v(t1) + hy/(t1) + o(h) donc pour h > 0,

[yt 4+ )| < Iyl + Ally (#2014 o(h)
(t1) + Al (t1)[| 4 o(h)
(t1) + hg(p(t1),t1) + o(h).

p
<p

On en déduit que [|y(t1+h)||—p(t1+h) < o(h), ce qui ne suffit pas & montrer
que cela est négatif.

Passons & la vraie preuve. Par hypothése, il existe £k > 0 tel que pour
tout ¢ assez proche de ¢ et r, 7’ assez proche de p(t1), I'on ait

lg(t,m) — g(t, )| < klr — 1|, (12)

Choisissons to > t; tel que (t2 —t1) < (2k)~! et pour tout ¢ € [t1,t2], on
puisse appliquer ar = p(t)etr = |v()|. On montre alors que pour
tout € €]0,1], 'on a

VO < p(t) +e(t =ta), V€[t ta]. (13)

Ceci impliquera en faisant tendre € vers 0. D’aprés la remarque préli-
minaire de la preuve, pour établir (13), il suffit de vérifier que si [|[y(¢3)]| =
p(ts) + €(ts — t1) pour un certain tg € [t1,t2], alors est satisfaite pour
tout ¢ > t3 suffisamment proche de t3. Pour h > 0, nous avons

Iy (ts + h)|| = p(ts + h)
= |ly(t3) + b/ (t3) + o(h)|| = (p(tz) + hp'(t3) + o(h))
< lz(ts)|| — p(t3) + h(||y (t3)]| — p'(t3) + o(1))

Utilisons & présent ’hypothése du théoréme,

17 (t3)]| — £ (t3) < g(llv(E3)l,t3) — g(p(ts), t3) d’apres (9)
< K[|y (ta)ll = p(ts)| = ke(ts — t1) d’aprés
<€/2

car t3 < tg et to —t1 < (2k)~! done

[ (t3 + )|l = p(ts + h) < e(ts —t1) + h(e/2 4 o(1))
<elts+h—tp)
lorsque h est suffisamment proche de 0. O
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Corollaire 3.2.2. Soit X : Ex 1 — E et g: R x I — R qui vérifient tous
deuzx les hypothéses de Cauchy-Lipschitz et || X (x,t)| < g(||z]],t) sur E x I.
Alors pour tout xg € E et tog,t1 € I tels que tog < t1, st la courbe intégrale
mazimale de g avec condition initiale (||xol|,to) est définie sur [to,t1], alors il
en est de méme pour la courbe intégrale maximale de X de condition initiale

(xo,t0)-

Démonstration. Notons (1., u.) la courbe intégrale maximale de X pour ¢ =
(xo,t0) et (J, p) la courbe intégrale maximale de g pour la condition initiale
(|lzoll, to). Par le théoreme [3.2.1] le fait que p soit définie sur [to, ¢1] implique
que u. reste bornée sur [tg,t1] N I.. Par le lemme de sortie des compacts,
proposition [3.1.3] la borne supérieure de I, est plus grande que t;. ]

Conséquence 3.2.3. Si X : F x [ — E verifie || X (x,t)|| < A||X]| + B
pour deux constantes A, B indépendantes de (x,t) € E x I, alors les courbes
intégrales maximales de X sont toutes définies sur /.

Démonstration. On applique le corollaire a X et —X(-, —t) pour contro-
ler les bornes supérieures et inférieures des intervalles. On utilise que les
courbes intégrales maximales de p/(t) = Ap(t) + B sont définies sur I. [

4 Flot

4.1 Définition

On congidére un champ X : U x I — FE vérifiant les hypothéses du
théoréme de Cauchy-Lipschitz. Pour tout s,t € I, on note Q2 1’'ensemble des
z € U tels que t € I, et on définit 'application de flot ) : Q) — E,
T — U(g,s) (t)

Proposition 4.1.1. Pour toul tg,t,s € I, on a
1.0 =U et & =idy.
2. sitg<s<tout<s<ty, alorsQiocﬁfo.

3 six € Qf, alors ®f (x) € QY ssi x € Qf . Bt quand c’est le cas,
(P37, (2)) = Df (2).
4. ®F est une bijection de QF dans QY d’inverse ®L.
Preyve. 1. et 2. sont immeédiats.
3. Soit » € Qf et y = @ (v). Alors (y,s) est condition initiale de
(I(:B,to), u(r,to)) donc (I(y,s)a U(yﬁ)) == (I(w,to)vu(x,to)) d’aprés le troisiéme point
de la proposition 2.2.1] ce qui démontre le résultat.
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4. D’apres 1. et 3. appliqué a t = to, ®F(QF) C QL et idy = P o &F sur
Q7. On peut intervertir s et ¢ dans cet argument, d’oil la conclusion. O

Théoréme 4.1.2. Pour tout s,t € I, QL est ouvert dans E et @, : QL — E
est continue. Si de plus X est de classe C*, alors ®. est de classe CF.

D’aprés le point 4. de la proposition le théoréeme appliqué a
Pl et ®F implique que P! est un homéomorphisme de Qf dans Qf et méme
un difféomorphisme de classe C* lorsque le champs est de classe CF.

4.2 Preuve du théoréme [4.1.2]

Lemme 4.2.1. Soient s,t € I et x € QY. Alors il existe un voisinage V de
x dans U et k > 0 tels que pour tout y € V et T compris entre s et t, y € Q7
et

193 (y) — @7 (@) < lly — |, (14)

On peut considérer ce résultat comme une version quantitative de 'uni-
cité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz. L’estimation est optimale en ce
sens que pour X (x,t) = kt, on a u(t) = eFt=0)y(tg) et V'inégalité est
alors une égalité lorsque 7 > s.

En choisissant 7 = t, on en déduit que x est intérieur a QY et que ®% est
continue en x, et donc la premiére partie du théoréeme |4.1.2

Démonstration. Supposons s < t. On se donne € > 0 tel que 'ensemble
K :={®(x)+u/ 7€ [s,t] et ||u|| <€} (15)

soit contenu dans U. Pour se faire, il suffit de chosir € strictement inférieur a
la distance du compact {®7(z)/ 7 € [s,t]} au fermé U€. L’ensemble K X [s, t]
étant compact, il existe k > 0 tel que

[X(y,7) = X(z,7)| <klly—=zll,  Vy,ze K, Vrels,t].  (16)

Soit R = ee =5l et y € E tel que ||y — x| < R. Pour comprendre la suite
de la preuve, faisons deux remarques :

1. Siye QL et (14) est vérifie avec T € [s,¢], alors ®7(y) € K.

2. Siy € QL et pour tout 7 € [s,t], ®T(y) est dans K, alors y(7) :=
DT (y) — T (x) vérifie |7/ (7)|| < k||v(7)]|, ce qui implique par le lemme
de Gronwall que [|[y(7)|| < [[7(s)]|e*(7=%), cest-a-dire (14).
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Bref, il suffit de montrer que ®7(y) est dans K pour tout 7 € [s,t], et ceci
découle de ce que 'on veut démontrer! On se sort de ce faux raisonnement
par un argument dit de Bootstrap. Soit I’ensemble

Ji={ty/ty =5, [5,t1] Clyq, Po(y) € K pour tout 7 € [s,14]}.

J est un intervalle non vide, de borne inférieure s et de borne supérieure
T < sup Iy ;). On veut montrer que ¢ € J.

On raisonne par 'absurde. Supposons que T < t. Alors T est finie, et
donc T' < sup I, ), car par le lemme de sortie des compacts, T' = sup I,
impliquerait que ®] (y) sort de K lorsque 7 se rapproche de T. Donc T' € (©,5)
et par continuité de 7 — ®7(y), T' appartient a J.

Par le lemme de Gronwall, I'inégalité est alors vérifiée pour tout
7 € [s,T]. Comme |T — s| < |t — s|, il vient ||®(y) — ®T(x)|| < e. Mais alors
| P (y) — ®L(x)|| < € pour 7 > T suffisamment proche de T', ce qui contredit
que T est la borne supérieure de J.

La preuve pour s > t est similaire. On peut aussi réunir les deux cas en

travaillant avec 7 € [0,1] — <I>§+T(t—s) (y)- L

Remarque 4.2.2. On déduit de cette preuve que ®% est localement lip-
schitzien. En effet, si y,2 € B(x, R), alors comme on I'a vu, y,z € Q. et
pour tout 7 € [s,t], ®T(y) et ®7(z) sont dans le compact K. Par (6],
A(r) 1= B1(y) — B7(2) verifie |7'(r)]| < K7(r)] et done par le lemme de
Gronwall
193 (y) = DL(2)I| < [y — 2[|e"l. O

Supposons a présent que X admette en tout point une dérivée partielle
D1 X (z,t) € L(E) par rapport aux variables d’espace et que D1 X (x,t) dé-
pend continuement de (z,t). Soient s,t € I et x € QL. Pour tout T compris
entre s et ¢, 'on note M (1) = D1 X (®I(x),7) et R] la résolvente de I'équa-
tion différentielle associée. En particulier,

d
Ry =idp, Rl =M(rE]

pour tout 7 entre s et ¢.
Lemme 4.2.3. L’application ®, est dérivable en x de dérivée RY, c’est-a-dire
! (z +v) = L(x) + Rlv + o(||v]|).

Le fait que la dérivé de &L vérifie elle-méme une équation différentielle
peut se retrouver en dérivant par rapport a x I’équation du flot : %@g(x) =
X (®%(x),t). Ce calcul n’est pas justifié & priori.
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Démonstration. On suppose s < t, la preuve pour s > t est similaire. On
introduit comme dans la preuve du lemme Iensemble K défini en (15))
et les constantes ¢, k et R. Soit o un module de continuité uniforme de D1 X
sur le compact K X [s,t]. Donc pour tout y,z € K et 7 € [s,t], 'on a

1D1X (y, 7) = D1X (2, 7)| < ely = 2])- (17)

Soit v de norme |jv]] < R et (1) = 7 (z 4+ v) — ®7(z). Nous voulons
montrer que (1) = Riv + o(||v||). Définissons b(7) de sorte & avoir 1’égalité

Y'(r) = M(r)y(r) + b(7)

et nous obtenons par le principe de Duhamel que
t
y(t) = Rlv + / RLb(r) dr.
S

Comme R! est borné pour r € [s,t], il nous suffit de montrer que ||b(r)|| =
o(||v]|) avec un o uniforme par rapport a r € [s.t].
Par définition de b,

b() = X(®5 (2 +v),7) = X(5(2),7) — D1 X (P (), 7)(v(7))
= X(y+7(7),7) = X(y,7) = D1 X (y,7)(7(7))

ou y = ®7(x). Par 'inégalité des accroissements finis, pour tout ||ul| < € de
sorte que [y,y +u] C K, ’on a

X (y +u,7) = X(y,7) = D1 X(y,7)(u)]|

< lull sup DX (y+ru,7) — DiX(y,7)||
rel0,1]

< Jula(lul)
oll a est le module de continuité uniforme ([I7)). Donc

1o < Iy ledliv (1)

Enfin, d’aprés le lemme pour tout 7 € [s,t], |[7(7)|| < CJv| avec
C = eklt=sl ce qui termine la preuve. ]

Nous avons donc montré que ®% est dérivable. La dérivée est continue
d’aprés le lemmme suivant.

15



Lemme 4.2.4. Soit P un espace métrique, I = [a,b] et A: I x P — L(E)
une application bornée uniformément continue. Alors la résolvante RS (w) de
léquation différentielle x'(t) = A(t,w)x(t) dépend continuement de w.

Démonstration. On rappelle que pour tout s,t € [a,b], |Ri(w)]| < C =
eb=IM avec M = sup{||A(t,w)||/ (t,w) € I xP}. Pour montrer la continuité
en wo, introduisons u(t) = Rt (w) — Rf (wp). On a

u'(t) = A(t,wo)u(t) + b(t)

avec b(t) = (A(t,w) — A(t,wp))RL(w). On a ||b(t)|| < C§(||w — wpl|) o1 § est
un module de continuité uniforme de A. Par le principe de Duhamel,

¢
u(t) = / R (wo)b(s) ds
donc |lu(t)|| < (b — a)C?6(||w — wo|), ce qui termine la preuve. O

Proposition 4.2.5. Si X est de classe C*, alors pour tout s,t € I, ®' est
de classe CF.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur k en appliquant 'hypo-
theése de récurrence au champ X : U x L(E) x I — E x L(E) donné par

X(z, A, t) = (X(z,t), D1 X (2,t) 0 A)

de flot ®f(z, A) = (®i(z), (B! (x) o A). Si X est de classe CFH1, X est de
classe C*, donc par hypothése de récurrence, ! est de classe C*. donc L est
de classe CF. O

4.3 Régularité en toutes les variables

Notons Q := {(z,s,t)/ x € QL} et ® application de Q dans E qui envoie
(z,s,t) sur ®L(x).

Proposition 4.3.1. Q est ouvert et ® : QQ — E est continue.

Nous avons analysé précédemment la dépendance de u, 4 (t) = ®%(z) en
x. Nous savons bien entendu que cette quantité est dérivable par rapport a
t, sa dérivée étant le champ en (®%(x),t). Il reste a étudier la dépendance en
s.

Démonstration. Soit (x,s,t) € Q. Supposons s < ¢, on adapte facilement ce
qui suit pour ¢ < s. Par hypothése, t € I(, ;) qui est ouvert. Donc il existe
€ > 0 tel que ¢ + € € I, . En appliquant le lemme 4.2.7] sur l'intervalle

[s,t + €], il nous vient un voisinage V' de x contenu dans Q57
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Lemme 4.3.2. [l existe W wvoisinage de (x,s) € U x I et C > 0 tels que
pour tout (y,0) € W, y € QF et

125(y) —yll < Cls —ol. (18)
Par conséquent si (o,y) est dans W, alors
[25(y) — zll < Clo —s| + [ly — || (19)

Donc quitte a réduire W, ®3(y) appartient au voisinage V' de x précédem-
ment défini et donc y € QL. Autrement dit le voisinage W X [s,t + €] de
(x,s,t) est contenu dans Q. Donc  est ouvert. Pour montrer la continuité
de ® en (z,s,t), on utilise & nouveau que ®(y, o, 7) = 7 (P5(y)). L'inégalite
assure la continuité de (y,o0) — ®5(y) en (z,s). L’inégalité déduite du
lemme E2.7]
123 (y) — D5 (2) ]| < 127 (y) — TL(y)l| + |25 (y) — Ti(2)]

< M7 — 1] + Jly — et

assure la continuité de (y,7) — ®I(y) en (z,t). Ici M est un majorant du
champ X sur le compact qui convient. O

Preuve du lemme [[.3.3. Soit € > 0 tel que B(w,e) X [s —€,s+¢€ C U x I.
La borne supérieure C' de || X (y,0)|| sur B(z,€) X [s — €,s + €] est finie.
Un point de B(x,¢/3) qui se déplace & une vitesse plus petite que C' peut
sortir de B(z,€) seulement au bout d'un laps de temps de ¢/2C. Soit W =
B(z,€/3)x [s—€,s+¢] avec € = min(e, ¢/3C). En raisonnant comme dans la
conséquence on montre que pour tout (y,o) € W et r compris entre o
et s, ®” (y) est bien définie et reste dans B(w, €). Et découle de l'inégalité
des accroissements finis. O

Théoréme 4.3.3. Si X est de classe C* avec k > 1, alors ® est de classe
CF avec pour dérivées

%cf(a:,s,t) = X (®(x,s,t),t), aa(f(x, s,t) = —=D1®(x, s,t)(X(x,s))

De plus, D1®(z, s,t) vérifie l’équation différentielle

d
£(D1<I>(a:, s,t)) = D1 X (®(x,s,t),t) o D1®P(x, s,1).
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Démonstration. Montrons que ® est de classe C!. Nous savons déja que
D1 ®(x, s,t) existe et est la résolvante du champ linéaire t — D1 X (®(z, s,t),t).
Cette résolvante dépend continuement de x, s,t par le lemme [4.3.4] Par dé-

finition du flot,

o

7= — X(®

5 (x,s,t) (P(x,s,t),t)
od

donc %7 existe et dépend continuement de (z,s,t).

Il reste & dériver par rapport a s. Nous avons ®(®(z,s,t),t,s) = =
donc y = ®(x, s, t) vérifie ®(y,t,s) —xz = 0. De plus 'application (y,s) —
®(y,t,s) —x est de classe C' et sa dérivée par rapport & y est inversible, donc
par le théoréeme des fonctions implicites, y = ®(x,s,t) dépend de maniére
C' de s. Sa dérivée vérifie

D12(y,t,5)(y'(s)) + X (2(y, ,5),5) = 0.
Or ®(y,t,s) = x et U'inverse de D1®(y,t,s) est D1®(z,s,t), donc
0P

a(x,s,t) =1y/'(s) = —D1®(x, s,t)(X(,5)).

qui est aussi continue en (z, s,t).
Donc @ est C'. On montre que X de classe C¥ implique ® de classe C*
par la méme récurrence que dans la preuve de la proposition [£.2.5] O

Lemme 4.3.4. Soit P un espace métrique, I = [a,b] et A: I x P — L(E)
une application bornée uniformément continue. Alors la résolvante R (w) de
l'équation différentielle 2/ (t) = A(t,w)x(t) dépend continuement de s,t et w.

Démonstration. Comme R (w) = R (w)(RS(w))™1, il suffit de montrer que
(t,w) — R (w) est continue. Nous avons déja établi la continuité en w avec
t fixé dans le lemme 1l suffit alors de montrer que RY(w) est continue
en t uniformément par rapport & w. Pour cela, on écrit simplement que
R (w) = R (w) + ftto A(s,w)R:(w) ds et donc

1RS (@) = R (@)l < MMt — to]

avec M = sup{[|A(t,w)||/ (t,w) € I x P}. ]

5 Champs autonomes

Un champ de U est dit autonome s’il ne dépend pas du temps. 1l s’agit
donc d’une application X : U — E. On supposera qu’elle est localement
lipschitzienne pour pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
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5.1 Courbes intégrales et trajectoires

On dit qu’une courbe intégrale de X est d’origine x € U si elle admet
pour condition initiale (x,0). On note (I, uy) la courbe intégrale maximale
de condition initiale ¢. On 'appelle courbe intégrale maximale d’origine x et
I, Vintervalle de vie de x.

Proposition 5.1.1.

1. si (I,u) est une courbe intégrale de X, alors (s + I,u(- — s)) est aussi
une courbe intégrale de X.

2. Pour tout ¢ = (x,8) € U xR, (Ip,ue) = (s + Iy, uzp(- — 8)).
3. Pour tout x € U et s € I, siy = uy(s), Iy = I — s et uy = uy(- + s).

Démonstration. La premiére assertion est immédiate. Pour la seconde, (s +
I, uz(- —s)) est une courbe intégrale d’aprés 1, de condition initiale ¢, donc
elle prolongée par (I.,u.). De méme, (—s + I.,u.(- + s)) est une courbe
intégrale d’origine = donc elle est prolongée par (I, u,). Pour la troisiéme
assertion, ¢ = (y,s) est une condition initiale de (I, u;), donc (I, u;) =
(I, ue) = (s + Iy, uy(- — s)) d’apres 2. O

On appelle trajectoire d’un point = € U 'ensemble u,(I;).

Proposition 5.1.2. Pour tout x,y € U, uy(I;) = uy(ly) ou bien uy(I;) N
uy(Iy) = 0. Donc Uensemble des trajectoires est une partition de U.

Démonstration. Si ug(t) = uy(s) = z, alors (I;,u;) = (I — t,uz(- + 1)) =
(Iy — s,uy(- + s)). Donc I, = I, — s +t et pour tout r € I, u,(r) =
uy(r+ s —t). O

Proposition 5.1.3. Pour tout x € U, une et une seule des assertions sui-
vantes est vérifiée :

— I, =R et u, est constante.

— ug est injective.

— I, = R et il existe T > 0 tel que uy, se factorise en une injection

continue de R/TZ dans U.

Donc la trajectoire de x est ou bien réduite a un point, ou bien l’image de R
par une injection continue, ou bien homéomorphe a un cercle.

On remarque que le premier cas de figure se produit exactement lorsque
X(z)=0.
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Démonstration. Si u, n’est pas injective, alors il existe t # s tels que u,(t) =
uz(s). Ceci implique que I, = R et t —s = T est une période de u,. En effet,
d’aprés le dernier point de la proposition Yy = uy(s) = uy(t) entraine
I, =1, —s=1,—tet uy = uz(-+5) = uyp(-+1t), donc I, = I; + T" et
Uy = ug (- +T7).

Soit G l'ensemble des périodes de u,. C’est un sous-groupe de R. S’il
est dense, alors u, étant continue, u, est constante, et nous sommes dans
le premier cas. Sinon G = TZ, pour un certain 7' > 0. Donc u, se factorise
en R/TZ — U, [t] = ug(t). Cette application est injective car comme nous
Pavons vu, ug(t) = uy(s) entraine que t—s est une période et donc t—s € TZ.
Par ailleurs cette application est fermeée car R/TZ est compact. O

5.2 Flot des champs complets

Dans cette partie, on suppose X complet, c’est-a-dire que pour tout x €
U, l'intervalle de vie de x est R. On peut alors définir pour tout ¢t € R,
Papplication ®; : U — U qui envoie x sur uy(t).

Proposition 5.2.1.

1. L’application U x R — E, (z,t) — ®4(z) est conlinue, de classe C* si
X est de classe CF.

2. Pour toutt,s € R, &y 0 P, = Oy .

3. Pour tout t € R, ®; est un homéomorphisme de U d’inverse ®_; et
lorsque X est de classe C* un difféomorphisme de classe C*.

Démonstration. Le premier point découle des résultats de la partie [ Le
second point est une conséquence du 3 de la proposition [5.1.1] En effet, si
Yy = ug(s), Von a @(Ps(x)) = Pi(y) = uy(t) = ug(t +5) = Pyps(x). Le
trosiéme point découle des deux premiers. O

Proposition 5.2.2. Soit x € U tel que ®4(x) — y € U lorsque t — oo.
Alors X(y) = 0.

Le résultat est un analogue continu du fait suivant : si une suite conver-
gente (uy,) verifie la relation de récurrence u,+1 = f(u,) avec f continue,
alors la limite est un point fixe de f.

Démonstration. Pour tout s € R, @4 est continue et donc ®4(P4(x)) — P5(y)
lorsque t — oo. Par ailleurs ®@4(®;(x)) = ®sy4(x) — y. Donc @4(y) = y pour
tout s. O
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Proposition 5.2.3. Soit u: R — U une courbe intégrale mazimale injective.
Alors u([0,00]), u(] — 00,0]) et u(R) ne sont pas compacts.

Démonstration. Faisons la preuve pour K = u([0, 0o[). On raisonne par ’ab-
surde et 'on suppose K compact.

Montrons que tout point de u(R) est limite d’une suite u(t,) avec t,
qui tend vers +oo. (u(n)) est une suite de K compact, donc elle admet une
sous-suite (u(t])) convergente dans K. Soit u(s) la limite. Alors pour tout
se€R,onaavecd=s—3s

u(ty +0) = ®s(u(t,)) = Ps(u(s')) = u(s)

quand n — oo.

Par conséquent, pour tout n € N, u(|n,o00[) est dense dans K, ouvert
dans K car u([0,n]) est fermé et u(|n,oo]) = K \ u([0,n]) car u injective. En
appliquant le théoréme de Baire dans K, il vient que Nyu(]n, co[) est dense
dans K, mais cette intersection est vide car u est injective O
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