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Introduction

Manin et Mumford ont posé, a peu prés au méme moment, la question suivante:
«Une courbe de genre au moins deux posséde-t-elle un nombre fini de points de
torsion dans sa jacobienne ?». Dans [20] (voir aussi [21]), Serge Lang a généralisé
cette question en conjecturant que I'intersection d’une sous-variété algébrique d’une
variété abélienne avec ses points de torsion est décrite par un nombre fini de
translatés de sous-groupes algébriques; il ajoutait qu’on pouvait poser la méme
conjecture sur un tore linéaire et plus généralement sur une extension d’une variété
abélienne par un tore.

La question de Manin et Mumford a été résolue affirmativement par Michel
Raynaud [30] en utilisant notamment la réduction «mod p?»; il a également prouvé
la conjecture de Lang, pour une variété abélienne, dans [31] - les premiers résultats
dans cette direction étant dus a Bogomolov [4]. Michel Laurent [24] a ensuite
prouvé la conjecture pour un tore linéaire. La partie principale du présent travail
consiste a établir le théoréme suivant: «Soit ¥ une sous-variété algébrique d’un
groupe algébrique commutatif G défini sur C, alors ¥ contient un nombre fini de
translatés de sous-groupes algébriques contenant tous les points de torsion de G
situés sur ¥». Nous donnons une version quantitative et «presque» effective de ce
résultat dans le cas ou G est un produit d’un groupe linéaire et d’une variété
abélienne ou bien quand ¥ est une courbe et esquissons la démonstration générale —
développant et étendant les résultats de [14]. Signalons que I'idée de départ est due a
Lang (voir [21]) et que c’est un résultat difficile de Serre (voir lemme 12 de ce travail
ou théoréme 2 de [37]) sur I'image de Galois dans le groupe des homothéties qui
nous a permis d’adapter ’idée originelle de Lang. A lademande du referee, insistons
toutefois sur le fait que ce résultat de Serre est annoncé dans [37] et a été exposé par
Serre dans son cours au collége de France de 1985-86 mais qu’aucune preuve n’en a
€té publiée a ce jour.

Notons que la méthode permet d’expliciter les bornes et qu’on obtient une
généralisation de la question de Manin-Mumford: «Une courbe ne contient qu’un
nombre fini de points de torsion dans une jacobienne généralisée (quand elle ne lui
est pas égale)».
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Il est connu depuis longtemps (cela résulte du théoréme de Mordell-Weil) que la
conjecture de Mordell — désormais théoréme de Faltings [10] — est équivalente a
I’énoncé suivant: «Soit C une courbe de genre au moins deux dans une variété
abélienne A, soit I" un sous-groupe de type fini de A(T), alors C [ est fini». Lang a
donné un énoncé conjectural décrivant la situation pour les sous-variétés de
dimension supérieure et recouvrant les résultats précédents:

Conjecture (Lang). Soit V une sous-variété algébrique de A variété abélienne définie
sur € et soit A un sous-groupe de rang fini de A(C), alors il existe un nombre fini
de translatés de sous-variétés abéliennes contenues dans V contenant tous les points
de VnA.

Remarquons qu’on peut espérer que cette conjecture soit vraie pour une
extension d’une variété abélienne par un tore, mais qu’'il est indispensable d’exclure
la présence de groupes de type G, : ils n’introduisent pas de nouvelle torsion et ne
pertubaient pas les premiers énoncés mais il est évident par exemple qu’une variété
affine peut contenir une infinité de points rationnels ou méme entiers sans contenir
de ligne droite. La conjecture a été prouvé par M. Laurent [24] pour un tore linéaire
en utilisant le théoréme du sous-espace de W. Schmidt. Raynaud dans [32] a observé
que dans le cas d’une sous-variété d’une variété abélienne, si ¥ ne contient pas de
translaté de sous-variété abélienne non triviale, alors la conjecture résulterait de
I’énoncé a priori plus faible obtenue en remplagant 4 par un sous-groupe de type fini
(ce qui démontre la conjecture, pour les courbes, d’apres les travaux de Faltings).
Nous nous proposons d’étendre le résultat de Raynaud aux sous-variétés d’un
produit d’une variété abélienne par un tore, en levant la restriction geéométrique. Ici
nous utiliserons des résultats fins de Ribet sur la théorie de Kummer sur les variétés
abéliennes (voir [33]). Nous indiquons aussi comment cette démonstration s’étend
aux extensions de A par G;,, dans le cas ou 4 ne rencontre pas les points d’ordre
infini paramétrisant ’extension.

Signalons aussi que Raynaud démontre aussi dans [32] essentiellement la
conjecture de Lang «sur les corps de fonctionsy», toujours dans le cas ou la sous-
variété considérée ne contient pas de translatée de sous-variété abélienne (voir le
dernier paragraphe pour un éconcé précis ainsi qu’une application de ce résultat).

Le plan de ce travail est le suivant: Les deux premiers paragraphes contiennent
divers préliminaires; le premier rappelle la construction de plongements d’un
groupe algébrique commutatif et rassemble des calculs de degrés projectifs. Le
deuxiéme énonce les propriétés galoisiennes des points de torsion et de division que
nous utiliserons (les théorémes de Serre et Ribet). Le troisieme paragraphe contient
les idées centrales de ce papier (voir surtout la proposition 2); les deux paragraphes
suivants ménent aux théorémes principaux (théoréme 1 pour le §4 et théorémes 2 et
3 pour le §5): avec 'aide des deux outils développés dans les préliminaires
(géométrie et théorie de Galois) on fait dans le troisiéme paragraphe une étude
détaillée des sous-groupes algébriques maximaux d’une variété. Dans la quatriéme
section on démontre un énoncé quantitatif précis décrivant la torsion sur une sous-
variété d’un produit de variété abélienne par un tore. On explique dans la cinquiéme
partie comment modifier la démonstration pour un groupe algébrique commutatif
général; bien slr cette partie redémontre les résultats qualitatifs du §4 mais la
méthode n’est pas identique et les estimations sont moins précises dans le cas
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général. On y explicite toutefois le cas des courbes car la démonstration est
notablement plus simple, ce qui permet d’exhiber clairement le mécanisme
d’identification d’actions d’endomorphismes d’un coté et d’automorphismes de
Galois de I'autre. La sixieéme partie contient la réduction de la conjecture de Lang a
I’énoncé sur les sous-groupes de fype fini (théoréme 4). Un dernier paragraphe
contient quelques remarques sur les cas ou I’on peut prouver la conjecture et le lien
avec les points algébriques de degré donné sur une courbe. Un premier appendice
indique la réduction de ces problémes au cas ou les variétés sont définies sur un corps
de nombres. Le deuxiéme appendice donne une démonstration de la forme raffinée
de la théorie de Kummer (essentiellement due a Ribet) que nous utilisons dans le
sixieme paragraphe.
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1. Plongements et calculs de degrés projectifs

Le fait qu'un groupe algébrique soit quasi-projectif a été observe il y a longtemps
par Chow (on the projective embedding of homogeneous spaces; p 122-128 in
symposium in honor of Lefschetz, Princeton U.P. 1957). Nous rappelons briéve-
ment ici la construction de «bons plongements» exposée dans [36] et la notion de
degré et multidegré projectif, puis nous démontrons quelques lemmes de calcul de
degré dont nous ferons un usage constant.

a) construction de plongement (référence [36])

Soit G un groupe algébrique commutatif defini sur un corps k de caractéristique
zéro, on sait depuis Chevalley que G posséde un plus grand sous-groupe linéaire
connexe L et que le quotient est une variété abélienne 4. On dispose donc de la suite
€xacte suivante:

0—L5G5A—0.

Suivant [36], on peut compactifier G ainsi: quitte a étendre k, on peut déployer
L=TT L, (avec chaque L, isomorphe a G, ou G,,) et plonger chaque L, dans

P'= [ de sorte que L, — L, soit égal a {00} si L,=G,eta {0, 0} si L,=G,,. La
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projection = fait de G un fibré et on définit G=G xLL. Sur G on dispose des
diviseurs suivants:

Gr=Gx"LY? et G*=Y G (ou on a posé: LP={L,—L,}x ] L, et
a BFa

pour chaque diviseur D sur 4, on note D=n*D (on note encore = la fibration G — 4
prolongeant r). Par exemple si G=L x A alors G=(P')*x 4 et G®P=L? x A et
D=y xD.

Lemme 1. Soit a un entier 23 et b un entier 21, soit D un diviseur ample sur A, alors
le diviseur aD +bG @ est trés ample sur G et le réalise comme sous-variété projective-
ment normale de PPV,

Preuve voir [36], prop. 1 et cor. 1. On supposera dans la suite qu’on a choisi au
départ D=3D' avec D’ ample sur A de sorte que D +G* soit trés ample.

On note [d]=[d]; I'isogénie multiplication par d; on voit aisément que [d] se
prolonge en un morphisme de G dans G, qu’on note encore [d]. On a alors:

Lemme 2. (i) Si L,=G, alors [d*GX =G .
(i) Si L,=@G,, alors [d]*GP?=\|d|G>. _ N
(i) Si D est symétrique sur A, alors [d]*(D)~d?D.

Preuve voir [36] prop. 3 (~désigne I’équivalence linéaire de diviseurs). Ceci suggére
de définir G° comme la somme des G° pour L,=G, et G,° comme la somme des
G pour L,=@G,,. Nous dirons que G est bien plongé dans PV si la section
hyperplane de G est un diviseur du type aD+bG*® avec D symétrique; nous
supposerons toujours dans la suite qu’on s’est donné un tel plongement, en
particulier dans les deux lemmes suivants.

Lemme 3. Soit d un entier, il existe N+1 polynémes homogénes de degré d* a
coefficients dans k, sans zéros communs dans G, tels que si

x=(Xg,...,Xy)€G, alors: [d]g(x)=(Py 4(x),..., Py 4(X)).
Preuve. Cor. 2 de la prop. 3 de [36].

Lemme 4. Les translations peuvent étre définies par des polynémes homogénes de
degré au plus deux.

Preuve voir [23].

Remarque. Dans le cas d’un produit G=G, X ... X G, il est souvent intéressant de
plonger G dans un produit d’espaces projectifs IP¥* x ... x IPN». Cela se fait en
choisissant un bon plongement pour chaque G;; les lemmes 3 et 4 restent vrais dans
ce contexte en remplagant le mot homogeéne par multihomogene.

b) Calculs de degrés projectifs

On connait la notion de degré projectif d’une sous-variété de PV ; si V est une sous-
variété quasi-projective de PV, on définit son degré comme le degré de son
adhérence de Zariski. Nous utiliserons I'interprétation suivante du degré utilisant la
théorie de I'intersection (nous prenons comme référence [13], appendice A): si A4 est
une variété lisse plongée dans IPY par un diviseur trés ample H, si V est une sous-
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variété de dimension m de A, alors: deg V'=deg, (V. H... H)=deg, V. H™, oul’'on
note pour un cycle de dimension zéro deg,(Zn;P;)=Zn;. Dans le cas de sous-
variétés de PV x ... x P"», on a la notion de multidegré projectif (voir [29] par
exemple). Si Vest une sous-variété de dimensionmde 4, x ... x 4, otichaque A;est
lisse et plongé dans IPY* a I’aide du diviseur H;, posons H;=H{ x T[] Aj, alorson a
j¥i
'interprétation suivante du multidegré pour i, e N tels que i, + .J.. +i,=m:

.....

i, V=deg, V. Hy' ... Hy,

On introduit également le polynéme suivant qui est essentiellement la partie m-
homogene du polyndome de Hilbert-Samuel (voir [29]; par exemple, si p=1, on a
H(WV;D)=(deg V)D™:

m! . .
H(WV;D,,...,D,)= Y (deg;, —— Di'-.. Dy
ig+ ... tip=m Ipseeilp:
On peut alors énoncer la version suivante du théoréme de Bézout:

Lemme 5 (théoréme de Bézout). Soit V une sous-variété irréductible de
PV x ... x PN?, soit {P,/te T} une famille de polynémes multihomogénes de multi-

degré au plus (Dy,...,D,), soit S I’ensemble des composantes irréductibles de
X= Vu< N Z(P,)), alors on a:
teT

Y H(C;D,,...,D))SH(V;D,,...,D,).

CeS

Preuve (voir [29] prop. 3.3.

Avant d’énoncer les lemmes suivants, donnons quelques définitions et nota-
tions. Nous dirons qu’un sous-ensemble algébrique X de ¥V plongée dans
PVt x ... x IP¥» est défini incomplétement dans V par des équations de degré au plus
(Dy, ..., D,)si X est somme de composantes irréductibles de I'intersection de V avec
des hypersurfaces de degré au plus (D,,...,D,). Si V est un sous-ensemble
algébrique de G groupe algébrique, si « est une isogénie de G, I'image directe de V'
par a et I'image réciproque sont notées respectivement a(¥) et a~*(¥); ce sont des
sous-ensembles algébriques de G. Enfin on notera Gy, (resp. Gy) le stabilisateur de V
dans G (resp. la composante neutre du stabilisateur de V).

Lemme 6. Soit G; un groupe algébrique bien plongé dans P¥: par un diviseur H{ , soit a
une isogénie de G, telle que o (H;) ~n;H{, notons [, , ... ,a,] I’isogénie produit des o,
et m; la dimension de G;, soit V une sous-variété de G, x ... x G, de dimension m, alors
pour iy +...+i,=mona:

(i) deg;,,. i [ar,...,0, ] (W)=n""H e ~ivdegy .V

iy i
ny ...np"

[Ker[a, ..., 2,] NGy
H(loy,...,a,](V); Dy,...,D,)

B 1

" Ker [ay, ..., 0,] NGy

(ii) deg;,, i [og,... 0] (V)= i, V et donc:

.....

H(V;nD,,...,n,D)).
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(ii)) Si V est définie dans G=G, x ... x G, par des équations de degrés au plus
(Dy, ..., D), alors [ay, ..., a,]" Y(V) (resp. V +1t) est défini dans G par des équations
de degrés au plus (n, Dy, ...,n,D,) (resp. au plus (2D,,...,2D,)).

Remarque. Nous appliquerons ce lemme a I'isogénie multiplication par d (Cf le
lemme 2), mais les hypothéses sont vérifiées pour d’autres isogénies trés intéres-
santes comme celle qui reléve en caracteristique zéro le Frobenius modulo p (voir
[16] pour les détails et des applications).

Preuve de (i): Soit H;=H{ x [] G, en remarquant que nécessairement on a:
|Ker o;| =n" on peut écrire: -
i, V=IKer[a,...,a,]|degy (V. H{* ... H}?)
=degy([oy, ..., 0, ]*(V. Hy' ... Hp)
=degy {([otg, ..., o, 1* (V) ... ([t 5 ..., o, ¥ (H )P}
=degy{[oy, ..., 0,1 (V). (n Hy)'" ... (n,H )
iy [0 0] ().

Le démonstration de (ii) utilise le résultat suivant qui est un corollaire d’une
propriété de platitude (voir [13] th. 9.9.) comme cela a été remarqué par J-C
Moreau:

ni't...nprdeg;,

.....

,,,,,

i i
=ni'...nrdeg;,

Lemme 7. Soit V une sous-variété de G=G, x ... x G, bien plongé dans P"' x ...
x PN» alors pour tout point t de G on a: HWV+t;D,,...,D,)=H(V;Dy,...,D,).

Preuve de (ii). D’aprés le lemme 7 et (i), on peut écrire:

i, [0, s 0] (V) =deg;, ip[ozl,...,ocp]_l([ocl,...,ap](V))
=deg;; . i, (V+Ker[ay,...,0,])

my—iy mp—i
ny conprTirdeg o [y, 0](V)=deg;

_ IKer[ay, ..., 0]l
[Ker[ay,...,a,]NGy| i,eenip

Preuve de (iii). Cela résulte des lemmes 3 et 4 (Ie lemme 3 est énoncé seulement pour
o= [d] mais en reprenant la démonstration de [36] on voit que ’essentiel est une
relation du type a*(H)~nH.

Remarque. Si ’'on suppose que V est une sous-variété de dimension m de G, que
H,,...,H,sontdesdiviseurs sur G tels que a*(H,) ~ n; H,, alors on peut obtenir une
expression simple de degya ™' (V). H, ... H,, et degyo(V). H, ... H,, en fonction de
deg,V.H,...H,,.

Lemme 8. Soit G=G,;x...xG, un groupe algébrique bien plongé dans
PVt x ... x IPN?, soit C une sous-variété irréductible définie incomplétement dans G
par des équations de degré au plus (D, ..., D,), alors le stabilisateur de C est défini
incomplétement dans G par des polynoémes de degré au plus 2Dy, ...,2D,) et 'ona:
(Gc:G)H(GE;2D,,...,2D,)=H(G:;2D,,...,2D,)SH(C;2D,,...,2D,).
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Preuve. Par hypothese C est composante de X=G m{ﬂ Z (P,)}, ou les P, sont des
t

polynomes de degré au plus (D,,...,D,). Considérons M= (| X —x; d’aprés le
xeC

lemme 6, M est défini par des équations de degré au plus (2D,,...,2D,).
Clairement, Gc= M et M est homogéne sous G ; il suffit donc de prouver que G2
est une composante de M. Soit ¥ une composante de M contenant G2, alors
Y+CcXetdonc CcY+CaX et donc comme C est une composante de X on
conclut que Y+ C=C. Ainsi G2 = Y =G et donc Y =G2. La deuxiéme affirmation
se déduit immédiatement du théoréme de Bézout (lemme 5) en décrivant G, comme
somme de composantes de méme degré de C —x coupée par des hypersurfaces de
degré au plus (2Dy,...,2D,).

Nous terminons ce chapitre par un énoncé qui est presque évident sur le groupe
(G,)° mais contient le théoreme de réductibilité de Poincaré pour une variété
abélienne:

Lemme 9. Soit G un produit d’un tore multiplicatif T par une variété abélienne A,
définie sur K, plongé dans PY x P, alors:

(1) Il existe une extension fini de K sur laquelle tous les endomorphismes et les
sous-groupes algébriques connexes de G sont définis.

(i) 1/ existe une constante C;>0 telle que si B est un sous-groupe algébrique
connexe de G, alors il existe un sous-groupe algébrique connexe B' tel que B+ B' =G
et aussi |[BNB'|=C;H(B;1,1).

(iii) 1l wexiste qu’un nombre fini de sous groupes algébriques de degré borné.

Remarque 1. Les parties (i) et (iil) de I’énoncé restent vraies pour une extension non
triviale d’'une variété abélienne par un tore multiplicatif, mais sont fausses en
général — par exemple sur (G,)*.

Remarque 2. D. Bertrand a montré qu’en fait on peut choisir B’ de sorte que |Bn B’|
soit majoré par Cg (voir [1]).

Preuve de (i). Soit K’ sur laquelle T est déployé et tous les endomorphismes
de A sont définis, la variété 4 posséde une isogénie a définie sur K’ disons sur
A'=A, x ... x A, produit de variétés simples dont tous les endomorphismes sont
définis sur K'. Soit &’ telle que o’ o o = [deg «], alors toute sous-variété abélienne de A
est 'image par o’ d’une sous-variété abélienne de 4’ elle-méme image par un produit
d’endomorphismes d’une variété de type 4, x {0} x ... X A, et est donc définie sur
K'. Les sous-groupes algébriques de T sont bien str tous définis sur K'.

(ii) Soit B=B,x TycAx T, on peut choisir 7y sous-tore de T tel que
ITynTy|=1. On peut choisir By du type A;x{0}x...xA, de sorte que
dim By +dima(B)=dimA’ et oa(B)nB; soit fini: posons Bg=a'(By) et
B'=B;x T, alors comme B; parcourt une famille finie, |B,n Bg|<C deg B, et
donc |[BNB'|<C,degB,<C;H(B; 1,1).

(iti) Ceci est bien connu et peut se déduire des résultats de [3] ou bien des lemmes
5 et 6 précédents.

Concluons ce paragraphe par deux lemmes sur la gé¢ométrie des sous-variétés de
groupes algébriques:
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Lemme 10. Soit V une sous-variété d’un groupe G extension d’une variété abélienne
par un tore linéaire, supposons que pour un entier d=2 on ait : [d1(V)=V + v, alors V
est un translaté de sous-groupe algébrique.

Notons que sur un groupe algébrique quelconque, le résultat est encore vrai
pour une courbe (voir lemme 16) mais devient faux pour une variété de dimension
supérieure (un cone dans I’espace affine n’est pas forcément linéaire).

Preuve. On choisit une compactification et un bon plongement; alors on voit
d’apreés les lemmes précédents que pour deux entiers tels que i+j=m=dim Vona:

d2i+j

dego[d](V). D% (G*Y =Gl

deg,V.D'.(G®Y

En observant que pour k entier =1 on a encore [d*](V) =V +u, on obtient:

deg V=Y (m!filjl)degyV.D" (G*) =deg(V+uv,)=deg[d*](V)

itj=m
k2i+j) o X
= Vilj) ———=—deg,V.D' . (G*).
2 ) Rer (@G VPO

G? est une extension d’une variété abélienne de dimension g par un tore linéaire
de dimension ¢ et donc |[Ker[d*]nGP|=d*?9*" et pour k assez grand
|Ker [d*] NGy |/|Ker [d*] 1 G}| est constant. On observe donc que pour deux entiers
positifs tels que i+j=m et 2i+j>2g+1 on a: deg, V. D".(G*)’=0. On conclut
alors par I’argument suivant que nous énongons pour future référence:

Lemme 11. Supposons que V soit une sous-variété de dimension m d’un groupe G
extension d’une variété abélienne par un tore linéaire et que son stabilisateur soit une
extension d’une variété abélienne de dimension g par un groupe linéaire de dimension t; si
pour chaque entiers i, j tels que i+j=m et 2i+j>2g+tona:deg,V.D' . (G®)y =0,
alors V est un translaté de sous-groupe algébrique.

Preuve. Choisissons i=dimn(V), alors comme D est ample sur 4, n(V).D' est
un cycle effectif non nul de 4 de dimension nulle. Ainsi V. D’ est un cycle effectif
non nul dimension j=m —i et est concentré dans un nombre fini de fibres de
n:G—A; comme G est relativement ample pour la fibration n (Cf la remarque
dans [36] prop. 1 et cor. 1) on en déduit que deg, V. D*.(G®) >0. On conclut
que 2g+t=22i+j=m+dimn(V). Mais bien sir n(vy,+Gy)cn(V) et donc
dimn(V)=g et ainsi dimG, =g +t=m=dim V; ce qui montre que V=uv,+Gy.

2. Propriétés galoisiennes

Nous énongons diverses propriétés sous la forme qui nous sera utile; elles affirment
qu’un point de torsion ou un point de division a beaucoup de conjugués par Galois,
sous des hypothéses convenables. Si K est un corps (en pratique un corps de
nombres) on note K une cloture algébrique de K et Gal (K/K) son groupe de Galois
absolu. Si 4 est un groupe abélien on note A, son groupe de n-torsion. La notation
C=C(a,,a,,...) désigne une constante ne dépendant que de a,,a,,... etc.



Autour d’une conjecture de Serge Lang 583

a) Points de torsion

Lemme 12. Considérons le produit G d’un tore T et d’une variété abélienne A,
supposons G défini sur un corps de nombres K, alors :

1) 1l existe un entier non nul ¢ =c(G, K) tel que si p est premier d n et si (¢, x) est
un point d’ordre n sur G =T x A alors il existe o appartenant a Gal(K/K) tel que:
a (& x)=[p*, p1(E ).

it) Il existe deux constantes positives C, = C,(G, K) et g=q(G) telles que I’ orbite
sous Gal(K/K) d’un point d’ordre n de G ait un cardinal au moins C,n"".

Preuve de i). Lorsque T=(0), on reconnait I’énoncé du théoréme 2 de [37]. En
prenant donc ¢ =c (A, K) donnée par le théoréme de Serre et en posant d = p°, on voit
qu’il existe o € Gal (K/K) agissant par multiplication par d sur les points de n-torsion
de A. Considérant I’accouplement de Weil —noté e, — on voit que g agit par élévation
a la puissance d? sur les racines n-iémes de I'unité:

(e, (3. 1))=e,(ay,0y)=e,([d]1(»), [d] () =e,(»,)"".

Preuve de ii). Cela résulte de la méme propriété pour @G, (irréductibilité du
polyndme cyclotomique) et pour une variété abélienne (ce qui peut s’obtenir par
méthode de transcendance, voir [2] et [26] par exemple, ou par méthode algébrique
comme dans [37]).

Remarque. Ce lemme pose un probléme d’effectivité: les méthodes de transcendance
donnent des versions effectives de ii), mais le calcul de la constante ¢ de i) n’est
effectif a notre connaissance que pour une variété abélienne de type CM (voir [22])
ou une puissance d’une courbe elliptique définie sur @ (idem pour les versions
algébriques de ii) en prenant g <1).

On peut décrire trés explicitement 1’action du groupe de Galois sur les points de
torsion d’une extension de variété abélienne (voir par exemple [33]); en fait nous
nous servirons des faits suivants:

Lemme 13. Soit G une extension d’une variété abélienne A par un groupe linéaire
commutatif L, définie sur un corps de nombres K, alors:

i) Il existe un entier ¢ =c(G, K) tel que si p est premier d n, si x est un point de
torsion de G dont la projection sur A est d’ordre n, alors il existe o appartenant a
Gal(K/K) et n point de torsion de L tel que:

o(x)=[p1(x)+n

it) Il existe deux constantes C{=C/|(G,K) et ¢'=q'(G) telles que si K¢ désigne
lextension de K par toutes les racines de 'unité, alors, si x est un point d’ordre n de A,
son orbite sous Gal(K/K®°) a pour cardinal au moins C{n'/".

Preuve. i) est un corollaire immédiat du lemme 12: Considérant la suite exacte
0—>L—>G5A—0

On choisit o tel que o(n(x))=[p°](n(x)), on observe alors que a(x) —[p](x) est
tué par 7 donc est dans L et est un point de torsion. La preuve de ii) est plus déli-
cate et utilise des résultats fins sur les représentations /-adiques. Il suffit bien stir
de le prouver pour A simple. Il est bien connu que K(u,) =K(A4,), en fait on peut
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montrer que [K(A4,) N K : K(u,)] est borné quand n varie. D’apres [37], si A n’est
pas de type CM, si x est un point d’ordre n, alors [K(x):K]=C,n* "¢ et donc
[K(x): K(x) nK¥]=C,n' "¢, si A est de type CM on a une description explicite de
I’action de Galois sur les points de torsion (voir [34], [38] et [39]) qui fournit le
résultat désiré. On pourrait aussi utiliser le résultat de Ribet démontré en appendice
de [18] disant que le sous-groupe de torsion de 4 (K*) est fini.

b) Théorie de Kummer

Nous énongons le résultat sur une variété abélienne A (définie sur un corps
de nombres K), I’analogue sur le groupe multiplicatif étant bien connu. Si P est

. . . _ . 1 .
un point d’ordre infini de 4(K), on désigne par — P un des points Q tels que
m
[m](Q)=P; il n’est défini qu’a un point de m-torsion prés mais l’extension

1 . . .
K(Am, — P) est bien définie et galoisienne sur K(A4,,).
m

Lemme 14. Soit A une variété définie sur un corps de nombres K, il existe une constante
strictement positive f, = f,, (A, K) telle que si P est un point d’ordre infini de A(K), non
divisible dans A (K) par aucun entier distinct de plus ou moins un et si m divise n, alors :

Gal <K<A,,, 1 P>/K(A,,)>
m

Ce lemme se déduit aisément de la proposition suivante et ne sera utilisé qu’au
paragraphe 6. Si P est un point d’ordre infini de 4 (K), on note G, le plus petit sous-
groupe algébrique de A contenant P et Bp sa composante connexe; nous dirons que
Pestindivisible dans 4 (K)sil’égalité «(Q) = Paveca € End (4) et Q € A(K)entraine
I’existence de feEnd(A) tel que f(P)=0.

Zfom.

Proposition 1. ( Ribet ). Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K,
il existe une constante f=f(A, K) telle que si P est un point d’ordre infini indivisible
dans A(K), si B= Bp est la plus petite sous-variété abélienne contenant un multiple de

1

P et si (Gp: BYm divise n, alors le groupe de Galois Gal <K <A,,, — P>/K(A,,)>
m

S’identifie d un sous-groupe de B,, d’indice borné par f (indépendamment de m et n).

Cette formulation est prise dans [16]; pour la commodité du lecteur nous
reproduisons la démonstration en appendice (n°2): il s’agit de mettre bout a bout les
résultats de Ribet [33], Faltings [10] et Serre [37]. Ribet a énoncé un résultat pour

1 . . .
Gal <K <A,, 7 P)/K(A,)) sous certains axiomes qui sont devenus des théorémes
grace a Faltings et Serre; il faut ensuite prouver qu’il n’y a pas de dégénérescence
1 1
quand on translate K<A,m, m P)/K(A,m) en K<A,m,,, m P)/K(A,m,,).

Remerquons que le lemme 14 se déduit aisément de la proposition et que la
minoration en fym est souvent améliorable (par exemple si End(4)=Z, alors on
peut minorer par fym?%™4) mais, en toute généralité, elle est optimale comme le
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montre I’exemple suivant: Soit E une courbe elliptique avec multiplication
complexe par O un ordre d’un corps quadratique imaginaire, soit /= oo’ un nombre
premier décompose; choisissons P=a(Q), ol Q est un point indivisible dans A (K),
alors P n’est divisible par aucun entier distinct de un ou moins un mais

1 . . .
Gal (K <A,, 7 P/K(A ,)) s’identifie a Ker(a') de cardinal /.

3. Sous-groupe maximaux

Soit V' une sous-variété d’un groupe algébrique commutatif G et soit x un pointde V,
nous dirons qu’un sous-groupe algébrique B est maximal en x relativement a V'si B
est connexe et maximal au sens de l'inclusion parmi les groupes algébriques
connexes tels que x+Bc< V. Nous étudions ces sous-groupes et bornons en
particulier leur degré quand ils sont en nombre fini, entamant ainsi 1’étude des
points de torsion sur V.

Ce paragraphe étudie les groupes produits d’un tore linéaire et d’une variété
abélienne; ceux-ci sont plus «riches» en endomorphismes et donc plus faciles a
traiter, mais nous étendrons au § 5 la plupart des résultats aux extensions de variétés
abéliennes par des tores, au prix de quelques complications (les lemmes 10 et 11
jouant alors un role clef); Commengons par le corollaire suivant des résultats du
premier paragraphe:

Lemme 15. Si V est une sous-variété irréductible du produit d’un tore T par une variété
abélienne, si d est un entier =2, alors si [d*,d(V)< V +t alors V est un translaté de
sous-groupe algébrique.

Preuve. Ona donc, pour s 2 1, [d*%,d*] (V)= V +t,. On se donne un bon plongement
et on utilise le lemme 6:

HWV;X,Y)=H(WV+t,;X,Y)=H([d*,d*|(V); X, Y)

dZSdimV
~ [Ker [d%, d*) G|

D’autre part, si GO=(G,,)" x B, alors |Ker[d?*%,d*]nGP|=d*"*4mB) et donc
r+dim B=dimGP=dim V et ainsi V=0,+Gp.

H(VX,Y)

Remarque. 11 reste vrai qu’une sous-variété irréductible d’une extension d’une
variété abélienne par un tore qui est stable (a translation prés) par [d] est un
translaté de sous-groupe algébrique d’apres le lemme 10 ; mais bien siir cela est faux
dans (G,)" - i.e. une variété homogene n’est pas forcément linéaire. Ceci suggeére
d’introduire pour un entier d bien choisi les sous-ensembles algébriques suivants:
V=V, s=Vnld®d] ' (V)n...a[d*,d] (V)
0
V=) [d,d'1"'(V)
t=0

On considére maintenant une sous-variété ¥ de dimension m d’un produit d’un tore
T et d’une variété abélienne A bien plongé dans PM x PY, telle que ¥ soit définie
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dans G =T x A par des polynémes bihomogenes de degré au plus (D, , D,) et définie
sur un corps de nombres K; on démontre alors la proposition suivante:

Proposition 2. Soit x un point de torsion de V est soit d un entier tel que [d?, d](x) soit
un conjugué de x par Gal(K/K) et tel que d>*> H(V;2D,,2D,); alors pour tout t
supérieur d h la partie entiére de Y. (2m)'/i! on a: dim,V,=dimV, et de plus V
i=1

contient le translaté par x d’un sous-groupe algébrique B maximal de dimension celle
de V,, en x et vérifiant: H(B; D,,D,)<d*"™"H(V;2D,, D,).

En appliquant la proposition a ¥ —b et x=0et d=[H(V;2D,,2D,)'*]+1 on
obtient (Cf Bogomolov [4] pour une variété abélienne):

Corollaire. Soit be V, supposons b+ B maximal dans V alors :

H(B;D,,D,)SH(V;2D,,2D,)".
En particulier il B’y a qu'un nombre fini de sous-groupes B possibles.

Preuve de la proposition. Remarquons d’abord que si x+BcV, alors:
[d%,d](x+B)=[d?* d]x+B=0x+B=0(x+B)c V(car Bet Vsont définis sur Ket
Best stable par [d?,d]). On conclut que x + B est contenu dans V] et par induction
dans V. Ainsi, si 'on trouve une composante de V, de la forme x+ B, c’est
nécéssairement un sous-groupe maximal en x relativement a V. Supposons main-
tenant que dim, V,=dim, V,,, = ... =dim, V,, ,=m’; on va montrer que ou bien V
contient un sous-groupe de dimension m' translaté par x ou bien k est borné. On en
déduira alors, par un calcul par récurrence aisé, la proposition.

Une composante C de dimension m’, contenant x, de V; reste donc dans
V., i. On en déduit: [d?*, d*](C) < [d**, d*|(V,, ) = V,. Mais [d**, d*](C) contient
x'=[d?*; d*]x qui est par hypothése un conjugué de x (par Gal (K/K)); comme V est
définie sur K, on voit aisément que dim, ¥, =dim . ¥, et donc que [d**, d*](C) est une
composante irréductible de V. D’aprés les lemmes 5 et 6 on peut écrire:

H(C, d2k+23D1 , d2k+2sD2)
|Ker [d**, d*]1 NG|

H([d**,d*|(C);d*D,,d* D,)= <H(V;d*D,,d*D,).

Par ailleurs en utilisant le lemme 8 on a:
|Ker [d**, d*] NG| £ d**imGe (G, : GQ) S d?*4imGe H(C;2d**D,,2d**D,). .

D’ou l'on tire: @?km ~dimGo)=2sm< fr(y:2p,,2D,). Comme on a supposé d’
strictement plus grand que le nombre de droite, on en déduit que, ou bien m' =dim G,
=dim Cet alors C=x+ G, c’est-a-dire que V contient un translaté de sous-groupe
par x nécéssairement maximal d’aprés les remarques préliminaires et dont on estime
le degré en utilisant encore une fois le théoréme de Bézout:

H(C;d*D,,d**D,)SH(V;d**D,,d*D,)
et donc
H(G¢,D,,D,)<d*™H(V;2D,,2D,).

Il reste & voir que ’on a bien s <h; ou bien dim G, <dim C=m’ et alors on conclut:
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k <sm(m’ —dim G.). Par noethérianité il existe deux suites d’entiers s; et m; tels que:

m=m;=dim, V= =dim, V, >dim V, ,,=...=dimV,

X 82
=my>..>.. =dim,V, =m>dimV, , =t

Le raisonnement précédent montre que: s, =m/(m—g,) et s, —5;
Z(s;+1)m/(m;—g;) ou I'on note g;=dimG,, la dimension du stabilisateur de
la composante C; intervenant au i-eme cran de la démonstration. Comme
g;<t=dim,V, on a:

<[m(m+m2 ‘gz)---(m+mr—1“gr—1):l . m <(2m)r+...+2m,
(my —g,)(my —g,)...(M,_y —g,-1) (m,_y—g,-) !
d’ou I’on tire la majoration cherchée: s,,, <h.

4. Points de torsion (cas d’un produit de tore et de variété abélienne)

On se propose de démontrer dans cette partie le théoréme suivant (on rappelle la
constante g du lemme 12 et ’entier 4 de la proposition 2):

Théoréme 1. Soit G un produit d’un tore T et d’une variété abélienne A, bien plongé
dans PM x IP¥ défini sur un corps de nombres K, il existe une constante Co=Cy (G, K)
telle que si V est une K-sous-variété pure de dimension m de G, définie dans G par des
équations de bidegré au plus (D,, D,), alors il existe t,, ..., t, points de torsion de G
d’ordre au plus CoH(V; Dy, D,)""™* 1) et des sous-groupes algébriques B, , ..., B, tels
que H(B;,D,,D,)<H(V,2D,,2D,)"™ et tels que:

V(K) NG (K)torsion = »Ul i+ Bi(K)torsion) .

Remarques. a) 1l est clair que le théoréme fournit une méthode de détermination
effective de la torsion sur une sous-variété dés que I’on sait calculer la constante C ;
malheureusement ce calcul dépend de la constante ¢ =c(4, K) du lemme 12 et n’est
effectif que dans quelques cas, comme on I’a signalé.

b) On peut aisément tirer du théoréme I’énoncé uniforme suivant:

Corollaire : Soit e=1, il existe R=R(G, K, e) et un ensemble fini de sous-groupes
algébriques {B/se S} tels que:

i) On a: deg B,< R (ceci pour tout S€S).

ii) Si V est une K-sous-variété définie par des équations de degré au plus e, alors il
existe t,, ..., t, points de torsion d’ordre au plus R et s, ..., s, éléments de S tels que :

V) AG(R)or= U 1+ By (K)o

Remarquons que les résultats de Raynaud contiennent des énoncés (avec borne
non explicite) pour les translatés d’une courbe par des points de A(K) (et non de
A(K) comme nous devons le supposer) ; Coleman (voir [7] et [8]) a aussi obtenu des
résultats trés précis sur les courbes; [15] contient une discussion des diverses bornes
obtenus.
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Preuve du Théoréme 1. Soit x un point de torsion situé sur V, d’ordre n, soit B
un sous-groupe algébrique de dimension maximale en x relativement a V; le
lemme 9 permet de choisir un sous-groupe algébrique B’ tel que B+B'=G et
|BNB'|=Cz;H(B;1,1). On peut d’autre part supposer que x € B’ (sinon x=b+5’
avecbeBet b’ e B' et donc x+ B=»b"+ B et on peut raisonner avec b’). On choisit
alors p ne divisant pas n, ’ordre de x, tel que: p**=d? > H(V;2D,, 2 D,). Utilisant le
lemme 12i) et la proposition 2, on voit que Z= (]  (ox+ B) est somme de

al (K/K)
composantes de V, ,=V,.D’autre part tous ces trans? tes ont meéme degréetilyena

au moins (C, n”“)/CGH(B, 1,1) d’aprés le lemme 12ii). En appliquant le théoréme
de Bézout on obtient:

(C\n*'")|Ce<H(Z;d*" D, ,d*"D,)<d*™H(V; D,, D,) (*)

Supposons que n>CyH(V; D,, D,)**™*1 avec C, grand en fonction de 4, K et
¢(A, K). Par un argument élémentaire de théorie analytique des nombres premiers,
il existe p premier avec n tel que:

H(V;2D,,2D,)"**<p<{C,n'"|CeH(V; D,, D,)}!/*hme.

En choisissant d=p° dans le raisonnement précédent on aboutit a une
contradicition entre (*) et la majoration de d; on a donc bien prouvé que
n<CoH(V; Dy, D,)**™*1 et le théoréme annonce.

5. Point de torsion (cas général)

Let but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 2. Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de
caractéristique zéro K, soit V une sous-variété algébrique de G, alors il existe un
nombre fini de points de torsion t, ..., t, et de sous-groupes algébriques G, ..., G, tels
que:

VYA GR)e= U (04GR,

Remargques. — Cet énoncé est bien sur faux en caractéristique positive (si K est fini
tous les points algébriques sont de torsion).

— Par des arguments de spécialisation (voir appendice) il suffit de prouver le
résultat si K est un corps de nombres, c’est ce que nous ferons.

Nous commengons par donner une démonstration directe si ¥ est une courbe
(par exemple plongée dans une jacobienne généralisée); nous réduisons ensuite
I’énoncé général a4 un résultat dont nous démontrons ensuite une version
quantitative trés semblable au théoréme 1, lorsque G ne contient pas de sous-groupe
de type G, ; nous terminons en traitant succintement le cas ou G contient une partie
additive.

On rappelle la suite exacte canonique: 0— L— G- 4 —0.
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o) Le cas d’une courbe

Soit donc G un groupe algébrique, on le suppose plongé par le diviseur sur G défini
en§1: H=D+G.° +G,> dans PY. On commence par I’analogue des lemmes 10 et 15
(qui serait faux pour une variété de dimension =2):

Lemme 16. Soit C une courbe irréductible de G, soit d un entier =2, supposons que
[dI(C)= C+t alors C est un translaté de sous-groupe algébrique.

Preuve. deg(C+1)=degC=deg,C. H=deg,C.D+deg,C.G> +deg,C.G> et
d’autre part d’apres les lemmes 2 et 7 et les remarques suivant la démonstration du
lemme 6 on a, en posant C'=[d](C):

|Ker [d]|
|Ker[d]n G|

=|Ker [d]| {deg,C". D/d*+deg,C' . G2 /d+deg,C'. G2} .
Donc, [d°](C)=C+1¢, entraine:
2s
[Ker [d*]n G|
=deg,C.D+d*deg,C. G2 +d**deg,C.G> .

deg[d] 1(C)= degC

(degyC. D +deg,C.GX +deg,C.G>)

Si G est fini, en faisant s trés grand on voit que deg,C. D=0=deg,C.G2 ce qui
entraine que C = (@G,)" et la conclusion est alors élémentaire. Si G- n’est pas fini alors
C=cy+Ge.

Remarquons qu’on peut extraire de la démonstration le corollaire:

2

d
Corollaire. Si C est une courbe dans G, deg [d](C)< Ker degC<d*degC.

[d1nGl
Preuve du théoréme. Soit x un point de torsion sur C, dont la projection sur A est
d’ordre n, on choisit p de 'ordre de logn ne divisant pas n, on pose d=p*, alors
d’aprés le lemme 13i) il existe un point de torsion n de L et o e Gal(K/K) tels que
ox=[d](x)+n; donc ox ainsi que tous ses conjugués sur K(x) appartiennent a
Cn([d](C)+n). Donc soit [d](C) + = Cetalors Cest un translaté de sous-groupe
algébrique, soit |CN([d](C) +n)| £ d*(deg C)? et alors en utilisant le lemme 13ii) on
obtient: C;n'/" <d*(deg C)?, soit encore n/(logn)*? < C;(deg C)**.
Soit M un majorant de n, soit C'=[M !](C), alors si x est un point de torsion de
C’, on a x=[M!]y pour yeC et donc n(x)=n([M!]y)=[M!](n(y))=0 donc
C'nG, <L, et donc est fini (Cf le théoréme 1), ce qui achéve la démonstration.

tor tor

Note. Cette démonstration est proche de I'idée originale de Lang dans [21].

b) Réduction du théoréme général (cas des extensions sans G,)

Voyons qu’il suffit de prouver un résultat du type: «Soit G une extension d’une
variété abélienne A4 par un tore L, soit ¥ une sous-variété de G, il existe une
constante M= M (G, V) telle que si x est un point de torsion situé sur V ou bien il
existe un sous-groupe algébrique maximal H de dimension non nulle tel que



590 M. Hindry

x+Hc Vet de degré borné par M, ou bien 'ordre de la projection de x sur A est
borné par M". En effet considérons V'=[M](V),six' € V' NG,,, alors x'=[M !]x
avec xe VNG, donc ou bien il existe H sous-groupe algébrique de dimension
non nulle telle que x+ H<=C ou bien 0=[M!]a(x)=n([M!]x)=n(x") et donc
x'e V' n L, queI’on sait décrire comme union finie d’ensemble du type ¢t + H,,, avec
H sous-groupe algébrique. On conclut qu’il existe M'= M (G, V) telle que ou bien
P'ordre de x est borné par M’ ou bien V contient le translaté par x d’un sous-groupe
algébrique de dimension positive. On raisonne alors par récurrence en considérant
la cloture de Zariski de ’ensemble des translatés de sous-groupes algébriques de
dimension positive contenus dans V:

Z= ) (+H).
t+HcV
dimH >0
Si dim Z <dim V alors on peut supposer le théoréme démontré pour Z, et donc
pour V.
Si Z=V on montre que dim G, >0 et qu’on peut se ramener a une sous-variété
de dimension inférieure. En effet on peut dans I’écriture de Z ne considérer que les
sous-groupe maximaux (qui sont en nombre fini car de degré borné) et donc on peut

écrire: V=27Z= U { U (t,1+Hi)}, mais comme J est irréductible, il existe H,=H

i=1 (AeS,
tel que V= (t,= H) et donc H stabilise V. On considére alors le quotient G5 G’
1

=G/H.Onaalors V=p~'{p(V)} et dimp(V) <dim V; par récurrence on sait qu’il

existe des points de torsion ¢;,...,¢ et des sous-groupes algébriques de

G':H{,..,H tels que p(V)NnG, =) {t/ +H{(K)}. En posant p(t,)=1
i=1 ,

et H;=p~'(H;) on obtient bien: VNG (K),,= | J {t;+ Hi(K)\o,}-

i=1

¢) Fin de la démonstration (dans le cas sans G,)

Le démonstration suivante bien qu’un peu plus compliquée est trés semblable a celle
de la proposition 2 et du théoréme 1; on répéte néanmoins ’argument en étant bref
sur les parties totalement similaires. On suppose le groupe G bien plongé dans IP"
comme au §1 et que Vest une sous-variété de dimension m définie par des équations
de degré au plus D dans G, on prouve alors le résultat suivant ou I’on rappelle les
constantes C; et ¢’ du lemme 13:

Théoréme 3. Soit 7t un point de torsion de G situé sur V, alors ou bien V contient un
translaté par x d’un sous-groupe algébrique de dimension strictement positive et de
degré borné en fonction de G, K et du degré des équation définissant V, ou bien I’ordre
de nt(x) est majoré par Cj(deg VD™)T ¥ ™+ 1) o4 C4 est une constante ne dépendant que
deGet K eth"=2m+1)"

Preuve. Soit x € V un point de torsion tel que 7 (x) soit d’ordre n, soit p ne divisant
pas n et tel que p**>deg V(2D)™, d’aprés le lemme 13, si I'on pose d=p°, il existe
ceGal (K/K) et neL,, tels que a(x)=[d](x)+#. Posons:

ns=1""c(n®” ) ...c" 2(n)* "1 ().
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On verifie que 7% (n,,,) "' =0(ny) et a*(x)= [ds](x)+ns. Comme ¢*(x)e V, on a
xe[d°]7'(V —ny), ce qui suggére de poser V, =V, = ﬂ [d*]7*(V —n,) et de méme
V= ﬂ [d°]7*(V —#,). On voit que en posant ¢'=g¢ 1 ona:

o' ([d1V,+n) < V,_,, en effet:
dVi+ncVald] ' (V—mn+n)o..ad 17V —n+n")

=Va..nld 1 'V-a(,_,),
d’ou:

o'([dVi+m s Valdl ' (V-n)n..ad 17 (V—n,_)=V,_;.

Supposons que dim, V= ... =dim, V., alors il existe une composante C de Vet
V, .+« de dimension dim, ¥, et contenant x. Alors o'([d] V., +1) est une composante
de V-, etcontient x; en répétant I'opération, on obtient une composante de ¥, de
la forme C'=1([d*]C+7"). Bien siir dans un bon plongement deg C' =deg [d*] C. Si
m’'=dim, V, et m=dim V alors, pour i+j=m’, on a d’aprés le lemme 2 et les
remarques suivant le lemme 6:
2i+j
dego([d]1C). (D) . (GrY = ——— dego C. (D). (GY .
° Ker[dInGel

D’aprés le lemme 8, si G2 est une extension d’une sous-variété abélienne B de
dimension g par un tore T de dimension ¢, on a:

|Ker [d¥] NG| (G : Gd P90 <d* 29+ deg C(2d* D)™ 797",
D’autre part: degC= Y (m'!/i!j!)deg,C.(D)".(GF) et donc:

itj=m

deg [d"]C:{ Y (m'lilj)d @t deg, C. (D). (G,ff’)f}/|Ker [d*]AG|

itj=m

qui est minoré par:

{ Y (m'Vilj)dkGitim2em0m2sm =90 deg  C . (D). (G,f)f}/(ZD)"'"g_‘degC.
i+j=m

Remarquons que tous les termes de la somme sont positifs ou nuls et qu’il y a un
terme d’indice disons i,j non nul et que deg C <deg V(d**D)"~™, donc:

deg [dk]ngk(2i+j—2g—r)—2s(m’—g—t)/deg V(ZD)"'.

Ou bien 2i+/<2g+1 chaque fois que deg,C.(D)".(G) >0 et alors on conclut
que C=G.+x en utilisant le lemme 11.

Ou bien on obtient par le théoréme de Bézout: d*~**™/degV(2D)"
<deg V(d**D)y"~™ soit encore: d* 2™ <(deg¥(2D)")>. Comme nous avons
supposé que d? > deg V(2 D)™, on voit aisément que k <2sm+4. On vérifie que, en
posant h=(2m+1)" on a dim, V,,=dim, V. Ainsi ou bien il existe un sous-groupe
algébrique connexe non nul H tel que x+ H < V, il est nécéssairement maximal et
I'on peut borner son degré de Ja maniére suivante:
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Ecrivons que x+G¢ est composante de ¥, et notons B=n(GQ); d’aprés
le lemme 9 il existe B’ sous-variété abélienne de A telle que A=B+ B’ et telle
que: |BNB'|<C,deg B<C,degG2. On peut supposer n(x)e B’ on déduit qu’il
y a au moins C{n'%/degGQ translatés distincts de la forme ox+GQ avec
o € Gal(K/K) en invoquant le lemme 13; la somme des degrés de ces translatés
(tous composantes de V) est bornée par deg V(2d*"D)™ d’aprés le théoréme de
Bézout. On écrit d’abord C{n'/?< deg V(2d*" D)™ d’oui I’on tire une borne pour 7 en
utilisant le théoréme des nombres premiers comme au paragraphe 4 en
choisissant convenablement d, puis on écrit deg G2 <deg V' (2d*" D)™ ou maintenant
d est borné puisque n I’est. Notons que cela donne une démonstration de la finitude
dunombre de sous-groupes algébriques maximaux dans ¥ comme dans le corollaire
de la proposition 2 — fait que nous avons utilisé lors de la réduction du théoré¢me 2;
ou bien dim, ¥, =0 et alors comme tous les conjugués de x sur K(n) appartiennent a
V, on en déduit, utilisant le lemme 13ii) et le théoréme de Bézout encore une fois:
C{n''" <deg V(d*"D)™ d’oui il n’est pas difficile d’en tirer la borne du théoréme 3
comme précedemment.

d) Démonstration lorsque G contient un G,

Les complications proviennent de la possible existence d’une infinité de sous-
groupes algébriques de degré borné, de I’absence de corps de rationnalité de degré
fini sur @ pour les sous-groupes connexes et de I’existence de sous-variété stable par
les isogénies [d] sans étre un translaté de sous-groupes algébriques.

Je remercie le referee pour m’avoir demandé de clarifier cette section et avoir
notamment suggéré d’énoncer le lemme suivant:

Lemme 17. Soit G un groupe algébrique commutatif connexe, soit G' le quotient de G
par sa partie additive, soit d un entier 22 et soit V une sous-variété irréductible de G
telle que [d1(V)=V +v, alors:
i) L’image de V dans G’ est un translaté d’un sous-groupe algébrique H' de G'.
i) L’image de G, (le stabilisateur de V dans G) dans G' est égale a H'.

Preuve de i). En notant V' I'image de V'dans G’ ona [d](V')=V'+v' donc d’aprés
le lemme 10 on sait que ¥’ est un translaté de sous-groupe.
Preuve de ii). Posons m=dim Vet ¢;;, =m!/i!j !k !, en reprenant le raisonnement du
lemme 10 on obtient (pour tout entier s=>1):

deg(V+v)=deg(V)= Y cjudegeV. (D). (Gy) . (GF)

itjtk=m

A5@i+i

= Cin o dego V. (D). (GEY . (GZ).
i+j;c=m * |Ker [d*] NGy | &

Notons a (resp. @’) la dimension de la partie abélienne de G, (resp. H') et ¢ (resp. t')
la dimension de la partie tore linéaire de G, (resp. H'), alors:

Si degyV.(D).(G2Y.(GP)* n’est pas nul alors 2i+j=2a+1.
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Puisque I'image de V' dans G’ a pour dimension abélienne a’ et dimension linéaire ¢’
on en déduit (comme au lemme 11) que:

deg, V. (D) .(G®) (G&Z)"*“~">0 etdonc 2a'+t'=2a+t.

Or il est clair que 'image de G, dans G’ est contenue dans H' donca’'=aett' >tet
enfin a’=a et t'=¢, ce qui prouve le lemme.

On procede maintenant a la démonstration:

Si x est un point de torsion sur ¥ (avec n(x) d’ordre #) on utilise le lemme 13 pour
choisir o, d et i tels que o (x) = [d](x) +# et on forme comme précédemment la suite
V,. Sidim, V=0 on montre comme précédemment que dim, },=0 et un utilisant
le théoréme de Bézout et le lemme 13ii) on obtient: C;n'/¥ <deg V(d*"D)™ d’ot1 on
tire une borne pour n. L’obstruction peut provenir d’une sous-variété C contenant
x, de dimension m’', possédant un stabilisateur G dont la partie abélienne est de
dimension ¢ et la partie tore linéaire de dimension ¢, qui reste composante de V. Si
i+j+k=m' et si 2i4+j>2g+t, alors degV.(D).(GZ)Y . (GX)=0; d’apres le
lemme 17, on voit que, en notant n’ I’application quotient par L, le plus grand sous-
groupe additif de G, on a n(C)=n(x+G) et n'(C)=n'(x+G). En particulier il
existe une sous-variété affine C' (contenue dans un (G,)") telle que C=C'+Gc;
ainsi n'(G ) ne peut étre trivial car sinon x est nul (L, n’a pas de point de torsion non
nul). Le degré de G est borné par deg C(2d**D)™ et si on pose B=mn(G?) alors par
le lemme 9 on peut choisir une sous-variété abélienne B’ telle que B+B'=A4 et
[BAB'|£C, deg B< C,deg G (I'application 7 est une projection linéaire, voir [3]).
On peut supposer que n(x)e B’, alors les conjugués par Gal (K/K¢) donnent au
moins C|n'/?|deg B translatés distincts gn(x)+ B et donc V; posséde au moins ce
nombre de composantes du type oC distinctes; en utilisant encore une fois le
théoréme de Bézout on en déduit: (C;/C,)n'/4 <deg V(2d**D)™, ce qui donne une
borne pour n. Ayant majoré I'ordre de m(x), on conclut alors le démonstration
comme précédemment.

6. Reéduction de la conjecture de Lang

Considérons les deux énoncés (o1 G est une extension d'une variété abélienne par un
tore définie sur un corps de nombres K):

(a) Soit ¥V une sous-variété de dimension <m de G, soit 4 un sous-groupe de
type fini de G(K), il existe des pointsde 4: ¢,, ..., , et des sous-groupes algébriques

B,,....B, tels que t;+ B,c Vet Vand= ) (t;+(4n B)}.
i=1

(b) Soit ¥ une sous-variété de dimension <m de G, soit A un sous-groupe de
rang fini de G(K), il existe des pointsde 4: 1, ..., t, et des sous-groupes algebriques

B,,...,B, tels que Vnd= O {t;+(dnB)}.
i=1

On se propose de démontrer dans ce paragraphe que: «L’énoncé (a) entraine
Pénoncé (b) dans le cas ou G est isogéne a un produit de tore et de variété abélienne».
Dans le cas d’une extension non scindée la méthode oblige a faire des hypothéses sur
A nous discutons briévement ce point dans une remarque. Rappelons que (b) est
vrai si G est un tore d’aprés Laurent [24] et que si G est une variété abélienne et si V'
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ne contient pas de translaté de sous-variété abélienne non nulle implication:
«(a)=(b)» a été prouvée par Raynaud [32]. Il suffit bien siir de prouver ceci pour un
produit d’un tore T et d’une variété abélienne 4. De plus griace au théoréme de
Mordell-Weil on peut sans perte de généralité supposer 4=1 x A(K) ou I' est un
sous-groupe de type fini de (K*)*; on peut aussi supposer que {x € (K*)*/il existe n >0
tel que x"e I'} =T". On considére alors le groupe divisé 4= {xeG(K)/il existe n>0
tel que [n]xe 4} et on démontre le résultat suivant:

Théoréme 4. Suppose T x A= G bien plongé dans P x P2, soit V une K-sous-variété
de dimension m, définie dans G par des équations de bidegré au plus (D, , D,), soit A' le
sous-groupe obtenu en divisant A par M<fy ' H(V;2D,,2D,) et K' =K(A"), soit A"
le sous-groupe obtenu en ajoutant @ A’ les points de torsion d’ordre au plus
Co(G,KYH(V;2D,,2D,),alors: SiPe VnA,oubien Pe VA", oubien il existe un
sous-groupe algébrique H de dimension positive tel que P+ Hc V.

Remarque. La constante C,(G, K') est calculable en fonction de ¢(G, K') que I'on
peut prendre égale a [K': K]c(G, K), le degré [K': K] étant aisément majorable.

Preuve. Soit M =inf{ne N*/[n]Pe 4+ G(K),,} et soit [M]P=P,+1t, avec Pye 4
et t,€ Gy (on peut supposer bien sir que M divise N). D’apres le lemme 14 et la
théorie classique de Kummer, si 'on note J(M,N) l'image du groupe

Gal(| K| Ay, % P0>/K(AN)> dans Gy, alors |J(M, N)|=f, M. Notons que bien sir

K(Gy)=K(Ay) lorsque A est non nulle, ce que ’on peut bien sir supposer ici.
Considérons alors I’ensemble algébrique:

X= () V+1).

teJ(M,N)
X est définie sur K(Ay), est stable par translation par J(M, N) et Pe X. Soit C une
composante de dimension maximale en P de X, alors Y= U (C+1t) est somme

teJ (M,N)
de composantesde X. Sidim G > 0alors P+ G < V, etsidimG.=0alors d’apres le

lemme 8 on a: |G |=degG.<H(C;2D,,2D,). Par ailleurs en appliquant le
théoréme de Bézout et 'invariance du degré par translation on obtient:

IJ(M,N)|
(M, N)nGl

Soit donc 4’ le sous-groupe obtenu en divisant 4 par M <f, 'H(V;2D,,2D,) et
K’'=K(4"). On vient de montrer que soit il existe un sous-groupe algébrique H de
dimension positive tel que P+ H < Vsoit P=4§'+1,avec §’ € 4’ et ty€ G(K),,,. Bien
srt,e V' —4’', quiest définie sur K’ et est définie dans G par des équations de bidegré
au plus (2D,,2D,) donc d’apres le théoréme 1 soit il existe un sous-groupe
algébrique de dimension positive H tel que t,+ Hc V' —4', et alors P+ H< V, soit
’ordre de ¢, est au plus Co(G,KYH(V;2D,,2D,).

Voyons maintenant que I’on peut démontrer simplement par récurrence que
«’énoncé (a) pour des sous-variété de dimension <m de G=T x A entraine
I’énoncé (b) pour les mémes sous-variétés»:

On considére comme au § 5b I’ensemble algébrique Z adhérence de Zariski de
’ensemble des translatés de sous-groupes algébriques de dimension positive con-

SoMS (M, N)|< H(C;2D,,2D,) SH(V;2D,,2D,).
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tenus dans V. Si Z=V alors comme en § 5b on se raméne a une sous-variété de
dimension plus petite en quotientant par Gy qui est de dimension positive. Si

dimZ<dim V" alors on sait que ZnA4=|) {t,+(4+ H,(K))} pour des points ¢
_ i=1
de 4 et des sous-groupes algébriques H;. En utilisant le théoréme 4 on voit que:
Vad={(V-2Z)nA"}U{Z~4}.

On conclut en observant que I'énoncé (a) dit précisément que (V' —Z) A" est fini.
Concluons ce paragraphe en signalant que ’argument de théorie de Kummer ne
passe pas en général aux extensions non scindées de A par G,,. Ribet dans [33] a tout

1 . .
de méme démontré que Gal <K(GN, v P>/K(GN)> restait «gros» lorsque le point

n(P) n’était pas contenu dans le End(A4)-module engendré par les points
paramétrisant I’extension G au sens de [35]. Ces points sont dans 4 la variété duale
de A, mais en prenant leur image par une isogénie de A sur A cela a un sens de parler
du module qu’ils engendre sur End(A). Lorsque cette hypothése d’indépendance
linéaire est vérifiée on peut continuer la démonstration comme ci-dessus.

7. Quelque remarques sur la conjecture de Mordell-Lang

On s’intéresse dans ce paragraphe aux cas ou I’on sait démontrer la conjecture de
Lang pour 4 de type fini (alias la conjecture de Mordell-Lang). M. Laurent [24] a
prouvé le résultat pour un tore linéaire, on se restreint donc aux variétés abéliennes.
On cite les résultats connus et dans un deuxiéme temps on établit un lien avec la
recherche de points de degré donné sur une courbe algébrique que nous avons deja
exploité dans [17].

a) Un théoréme-désormais célebre — de Faltings [10] affirme que si C est une
courbe de genre =2 alors C(K) est fini. Donc si 4 est un sous-groupe de type finiet C
est une courbe non translatée d’une courbe elliptique dans une variété abélienne A,
alors CN 4 est fini et méme d’apreés le §6 ou les résultats de Raynaud cités, Cn A
est fini.

b) Les résultats de Michel Raynaud dans [32] contiennent le théoréme suivant:

Théoréme ( Raynaud). Soit K un corps de type fini sur Q, soit k la cloture algébrique
de Q dans K, soit V une K-sous-variété d’une variété abélienne A définie sur K, on
suppose que la K/k Trace de A est nulle et que V ne contient aucun translaté de sous-
variété abélienne non nulle, alors V(K) est fini.

Remarque. A I'hypothése géométrique prés sur ¥V, c’est «la conjecture de Lang sur
les corps de fonctions».

¢) Le résultat le plus ancien, obtenue par un remarquable argument p-adique,
est di a Chabauty [6]; on peut le traduire ainsi:

Théoréme (Chabauty 1941). Si V est une sous-variété de dimension m d’une variété
abélienne A de dimension g et si ranggA(K)=r, si ¢ est un sous-ensemble infini de
V(K), alors il existe une sous-variété abélienne B de dimension <r+m —1 contenant
un sous-ensemble infini de €.
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Remarque. Dans le cas d’une courbe, Coleman [9] en déduit une borne effective
pour le nombre de points rationnels sur une courbe engendrant une variété
abélienne dont le rang du groupe de Mordell-Weil est strictement inférieur au genre.

Application. 1) Si A est simple et si r <g —m alors V(K) est fini

i1) Si Vengendre A et si r <dim A —dim V alors les points de V(K) ne sont pas
Zariski denses dans V; en particulier si V est une surface la conjecture de Lang est
vrai pour V(K).

Exemple. Soient s, t € N* tels que s+ ¢ < p un nombre premier régulier supérieur a 5,
on considére la courbe y?=x°(1 —x)' (qui est un facteur de la courbe de Fermat
XP+YP=2ZP),d’aprés [12] et [19], la jacobienne que nous noterons A, , , est simple
(de dimension (p —1)/2) sauf sip=1mod3 et s, ¢, —s —t sont les racines troisiémes
de I'unité modp; de plus on a rangA,, ,(Q)<i(p—5) si p=1mod4 (resp.
<i(p—7) si p=3mod4). Par exemple si V est une Q-sous-variété de A ; 4, de
dimension <11 alors V(@) est fini.

d) Un autre résultat dans cette direction est dii a Manin et Demjanenko [25]:

Théoréme ( Manin-Demjanenko). Soit V lisse possédant M morphismes Z-indépen-
dants dans une variété abélienne A, on suppose de plus le groupe de Néron-Severi de V
cyclique et rang A(K)< M, alors V(K) est fini.

e) Signalons aussi des résultats démontrant la conjecture «a un ensemble de
densité nulle prés» pour les courbes dus & Mumford [28] et en général a Martin
Brown [5].

f) Terminons cette revue par des remarques et un lemme aisés:

On peut toujours supposer que: i) 0e V, ii) G, est fini (et méme nul), iii) V
engendre A, (évident); on prouve alors:

Lemme 18. Soit V sous-variété de A, supposons que A posséde un quotient B non trivial
avec un groupe de Mordell-Weil B(K) fini, alors V(K) n’est pas Zariski-dense dans V',
en particulier si V une surface la conjecture est vraie pour A(K) et V.

Preuve. Considérons le quotient 4% B; comme V engendre A, p(V) engendre B
et n’est donc pas réduit & un point. L’ensemble V(K) est donc contenu dans

U {¥Vnp~'(x)} quiest une union fini de sous-variétés propres de V. La seconde
xeB(K)

affirmation résulte du théoréme de Faltings.

Un exemple fort intéressant di a Mazur [27] est celui de la jacobienne d’une
courbe modulaire X,(p) et de son «quotient d’Eisenstein», voir [17] pour une
application ainsi que [11] pour une utilisation similaire.

g) Lien avec les points de degré donné sur une courbe

Soit C une courbe algébrique définie sur K corps de nombres et d =2 un entier; on se
demande quand il est vrai que I'ensemble des points de C de degré au plus d
(’ensemble des points de C(K) rationnels sur un corps de degré <d sur K) est fini.
Deux exemples interviennent clairement: si C est revétement de degré <d de P! ou
d’une courbe elliptique £ avec E(K) infini alors il y une infinité de points sur C
de degré <d. Identifions C dans sa jacobienne Jac(C) et notons W,=W,(C)



Autour d’une conjecture de Serge Lang 597

=C+... +C (d fois); on se propose de prouver que la conjecture de Lang pour
Jac(C)(K) et la sous-variété W, entraine ’énoncé suivant:

Conjecture. Supposons que C ne soit pas revétement de degré < d de la droite projective
et que W,;(C) ne contienne pas de translaté de sous-variété abélienne non nulle, alors C
ne possede qu’un nombre fini de points de degré <d sur K.

Remarque. Si e=14¢g/2, une courbe de genre g est revétement de degré <e de la
droite projective; d’autre part observons que C est revétement de degré <d d’une
courbe elliptique si et seulement si W, contient une courbe elliptique translatée.

Preuve que la conjecture de Lang implique la conjecture éconcée : On considére
S?(C) le produit symétrique de C et les applications:

Cx...xC=(CY5S54C)S W,cJac(C),
(xpsx)—=[(xg, o x)]—x + .+ xy

(ou [(xy,...,x,)] désigne le point (x,,...,x;) modulo permutation).

Supposons @(x) =P (x") avec x £ x', alors il existe une fonction rationnelle f de
C telle que: diviseur de f=(x;)+ ... +(x;) —(x1) —... —(x}) 0 et donc f induit un
morphisme de degré <d sur IP'. Ainsi sous les hypothéses, @ est injective. Un point
de degré d posséde d conjugués par Gal (K/K): x,,...,x, et on peut lui associer le
point @([x,,...,x.))=x, + ... + x,€ W (K). Réciproquement soit ze W,(K), alors
z=Xx;+...+Xx,; avec x;eC. Comme @ est injective on voit que pour tout
oeGal(K/K) on a: {x,...,x;} ={ox,,...,0x,} et un raisonnement ais¢ montre
qu’on peut décomposer z=z;+...+z, avec z;e W, et di+... +d,=d tels que
chaque z; provienne d’un point de degré d; de C. La conclusion cherchée équivaut
alors a dire que W,(K) est fini ce qui est le contenu de la conjecture de Lang.

Concluons en remarquant que si K est un corps de type fini sur @, si k est la
cloture algébrique de @ dans K, si C est une courbe sur K telle que la K/k Trace de sa
jacobienne soit nulle (disons que C est complétement non isotriviale), alors, d’aprés
les résultats de Raynaud [32] cités en b) la conjecture que nous avons énonce est
vérifiée (i.e. elle est vraie sur les corps de fonctions).

Appendice 1: Arguments de spécialisation

Soit K un corps de type fini sur @, en choisissant une Q-sous-algébre R de type fini
dont le corps des fractions est K, on peut considérer les homomorphismes
d’anneaux de R dans @ «la» cloture algébrique de @. On appellera spécialisation
un tel homomorphisme et on notera x—X la spécialisation des divers objets
geométriques définis sur K en des objets définis sur K 'image de R dans @ (K est
un corps de nombres). On utilisera librement ’existence de spécialisations ayant de
«bonnes propriétés»; elle provient simplement de la non-vacuité d’intersection
d’ouverts de Zariski ou de variantes du théoréme d’irréductibilité de Hilbert (Cf [20]
chapitre 9 paragraphe 6).

Cet appendice a pour but de montrer que ce procédé permet d’étendre aux
variétés définies sur un corps de type fini sur @ (et donc aux veriétés définies sur C)
les théorémes établis dans ce travail pour des variétés définies sur un corps de
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nombres (nous nous bornons par commodité aux variétés abéliennes). Notons que
ces arguments deviendrait inutiles si on démontrait I’'analogue du théoréme 2 de [37]
(le lemme 12i de ce travail) pour K corps de type fini sur @, car les lemmes 12ii et 14
sont encore valables (une spécialisation ne peut que baisser le degré d’une extension)
et le reste de la démonstration est purement géométrique (donc valable sur tout
corps de caractéristique nulle).

Une difficulté a priori provient de la possible apparition de nouvelles sous-
variétés abéliennes quand on spécialise ; nous allons controler ce phénoméne grace
au lemme suivant:

Lemme A. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de caractéristique nulle
plongée dans P, soit V une sous-variété de A de dimension m définie par des équations
de degré au plus D, soit Z,, la cléture de Zariski de 'union des translatés de sous-

variétés abéliennes non nulles contenues dans V, sqit d un entier tel que
h

d*2deg V(2D)™ et soit h la partie entiére de Y. (2m)‘/i! alors un point x de V est
i=0
A 1
situé sur Zy si et seulement si Z [d®]~ Y (V —x) est de dimension non nulle en I’ origine.
s=0
Remarque. L’interét est que la propriété de dimension ou son contraire se conserve
génériquement par spécialisation (i.e. hors d’un fermé propre).

Preuve. C’est un corollaire immédait de la proposition 2 (§ 3). Nous allons prouver:

Proposition B. Soit K un corps de type fini sur Q, soit A une variété abélienne sur K,
soit I' un sous-groupe de type fini de A(K), alors il existe M= M (A, V, K) telle que si
y eI et x estun point de torsion sur y+ V et si aucune sous-variété abélienne B non nulle
ne vérifie x+ B<y+V, alors I’ordre de x est borné par M.

Cette proposition entraine bien sir le théoréme général décrivant la torsion sur
V (et ses translatés par A(K)) et permet de prouver:

Proposition C. La conjecture de Lang pour les sous-variétés de dimension <m et les
sous-groupes de type fini de rang <r, définis sur un corps de nombres entraine la
conjecture générale de Lang pour les sous-variétés sur C de dimension <m et les sous-
groupe de A(C) de rang fini <r.

Preuve de B. On raméne tout de suite le corps de définition a un corps K de type fini
sur @ (les objets ne font intervenir qu un nombre fini de polyndmes) et on prouve
cela par induction sur la dimension de V. On peut supposer Z, = V' car sinon on
prouve comme au paragraphe 5 que dim G, > 0 et en passant au quotient par G, on
est ramené a une sous-variété de dimension plus petite que celle de V. On choisit une
spécialisation injective sur I et telle que Z, soit une sous-variété propre de ¥ (voir
[20] pour la possibilité d’un tel choix, particulierement les théoréme 6.2 et corollaire
6.3). Ainsi un point x de V hors d’un fermé propre de V se spécialise hors de Z;
(grace au lemme A). Si x est un point de torsion, alors d’aprés le théoréme
«uniforme» sur les corps de nombres I’ordre de X est borné uniformément pour les
divers translatés de ¥ par I (corollaire du théoréme 1 §4) —la borne ne dépend que
de K, 4 et du degré des équations de V. En observant qu’une spécialisation de
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caractéristique z€ro a caractéristique zéro est injective sur les points de torsion on a
donc prouvé la proposition B sauf peut-étre pour les points situés sur une sous-
variété propre de V et I’on conclut par récurrence sur la dimension de V.

Preuve de la proposition C. La structure de la réduction aux sous-groupes de type fini
(§6) utilisait deux arguments non purement géométriques:

Un énoncé uniforme par translation par un sous-groupe de type fini qui est ici
fourni par la proposition B et le lemme galoisien 14 dont on a déja signalé qu’il
s’étendait sans difficulté.

Enfin le lemme A permet de ramener la conjecture sur les sous-groupes de type
fini & des variétés définies sur un corps de nombres:

On procede encore par induction sur la dimension de V. Si Z, =V on peut se
ramener a une variété de dimension plus petite que V. Si Z, % V, on choisit une
spécialisation injective sur I' telle que Z,, % 7 et d’aprés le lemme A on peut assurer
que Z; est un fermé propre de ¥; par hypothése on suppose démontré qu’alors les
points de VAT ne sont pas Zariski denses dans 7, donc 'ensemble ¥ AT n’est pas
non plus Zariski dense dans ¥ et I’on conclut par induction sur la dimension de V.

Appendix 2: Théorie de Kummer

Nous présentons ici pour la commodité du lecteur une démonstration de la
proposition 1 paragraphe 2 dont nous reprenons les notations. Rappelons qu’il
s’agit d’un résultat essentiellement dii a Ribet [33].

Notations. A est une variété abélienne définie sur un corps de nombres K ; on note G
le groupe de Galois absolu de K; A, est le groupe des points de n-torsion; G(n)
désigne le quotient de G par H(n) le sous-groupe de G fixant A, (en fait G(n)
s’identifie naturellement a Gal(K(A,)/K)).

On prend un point Pindivisible dans A (K) (en particulier d’ordre infini), c’est-a-
dire tel que si il existe a € End (4) et Q € A(K) tels que a(Q) = P alors il existe aussi
peEnd(A) tel que B(P)=Q. On veut alors montrer que le groupe de Galois:

Gal(K <A,,, 1— P)/K(A,,)) est essentiellement B,, le groupe des points de m-torsion
m

de B la plus petite sous-variété abélienne contenant un multiple de P (on suppose
(Gp: B)m divise n, ou G, est le plus petit sous-groupe algébrique contenant P).

Remarque. L’hypothése (Gp:B)m divise n permet de se ramener dans la dé-
monstration au cas (Gp:B)=1 et en particulier dans ce cas tous les groupes

G (K(A,,, 1— P)/K(A,,)) s’identifient bien a des sous-groupes de B,,.
m
Nous prouvons maintenant la proposition par une série de lemmes:

Lemme D (Sah). Soit o.un élément du centre de G un groupe agissant sur V un groupe
abélien, alors o —1 tue le premier groupe de cohomologie H' (G, V). En particulier si
% —1 est un automorphisme de V on en déduit H' (G, V)={0}.

Preuve. Classique; voir par exemple [20].
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On note dans la suite /[, =/,(A4, K) un nombre premier assez grand pour que les

lemmes énoncés soit vrais.

Lemme E. Si [>1, et si [ divise n alors H' (G (n), A))={0}.

Soit ¢ une homothétie de rapport d dans G (n) (i.e. agissant comme [d] sur A4,),
alors sidn’est pascongrua 1 modulo /, 6 —1 est un automorphisme de 4, et le lemme
D permet de conclure. Voyons qu’il existe toujours un tel ¢ si / est assez grand.
Notons J, le sous-groupe des éléments de (Z/nZ)* représentant ’action d’un
¢lément de Galois sur A4,. Si J, est contenu dans le sous-groupe des éléments de
(Z/nZ)* congrus a 1 modulo / (rappel: [ divise n) alors / —1 divise ’exposant du
groupe (Z/nZ)*/J,; mais ce dernier est borné d’aprés Serre [37] théoréme 2
(Cf. lemme 12), donc / est borné.

Lemme F. Soit I'= A(K), alors I’application :
1 1
P—-o6(P):6—oo|{-P|—- P,
n n
1
est bien définie <i,e. ne dépend pas du choix de " P> et induit une injection de I [nI’
dans H'(Gg, A,).

Plutot que de vérifier a la main ce lemme classique interprétons-le ainsi: On part
de la suite exacte de Gg-modules:

0—A,—AK)B AK)—0.

On en déduit la suite longue:
0— A, (K)— A(K) B A (k)2 H' Gy, A)— H' (G, AXK)™ H' Gy, A(K))
On obtient la suite exacte courte cherchée:
0— A(K)/nA(K)>> H' (Gy, A)—(H" (Gy, AK)),.-

Un calcul classique montre que § est bien I’application de I’énoncé du lemme.
Lemme G. Si /=, et | divise n alors I’application définie par:

P—Restriction a H(n) de 6(P)

r/ir -H(H(n), A,),

que I’on note encore o est encore injective.

C’est une conséquence immédiate de I’exactitude de la suite inflation et
restriction:

0-H (G(n), 4) "5 H' (G, A) = H' (H(n), A)

et des lemmes E et F (observer que comme / divise n on a: Af™=A)).
Enoncons maintenant sous forme de lemme les résultats de Faltings relatifs a la
conjecture de Tate (Cf les «axiomes» de Ribet):
On note O I'anneau des endomorphismes de 4; comme un endomorphisme
trival sur 4, est divisible par n, on peut considérer O/nO comme un sous-anneau de
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End(A4,). Avec une identification évidente ona G(n) = Aut(4,) et 'on sait que O/nO
commute avec G(n).

Lemme H (Faltings). a) Pour 121y, OJIO est le commutant de G(I) dans End (A).
b) Pour 121, A, est un Gg-module semi-simple.

Preuve voir [10].
Observons maintenant les deux propriétés suivantes:
VaeO, 6(aP)(0)=a(5(P)(0)). (*)
VteGg, O(P)(tot ")=15(P)(0). (%)

. 1
Notons M le sous-module de A, qui s’identifie au groupe Gal (K (A,, 7 P>/K(A,,)>
pour / divisant n; M est un Gg-sous module d’aprés (**).

Lemme 1. Soit P un point d’ordre infini indivisible dans A(K), soit B la plus petite
sous-variété abélienne contenant un multiple de P; soit 121, tel que [ divise n alors :

1
Gal <K (A,,n 7 P>/K(An)> s’identifie avec M =B,.

D’aprés le lemme Hb), on peut décomposer A,= M@ M’ comme Gg-module. Soit 7
la projection sur M’ de noyau M, c’est un élément de End (4,) commutant avec G(/);
d’apres le lemme Ha) © provient d’'un endomorphisme xe O et on a:

M={xeAju(x)=0}=A4,nKera.
Si/divise « alors M = 4, (et donc= B,); on écarte ce cas et on déduit alors de (*) que
O0(a(P))=0, donc d’aprés le lemme G, a(P)ell'; mais P est par hypothése
indivisible (et / ne divise pas «) donc en fait a(P)=0. Donc Kera contient le plus

petit sous-groupe algébrique contenant P ce qui achéve la démonstration du lemme
(cette méthode est essentiellement due a Ribet [33]).

Lemme Ibis. Avec les mémes notations, si I™ divise n alors :
1
Gal <K<A", I P)/K(A,,)) s’identifie avec M = Bjm.

Ilest équivalent de prouver une formulation /-adique de ce lemme. La preuve résulte
du classique lemme de Nakayama ou si I'on préfére de la version explicite (et
¢lémentaire) suivante: «Un sous-module fermé de (Z,)* dont I'image en réduction
modulo / est (IF))* ne peut étre que I’espace (Z,)°».

Lemme J. Supposons m et m’ premier entre eux et mm’ divise n alors les extensions
1 1 L, L
K (A,,, — P) et K <A,,, —,> sont linéairement disjointes sur K(A,).
m m
C’est évident car les degrés de ces corps sur K(4,) sont premiers entre eux. Le

résultat cherché est maintenant évident a partir des lemmes I et J, a condition de
traiter ’ensemble fini de premiers exclus de lemme I:
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Lemme K. 1l existe f(I)=f(l, A, K) tel que dés que I™ divise n alors le groupe
1
Gal <K (A,,, I P)/K(A,,)) s’identifie a un sous-groupe de B,.. d’indice au plus f(l).

Il suffit de démontrer des analogues partiels des lemmes précédents: ainsi
H'(G(n), A;m) 0’est plus nécéssairement nul mais et d’ordre borné indépendamment
de m. On consultera [2] pour plus de précisions.
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