2M270 Algebre linéaire 11 2015-16

Feuille de TD n°1 :
espaces vectoriels, dual, opérations élémentaires

Exercice 1. VRAI ou FAUX ? Les applications suivantes sont des formes linéaires sur un
espace vectoriel :

1. R2 >R, (z,9) — 2z — y;
Q—-Q, z— x;

R—R, z—0;

RoR, z— 2;

7 —7,x— —x;

R =R, z+— z2;
C—=R, z— Re(z);
C—C,zm—z;

R[X] = R, P(x) — P(3);
CUR,R) 5 R, f > F(0)/(1);
L C%([0,1]) = R, frs [} f(t)dt;
12. {suites réelles} — R, (up)nen = limy—s 1 oo Unp.
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Exercice 2. 1. Ecrire la matrice dans la base canonique de ’application linéaire u : R* —
R3 définie par

il r1 + 229 + 33 — 24
2 — Tr1+ T2+ X3+ 24
z3
T — T3+ 324

T4

T —z+ 2y + 2
2. Méme question pour 'application linéaire R? — R3 définie par | y | — % V2x +/22

z T+ \@y -z

Exercice 3. Soit K un corps. Pour toute matrice A = (a;;) € M,(K), on définit sa trace
Tr(A) = >, a;; (somme des coefficients diagonaux).

1. Montrer que Tr est une forme linéaire sur M, (K).

2. Soient A, B € M, (K). Montrer que Tr(AB) = Tr(BA).

Exercice 4. Soient E = R,[X] l'espace des polynémes de degré < n et ¢ ’endomorphisme de
E qui & tout P € F associe P+ P’ (ou P’ est le polynome dérivé de P). Montrer que ¢ est
surjectif. (Indication : montrer d’abord que ¢ est injectif.)

Exercice 5. Soit & le R-espace vectoriel des suites (uy)nen de nombres réels et soit A I'endo-
morphisme de £ qui envoie toute suite u = (ug, u1, uz,...) sur la suite A(u) = (uy, ug,us,...).
Montrer que A est surjectif mais n’est pas injectif. En déduire que £ n’est pas de dimension
finie.

Exercice 6. Soit D (resp. L) I'endomorphisme de R[X] qui & tout polynéme P € R[X] associe
le polynéme dérivé P’ (resp. le polynéme X P).
1. Calculer I'image et le noyau de L, puis de D. Que constatez-vous ?

2. En utilisant 1., montrer que le R-espace vectoriel R[X] n’est pas de dimension finie.



Exercice 7. Soient V' un k-espace vectoriel, E et F' deux sous-espaces vectoriels, de dimension

p et g respectivement. Soit By = (vi,...,v,) une base de E N F, on la compléte en une base
E=(e1,...,ep—y,v1,...,0) de E et en une base F = (v1,...,0y, f1,..., fg—r) de F.
1. Montrer que la famille B = (e1,...,ep—pr,V1,...,0p, f1,..., fg—r) est libre. (Considérer

une égahté )\161 -+ )\pfrepfr + H1U1 +-+ HorUp = tlfl + -+ tququr-)
2. Montrer que dim(E + F') = dim(E) 4+ dim(F) — dim(E N F).

Exercice 8. On considere dans R? le sous-espace L, resp. M, engendré par les vecteurs

1 1 1 3 1 1
-1 3 1 1 2 2
vi=| 11, wo=11], wvg=]11], resp. vu=|3|, vs=1|1]|, wvg=10
-1 3 1 1 2 2
1 1 2 3 1 0
En faisant des opérations sur les colonnes de la ou les matrice(s) appropriée(s), donner des bases

de L, M, L+ M et de LN M.

12 3 4 5
. .. 103 4 5 6
Exercice 9. Soit A = 5 1 5 4 3 € My5(R).

3 2 8/3 5 22/3
1. En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes, déterminer rang(A) et des bases
de Im(A) et Ker(A).
2. Donner une base de F° oll F est le sous-espace du dual de R® engendré par les formes
linéaires x — x1 + 2x9 + 3x3 + 424 + x5, + — 3x9 + 423 + Sy + 625, + — 21 + T2 +
ox3 + 4xy 4 3x5, et x — 31 + 220 + %xg + bxy + 2*32:):5.

Exercice 10. Reprendre la question 1 de ’exercice précédent avec la matrice

11 2 3 4
12 3 45
A=|2 3 3 5 7|eMR).
10 -10 1
10 1 23

Deviner la question suivante et la résoudre!

110 3
Exercice 11. Soit A= |+ 2 1 3| e my(m)
xercice 11. Soit A= | |, 41(R).
2 2 1 8
1. Déterminer A1
1 1 0 3
: . 1 2 1 3 4
2. Justifier que la famille ol L1l 12l |4 est une base de R* et trouver sa base
2 2 1 8

duale.

Exercice 12. En faisant des opérations élémentaires sur les colonnes, déterminer, en fonction
du parametre t € R, une base de I'image et du noyau de la matrice

1 -2 3 3
2 -1 3 2
Ay = 9 9 0 _9 S M4(R)

2—-t 22—t t—1 t-2



Exercice 13 (Défi chrono!). Inverser le plus vite possible et sans erreur la matrice...

Exercice 14. Soit B = (e1, e2, €3, e4) la base canonique de V = R*, soit V* 'espace dual de V/
et B* = (e}, €5, €5, e;) la base duale de B.

1. Soit P le plan de V engendré par les vecteurs v1 = e1+2e2+e3+¢e4 et v9 = ea+e3+e4. Pour
a1, az,as3,as € R, sous quelles conditions la forme linéaire f = aie] + azel + azes + ase)
s’annule-t-elle sur P 7

2. Déterminer une base (f1, ..., f4) du sous-espace P+ = {f € V*| f(v) =0, Yv € P} de
V* (ottd = dim P). Puis, de facon équivalente, donner d équations linéaires, linéairement
indépendantes, définissant P.

3. Considérons maintenant les formes linéaires ¢ = e] 4 e5 — e3 et ¢ = e] + e}. Déterminer
la dimension et une base du sous-espace E = {v €V | ¢(v) =0 =1 (v)} de V.

Exercice 15. Soit V= R,,[X]| I'espace des polynomes de degré < n et soit Bla base (1, X,..., X")
de V. Soit O I'endomorphisme de V qui a tout P € V associe son polynome dérivé P’. On pose
0" = 9o---00 (i facteurs) pour i € N*, et 3° = idy. On fixe n = 4 (mais on peut faire I'exercice
pour n arbitraire).

1. Pour ¢ =0,...,n, on considere la forme linéaire ¢; : V. — R, P @R ; montrer que

il
(¢o,--.,¢Pn) est la base duale B* de la base B = (1,X,...,X") de V.

2. Soit A € R. Ecrire la matrice Ay exprimant la famille de vecteurs Cy = (1, X — A, (X —
A2 ... (X —A\)") dans la base B et montrer que Cy est une base de V.

3. Soit uy 'endomorphisme de V' tel que Matp(uy) = Ay. Si p € R, pouvez-vous déterminer
sans calcul la matrice de w, o uy puis celle de u;l ? Sinon, calculez A;\l.

4. Soit C} la base duale de Cy. Ecrire la matrice de passage Mat- (C3).

Exercice 16 (Pour aller plus loin...). Trouver toutes les formes linéaires ¢ sur M, (R) qui sont
multiplicatives, c’est a dire telles que pour toutes matrices A, B € M,(R), on ait ¢(AB) =

P(A)p(B).



