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CHAPITRE 1

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES
QUADRATIQUES

Résumé : Dans ce chapitre, on commence 1’étude des formes bilinéaires symétriques et des formes
quadratiques, le cas le plus important étant sans doute celui du produit scalaire euclidien sur R", qui sera
étudié en détail dans le chapitre suivant. Dans le présent chapitre, on introduit les généralités concernant
les formes bilinéaires symétriques : matrice dans une base, formule de changement de base, notion d’ortho-
gonalité. Les résultats fondamentaux a retenir sont 1.2.5, le théoreme de Sylvester 1.2.7, et 'algorithme de
réduction en « somme de carrés » 1.3.2.

On a indiqué par des symboles g% les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs,
dans un appendice a la fin du chapitre on étudie les formes bilinéaires alternées.

1.0. Introduction

Soit V' un R-espace vectoriel de dimension n, une forme bilinéaire ¢ sur V' est un moyen d’associer a
tout couple de vecteurs (v, w) un scalaire ¢(v, w) € R, qui dépend linéairement de v et de w. Un exemple
typique est le produit scalaire usuel sur V = R3, dans ce cas, la fonction

v = D(v) = P(v,v)

mesure la longueur du vecteur v; on dit que ® est une forme quadratique car son expression en fonction
des coordonnées (x1,x2,x3) de v dans une base arbitraire £ de V est un polynéme homogene de degré 2
en ri,r2,rs.

D’autres formes quadratiques apparaissent de fagon naturelle. Par exemple, dans la théorie de la relati-
vité on remplace 'espace R? par I’espace-temps R* muni de la forme quadratique de Lorentz et Minkowski :

U(x,y,2,t) = a2 +y* + 2% —

(noter que ¥ prend des valeurs > 0 et < 0 et qu’il existe des v € R* — {0} tels que ¥(v) = 0), elle
correspond a la forme bilinéaire symétrique ¢ sur R* définie par

/

x T
/

P z , ‘Z, =z’ +yy + 22 —tt.
t t

Ceci conduit a étudier de fagon générale, pour un espace vectoriel V' de dimension finie n sur le corps
k =R ou C, les formes bilinéaires symétriques V x V — k et les formes quadratiques associées.

1.1. Formes bilinéaires

Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base k est Q, R ou C.

Définition 1.1.1 (Formes bilinéaires). — Soit E un k-espace vectoriel (pas nécessairement de dimen-
sion finie).

(O version du 13/5/2013



2 CHAPITRE 1. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

(1) Une forme bilinéaire sur E est une application ¢ : £ X E — k qui est linéaire en chaque variable,
c.-a-d., pour tout z,z’',y,y’ € E et \,u € k,on a:

[0z +2',y) = Mo(z,y) + 6(z',y) | [0z, 1y + ') = po(z,y) + o,y

et donc ’ d(Ax+ 2, uy +y') = Apd(z,y) + Ao(z,y') + po(e’, y) + o(o', y). ‘ On rappelle que les formes
bilinéaires sur F forment un espace vectoriel, noté % (E, k).

(2) Une forme bilinéaire ¢ sur E est dite symétrique si pour tout z,y € F on a ’qﬁ(x,y) = ¢(y, x). ‘

Les formes bilinéaires symétriques (en abrégé : fbs) sur E forment un sous-espace vectoriel de % (F, k),
qu’on notera | S (E, k).
(3) Une forme bilinéaire ¢ sur E est dite alternéée si elle vérifie ¢(z,z) = 0 pour tout z € E. Ceci
entraine que ¢ est antisymétrique, i.e. ¢(y,z) = —¢(x,y) : en effet, on a
0=9¢(x+y,z+y) =o(x,2)+¢(y,y) + o(z,y) + é(y, )

et comme les deux premiers terme & droite sont nuls, on a ¢(x,y) + ¢(y,z) = 0. (V)
Les formes bilinéaires alternées (en abrégé : fba) sur E forment un sous-espace vectoriel de % (F, k),

noté | A (E, k).

Remarque 1.1.2. — Remarquons que, pour vérifier qu'une application ¢ : £ x E — k est une forme
bilinéaire symétrique, il suffit de voir que ¢ est linéaire en la lére variable et vérifie ¢(x,y) = ¢(y, z) (ces
deux conditions entrainant la linéarité en la 2éme variable).

Exemple 1.1.3. — Considérons 'espace vectoriel E = R? et notons ei, es la base canonique. Les appli-
cations

¢1 (T1€2 + T2€2, Y161 + Y2e2) = T1Y1 + T2Y2,
P2 (w162 + T2€2, Y101 + Y2€2) = T1Y1 — T2Y2,
¢3 (z1€2 + T2€2, Y161 + Y22) = T1Y2 — T2Y1,
b4 (x1€2 + T2€2, Y161 + Y22) = T1Y2,
sont des formes bilinéaires. Les formes ¢ et ¢o sont symétriques, par contre ¢3 est alternée et, quant a
¢4, on & Pyg(e1,e2) = 1 mais ¢y(ea,e1) = 0.

Ezemple 1.1.4. — Considérons I = [0, 1] I'intervalle unitaire et E = €°(I,R) le R-espace vectoriel des
fonctions continue sur I a valeurs réelles. Pour toute fonction f,g € E on pose

1
o(f,9) 1:/0 f(z)g(z)dz.

L’application ¢: ' x E — R ainsi définie est bilinéaire.

Proposition 1.1.5. — Supposons que k soit de caractéristique différente de 2.

(1) Considérons une forme bilinéaire ¢ sur E et posons, pour tout x,y € E,

oz, y) + oy, oz, y) — oy, x
QZSS(xay):%v d)a(mvy): %

Alors, ¢s est une forme bilinéaire symétrique, ¢, est une forme bilinéaire alternée, et on a ¢ = ¢s + ¢q.

(2) L(E k) = S (E k) @ ab(E k).
Démonstration. — (1) C’est évident. (2) D’apres (1), S (FE, k) et o4(E, k) engendrent % (E, k) donc il
s’agit de vérifier que l'intersection de ces deux sous-espace est nulle. En fait, si ¢ est une forme bilinéaire
symétrique et alternée, alors pour tout z,y € E on a

¢($a y) - ¢(y,$) = 7¢)(I, y)a
et donc ¢(x,y) = 0. (On a utilisé la symétrie dans la premiere égalité et Ianti-symétrie dans la deuxieme.
O

Désormais, on suppose E de dimension finie n.

Définition 1.1.6 (Matrices symétriques et alternées). — Soit A € M, (k) une matrice.

(DSj k est de caractéristique # 2, alors alternée <> antisymétrique.
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(1) On dit que A est symétrique si Ces matrices forment un sous-espace vectoriel de M, (k),

qu’on note

(2) On dit que A est alternée si a;; = 0 pour tout ¢ et a;; = —a;; pour tout i # j. Ceci équivaut a dire
que A est antisymétrique, i.e. et que, de plus, a; = 0 pour tout i. ) Ces matrices forment un
sous-espace vectoriel de M, (k), qu’on notera | MA,, (k).

Lemme 1.1.7. — On a :
(1) | dim MS, (k) = n(n +1)/2;|

(2) | dim MA, (k) = n(n —1)/2. |

Démonstration. — Notons N le nombre de coefficients qui sont strictement au-dessus de la diagonale;
c’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous de la diagonale, et il y a n coefficients
diagonaux. Donc 2N +n =n?, dou | N =n(n —1)/2. ‘

(1) Une matrice symétrique est déterminée par le choix de ses n coefficients diagonaux et de ses N
coefficients au-dessus de la diagonale, d’ott dimMS,, (k) =n+ N =n(n+1)/2.

(2) Une matrice alternée est déterminée par le choix de ses N coefficients au-dessus de la diagonale,
d’ott dim MA,, (k) = N =n(n—1)/2. O

Définition et théoréme 1.1.8 (Matrice d’une fbs et changement de base)
Soit E est un k-espace vectoriel de dimension finie n et soit B = (e, ...,ey,) une base de E.

(1) Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. Pour tout i,j on pose a;; = ¢(e;,e;) et on considére la matrice
A = (aij)}j—1- Alors, pour tout x1,...,z, € k et tout y1,...,yn €k on a

n n n n
(%) ¢ Zfﬂi@i,zyjej = Z z; yj p(ei, €5) = Z Qij T Yj-
i=1 =1

4,J=1 4,J=1

Donc, si l'on pose X = (x1,...,2,) et Y =Y(xq,...,2,) les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule
matricielle :

¢ (Z?:l Ti€s, E?:l yjej) = tXAY.

En particulier, la matrice A détermine complétement la forme bilinéaire ¢. On dit que A est la matrice de
¢ dans la base B et on la note Matg(¢).

(2) Réciproquement soit B € M, (k) une matrice. Alors Uapplication ¢: E x E — k définie pour tout
X =% ay,...,mn) €K™ et tout Y =(y1,...,yn) € k™, par

w (Z?:l Ti€q, Z;'lzl yjej) = tX B Y,

est bilinéaire et vérifie B = Matg(v).

(3) L’application pg: Lo(E, k) — My(k), ¢ — Matg(¢) est un isomorphisme de k-espaces vectoriels.
De plus le sous-espace des fbs So(E, k) (resp. le sous-espaces des fba oto(E,k)) s’identifie a travers g au
sous-espaces des matrices symétriques MS,, (k) (resp. au sous-espace des matrices ).

(4) Soient B’ une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors

(%) | A" =Matg(¢) ='PAP.|

Terminologie 1.1.8.1. — On dit que A, A’ € M,,(k) sont congruentes s’il existe P € GL,, (k) telle que
A =tPAP.

Démonstration. — (1) Comme ¢ est bilinéaire, on a bien I'égalité (x), qui montre que ¢ est déterminée

par sa matrice, donc que I'application pg : (E) — MS,(k), ¢ — Matg(¢) est injective. D’autre part,

on voit que le scalaire szzl ai; x; y; € k est égal au produit matriciel

Y1

XAY = (z1,...,2)A |
Yn

(2) Cette seconde condition étant automatiquement vérifiée si k est de caractéristique #* 2.
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Démontrons que A est bien définie. En fait, supposons quon ait ¢(X,Y) = X A’Y pour une certaine
matrice A’ = (a};) € M, (k). Comme e; (resp. e;) est le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf la i-eéme (resp. j-éme) qui vaut 1, on obtient que

dou A" = A.
Démontrons que ¢ est complétement déterminée par A. Supposons que ¢’ soit une forme biliéaire telle
que A’ := Matg(¢') = A. En particulier, pour tout X = (z1,...,2,) et Y =%(z1,...,2,) on a

n n n n
¢ Zmiei,Zyjej :tXAY:tXA/Y:¢/ inei,z;gjej
=1 Jj=1 i=1 j=1
(2) Pour tout B = (B;;);;,—; € MS,(k), 'application 1) est linéaire en les ;, d'une part, et en les y;,
d’autre part, et elle donc bilinéaire. De plus, prenant z;, = 1 = y;, et z; = 0 = y; pour ¢ # i et j # jo,
on obtient ¢a(e;,, ej,) = @iy, j, POUr tout g, jo =1,...,n, d’ott Matz(da) = A.
(3) Démontrons que 'application g est linéaire. En effet, si ¢, v € S (E, k) et s € k, alors s¢ + 1 est
la forme bilinéaire symétrique définie par (s¢ + ¢)(u,v) = s¢(u,v) + ¥ (u,v) pour tout u,v € E, donc a
fortiori on a (s¢ + V) (e, ;) = so(es, e5) + V(e;, e;) pour tout 4,7, d’ott pg(sd + V) = suz(d) + na(y).
L’injectivité de ug suit (1) et la surjectivité de (2) : Papplication linéaire g est donc un isomorphisme.
1l est en outre clair que si ¢ est une fbs alors la matrice Matg(¢) est symétrique. D’autre part, si
B = (b;;) est une matrice symétrique, pour tout z1,...,x, € k et tout y1,...,y, € k on a

n n n n
Uy, z) =1 Zyjej,zxiei = Z Qji Yj&i = Z aij z; y; = (. y),
i=1 i=1 ij=1 " ij=1
—a

et donc v est une forme bilinéaire symétrique. La vérification dans le cas des formes alternées est similaire
et laissée au lecteur.

(4) Soient x,y € E, ils correspondent dans la base & (resp. #’) a des vecteurs colonnes X,Y (resp.
X' Y"). D’apreés la formule de changement de coordonnées, on a X = PX’ et Y = PY’ d’olt X = X''P,
et donc :

d(z,y) =X AY ='X""PAPY’

ce qui entraine A’ = ‘P A P. Le théoréme est démontré. O

Remarque 1.1.9. — On peut interptéter le fait que ug est un isomorphisme en disant que se donner
une forme bilinéaire symétrique sur E « est la méme chose » que se donner une matrice symétrique.

Exemple 1.1.10. — Reprenons les notations de I'exemple 1.1.3. Si on désigne par Z la base canonique
de R2, on a

Matg(¢1) = (é (1)> Matz(p2) = (é _01>

Mats(65) = <01 é) Matgz(¢a) = (8 (1)>

Définition et proposition 1.1.11 (Rang et noyau d’une forme bilinéaire)
Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace vectoriel E de dimension n et soient B = (e1,...,e,) une
base de E et A = Matgz(¢).

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A) ; ceci ne dépend pas du choiz de la base A.
(2) Le noyau N(¢) de ¢ est défini par :
N(¢)={ycE|Vzc E, ¢(z,y)=0}

C’est un sous-espace vectoriel de E, égal d Ker(A). )

(311 est parfois noté Ker(¢), mais on évitera cette notation, pour éviter la confusion avec le noyau d’une application linéaire.
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(3) On dit que ¢ est non dégénérée si rang(¢p) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans
toute) base de E est inversible. Ceci équivaut & dire que N(¢) = {0}.

Démonstration. — (1) Soient %’ une autre base de E et P = Matg(%'). Comme P et 'P sont inversibles
(on a (*P)~1 =1(P~1)), alors la matrice A’ = Matg (¢) = ‘PAP a méme rang que A. Ceci prouve (1).

Prouvons (2). Soit y € F, représenté dans la base 2 par le vecteur colonne Y. Si AY = 0, alors pour
x € F, représenté par le vecteur colonne X, on a

o(z,y) =X AY =0

et donc y € N(¢). Réciproquement, supposons que y € N(¢) et notons Z le vecteur colonne AY. Alors
pour tout vecteur colonne X, on a 0 = ‘X Z. En prenant pour X le vecteur dont toutes les coordonnées
sont nulles sauf la i-eme qui vaut 1, on obtient que la i-¢éme coordonnée de Z est nulle. Donc AY = Z
est nul, i.e. Y € Ker(A). Ceci prouve 'égalité N(¢) = Ker(A); en particulier, N(¢) est un sous-espace
vectoriel de E. Ceci redémontre aussi que rang(A) = n — dim N(¢) ne dépend pas de la base # choisie.
Enfin, on a rang(A) = n si et seulement si N(¢) = {0}, ce qui prouve I’équivalence énoncée dans (3). O

Attention, la matrice Mat(¢) n’est pas la matrice d’un endomorphisme de E'; toutefois on a la pro-
position suivante.

Exemple 1.1.12. — Reprenons les notations de 'exemple 1.1.3. Le noyau de ¢1, ¢ et ¢3 est trivial et
donc elles sont non-dégénérées. Par contre, ¢4 est dégénérée : en effet, on a N(¢4) = Vect(eq).

Proposition 1.1.13. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme bilinéaire sur E.

(1) Pour touty € E, Uapplication 0(y) : E — k définie par 0(y)(x) = ¢(x,y) est linéaire, donc appartient
a lespace dual E*.

(2) L’application 0 : E — E*, y +— 0(y), est linéaire.

(3) Pour toute base B de E, notant * la base duale de E*, la matrice Matg(¢) définie plus haut n’est
autre que Mat g+ ) (0).

(4) On a N(¢) = Ker(0). Par conséquent, ¢ est non dégénérée si et seulement si 6 est un isomorphisme

Démonstration. — (1) résulte de la linéarité de ¢ en la lére variable : pour y € E fixé, Papplication
x — ¢(x,y) est linéaire en x.

Montrons (2) : il faut voir que pour tout y,y’ € E et p € k, les formes linéaires 0(uy+y') et ud(y)+6(y’)
sont égales, c.-a-d., prennent la méme valeur sur tout x € E. Or, par définition, pour tout z € E on a :

, dsf dsf def
O(py +y')(x) = o(, py +y') (nb(y) +0(y"))(z) = ub(y)(z) + 0(y')(x) = po(x,y) + ¢(z,y")
donc 'égalité a vérifier se ramene a 1’égalité :
Vo e B, ¢(z, ny +y') = po(z,y) + ¢z, y),

qui est bien vérifiée, puisque ¢ est linéaire en la 2¢me variable. Ceci prouve (2). Alors, on a
Ker(0) = {yo € E | 0(yo) =0} = {yo € E'| ¢(x,50) =0, Vz € E} = N(9).
Comme dim E* = n = dim F, on obtient donc les équivalences :
¢ non dégénérée < N(¢) = (0) < 6 est injectif < 6 est un isomorphisme,
d’ou (4). Enfin, soient % une base de E, #* la base duale de E*. Comme 60(e;)(e;) = ¢(e;, €;), pour tout
i=1,...,n,ona6(e)=>" ¢(e,e;)el et ceci prouve que Mat(g- 4)(0) = Matg(¢), d'ott (3). O

Exemple 1.1.14. — Reprenons les notations de I'exemple 1.1.3. Pour tout ¢« = 1,...,4 on note par
0;: E — E* lapplication associée par la proposition précédente a la forme bilinéaire ¢;. Si e, e5 € E* est
la base duale 4 la base canonique, on a

{91(61) =e] {92(61) =ej

91 (62) = 6;

O3(e2) = —ej

{93(61) 263 {94(61) =0
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Définition 1.1.15 (Termes carrés et doubles produits). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique
sur E. En séparant, d'une part, les « termes carrés » z;y; et, d’autre part, les « doubles produits » x;y;
avec i # j, la formule (%) de 1.1.8 se récrit de la fagon suivante (puisque a;; = a;; pour tout i # j) :

Z1 Y1 n n n
G v eRs o D wmen Y yie | =D anmyi+ > ag (ziy; + 2ui)-

z, Yn i=1 j=1 i=1 1<i<j<n
La terminologie « termes carrés » et « doubles produits » est justifiée par le fait que si les deux vecteurs
sont égaux, i.e. si y; = x; pour tout i, le terme de droite ci-dessus devient :

n
§ 2 § :

(*/) Q45 T + 20,17' XTilyj.
i=1

1<i<j<n

(Noter le coefficient 2 qui apparait avant les doubles produits.)

Définition 1.1.16. — Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace vectoriel F.

(1) On dit que deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(z,y) = 0. Plus généralement,
on dit que deux sous-ensembles X,Y de E sont orthogonaux si I'on a ¢(x,y) = 0 pour tout € X et
y € Y. On notera X 1Y pour signifier que X et Y sont orthogonaux.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement & ¢), noté Y% ou
simplement Y+, par :

]YL:{zeEm(z,y):o, ver}\

Exemple 1.1.17. — Reprenons les notations de ’exemple 1.1.3 et considérons F' = Vect(e;). Pour tout
i=1,...,4 désignons par F;- l6rthogonal & F par rapport & la forme bilinéaire ¢;. Avec ces notations, on
a F1 = FQ = Vect(eg), F3 = Vect(el) et F4 =F.

Définition et proposition 1.1.18 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme bilinéaire sur un k-espace
vectoriel E. Pour tout sous-ensembles Y C E, lorthogonal Y- est un sous-espace vectoriel de E
(méme si Y n'en est pas un). De plus, on a les propriétés suivantes :

W|ycz=z"CY’;

(2) | Y- = Veet(v)*;
(3) Si'Y est un sous-espace vectoriel F' de E et si (fi1,..., fp) est une famille génératrice de F, alors
Fr={fi,.... o}t ={z€eE|¢x fi)=0, Vi=1,...,p}
En particulier, on a N(¢) = E+ = {z € E | ¢(z,y) = 0 pour tout y € Y}.

Démonstration. — Soient x, 2’ € Y+ et A € k, alors on a, pour tout y € Y, ¢(Ax + 2/, y) = A\p(z,y) +
é(x',y) = 0, ce qui montre que Az + 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

Il est immédiat que si Y C Z, alors Z+ C Y+ car si x € Z1 alors z est orthogonal & tout élément de
Z, donc x est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € Y.

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)+ C Y+. Montrons I'inclusion réciproque. Soit
x € Y et soit v un élément arbitraire de Vect(Y'), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire
fintev=My1 +---+ Ny, avecy; €Y et A\; € k; alors on a

Pz, v) = ) Ai p(x,9:) =0
(z,v) Z; (_O )
et donc x € Vect(Y)L. Ceci montre l'inclusion Y+ C Vect(Y)+, d’ou I'égalité Vect(Y)L = Y+, L’assertion

(2) est démontrée. O

Théoréme 1.1.19 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique ou al-
ternée sur un k-espace vectoriel E de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors,

(1) | Fc(FHL] et [dim P > dimE — dim P |

(2) ’N(gzﬁ) = {0} & ¢ est non dégénérée. ‘
(3) Si ¢ est non dégénérée, on a ’ dim F+ = dim E — dimF‘ et |F = (FH*t.
(4)

4) Si FNF+ ={0}, alors|E=F @ F*.
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Démonstration. — Posons r = dim F' et n = dim E.

(1) Soit f € F, pour tout x € F+ on a ¢(f,r) =0, d’ott f € (F+)*. Ceci montre la premiere assertion.
Prouvons la seconde.

Soit (f1,..., fr) une base de F, complétons-la en une base # = (fi,..., f,) de E, et soit A = (a;j)1<i j<n
la matrice de ¢ dans la base %, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour i, =1,...,n.

D’apres le point (2) de 1.1.18, F* est formé des vecteurs v = o1 f1 + - -+ +x, [, € F tels que ¢(f;,v) =0
pour i =1,...,7. Comme ¢(f;,x1f1+ -+ xnfn) = Z?Zl zj ¢(fi, ) = Z?Zl a;; ©;, ceci équivaut a dire

Z1
que le vecteur colonne X = | : | est solution du systeme linéaire homogene :
x’ﬂ
a1y +--4+ apzr, =0
(%) : : :
airr1 oot A, =0

dont la matrice B est formée des r premieres lignes de A. Comme I'espace des solutions du systeme est de
dimension n — rang(B), on obtient :

dim F+ =n — rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1).

(2) D’apres (1), dans le cas particulier ot ' = F, on a B = A et I'on obtient que dim E+ = n—rang(A).
Donc N(¢) = E* est nul si et seulement si rang(A4) = n.

(3) Supposons ¢ non dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses lignes sont linéairement indépendantes,
en particulier les r premieres lignes le sont, donc la matrice B est de rang r, et donc dim F- = n — r.
Remplagant alors F par F'*, on obtient 1’égalité dim(F+)+ =n— (n—r) = r, et par conséquent I'inclusion
F C (F+)* est une égalité.

(4) Supposons F'NF+ = {0} (sans supposer ¢ non dégénérée). Alors F' et F- sont en somme directe, et
le sous-espace F' @ F'+ de E est de dimension d = r + dim F+. D’aprés (1), onad >n, dott E=F @ F+
(et dim F'+ = n — r). Ceci termine la preuve de (4) et du théoreme. O

Définition 1.1.20 (Restriction & un sous-espace). — Soit ¢ une forme bilinéaire sur F, et soit F' un
sous-espace de F.

(1) On note ¢ la forme bilinéaire sur F' obtenue en restreignant ¢ a F' X F, i.e. ¢p(x,y) = ¢(x,y) pour
tout x,y € F'; on 'appelle la restriction de ¢ a F.

(2) Ona FNF+ ={z € F| ¢(z,y) = 0 pour tout y € F} = N(¢r). Donc I'assertion (4) de 1.1.19
peut se récrire comme suit : « si ¢ est non dégénérée, alors E = F & F* ».

Remarque 1.1.20.1. — Attention, méme si ¢ est non dégénérée, ¢r ne l'est pas nécessairement. Par
exemple, soit 1 la forme bilinéaire symétrique sur R? définie par

oy =ram sz e () o= (%)

T2 Y2
0 1 ey
1 o) donc 1) est non dégénérée.
Cependant, on a ¥ (e1,e1) = 0 = tp(ea, e2) donc pour F = Re; (ou Res), on a ¢pp = 0.

sa matrice dans la base canonique & = (ej,e3) de R? est A =

1.2. Formes quadratiques

Définition 1.2.1 (Formes quadratiques). — Soit F un k-espace vectoriel de dimension n.

(1) Une forme quadratique @ sur F est une fonction E — k de la forme = — ¢(z,x), ol ¢ est une
forme bilinéaire symétrique sur E.

(2) Comme ¢(z +y,z +y) = ¢p(z,x) + d(y,y) + 2¢(z,y) = Q(x) + Q(y) + 2¢(x, y), on a les égalités :

QU +9) - Q) ~ Q) = (L +1) ~ Q — )

N =

() o(z,y) =

qui montrent que : ¢ est entitrement déterminée par @ ; on dit que ¢ est la forme polaire de @ (et les
égalités (x) ci-dessus sont appelées « égalités de polarisation »).
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(3) Soient & = (e1,...,e,) une base de E et A = (ai;)};—; la matrice de ¢ dans la base % (i.e. a;; =
¢(eir€5)), on a aj; = a;; puisque ¢ est symétrique. Alors pour tout v = x1e; +--- + zne, dans F, on a :

Qu) = ¢(Z Ti€q, Zifjej) = Zaii 2 + Z 2a;5 w;x;
i 3 i=1

1<j
donc Q(u), considéré comme une fonction Q(z1,...,x,) des coordonnées (x1,...,xz,) de u dans la base
A, est donné par :
(%) Qx1,. . ) = 21 @i 7 + Doi<icj<n 2Qij TiT;

on prendra garde au facteur 2 qui apparait avant les « doubles produits » z;z; !
(4) Réciproquement, si c’est @ qui est donnée par une formule explicite Q(z1,...,z,) = Y iy bjx? +
> <i<j<n bij x;x; (les x; étant les coordonnées dans la base &), alors sa forme polaire ¢ est donnée par :

T U1

) Y] EeRn ¢ Zifiehzyjej Zzbz'xiyrF Z %(%%‘Fﬂiji)
i=1 =1 i=1

1<i<j<
Ln Yn sr<ysn

et donc A = Matg($) a pour coefficients diagonaux les b;, mais ses coefficients non diagonaux sont les
Définitions 1.2.2 (Rang et noyau d’une forme quadratique). — Soient E un k-espace vectoriel de
dimension finie, () une forme quadratique sur F, et ¢ sa forme polaire.

(1) On définit le rang et le noyau de @ par :

[rang(Q) = rang(¢)| | N(Q) = N(9).]

(2) Attention! N(Q) n’est pas égal, en général, a 'ensemble C(Q) = {z € E | Q(z) = 0}. On dit qu’un
vecteur z € E est isotrope (pour Q) si Q(z) = 0, et Pensemble C(Q) des vecteurs isotropes s’appelle le
cone isotrope de ). Ce n’est pas, en général, un sous-espace vectoriel de F, mais c’est un céne, i.e. il
vérifie la propriété suivante : si z € C(Q) et A € k, alors Az € C(Q).

Remarque 1.2.3. — On a toujours | N(Q) C C(Q) | mais 'inclusion est en général stricte. Par exemple,

dans le cas considéré en 1.1.20.1, on a N(Q) = N(¢)) = {0} mais le cone isotrope est la réunion des deux
droites Rey et Res.

Définition 1.2.4 (Bases orthogonales). — Soit F un k-espace vectoriel de dimension n et soient ¢
une forme bilinéaire symétrique sur E, et @ la forme quadratique associée. Soit Z = (e, ..., e,) une base
de E

a) On dit que # est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si l'on ¢(e;,e;) = 0 pour i # j.

b) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(¢) est diagonale; si 'on note Aj,...,\, ses
coefficients diagonaux et (x1,...,x,) les coordonnées dans la base %, ceci équivaut encore a dire que
Q(r1,. . yn) =M1+ + Ay 22,

Théoréme 1.2.5 (Existence de bases orthogonales pour une fbs). — Soit ¢ une forme bilinéaire
symétrique sur un k-espace vectoriel E de dimension n, et soit Q) la forme quadratique associée.

(1) Il existe une base B de E orthogonale pour ¢.

(2) Soient B = (e1,...,e,) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg(9). Quitte d
renumeéroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonauz A1, ..., \. sont non nuls, et que A\; =0
pour i > r. Notons (x1,...,x,) les coordonnées dans la base B, alors :

(a) Ona’Q(xl,...,zn):Alx%+~-~+)\7«x$. (%)

(b) On a|r =rang(e), | plus précisément, N () est le sous-espace Vect(ey11,...,ey), donné par
les équations x1 =0=--- = x,.
Démonstration. — (1) Montrons ’existence d’une base orthogonale en procedant par récurrence sur n =

dim F. Il n’y a rien a montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1 et le résultat établi pour
n—1, et ¢ # 0. Alors, d’apres le point (2) de 1.2.1, la forme quadratique @ est non nulle, donc il existe
e1 € E tel que Q(e1) # 0. Posons F' = key, comme ¢(eq,e1) # 0, alors F N F+ = {0} donc, d’apres le
théoreme 1.1.19, on a

E=Fe&F"
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Par hypothese de récurrence, il existe une base (ez, ..., e,) de F'* telle que ¢(e;, e;) = 0 pour i # j. Alors
(e1,€2,...,€,) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve l’assertion (1).

Puis, (2.a) et la premiére assertion de (2.b) découlent aussitét des définitions; prouvons la derniére
assertion. D’apres la démonstration du théoréme 1.1.19, on sait que N(¢) est égal au noyau de D, qui est
bien le sous-espace F' = Vect(e,11,...,e,), donné par les équations x; = 0 = --- = x,.. Mais ceci peut se
voir directement ici, de la fagon suivante. D’apres (x), ¢ est donnée dans la base & par :

n n
() VU:Z%‘% szzyjej> ¢ (u,v) = A z1y1 + -+ Ar T Yy

i=1 j=1
Supposons u € N(¢), alors pour tout ¢ = 1,...,r, prenant v = e; (c.-a-d., y; = 1 et y; = 0 pour j # i),
on obtient x; = 0, d’ott u € F = Vect(e,11,--.,e,). Réciproquement, (') montre aussi que tout u € F
(i.e. tel que 1 =0 =--- = x,.) appartient & N(¢), d’ou I'égalité désirée. Le théoréme est démontré. O

Le théoreme précédent est valable pour tout corps k de caractéristique # 2. La possibilité d’effectuer
des réductions supplémentaires dépend de propriétés « arithmétiques » de k, c.-a-d., de quels éléments de
k sont des carrés. Lorsque k = C ou R, on peut donner des versions plus précises.

Théoréme 1.2.6 (Formes quadratiques sur C). — Soient E un C-espace vectoriel de dimension fi-
nie, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Il existe une base B de E pour laquelle Mat z(¢)
est la matrice diagonale de termes diagonaux (1,...,1,0,...,0), le nombre de 1 étant égal a r = rang(¢) ;
si l'on note (x1,...,x,) les coordonnées dans la base B, on a alors Q(w1,...,2,) = 23 + -+ + 2.

Démonstration. — Soit r = rang(¢). D’apres le théoréme 1.2.5, il existe une base orthogonale (eq, ..., e;,)
telle que Q(e;) # 0 pour @ < 7, et Q(e;) = 0 pour ¢ > 7. Pour tout ¢ = 1,...,7, soit A; € C tel que
A? = Q(e;). Remplacant e; par e;/\;, pour i < r, on obtient une base % ayant la propriété énoncée dans
le théoreme. O

Théoréme 1.2.7 (Théoréme d’inertie de Sylvester). — Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
ston n, Q une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire.

(1) Soit B = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et soient p (resp. q) le nombre d’indices i tels
que Q(e;) >0 (resp. < 0). Alors p et q¢ ne dépendent pas de la base orthogonale choisie.

(2) Le couple (p,q) s’appelle la signature de Q (ou de ¢); on a rang(¢) =p+ q.
(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg(¢) ait pour termes diagonauz
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).

Démonstration. — Posons r = rang(¢). Soient B = (ey,...,e,) et € = (f1,..., fn) deux bases de E
orthogonales pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices 4 tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et ¢
(resp. ¢') le nombre d’indices i tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(f;) < 0). Alors

r=p+q=p +4¢

et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte & renuméroter les éléments de LB et €, on peut supposer
que

Q(e;)) >0 pouri=1,...,p Q(fi)>0 pouwri=1,...,p
(%) Qe;) <0 pouri=p+1,....p+q Q(fi) <0 pouri=p +1,....,p"+¢
Q(e;))=0 pouri>p+qg=r; Q(fi)=0 pouri>p +q¢ =r.

Notons P, le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au
nombre de n — ¢, donc dim Py = n — ¢. Soit « un élément arbitraire de P, écrivons x = > _._; z;e;, avec
I={1,....ptU{r+1,...,n}; alors, d’apres (x), on obtient

P

(1) Q) =Y @} Q(e;) > 0.

i=1

iel

D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont

/ ’

au nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢'. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = Z?:;?H v fi,
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avec au moins I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’aprés (x) & nouveau, on obtient
p'+d
(2) Q) = ) vjQfy) <o
J=p'+1
Par conséquent, on a P, N P. = {0} et donc
n=dmE >dimP, +dim P =n—q+¢

d’olt ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases Z et €, on obtient de méme ¢/ > ¢, d’ott ¢ = ¢/, et de méme
p = p’. Ceci prouve la premiere assertion du théoréme.

Voyons la deuxiéme assertion. Soit & = (eq,...,e,) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,p + ¢, notons
|Q(ei)| > 0 la valeur absolue de Q(e;). En remplacant e; par e;/+/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p+ ¢, on obtient
une base orthogonale ayant la propriété énoncée dans le théoreme. O

1.3. Réduction d’une forme quadratique en « somme de carrés »
A nouveau, on suppose que le corps de base est Q, R ou C.

Remarque 1.3.0. — Soit E un k-espace vectoriel de dimension n. D’apres 1.2.1, il revient au méme de
se donner sur F une forme quadratique () ou sa forme polaire ¢.

Le langage des formes quadratiques permet d’étre plus concis : si E est muni d’une base %, et donc de
coordonnées (z1,...,x,) relativement a cette base (par exemple, si E = k™), on dira simplement, disons
pour n = 3 : «soit Q la forme quadratique az? + bx3 + cx? + dz1wa + ex173 + fraxs », ce qui est plus
rapide que d’écrire : soit ¢ la forme bilinéaire symétrique définie par :

d(wre1 + woep + x3e3, Y101 + Y22 + Y3ez) =

d e f
ax1yy + bxays + cxr3ys + 5(391112 + x2y1) + 5(361213 +x3y1) + §($2y3 + 2312).

De méme, le fait d’écrire une forme quadratique comme un polynéme (homogene) de degré 2 en les
coordonnées x;, i.e.

n
_ 2
Q(z1,...,xy) = a;x; + Qi Ti%j
i=1 1<i<j<n
permet d’effectuer sur ce polynéme des opérations algébriques simples, qui équivalent & trouver une base
orthogonale pour ¢ : c’est ce qu’on explique ci-dessous.

Définition 1.3.1. — Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, () une forme quadratique sur F et
¢ sa forme polaire. Soit Z = (ey,...,e,) une base de E, notons (z1,...,2,) les coordonnées dans cette
base, i.e. z; désigne en fait la forme linéaire f; = e} sur E.

(1) On dit que @ s’écrit dans la base & comme somme de carrés de formes linéaires indépen-
dantes si 'expression de () en fonction des coordonnées z; est de la forme

Q=qzi+ -+
D’apres 1.2.1, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base % est diagonale, avec les ¢; pour
coefficients diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = e} sont linéairement indépendantes (#* = (e7,...,e}) est la base duale
de #), d’ou la terminologie « somme de carrés de formes linéaires indépendantes ». En pratique, pour
abréger on écrira souvent « somme de carrés », mais il est essentiel de s’assurer que les formes linéaires en
question sont bien linéairement indépendantes (voir plus bas).

Théoréme 1.3.2 (Réduction d’une forme quadratique en somme de carrés)
Soient E un k-espace vectoriel de dimension n, et QQ une forme quadratique sur F, donnée dans une
base B = (e1,...,en) par

n 2
(%) V(x1,...,x,) € K", Q(zre1 + -+ xpey) = E bix; + E bijriz;.
i i<j
(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un
nouveau systéme de coordonnées (yi,...,yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés,
i.e.

(%) Q1. yn) = @197 + -+ + anyp.
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(2) Le nombre de coefficients a; non nuls est égal a r = rang(Q), et si k = R, la signature de Q) est
(p,q), ot p (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont >0 (resp. <0).

(3) De plus, N(¢) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant
Uensemble des i € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (xx) dans une base %', alors la
matrice de sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coeflicients diagonaux, d’ou les assertions (2)
et (3) du théoréme, compte-tenu des théorémes 1.2.5 et 1.2.7.

11 reste & donner une démonstration « algorithmique » de ’assertion (1). On procéde par récurrence sur
le nombre n de variables. Si n =1 on a Q(x1e1) = b12?, et (xx) est vérifié. On peut donc supposer n > 1
et le résultat démontré pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans l’écriture (x) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer,
quitte a changer 1'ordre des coordonnées, que b; # 0. On considere alors la somme de tous les termes
contenant la variable x; et on ’écrit comme suit :

S:b1$%+2b1j1‘1$j:b1<$%+2z1 Zle >

i=2 =2
S —
=L(z2,....xn)

alors L est une forme linéaire ne contenant plus la variable x; (i.e. L est une combinaison linéaire des
formes linéaires €3, ..., e’). Puis, en utilisant que

(x1 +L)* = 22 + 201 L + L?, dot 22 +2xL = (z; +L)* - L7,
on récrit ceci sous la forme :

Z by \2 Z" ; Z biib1;
S:b1 (1’1+L)2761L2 :bl(I1+ Tll)jll‘j) — %SE? — 12[)1] I‘Z‘ZL'J‘.
X - 1

2<i<j<n

Dongc, en posant y; = 1 + ZJ L 311); x; (et b;- =b; — b%j/4b1 pour j = 2,...,n, et b;j = b;; — b1;b1;/2b1
pour 2 <31 <3< n), on obtient une écriture :

(1) Qy1, x2, ..., xn) = biy,” +Zb/x + Z bij xiw;
2<i<j<n
Q1(w2,...,7,)
ou la forme quadratique Q1 (z2,...,z,) ne dépend que des variables s, ..., x,.

L’opération y; = 1 + L(22,...,2,) et ; = x; pour j > 2, est bien un changement de coordonnées, car
la matrice exprimant (y1, %2, . .., Z,) en fonction de (x1, ..., x,) est triangulaire avec des 1 sur la diagonale,
donc inversible ; explicitement le changement de coordonnées inverse est donné par x; = x; pour j > 2 et
Ty =Y — L(x27 cee 7xn)'

Par hypotheése de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (zs,...,2n) = (Y2,.-.,Yn)

tel que Q1(z2,...,7n) = agys + -+ + a,y2 d’ott, d’apres () :
Q(yla"'7yn) :aly%++any721

(avec a1 = by), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si @ = 0, il n’y a rien
a montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer ’ordre des coordonnées, que b2 # 0. Le plus simple
est alors de procéder comme suit : faisons le changement de coordonnées

/ / !/ / / -
T1 = T + Ty, To = T] — Ty, xj =x; pourj>2

c’est bien un changement de coordonnés, dont l'inverse est donné par =t = (z1 +2)/2, b = (1 — z2)/2
g ) p 1 y 2 )
x; = x; pour j > 2). Alors les termes b;; x;2; (avec i < j) se transforment comme suit :

b12 1Ty — b12 (,I/lz /22) blj r1x; — blj (Ill + 93/2)13] pour j > 3
bij XTilyj — bij T;Tj si Z,] 2 3 bgj T2 — bgj (l'/l - £L'/2)SUJ pour ] Z 3
donc on obtient

Q! ..., xl) =bio (x4 — 252) + Z ((blj + boj) 2ixj + (b1 — bay) wéx]) + Z bij w3
=3

3<i<j<n
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et 'on est ramené au cas (a), c.-a-d., on peut éliminer la variable x| et se ramener, & nouveau, au cas de
n — 1 variables. Le théoreme est démontré. O

Remarque 1.3.3. — Daus le cas (b), une méthode plus sophistiquée, qui permet d’éliminer en méme
temps les variables x; et xs, est la suivante. On la désignera par (b’). On considére la somme de tous les
termes contenant x; ou x9 et on ’écrit comme suit :

S =biox120 + Z blj r1T; + szj Tok; = b1a (.%‘1 + Z bio ) (-1'2 + Z - ) Z blbjll;%xsz

Jj=3 Jj=3 3<j4<n
_ — by 1 bljb2j o2 2by;bae
= bz Zf )(mZb w) - Z PR D vl
=3 3<j<t<n
=X =Y
Puis, en utilisant 1’égalité
1
(%) XY = (X +v? - (x -v)?)
et en posant
1 1 "~ by + boj 1 b i
:§(X+Y):§(x1+x2+2%mj), vy =5 (X —Y) = xl—x2+z 1’ L x)),

Jj=3

on obtient :

byjba; o
Q(x), xh, w3, ..., 2,) = bio (z)% — 25?) Z == xi + Z Cjo Ty

b1 3<j<t<n
ol ¢jp = bjy — 2b15b2¢/b12 pour tout j < £ dans {3,... ,n}.

Ilustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées
du type (a).

Ezemple 1.3.4. — Considérons dans R* la forme quadratique
Q= x% —2x120 + 4x1T3 + 20124 + x% + 4%‘% + 533421 — dxoxz + 61014 — 4T374.
Considérant les termes contenant 1, on écrit d’abord :

Q= (1 — xo +2w3 +24)% + 43;2 + 8Toxy — S8T3T4

Y1
puis
422 4 8xoxy — 82314 = 4(14 + 29 — 3)° — 423 + S8wow3 — 422
——o ——
Ya
puis —423 +8xox3 —4x3 = —4(z2 — 23)%. Donc en faisant successivement les changements de coordonnées :
—
Y2
Y1 =21 — 2 + 2w3 + T4, Y4 = T4 + T2 — T3, Y2 = T2 — T3, Y3 = T3,

on obtient que Q(y1, Y4, y2,y3) = y> + 4y3 — 4y2. Donc Q est de signature (2,1) et de rang 2+ 1 = 3. Son
noyau N(Q) est la droite définie par les équations yo = 0 = y4 = y;1, donc, dans les coordonnées initiales,
par les équations x5 = x3, 4 =0, 1 +x3 = 0.

Ezemple 1.3.5. — Considérons dans R* la forme quadratique :
Q(x1, 9,3, 14) = x% + x% + x% 4 22129 + 22123 — 3x9x4 — 4T3T4 + DT3T4.
Considérant les termes contenant x1, écrivons d’abord :
Q(x1, 0, T3, 24) = (1 + T2 + 23)% — Dxows — 4xoxy + BT3x4 = Yo — SToxs — 4aoy + Hr3T4.
lére méthode : transformons le terme zox3 en posant xo = ys + y3 et x3 = ys — y3, on obtient :
Q(y1,y2,y3,24) = ¥ — 5(Y3 — y3) + Yaa — Iysws = yi — 5Y3 + yata + 5y — Wysa.

Puis —5y§ + yoxg = —5(y2 — %m)z + %xi donne, en posant zo = yo — %m :

1
Q(y1, 22,Y3, x4) = yi — 525 + 5y3 — Iyszs + 27)
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. 2 _ 9 . \2 _ 812 _ 9. .
Puis 5y5 — 9ysr4 = 5(y3 — 7574)° — 5577 donne, en posant 23 = y3 — 7524 :

Q(y1, 22, 23, 24) = yi — 523 + 525 — 4.
Donc la signature de @ est (2,2) et son rang est 2+ 2 =4, i.e. @ est non dégénérée.
2eme méthode : considérons tous les termes contenant xs ou x3 et écrivons :

4
—Bxox3 — 4roxy + Br3xy = —5(x0 — 14)(x3 + —14) — 423
~——— 5

—x ——
=Y

4

5 (X —Y) = 1(z2 — x5 — 224), on obtient que

alors, posant 2o = %(X +Y)= %(xg +x3— 2x4) €L 23 = %

Q(y1, 22, 23,24) = yi — 525 + 23 — 4a]
et I'on retrouve le résultat précédent.

Exzemple 1.3.6 (Erreur a ne pas commettre!). — Reprenons le calcul précédent, au moment olt I'on
obtient les termes Q1 (z2, T3, 1) = —baox3 — 4xaw4 + Sx324. Il ne faut pas écrire que

—bxox3—4rox4+dT3T4 = —Z (($2+$3)2—(J)2—1‘3)2) — <($2+$4)2—($2—$4)2) +% <($3+l‘4)2—(£3—$4)2)
= —ny + Zyi Y3yl Zyg - gyé

ou l'on a posé y1 = o2 + T3, Y2 = T2 — T3, Y3 = T2 + T4, Y4 = Tz — T4, Y5 = Ty + T4, Yo = T3 — T4,
et conclure que la signature est (3,3) et le rang 6. Ceci est erroné (et la conclusion absurde!) : comme
on part ici d’'une forme quadratique )1 en 3 variables, son rang est r < 3 et donc on doit obtenir a la
fin une somme ayant au plus 3 termes, or ici on en a écrit 6. L’erreur est que 'on n’a pas fait un vrai
« changement de coordonnées », car on a introduit trop de formes linéaires, qui ne sont plus linéairement
indépendantes : par exemple, on a y4 = —y3s + Y1 + Y2, Ys = Y3 — Y2, Ys = Y1 — Y3-

Donc, pour ne pas se tromper dans ces calculs, il vaut mieux procéder pas a pas, en effectuant a chaque
pas une transformation de type (a), (b) ou (b’). Il ne faut pas effectuer plusieurs opérations en méme
temps !

1.4. Appendice () : formes bilinéaires alternées
Dans ce chapitre, k est un corps arbitraire et E est un k-espace vectoriel de dimension finie n.

Théoréme 1.4.1 (de la base symplectique). — Soient E un k-espace vectoriel de dimension m et ¢
une forme symplectique sur E. Alors m = 2n est pair, et il existe une base B = (e1, f1,...,€n, fn) de
FE telle que, pour tout i, j,

1 sii=j,

0 sinon.

dlei e;) =0=o(fi, f5) et Ples, fi) = {

Alors Matg (@) est une matrice diagonale par blocs :

A, 0 - 0
Mat g (o) = 0 ou chaque A; égale (_01 é) .
: . -0
0o --- 0 A,
Démonstration. — Par récurrence sur m. Il n’y a rien & montrer si m = 0. Supposons m > 0 et soit

e;1 € E— {0}. Comme ¢ est non dégénérée, il existe f; € E tel que ¢(eq, f1) = t # 0, et remplacant
f1 par t7! f; on se rameéne & t = 1. Alors la famille (e1, f1) est libre (car si v = se; + s'f; = 0, alors
0=¢(e1,v) =5 et 0= @(f1,v) = —s), donc forme une base %, du sous-espace P = ke; + kf1. On a

Mat g, (op) = (01 (1)>
donc ¢p est non dégénérée, et donc d’apres le théoreme 1.1.19, on a
(x) E=Pg P
De plus, comme ¢ est non dégénérée, on a (P+)+ = P, et donc

N(¢pr) = P*n(PH)* =PLnP={0}.
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Donc la forme alternée ¢p. est non dégénérée, i.e. c’est une forme symplectique sur PL.

Alors, par hypotheése de récurrence, P+ est de dimension paire 2(n — 1) et admet une base ¥ =
(e2, fa, ..., en, frn) vérifiant les conditions du théoréme. Alors # = %, U € est une base de E vérifiant les
conditions du théoreme ; en particulier dim E = 2n. Le théoreme est démontré. O

La proposition qui suit est utile pour se ramener au cas d’une forme non dégénérée :

Proposition 1.4.2 (Réduction au cas non dégénéré). — Soient E un k-espace vectoriel de dimen-
sion n, ¢ € L (E, k) symétrique ou alternée, r = rang(¢), S un supplémentaire de N(¢) dans E, et B
(resp. €) une base de S (resp. de N(¢)).

(1) Alors la matrice de ¢ dans la base BUE de E est

A= ( Mat%(¢$’) ‘ Onfr,’r )

071—7",7' ‘ OTL—T',TL—T

par conséquent,

¢s est non dégénérée. ‘

(2) D’autre part, ¢ induit sur lespace quotient E = E/N(¢) une forme bilinéaire ¢ telle que

(1) (7,9 = ¢(z,y), Vr,yeE
et ¢ est non dégénérée.
Démonstration. — 11 est clair que Mat g% (¢) a la forme indiquée ; alors rang(¢s) = rang Matg(¢g) égale
rang(A), qui égale n — dim N(¢) = dim S. Ceci montre que ¢g est non dégénérée, d’ou le point (1).
(2) Montrons que ¢ est bien définie, i.e. que la formule (1) fait sens. Soient 2/, 3y’ € E tels que 2/ =T et
=7, alors u = 2’ — x et v =y — y appartiennent & N(¢), d’ou
o', y) = oz +u,y +v) = d(z,y) + ¢(u, y) + d(,v) + B(u,v).

=0 puisque u,vEN (¢)

Y

Ceci montre que éest bien définie, et la formule (1) montre alors que ¢ est une forme bilinéaire (symétrique
ou alternée) sur E. De plus, si J € N(¢), alors pour tout x € E on a ¢(z,y) = ¢(7,7) = 0, dott y € N(¢)
et donc 5 = 0. Ceci prouve que ¢ est non dégénérée. O

Corollaire 1.4.3 (Bases standard pour une forme bilinéaire alternée)

Soient E un k-espace vectoriel de dimension m et ¢ une forme bilinéaire alternée sur E. Alors il existe
une base (v1,...,Up, €1, f1,...,€n, fn) de E, ot (v1,...,v,) est une base de N(¢@) et les e;, f; vérifient les
conditions du théoréme 1.4.1.

Démonstration. — Ceci résulte de la proposition 1.4.2 et du théoreme 1.4.1. O



CHAPITRE 2

ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

Résumé : Ce chapitre constitue le coeur de la partie « géométrique » du cours. Dans la section 1, on
introduit les espaces vectoriels euclidiens, dont le prototype est R™ muni du produit scalaire standard, puis
on démontre 'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui assure que le produit scalaire donne naissance a une « norme
euclidienne » (d’olt une notion de « distance », cf. 2.1.5). On introduit ensuite le groupe O(n) des isométries
de l'espace euclidien R™. Dans la section 2, on on démontre I'important théoreme de diagonalisation
simultanée 2.2.9. Dans la section 3, on introduit les projections et symétries orthogonales, ainsi que le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Enfin, dans la section 4, on étudie en profondeur les
isométries de R? et R3. En résumé, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et importants,
qu'il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des
compléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans des appendices a la fin du chapitre;
ces passages n’interviendront pas dans les évaluations.

2.1. Espaces euclidiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries
Définitions 2.1.1 (Produits scalaires et espaces euclidiens). — Soit E un R-espace vectoriel, pas
nécessairement de dimension finie.

(1) Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur F et @ la forme quadratique associée (i.e. Q(x) =
¢(x, ) pour tout z € E). On dit que @ (ou ¢) est définie positive si l'on a :

(Déf. Pos.) ’Va: € E— {0}, Q(z) = ¢(x,z) > 0. ‘

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire et on note souvent ¢(x,y) = (z | y).

Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si © € N(¢), on a
0 = ¢(z,y) pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) = 0, d’ou = = 0.

(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : « le couple (E, $) ») est un espace euclidien.

(1) Pour abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace euclidien », sans préciser le produit scalaire (1),
celui-ci étant sous-entendu.

Exzemples 2.1.2. — (1) R” muni du produit scalaire euclidien standard :
L1 Y1

@ly) =z +-Fanyn  siz=| 1|, y=
Tn Yn

et de la forme quadratique associée Q(x) = 23 + -+ + 22, est un espace euclidien de dimension n. Pour ce
produit scalaire, la base canonique (eq,...,e,) de R™ est orthonormée, i.c.on a (e; | ej) =1sii=j et
= 0 sinon.

(O version du 13/5/2013

(DEn fait, on réserve d’habitude cette terminologie au cas ot E est de dimension finie; sinon on dit que E est un espace
préhilbertien réel (voir 'explication de cette terminologie dans I’Appendice 4.6 & la fin du dernier chapitre). Nous n’utiliserons
pas cette terminologie.



16 CHAPITRE 2. ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

(2) L’espace vectoriel E = €°([0,1],R) des fonctions continues f : [0,1] — R, muni du produit scalaire

(f19) :/0 ft)g(t)dt,

est un espace euclidien, qui n’est pas de dimension finie.

Définition et proposition 2.1.3 (Familles et bases orthonormées)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien.

1) Une famille (e;);cr de vecteurs est dite orthonormée si (e; | e;) = 1 et (e; | e;) = 0 pour tout
€ J

i .

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,e,) de E qui est une
amille orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) =1 et (e; | ;) = 0 pour tout i # j.

J

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonormée

(f1,---, fn) de cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n. ou BON.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = t1e;, +- - “+ipei,, aveciy, ... iy €1
deux & deux distincts, et ¢1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & I'égalité
précédente. Comme (e; . | e;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = ¢.(e;. | €;.) = t,, d’out t, = 0. Ceci prouve
que la famille (e;);es est libre. O
Théoréme 2.1.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace euclidien de dimension n. Alors E admet

une base orthonormée.

Démonstration. — D’apres le théoréme d’inertie de Sylvester 1.2.7, il existe une base (eq,...,e,) ortho-
gonale (i.e. (e; | €j) = 0 pour i # j) et telle que (e; | ¢;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a
nécessairement (e; | e;) = 1, donc (ey, ..., e,) est une b.o.n. O

Définition 2.1.5 (Normes). — Soit E un R-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application
E — Ry, x +— ||z|| vérifiant les trois propriétés suivantes :

1) ||z =0 x=0.

(2) Pour tout t € R, x € E, on a |[tz| = |t| - ||=] (ou || est la valeur absolue de t).

(3) Ju+ o] < |lull +||v|l, pour tout u,v € E.

Remarque. L’inégalité précédente est nommée Inégalité triangulaire, pour la raison suivante. Si on
pose d(z,y) = ||y — z||, pour tout z,y € E, alors, compte-tenu de (1) et (2) ci-dessus, (3) équivaut & dire
(en posant u =y — x, v = z — y) que application d : E x E — R est une distance sur F, i.e. vérifie :

(1) d(z,y) =0z =y.

(2) d(z,y) = d(y, z).

(3") Inégalité triangulaire : pour tout z,y,z € E, on a : d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2)

z

d(x,z)

X

Théoréme 2.1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme euclidienne)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien et soit Q(x) = (x| z) la forme quadratique associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(CS) VeyeE (@]9’ <Q@Qw)

avec €galité si et seulement si x ety sont liés.

(2) Par conséquent, lapplication x — ||z|| = /(x| ) est une norme sur E, appelée la norme eucli-
dienne associée a (| ), et l'inégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit (ou dans le terme de gauche
| - | désigne la valeur absolue dans R) :

(CS) Veye B @]yl <]yl
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Démonstration. — Si y = Az, on a Q(y) = N2Q(z) et (z | y)? = N2 (z | 2)? = Q(y)Q(x), et de méme si
x = Ay. Donc on a I’égalité si z,y sont liés, en particulier si x = 0 ou y = 0. Supposons donc z et y non
nuls; pour tout t € R, on a :

0 < Qtz+y) =t*Q(z) + 2t (x| y) + Qy)

donc le discriminant réduit A’ = (z | y)? — Q(z)Q(y) de ce trinome ) en t est < 0, ce qui prouve 'inégalité

(CS). De plus, si A’ = 0 le trindme ci-dessus a une racine double réelle tg = —(z | y)/Q(z), et I'égalité
Q(tox + y) = 0 entraine, puisque Q est définie positive, tox +y = 0, i.e.
_@ly)
(x| )

Ceci prouve (1).
Prouvons que z — ||z|| = \/(z | ) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a ||z|| = 0 <
z = 0. D’autre part, pour tout ¢t € R et € E, on a |t| = V2 et donc

[t]| = 2 (| 2) = [t] - [J]]-

Enfin, soient x,y € E. D’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) & :

(@ [ y)l < llll - llyll;

alors, multipliant par 2 et ajoutant ||z|* + ||y||* aux deux membres, on obtient
o+ ylI* = ll=lI* + [lyll* +2(z [ ) < 2] + llyll* + 2z | y)]
2
< [l + iyl + 2ll= ] - llyll = (llll + lyll)™-
Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut &) I'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. O

Récrivons certaines conséquences de Iégalité (v +y |z +y) = (x| ) + (v | y) + 2(z | y) en utilisant la
norme || - || (ou plutét son carré) :

Proposition 2.1.7 (Pythagore, parallélogramme et médiane, polarisation)

Soit E un espace euclidien, et soit || - || la norme associée au produit scalaire (| ). On a les égalités
sutvantes :
(Pythagore) 21+ znl? = (e |? 4+ + |2l si x1,..., 2, sont orthogonaux
(Parallélogramme/Médiane) 2+ ylI* + [l = ylI* = 2] + 2[|y||?
(Polarisation) Az [y) =z +yl* =z - y)?
Démonstration. — L’égalité de Pythagore est immédiate si n = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque :
si||z1 + 22||? = ||o1||? + ||z2|? alors (z1 | #2) = 0. L’égalité pour n vecteurs orthogonaux s’obtient par

récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 : prendre par exemple dans
R2? euclidien les vecteurs z; = e1, o = €1 + €2, T3 = €3 — €;.

Les deux autres égalités s’obtiennent en ajoutant (resp. soustrayant) les égalités :
lz+yll> = (@ +ylz+y) =z’ + lyl* + 2 | v)
e —yl? = (z -y |z —y) = [zI> + ly]I> — 2(z | v)
O

Remarques 2.1.7.1. — La deuxieme égalité s’appelle « identité du parallélogramme », car elle exprime
que dans le parallélograme construit sur les vecteurs x et y, la somme des carrés des longueurs des quatre
cOtés égale la somme des carrés des longueurs des deux diagonales (qui sont « + y et x — y). Elle s’appelle
aussi « identité de la médiane », car dans le triangle construit sur les vecteurs x et y, la « médiane » joignant
0 au milieu du c6té x — y est (z + y)/2, et on a donc une formule exprimant (le carré de) la longueur de
la médiane en fonction de la longeur des cotés :

2 2 2 2
X xr —
I O 7

2 2 4

T+y
2

()Pour un trindéme aX? + 2bX + ¢ dont le coefficient de X est pair, il est commode de considérer le discriminant réduit
A’ =b? — ac (au lieu du discriminant usuel A = (2b)2 — 4ac = 4A).
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Enfin, la derniere égalité est appelée «identité de polarisation », car elle exprime en fonction de la forme

quadratique Q(x) = ||z||? le produit scalaire, qui est la « forme polaire » de . On I’a déja rencontrée dans
le Chap. 4 sous la forme 4¢(z,y) = Q(z + y) — Q(z — y).

Avant d’introduire la définition suivante, rappelons que la fonction cosinus induit une bijection de
[0, 7] sur [—1,1] (on a cos(0) = 1, cos(m) = —1, et cos est strictement décroissante sur 'intervalle [0, 7]).

Définition 2.1.8 (Angle non orienté de deux vecteurs non nuls). — Soit E, muni de ( | ), un
espace euclidien et soit || - || la norme euclidienne. Soient u, v deux vecteurs non nuls. D’apreés l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on a

I U )

[(u [ o) <|lull-[lvl d’on < <
[[ull - ol
donc il existe un unique 6 € [0, 7] tel que | cos(d) = M ie. ’ (u]v) =cos(8) ||u| - ||v]. ‘ On appelle 6

P’angle non-orienté des vecteurs u et v, il ne change pas si 'on échange u et v.

Définition et proposition 2.1.9 (Isométries vectorielles). — Soient E, F deuz espaces euclidiens
de méme dimensionn, notons (| )g et||-||g (resp. (| )r et|-||r) le produit scalaire et la norme euclidienne
sur E (resp. F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ’Vz eE, |z|g= ||f(z)Hp‘
(b) f préserve le produit scalaire :’Vx, yeE, (zlye=(z)|fly)r ‘
(¢) Pour toute b.o.n. B = (e1,...,en) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.

(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,en) de E telle que (f(e1),..., f(en)) soit une b.o.n. de F.

(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F'

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~1 est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient z,y € E. Alors ||z +y||% = || f(z+y)||% =
|| f(z) + f(y)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
Izl + lyllE + 2 | 9)p,  resp. (If@)I[F + IFWIE +2(f(2) | fy)r

et comme [[z]|% = [|f(2)[1% et Iyl = [ £ (y)I%, on obtient que (z | y)p = (f(z) | f(y))F. Ceci prouve que
(a) = (b).

Les implications (b) = (c¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour
tout © = x1e1 + -+ + xpe, dans E, on a f(x) = Y,z f(e;) et, comme (e1,...,e,) et (f(e1),..., f(en))
sont des b.o.n., on obtient

n
lzlf = Y2 = £ @)%
i=1

donc (a) est vérifiée. Ceci prouve 'assertion (1).

Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit & = (eq,...,e,) de E. Comme f(%) est une b.o.n.
(donc une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~1 envoie la b.o.n. (%) = (f(e1),..., f(en)) de
F sur la b.om. # de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. O

Terminologie 2.1.9.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour pouvoir faire plus
tard la distinction avec la notion d’isométrie « affine », qu’on introduira lorsqu’on étudiera les espaces et
applications affines.

Dans la suite de ce chapitre, comme on ne considere que des applications linéaires, on dira simplement
« isométrie » au lieu de « isométrie vectorielle ».

Définition et corollaire 2.1.10. — (1) On dit que deux espaces euclidiens E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie f : E —> E'.

(2) Tout espace euclidien E de dimension n est isométriqgue & R™ muni du produit scalaire euclidien
standard.

Démonstration. — Soit & = (ey,...,e,) la base canonique de R™, qui est orthonormée pour le produit
scalaire standard. D’apreés le théoréeme 2.1.4, E admet une b.o.n. € = (f1,..., fn). Alors 'application
linéaire u : R™ — FE définie par u(e;) = f;, pour i = 1,...,n, est une isométrie de R" sur FE. O
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Définition 2.1.11. — On note O(n) = {A € M,(R) | ‘AA = I,}. Rappelons (cf. ??) que 'égalité
tAA = I, entraine que A est inversible et A=! = 'A. Donc O(n) C GL,(R) et, si A € O(n), son inverse
B = A~! =!A vérifie B~! = A = 'B, donc appartient aussi & O(n). De plus, pour tout A, B € O(n), on a
I'égalité '(AB)AB = 'B'AAB = 'BB = I,,, donc AB € O(n). Donc O(n) est un sous-groupe de GL,(R),
appelé le groupe orthogonal.

Munissons R™ du produit scalaire euclidien standard ( | ). Pour tout X, Y € R" ona (X | Y) = XV,
i.e. la matrice de ( | ) dans la base canonique %, = (e, ..., e,) est la matrice identité I,,. Donc une matrice
arbitraire A € M,,(R) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X,Y € R™ :

XY = (X|Y)=(AX | AY) = i (tAA)Y

ce qui équivaut a dire que ‘AA = T, (cf. 1.1.8). Ceci montre que O(n) est le groupe des isométries de R™
muni du produit scalaire euclidien standard (| ).

De plus, notons C1,...,C,, les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € R™). Remarquons que, pour
tout 4,5 € {1,...,n}, le coefficient d’indice (i, ) de ‘AA est le produit matriciel de la i-eme ligne de *A,
Le. de 'C;, par la colonne Cj, c.-a-d., on a (*AA);; = (Ae; | Aej), donc la condition 'AA = I,, équivaut
aussi a dire que les colonnes de A sont de norme 1 et deux a deux orthogonales. Tenant compte de la
proposition 2.1.9, on obtient donc les caractérisations suivantes de O(n), chacune étant utile :

Proposition 2.1.12 (Groupe orthogonal O(n)). — On munit R™ du produit scalaire euclidien stan-
dard (| ) et lon note || - || la norme euclidienne associée. Alors O(n) est le groupe des isométries de R™ ;
il est caractérisé par chacune des égalités suivantes :

O(n)={A e M,(R) | "AA=I,}

={AcCL,(R) | A~ =14}
={AeM,(R)|(AX |AY)=(X|Y), VX, Y eR"}
— (A€ Mu(R) | AX| = | X||, VX eR"}
={Ae M,R)|(Af1,...,Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (f1,...,fn)}
={A e M,(R) | (Aey,...,Ae,) est une b.o.n., ot (ey,...,e,) est la base canonique de R"}
={A € M,(R) | les colonnes de A sont de norme 1 et deuz o deux orthogonales}

Les éléments de O(n) sont parfois appelés « endomorphismes orthogonaux » (mais voir la remarque 2.3.2.2

plus bas).

Remarque 2.1.13. — 1l existe d’autres groupes orthogonaux (qui ne sont isomorphes & aucun O(n

Soient p,q des entiers > 1 et soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur RPT? définie par ¢(X,Y)
0y,
—I,

)
Zle Ty — Zg:p—i—l z;1;, i.e. la matrice de ¢ dans la base canonique de RP'Y est J = <Oi‘7>
a.p
Alors
{Ae M,(R) |"AJA=J} ={Ac M,(R) | p(AX,AY) = ¢(X,Y), VX,Y € R"}

est un sous-groupe de GL,,(R), noté O(p,q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

2.2. Endomorphismes auto-adjoints et théoréme de diagonalisation simultanée

Commencons par introduire I’adjoint dans le cas général d’une forme bilinéaire symétrique non dégéné-
rée, méme si on se limitera dans la suite au cas euclidien.

Théoréme et définition 2.2.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un R-espace vectoriel
de dimension n, ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée. Pour tout u € End(FE), il
existe un unique endomorphisme u* de E, appelé I’adjoint de u, vérifiant :

M Ve € B, [9u(x),y) = ofe,uw" (1) |

Pour toute base # de E, si l'on note J = Matg(¢) et A= Matg(u), on a

2) A" = Matg(u) = J A |

Démonstration. — Supposons qu'il existe u* vérifiant (1) et soient % une base de E, J = Matg(s),

A = Matg(u) et A* = Matg(u*). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € R™ les vecteurs colonnes
des coordonnées dans la base 4. Alors on a

XATY = @lule),y) = (a,u* (y)) = XJATY
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d’ott *AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J~1!A J. Ceci montre que
u*, ¢'il existe, vérifie (2) et est donc unique.

Réciproquement, si ’on note u* ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base & est A* = J~1tA J,
alors pour tout x,y on a :

oo, u(y) = XTAY =X 'ATY = ¢(u(z),y)
donc u* vérifie (1). Ceci prouve I'existence, et le théoréme est démontré. O

Remarque 2.2.2. — 1l résulte de la formule (2) (ou directement de la définition (1)) que, pour tout
u,v € End(E) et s,t € R, on a (su+ tv)* = su* + tv*, i.e. 'application End(E) — End(E), u — u* est
linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire et si % est une b.o.n., alors la matrice de ¢ dans £

est J = I,. On peut donc énoncer le théoreme dans le cas euclidien sous la forme suivante.

Théoréme 2.2.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas euclidien)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n. Pour tout u € End(FE), il existe un unique
endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :

(+) Yy e B, | (u@)|y) = (=] u(y)).|
Pour toute b.o.n. # de E, si l'on note A = Matg(u), on a
(%) | A" = Matg(u") = 'A. |

Définition 2.2.4 (Endomorphismes auto-adjoints). — Soit F un espace euclidien de dimension
n. On dit qu'un endomorphisme u € End(E) est auto-adjoint (ou symétrique) s’il vérifie u* = u. Ceci
équivaut a dire que, pour toute b.o.n. & de E, la matrice S = Matg(u) est symétrique.

Proposition 2.2.5 (Endomorphismes auto-adjoints et formes bilinéaires symétriques)
Soit E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n et soit ¢ une autre forme bilinéaire symétrique
(arbitraire) sur E. Alors il existe un unique u € End(E) auto-adjoint pour (| ) tel que :

() Vry € B, | ¢z,y) = (u(@) |y) = (| u(y)).|
Pour toute b.o.n. # de E, on a
(1) | Mat(u) = Matg(9).

Démonstration. — Soient % une b.on. de E et S = Matg(¢), on a 'S = S. Pour z,y € E, notons
X,Y € R" les coordonnées dans la base #. S’il existe v vérifiant (1), soit A = Matg(u), alors ’égalité
XSY = (x,y) = (x| uly)) = XAY

entraine A = S. Ceci montre que u, 8’il existe, vérifie (1) et est donc unique.
Réciproquement, si I’'on note u 'endomorphisme de F dont la matrice dans la base Z est S, alors pour
tout z,y on a :

bz, y) = XSV = (2 | uly))
—IX'SY = (u() | )
donc u vérifie (). Ceci prouve I'existence, et la proposition est démontrée. O
On a maintenant le théoréeme important et utile suivant.

Théoréme 2.2.6 (Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints)

Soient E muni de (| ) un espace euclidien de dimension n, et u un endomorphisme auto-adjoint.
Alors, u est diagonalisable et ses espaces propres sont deux & deuzx orthogonaux. Par conséquent, il existe
une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u.

Corollaire 2.2.7 (Diagonalisation des matrices symétriques réelles)
Soit S € M, (R) une matrice symétrique réelle. Alors S est diagonalisable dans une base orthonormée :
il existe P € O(n) telle que P~*SP soit diagonale.

Le point le plus difficile de la démonstration est la proposition suivante :

Proposition 2.2.8 (Existence d’une valeur propre réelle). — Soit A € M, (R) symétrique. Alors
A admet au moins une valeur propre réelle.
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Admettons pour le moment cette proposition et démontrons le théoréme, par récurrence sur n = dim F.
C’est ok si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le résultat établi pour n — 1. D’aprés la proposition,
u admet au moins une valeur propre réelle A\, soit f; un vecteur propre associé, qu'on peut supposer de

1
mfl
(u(@) | f1) = (@ [u™(f1) = (= | w(fr)) = (@ [ M fr) = Mz | 1) =0,

donc u(x) € E;. La restriction u; de u & E; est encore auto-adjointe, puisque pour tout x,y € E; on a :

(ur(z) | y) = (u(z) [ y) = (z [ uly)) = (= | wa(y))-

Donc, par hypothese de récurrence, il existe une b.o.n. € = (fa,. .., fn) de E7 formée de vecteurs propres
de up, donc de u. Alors, B = {f1} U est une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u. Ceci prouve
la premiere assertion du théoreme.

Le fait que les espaces propres soient deux a deux orthogonaux peut se déduire de la démonstration
précédente, mais il est plus simple de le voir directement. Soient A # p deux valeurs propres distinctes de
u et soient x € V) et y € V,,; alors

Az [y) = (u(@) [y) = (2 | uly)) = wx [ y)

et comme A # p ceci entraine (x | y) = 0. Ceci prouve le théoréme, modulo la démonstration de la
proposition 2.2.8. O

norme 1 (quitte & remplacer f; par ). Montrons que E; = (Rf;)" est stable par u : pour tout

xr € Fy,ona:

Démonstration de la proposition 2.2.8. — On munit R™ de la norme euclidienne usuelle et I'on considere
la sphére unité :

Sl ={z eR" |||z =2f +-- +af =1};
celle-ci est compacte. D’autre part, la fonction

f:R" >R, z— (Az | z)

est continue, car c’est un polynéme de degré 2 en les coordonnées x1,...,x,. Par conséquent, f atteint
un maximum A en un point zg de S*71, i.e. on a :

Vre S (Az | z) < X = (Axo | o).

1
Alors, pour tout x # 0 dans R®, on a ——x € S"~!, d’oi1

|zl
(Aw | I) <)
lzll * ||l
et donc :

(1) Vo € R" — {0}, (Az | z) < X(z | x).
Fixons v € R™ et soit t € R variable. On a, d’une part :
f(zo +tv) = (A(zo + tv) | A(zo + tv)) = (Amo | 20) + t(Azg | v) + t(Av | 2o) + t*(Av | v)
et comme (Av | g) = (v | 'Axg) = (v | Axg) = (Axg | v), ceci se réerit :
(2) fzg +tv) = (Axg | 2) + 2t(Axg | v) + t2(Av | v).
D’autre part, on a :
A (zo +tv | mo +tv) = X (o | zo) +2t(Azg | v) + 2w | ).
—

D’apres (1), et tenant compte de I'égalité A = (Axg | o), on obtient :

Vt € R, 2t(Axg — Axg | v) + t2(Av — v | v) < 0.

On a donc un trinéme du second degré en t, toujours négatif et qui s’annule pour ¢ = 0. On en déduit que
son discriminant réduit A’ = (Axg — Az | v)? est nul, donc :

Yv € R™, (Azg — Azo | v) =0

et donc Axg — Axg = 0, i.e. Axg = Azg. Ceci prouve que xq est un vecteur propre pour A. Ceci acheve la
démonstration de la proposition 2.2.8 et du théoreme 2.2.6. O



22 CHAPITRE 2. ESPACES EUCLIDIENS ET GROUPES ORTHOGONAUX O(n)

Théoréme 2.2.9 (Réduction simultanée). — Soient E muni de ( | ) un espace euclidien de dimen-
sion n, Q une forme quadratique arbitraire sur E, ¢ sa forme polaire, By = (e1,...,en) une base ortho-
normée de E, et u l’endomorphisme de E tel que Matg,(u) = Matg, (¢) = A.

Alors il existe une base # = (f1,..., fn) orthonormée pour (| ) et formée de vecteurs propres de u,
ie.u(fi) =Nifi pouri=1,....n, et Uon a

M O -0
0 A
Matgg((b) = 2 )
0 0 A
0l A1, ..., A, sont les valeurs propres de u; plus précisément, la matrice de passage P = Matg, (%) est

orthogonale, i.e. 'P = P~1, donc la matrice ci-dessus égale a la fois 'PAP = Matg(¢) et PT1AP =
Mat g (u).

Remarque 2.2.9.1. — Ce théoreme est appelé « théoreme de réduction simultanée » ou « de diago-
nalisation simultanée » car la base % donnée par 1’énoncé est a la fois orthonormée pour ( | ) et
orthogonale pour ¢. En d’autres termes, si 'on note (x1,...,2,) les coordonnées dans % d’un vecteur x
arbitraire, la base % réduit simultanément la forme z — (z | ) a la forme standard 2% + - -- + 22, et
la forme Q en la somme de carrés A1z + --- + A\,22.

Démonstration. — Notons u ’endomorphisme auto-adjoint tel que

Va,y € E, ¢(x7y) = (u(x) | y) = (ZE ‘ (u(y)),
cf. Proposition 2.2.5. D’apres le théoreme 2.2.6, il existe une base # = (f1,..., fn) orthonormée pour
(] ) et formée de vecteurs propres de u, i.e. u(f;) = \;f;, pour tout 7. Alors, pour tout ¢,5 on a :

0 sii#j,
¢(fz’afj)/\i(fi|fj)>‘j(fi|fj){)\ L
i sii=j,
ce qui montre que & est une base orthogonale pour ¢. De plus, comme %, et & sont orthonormées, la
matrice de passage P = Matg, (%) est orthogonale, i.e. *P = P~ donc la matrice diagonale de ’énoncé
égale A la fois tPAP = Matg(p) et P~*AP = Matg(u). O

Répétons la version matricielle du théoreme précédent :

Corollaire 2.2.10 (Réduction simultanée des matrices symétriques réelles)
Soit S € M, (R) telle que 'S = S. Il existe P € O(n) telle que P~1SP ='PSP soit diagonale.

Corollaire 2.2.11 (Calculs de signature). — Soient Q une forme quadratique sur R™, ¢ sa forme
polaire, A la matrice de ¢ dans la base canonique. Alors la signature de Q) est donnée par le nombre de
valeurs propres de A qui sont > 0 (resp. < 0).

Exemple 2.2.12. — Illustrons ce qui précede par I’exemple suivant. Soient n > 2 et @) la forme quadra-
tique sur R™ définie par
Q(z1,...,x,) = Qinxj = lexj
i<y i#]

La matrice de sa forme polaire est

0 1 1
A— 1 0

: . 1

1 -« 1 0

(tous les coefficients valent 1 sauf ceux de la diagonale qui sont nuls). On remarque que la matrice A + I,
est de rang 1, donc l’espace propre V_; = Ker(A + I,,) est de dimension n — 1. Donc —1 est une racine
de multiplicité > n — 1 du polynéme caractéristique P4(X). Comme 0 = Tr(A) est la somme des racines
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(dans C) de P4(X), la derniere racine A vérifie A + (n — 1)(—1) = 0, d’ot A = n — 1. Donc, d’apres le
théoréme 2.2.9, il existe P € O(n) tel que
-1 0 - 0
1 ¢ 0
P AP ="PAP =

: .o —1 0

o -~ 0 n-1
il y a donc n — 1 valeurs propres égales & —1, et une seule valeur propre > 0 (égale & n — 1), donc la
signature de @ est (1,n — 1).

Remarque 2.2.13. — Pour des applications géométriques du théoreme 2.2.9, voir ’étude des coniques
et quadriques dans le chapitre suivant.

2.3. Orthogonalité. Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 2.3.1 (Sous-espaces d’un espace euclidien). — Soit E, muni de ( | ), un espace euclidien
et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction ( | )p de (| ) & F (cf. 1.1.20) est un produit
scalaire sur F', puisque (z | z)p = (x | ) > 0 pour tout € F — {0}. Donc F muni de (| ) est un espace
euclidien.

Théoréme et définition 2.3.2 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace euclidien (pas nécessairement de dimension finie). Soit F' un sous-espace
de dimension finie v et soit F+ son orthogonal pour ( | ).

(1) On a |E = F @ F*.| Cette décomposition en somme directe permet de définir le projecteur Tp :

E — E, d’image F et de noyau F-, et le projecteur npr : E — E, d’image F+ et de noyau F. Alors,
pour tout x € E, on a

’x =np(z) + 7pL(T) ‘

et mp (resp. gy ) s’appelle la projection orthogonale sur F' (resp. sur F+).

(2) Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de F'. Alors’wF(v) =@|e)er+--+(v]eer
vekl.
(3) Ona|(FHt =F|

pour tout

Remarques 2.3.2.1. — (a) On a toujours FNF+ = {0} carsiz € FNF* alors (x| ) = 0 ot = = 0.
(b) Par conséquent, si E est de dimension finie n, 1'égalité E = F @ F+ découle de 1.1.19. Toutefois, la
démonstration donnée ci-dessous ne suppose pas F de dimension finie et permet, par exemple, de démontrer

I'inégalité de Bessel pour les coefficients de Fourier d’une fonction continue f : [0, 27r] — R (voir par exemple
le Devoir du 6/4/2012 et son corrigé).

Démonstration. — On va démontrer en méme temps les assertions (1) et (2). Comme ( | ) est définie
positive et comme dim(F) = r < oo, alors F' posséde une base orthonormée (ey, ..., e, ), d’apres le théoreme
2.1.4. Pour tout v € E, posons provisoirement

pv)=@w]|e)er+---+@w]|e)e €F
et ¢(v) = v —p(v). Alors, v = p(v) + ¢(v). D’autre part, pour j=1,...,7, on a

(qv) lej) = (v ]e;) =Y (v]ei) (ei | ej) =0,
=1 si i=j
=0 si i#j
d’out ¢(v) € F1. Comme v = p(v) + ¢q(v), ceci montre que E = F + F*.
De plus, comme on 1'a déja remarqué plus haut, si z € FN F+, alors (z | ) = 0, d’ott = 0. On a donc
FNFt={0}et E=F+ F* dou E=F® F*. Ceci prouve (1).
Alors tout v € E s’écrit de facon unique v = x +y avec x € F et y € F*, et l'on a z = mp(v) et
y =mp1(v). Comme v = p(v) + q(v), on a donc
mr(v) =p) =Y (v]ees,
i=1
ce qui prouve (2).
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Prouvons (3). Pour tout x € F et y € F-,ona 0= (x| y) = (y | ). Fixant € F et faisant varier y
dans G = F-, ceci montre que z € G+, d’on1 'inclusion F C G*. Réciproquement, soit v € G. Comme
E = FOF*, onpeut écrirev = z+yavecy € G = Fretz € F. Alorsy =v—z € GNG*, donc 0 = (y | y)
d’ott y = 0 et donc v = = € F. Ceci montre que F = G+ = (F1)*. Le théoréeme est démontré. O

Dans la figure qui suit, on a y = mp(x) et z = mpi(x) :

Z X
>y F
L
F
Remarque 2.3.2.2. — Attention a la terminologie! Si F' # F, la projection orthogonale mp n’est pas

une isométrie (car une isométrie est injective, or Ker(np) = F+ est non nul, sauf si F' = E), donc n’est
pas un « endomorphisme orthogonal » de F (cf. 2.1.12).

Définition et proposition 2.3.3 (Symétries orthogonales). — Soient E un espace euclidien de di-
mension n et F' un sous-espace de dimension r.

(1) La symétrie orthogonale sp par rapport ¢ F est définie comme suit : pour tout v € E, on a
v="7p(v)+7pL(v) et l'on pose :

() ’sF(v) =ap() —7mp1L(v) :’U—27TFJ_(’U>.‘

Alors s% = idg et sg est une isométrie de E.
(2) Si €, est une base de F et €_ une base de F*, la matrice de sp dans la base B =€, UEC_ de E

I 05 - -
est Matg(sp) = r | O . En particulier, on a ’ détsp = (—1)"".
On—r,r ‘ *In—r
z X
=1 Y F
L
F
—zv s(x)
Démonstration. — D’apres la définition, il est clair que s% = idg, donc sp est bijective et égale & son

inverse (i.e. sp est involutive). Montrons que sz est une isométrie. Comme (7 (v) | 7pi(v)) = 0, on a
d’apres I’égalité de Pythagore (cf. 2.1.7) :

[]I* = ll7p (@)* + |7 ()12 = sp ()]
et ceci prouve que sp est une isométrie. Enfin, si si = €4 U - est comme dans la proposition, il est
clair que Matz(sr) est comme indiquée. O
Définition 2.3.4 (Réflexions orthogonales). — Un cas particulier important de symétrie orthogonale

est le suivant. Soit vy € E, vg # 0, alors H = (Ruvg)* est appelé un hyperplan de E; d’aprés le théoréme
2.3.2 on a

E=Ru®H,
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1
explicitement, si I’on pose ug = Wvo alors ||ug|| =1 et tout z € E s’écrit de fagon unique
Vo
x = (x| ug)ug + 7u(x), ol m(z) =2 — (x| up)uo,
donc
(@ | vo)
TR )=\ | Uy)Uyg = V—F— Vo.
Uo( ) ( | ) (UO | UO)

La symétrie orthogonale sy par rapport a H s’appelle la réflexion orthogonale par rapport & I’hyperplan
H ; d’apres ce qui précede elle est donnée par la formule :

(| vo)

2.3.4.1 Ve € E, splr)=o—2
( ) u(@) (vo | vo)

V9.

Si dim F = n alors dim H = n — 1, et si € est une base de H, alors Z = € U {vo} est une base de E
et Matg(sy) = < OI”* 0"711’1 ), d’ou en particulier
1,n—-1 -

Théoréme 2.3.5 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). — Soit E un espace euclidien et soient
V1,...,0p linéairement indépendants dans E. Alors il existe une unique famille (eq,...,e,) vérifiant les
deuzx propriétés suivantes :

(1) Pour touti=1,...,n, (e1,...,e;) est une base orthonormée de V; = Vect(vy,...,v;).
(2) Pour tout j=1,...,n, ona (e |v;)>0.
Démonstration. — Pour j = 1, on cherche e; = tjv; tel que 1 = (e | e1) = t3(v1 | v1) et 0 < (eg | v1) =

t1(v1 | v1); la lére condition donne t2 = 1/(vy | v1), et la 2éme condition, qui implique t; > 0, donne
alors :

1 1
(1) tl = — d’ou €1 = — V1.
[[oa ]l [[oa ]l

Pour j = 2, on cherche d’abord un vecteur e5 € Vect(v1,v2) = Vect(e1, va), donc de la forme e}, = vy + Aeq,
vérifiant la condition :

0=(e5|er)=(v2ler)+Aler]er)=(va]er) +A
———
=1
ce qui impose A = —(vy | e1). Alors le vecteur

’6’2 = vy — (v | 61)61‘

est orthogonal & eq, et est # 0 puisque vy € Ru; = Rey, donc la famille (eq, €}) est libre et forme une base
de V4 = Vect(vy, v9).
On a vy = e, + (va | e1)e; et, puisque (e} | e1) = 0, 1égalité de Pythagore donne

loal|? = e 12 + (02 [ e1)®  doir [ [leh]* = [Jual® = (va | e2)* ]

Pour rendre e, unitaire (i.e. de norme 1), on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1 1
(2) er = ——eh =7 (v2 — (v2 | e1)ex
el = e )
alors (er,eq) est une b.o.n. de Vs, et d’apres (2) ci-dessus on a 1 = (ex | e2) = (e2 | v2)/|l€s]| donc

es | va) = |leb|| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si fo € V5 est orthogonal & e; et unitaire, alors
(e2 [ v2) = [|e5 P : g ;
fa = £eq, et la condition (fy | v2) > 0 entraine fo = es.

Pour j = 3, on cherche d’abord un vecteur e € V3 = Vect(eq, e2,v3), donc de la forme ef = vs + pges +
uie, vérifiant les relations linéaires :

0= (e5|e1) = (v3|er)+p,
0=(e5]e2) = (vs]e2) + pi2

(on a utilisé le fait que ej, es sont orthogonaux et unitaires), qui donnent p; = —(vs | €;) pour i = 1,2.
Alors le vecteur

eh =v3 — (v3 | ea)ea — (vs | €1)eq ‘
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est orthogonal & V4 = Vect(ey, ea) = Vect(v, v2), et est # 0 puisque vs & Va, donc la famille (eq, e, €5) est
libre et forme une base de V3. Comme eq, es et e} sont orthogonaux, I'égalité de Pythagore donne

lvs]l* = lles]|* + (vs | €2)* + (vs | e1)*  d'oit ’ llezll* = llusl® — (vs | e2)® = (vs | 61)2~\

Pour rendre €4 unitaire, on le divise par sa norme, c.-a-d., on pose

1 1
(3) e3 = b = —— (v3— (v3 ] e2)ea — (vs | e1)er)
el le5]]

alors (e1,e2,e3) est une b.o.n. de Vs, et d’apreés (3) ci-dessus on a 1 = (e3 | e3) = (e3 | vs)/||e5]| donc

(es | v3) = |les]| > 0. C’est bien le seul choix possible, car si f3 € V3 est orthogonal & V4 et unitaire, alors
f3 = Les, et la condition (f3 | v3) > 0 entraine f3 = es.
En répétant ce processus on construit par récurrence, de fagon unique, la famille (e, ..., e, ) ; les formules

explicites pour €], et e, étant :

n—1 n—1
1
omtn= S (nledes| [l =l =Sl e)?| et fen=rel
- - A
O
Remarques 2.3.5.1. — (1) Ce qui précede peut aussi s’exprimer, de fagon abstraite, comme suit : Por-

thogonal G,, de V,,_1 dans V,,, i.e. G, = {x € V,, | (x | ¢;) =0 pour ¢ = 1,...,n — 1}, est de dimension
n—(n—-1)=1,et Z?:_ll(vn | €;)e; est la projection orthogonale de v, sur V,,_; tandis que e}, est la
projection orthogonale de v,, sur G,, ; la droite G,, = Re/, contient deux vecteurs de norme 1, & savoir +e,,,
et e, est déterminé par la condition (e, | v,) = |e,]| > 0.

(2) La démonstration précédente fournit un algorithme pour calculer explicitement ey, . .., e,. Illustrons
ceci par 'exemple suivant.

Ezemple 2.3.5.2. — On munit F = R[X] du produit scalaire défini par (P | Q) f P(t
Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt aux vecteurs 1, X, X2 € Ry[X]. On va noter
(eg,e1,e2) au lieu de (eq,ez,e3) la base orthonormée obtenue, afin d’avoir 1’égalité deg(e;) = i. On a

1 1 2
—. Alors (X | eg) = — tdt =0et (X | X) = t2dt = =, don
\/5 ( | 0) \/éf—l ( | ) f—l 3

(1] 1) =2 donc on prend ey =

3
€1 =£X

V2

2
Puis (X2 | eg) V2

t3dt =0, d’ott ey = X? — ——ey,

-5 S ea= :

e = [ ta-2=20 o w=BB0e Y (B0L),
1 9 5 - 22 3 V2 2

t2dt = et (X2 |e1) =

wwE

2.4. Bases directes ou indirectes. Groupes O(n) et SO(n). Etude de O(2) et O(3)

Notation 2.4.0. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension n. Si 4, %’ sont deux bases de F, on note
détz(A') | le déterminant de la matrice de passage Matg(%').

Définition et proposition 2.4.1 (Orientations d’un R-espace vectoriel de dimension finie)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.

(1) On définit une relation d’équivalence ~ dans l’ensemble des bases de E en posant :
PB~B  si déty(B) > 0.

(2) Il y a exactement deux classes d’équivalence.

(3) Chacune de ces classes est appelée une orientation de E, et « choisir une orientation de E »,
c’est choisir une base By et lorientation « qui va avec », c.-a-d., toutes les bases B de E telles que
détg,(A) > 0. Celles-ci sont appelées les bases (orientées) directes, les autres sont appelées les bases
(orientées) indirectes.
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Démonstration. — (1) D’abord, on a détz(#) = 1, donc # ~ £ (i.e. la relation ~ est réflexive). Soient
HB, %' deux bases de E. Si A" est une troisitme base de E, on a

("') Mat%(%") = Matg(ﬂ’) -Matgg/(%’”) et donc dét%(%”) = détog(z%l) - dét g (%H).

Donc si détg(B') et détg (B') sont > 0, il en est de méme de détz(A”) ; ceci montre que la relation ~
est transitive. De plus, prenant %" = %, on obtient détg(B’) détg (B) = détz(AB) =1, d’ott détg (B) =
détz(#')~1, donc si détgz(%') > 0, il en est de méme de détg (%) ; ceci montre que la relation ~ est
symétrique. Donc ~ est bien un relation d’équivalence, ce qui prouve (1).

Prouvons (2). Soit By = (e1,...,e,) une base de E, notons 6y = (—ey, ea,...,€ey,), c’est aussi une base
de E, et détg,(6o) = —1, donc By # % donc il y a au moins deux classes d’équivalence.

En fait, ce sont les deux seules classes. En effet, soit 2 une base arbitraire; si détg,(#) > 0 alors #
est dans la classe de Ay, et si détg,(#) < 0 alors

déte, (33) = dét, (330) -dét e, (@) >0
—_— ——

=—1 <0
donc & est dans la classe de 6p. La proposition est démontrée. O
Exemple 2.4.2 (Orientation canonique de R™). — R" est orienté par le choix de la base canonique
PBo = (e1,...,en); on dit que c’est 'orientation canonique de R™.

Dans toute la suite de cette section, on munit R™ du produit scalaire usuel (z | y) = z1y1 + - + Tp¥n
et 'on note O(n) le groupe des isométries :

O(n) = {A € M,(R) | '"AA = I,,}
={Ae M,(R) | (Az | Ay) = (z |y) Vz,y € R"}

(voir 2.1.12 pour d’autres caractérisations de O(n)).

Proposition 2.4.3. — Soit A € O(n). Alors :
(1) |dét(A) = +1
(2) Si A admet une valeur propre X € R, alors A = £1.

(3) Les espaces propres V. = Ker(A—1,,) et V_ = Ker(A+1,) sont orthogonaux, c.-d-d., (v4 |v_) =0
pour tout vy € Vi, v_ € V_.

Démonstration. — (1) On a 1 = dét(I,,) = dét(*AA) = dét(*A) - dét(A), or on sait (cf. 2.1.1) que dét(*A) =
dét(A) d’ott dét(A)? =1 et donc dét(A) = +1.

(2) Si A admet une valeur propre A € R, soit v # 0 un vecteur propre associé, alors
(v|v) = (Av | Av) = (M | 2) = A2 (v | v).

Comme (v | v) # 0 (car > 0), ceci entraine A = 1, d’out A = £1.
(3) Soient vy € V4 et v_ € V_, alors

(04 [ 0_) = (Avy | Av_) = (o) | —0_) = —(vs | 0.)
d’ont (v |v_) =0. O
Définition 2.4.4 (Groupe SL,). — On rappelle qu’on note
GLA(R) = {A € M, (R) | dét(A) £ 0},

on I'appelle le Groupe Linéaire (en anglais : General Linear group). On appelle groupe Spécial Linéaire
(en anglais : Special Linear group) le sous-groupe

SL,(R) = {A € M,(R) | dét(A) = 1}.

(Ceci explique le S dans la notation SO(n) = {4 € O(n) | dét(A) = 1} introduite ci-dessous.)
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Définition 2.4.5 (Groupe SO(n)). — (1) On pose ’ SO(n) = {A € O(n) | dét(A) = 1}, ‘ c’est un sous-
groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal. On le note aussi parfois O (n). Les éléments de
SO(n) s’appellent les isométries directes de R™.

(2) On pose aussi : ’O’(n) ={A € O(n) | dét(A) = -1},
A,B € O~ (n) alors dét(AB) = 1 donc AB € SO(n)), mais d’apres la proposition précédente, on a
O(n) =SO(n) U0~ (n). (réunion disjointe).
(3) Pour tout o € O~ (n), Papplication f — fo est une bijection de SO(n) sur O~ (n), dont 'inverse est

I'application g — go ! (en effet, dét(o~!) = dét(c) ! = —1 donc pour tout g € O~ (n) on a dét(go1) =1
d’ott go=1 € SO(n)).

ce n’est pas un sous-groupe de O(n) (car si

Proposition 2.4.6. — Soit B une base orthonormée de R™ et soit P la matrice de passage Matg, (%) €
O(n). On a les équivalences suivantes :

2 est une b.o.n. directe (i.e. dét(P) > 0) < PeS0(n)
2 est une b.o.n. indirecte (i.e. dét(P) < 0) <~ PecO (n).

Démonstration. — On sait, d’aprés 2.1.12, que P € O(n), d’ou dét(P) = £1, d’aprés 2.4.3. Donc dét(P)
est > 0 (resp. < 0) si et seulement si il égale 1 (resp. —1). La proposition en découle. O

On rappelle que les fonctions cosinus et sinus sont de période 27 et que :

vt € R, ’cosz(t) +sin?(t) = 1 ‘ ’cos(—t) = cos(t) ‘ ’sin(—t) = —sin(t). ‘

On note R/27Z le groupe abélien quotient de R par le sous-groupe 277Z : deux réels ¢, ¢’ définissent le méme
élément de R/277Z si et seulement si il existe k € Z tel que t' — ¢ = 2kx. Rappelons le lemme suivant.

Lemme 2.4.7. — Soient a,b € R tels que a® + b? = 1. Il existe un unique 6 € R/27w7Z tel que cos(f) = a
et sin(f) = b.

Démonstration. — Comme cosinus et sinus sont de période 27, il suffit de montrer I’existence et I'unicité
modulo 27 dans lintervalle [—m, 7]. Rappelons que la fonction cosinus est paire et induit une bijection
décroissante de [0, 7] sur [—1, 1]. Distinguons les trois cas suivants.

(1) Sia =1 alors b = 0; dans ce cas, 0 est I'unique élément @ de [—m, 7] tel que cos(f) = 1 et sin(d) = 0.

(2) Sia=—1 alors b= 0; dans ce cas, les seuls éléments 0 de [—m, 7| tels que cos(f) = —1 et sin(d) =0
sont 4+, qui sont égaux modulo 27.

(3) Enfin, si a # +1 alors b = ++/1 — a? # 0. Dans ce cas, il existe dans [—m, 7] deux éléments, opposés,
0 et —0, tels que cos(+6) = a, et comme la fonction sinus vérifie sin? = 1 — cos? et est impaire, alors 6 est
uniquement déterminé par la condition sin(#) = b. O

Dans ce qui suit, on munit R? du produit scalaire usuel ( | ), de la norme euclidienne associée || - ||, et
de l'orientation définie par la base canonique %y = (e1, e2).

Définition et proposition 2.4.8 (Angle orienté de deux vecteurs non nuls de R?)
Soient w,w’ € R? — {0}. Il existe un unique 6 € R/2xZ vérifiant les deuz conditions suivantes :

(1) (w [ w') = cos(8) [[w]| - [w’]|
(2) sin(f) est du méme signe (>0, =0 ou < 0) que détg, (w,w’).

m N N
On appelle 0 l’angle orienté de w d w' et on le note ww’. On a w'w = —ww'.
1
Démonstration. — Remplagons d’abord w et w’ par les vecteurs unitaires u = Ww et v = mw’,
w w
alors la condition (1) devient : cos(d) = (u | v). D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que

(u|v) €[-1,1] et que :
(u]v) =21 < wuetvsont libs <= détg,(u,v) =0.

Par conséquent, notant ¢ € {—1,0,1} le «signe » de déteg,(u,v), on voit que les conditions (1) et (2)
équivalent & dire que cos(f) = (u | v) = a € [-1,1] et sin(f) = ev/'1 — a? = b; d’aprés le lemme précédent,
ceci détermine un unique 6 € R modulo 27.
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%
Enfin, si § = ww’, alors —0 vérifie (1) et est du méme signe que détg, (w',w) = — détg, (w,w'), ol
m
—60 = w'w. La proposition est démontrée. O

Rappelons les formules trigonométriques :

v0,0" € R, ’ cos( + 6') = cos(0) cos(0) — sin(0) sin(9’) ’ sin(f + 0') = cos(f) sin(0’) + sin(f) cos(8’)

En particulier, comme cos(7/2) = 0 et sin(7/2) = 1, on a cos(f + g) = —sin(0) et sin(f + g) = cos(6).

Notation 2.4.9. — Pour tout 6§ € R, introduisons le vecteur ’ug = cos(f)e; + sin(@)eg.‘ C’est I'unique

vecteur unitaire u tel que ¢yu = 6. En effet, soit u = aey + bey un tel vecteur, alors a = (u | e1) = cos(6),
d’ott b = +sin(f) ; de plus,

détaz, (1, u) = dét <é Cosb(@)> _

est du signe de sin(f), d’ou b = sin(0).

Isométries de R? euclidien. — On peut maintenant aborder I’étude du groupe O(2) des isométrie de
I'espace euclidien R?. Soit f € O(2), écrivons f(e1) = aey + bea, alors a® +b> = || f(e1)|| = 1. D’autre part,
comme f préserve le produit scalaire, on a

(fe2) | fle1)) = (e2 ] e1) =0

donc f(es) appartient & la droite (Rf(e1))*, qui est engendrée par le vecteur unitaire ( a ), et comme

. o A . . . —b
f(e2) est aussi un vecteur unitaire de cette méme droite, on a nécessairement f(e3) = + ( o donc deux

cas sont possibles :

ler cas. f(ey) = _ab , dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y = (e, ea) est <Z _ab>7

et son déterminant est a? + b% = 1.

R b . .
2éme cas. f(eg) = (a)’ dans ce cas, la matrice de f dans la base canonique %y, = (e1,ez2) est
a b . . 2 _ 32
b —a) et son déterminant est —a® — b* = 1.
On voit que ces deux cas sont exclusifs 'un de 'autre : f appartient & SO(2) (resp. &4 O~ (2)) si et seulement
si on est dans le ler cas (resp. 2éme cas). Etudions séparément ces deux cas.

Définition 2.4.10 (Rotations dans R?). — On munit R? du produit scalaire standard ( | ) et de
Iorientation canonique. Soit 6 € R.

(1) On appelle rotation d’angle 6, et 1'on note rp, 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique %y = (e1,ez) est

~ [cos(0) —sin(0)
() Bo = <sm(9) cos(8) )
(2) On a ’ dét(rg) =1 ‘ et ’ Tr(rg) = 2cos(f) ‘ d’ott P, (X) = X? —2cos(§) X + 1. Le discriminant réduit

de ce trinome est A’ = cos?(f) — 1 qui est < 0 sauf si § = 0 ou 7 (modulo 27), c.-a-d., sauf dans le cas de
ro = id et de r, = —id. En dehors de ces cas, ryp n’a pas de valeurs propres réelles.

Proposition 2.4.11 (Le groupe SO(2)). — (1) Pour tout 6,6’ € R, on a ’rg OTe =Tgie = Te OT4.

Par conséquent, le groupe SO(2) = {ry | § € R} est commutatif.

(2) Plus précisément, Uapplication p : R — SO(2), 0 — rg, est un morphisme de groupes, et son noyau
est le sous-groupe 2n7Z, de R.
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Démonstration. — D’apres les deux cas étudiés plus haut, on sait que les éléments de SO(2) sont les

matrices de la forme (a , avec a? + b? = 1. Or, d’apres le lemme 2.4.7, pour chaque telle matrice il

b
existe 8 € R, unique modulo 27, tel que cos(f) = a et sin(f) = b. D’autre part, on a :

cos(d) —sin(0)\ [cos(d’) —sin(d) _

sin(f)  cos(6) sin(f")  cos(¢)
cos(f) cos(0') — sin(6) sin(0’) — cos(8) sin(0’) — sin(f) cos(8’) — Rpey
sin(f) cos(0') + cos(8) sin(8')  cos() cos(8’) — sin(f) sin(d’) o

et assertion (1) en résulte.

D’autre part, dire que p est un morphisme de groupes équivaut a dire que rg4¢- = rgory:, ce qu’on vient
de vérifier. Enfin, le noyau de p est formé des 6 € R tels que Ry = I, i.e. tels que cos(f) = 1 et sin(f) = 0,
ce qui équivaut a 6 € 2nZ. O

Etudions maintenant le cas des éléments de O~ (2), i.e. des matrices de la forme
o a b 2 2
() A_<b —a)’ avec a“ + b =1
c.-a~d., d’apres le lemme 2.4.7, des matrices
_ (cos(8)  sin(6)
(1) Jo = (sin(&) —cos(9) )"
Une telle matrice est de déterminant —1 et de trace nulle ; son polynéme caractéristique est donc X2 —1 =
(X —1)(X +1), donc R? est la somme directe des espaces propres D, = Ker(A —I3) et D_ = Ker(A — I5),

chacun d’eux étant de dimension 1 (i.e. une droite vectorielle). De plus, d’apres la proposition 2.4.3, D et
D_ sont orthogonaux, donc A est la symétrie orthogonale par rapport a la droite F = Dy = Ker(A —I) :

s(X)

Réciproquement, pour ¢,d € R avec (¢,d) # (0,0), déterminons la matrice dans la base canonique %,
de la symétrie orthogonale sa par rapport a la droite A engendré par le vecteur u = ce; + des. Alors A

est la droite orthogonale au vecteur v = Cd> donc, d’apres 2.3.4, sa est définie par la formule :
(z | v)
vz € R?, salz)=x—2 v
(v [ v)
Ona (v]|v)=c®+d? (e; | v) = —d et (e2 | v) = ¢ donc, appliquant la formule ci-dessus & x = e; puis

T = eg, on obtient

d
saler) =er + 2m(—del + ceq), sa(ea) =ex —2

N 1 c? —d? 2cd
d’ott Matg, (sa) = 5 |-

c
R (—dey + ceq)
2+ d? 2cd  d?® —c
Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Notons s, la symétrie orthogonale par rapport a la droite
engendrée par le vecteur u, = cos(¢)e; + sin(p)es. (Notons que u, et Uy r = —u, engendrent la méme

droite, donc ¢ n’est déterminé que modulo 7Z.) D’apres ce qui précede, la matrice de s, dans la base
canonique %, est :

<cos2(g0) —sin®(¢)  2sin(y) cos(y) ) _ (cos(2<p) sin(2¢p) >
2sin(p) cos(p)  sin®(p) — cos?(p) sin(2¢) — cos(y)

On peut donc résumer ce qui précede dans la :
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Proposition 2.4.12 (Description de O~ (2)). — L’ensemble O~ (2) = {A € O(2) | dét(A) = —1} est
a
b
a la droite Dy = Ker(A — Iz). D’autre part, il existe un unique @ € [0,2n[ tel que

~ [cos(9) sin(f) |
A= (sin(ﬁ) —cos(9)> =0

et A est la symétrie orthogonale sg,o par rapport a la droite Rug ;.

Enfin, on peut vérifier par un calcul matriciel (que le lecteur est invité a faire!) que

d’ou

formé des matrices A = , avec a2 +b% = 1; dans ce cas, A est la symétrie orthogonale par rapport

(*) VSO, L)O/ € R7 Sp’ 0 8p = T2>p'—¢)- ‘

Ceci peut aussi se voir géométriquement comme suit. Posons f = s, 0 s,; Comme dét(f) = 1, alors
f appartient & SO(2) donc est une rotation ry. Pour déterminer 'angle 6, il suffit de voir de combien
« tourne » un vecteur z arbitraire. Or si on prend & = u,, alors s,(x) = = et donc f(x) = sy (x) est le
symétrique de x par rapport a la droite Ru,/, d’ou

N m ,

¢ — ¢ = TUy = uy f(x) et donc xf(x) =2(¢" — ).

(Dans la figure ci-dessous, prendre z sur la droite F'.)

S0 A

s(x) )

B ; X

Observons que dans le terme de droite de (x), la rotation obtenue ne dépend que de la différence ¢’ — ¢
et donc, pour obtenir rg, on peut choisir arbitrairement ¢ ou bien ¢’, c.-a-d., on a, pour tout ,0 € R :

sk rg =S8 08, =8,08
( ) 0 ¢+g ® ® @*g

Comme si = id, ceci permet de décrire complétement la « table de multiplication » dans O(2) (noter que
O(2) n’est pas commutatif) :

Proposition 2.4.13 (Structure de O(2)). — Pour tout 0,9 € R, on a [rgor, =rgrp, =74, 0 7‘9‘

’ 86 0 Sp = T2(9—¢) ‘ et

T‘gOS@:S(erQ 8@07“928907Q
2 2

Terminons ce paragraphe avec la proposition suivante. Par définition, la base canonique %, = (e1, e2)
.- L. . 1
est orthonormée directe. La base G = (ez2,e1) est orthonormée indirecte puisque Matg, (%) = ((1) O>
est de déterminant —1.

Proposition 2.4.14. — Soit 0 € R et soit vy la rotation d’angle 0 dans R? (cf. 2.4.10).

cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(d) )

(2) La matrice de rg dans la base €y = (ea,e1) et dans toute b.o.n. indirecte est R_g.

(1) La matrice de rg dans toute b.o.n. directe est Ry = (

Démonstration. — (1) On a Matg,(rg) = Rp. Si & est une b.o.n. directe, la matrice de passage P =
Mat g, (%) appartient & SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Matg(rg) = P~ Rg P égale Ry.

(2) On a Mat, (rg) = R_g. Si € est une b.o.n. indirecte, la matrice de passage P = Mat, (¢') appartient
4 SO(2), et comme SO(2) est commutatif, Maty(rg) = P"1R_gP égale R_g. O
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Description des éléments de O(3). — Commencons par une remarque sur M3(R). Soit A € M3(R),
alors P4 (X) € R[X] est de degré 3 donc a dans C :

(a) ou bien une racine réelle A\; et deux racines 2,z € C — R,
(b) ou bien trois racines réelles A1, Ay, A3 (pas nécessairement distinctes).

Comme A est trigonalisable dans M3(C), on a

A\ z2Z dans le cas (a)

dét(A) = {
A1 23 dans le cas (b).

Supposons maintenant A € O(3) et notons u I’endomorphisme de R? correspondant & A. Alors on sait
que dét(A) = £1, et que si A € R est valeur propre de A, alors A = £1. Dans le cas (a), on a z = z + iy
avec y # 0, donc 2z = 22 + y? est un réel > 0, et donc I'égalité dét(A) = \12Z entraine que dét(A) et A\
(tous deux € {—1,1}) sont de méme signe, donc sont égaux. Dans le cas (b), on a A; = £1, et les A; ne
peuvent étre tous les trois égaux & — dét(A), car sinon leur produit vaudrait — dét(A) au lieu de dét(A).
Ceci montre déja que, dans les deux cas, dét(A) = +1 est une valeur propre de A. Etudions les cas selon
que dét(A) =1 ou —1.

ler cas : dét(A) =1, i.e. A € SO(3). Le cas A = I3 étant trivial, supposons de plus que A # I5. On
a vu que 1 est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte a diviser f3 par sa norme, on
peut supposer que ||f3|| = 1.

Soit P = (Rf3)*, c’est un sous-espace de R? de dimension 2, i.e. un plan. Pour tout x € P, on a (puisque
Afs = f3 et que A préserve le produit scalaire) :

(Az | f3) = (Az | Af3) = (= | f3) = 0.

Ceci montre que Ax € P, i.e. P est stable par A, donc A induit une isométrie up de P. Soit € = (f1, f2)
une base de P, alors & = (f1, f2, f3) est une base de R? et

(%) Mat g (u) = ( Matsé(up) (1) )

d’ott dét(up) = dét(A) = 1, donc up est une rotation de P. Notons 6 son angle. On a 6 # 0, car sinon
on aurait up = idp et donc, d’apreés (x), u = id d’ou A = I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme
up # idp alors 1 n’est pas valeur propre de up (cf. 2.4.10), et donc up — idp et A — I3 sont de rang 2.
Par conséquent, Ker(A — I3) est de dimension 1, donc engendré par f3. On dit que Rf3 = Ker(A — I3) est
P’axe de la rotation A # I3.

D’autre part, on peut déterminer 6§ € [—m, 7| au signe prés en prenant la trace. En effet, 1'égalité
précédente nous montre que Tr(A) = Tr(u) = 1 + Tr(up); d’autre part, on sait que Tr(up) = 2cos(6)
(cf. 2.4.10) donc, combinant ces deux égalités, on obtient que :

Tr(A) — 1

’Tr(A) =1+ 2cos(6), 5

d’ou cos(f) =

ce qui détermine cos(d), et détermine donc 6 au signe pres.

Pour fixer le signe de 6, il faut choisir une orientation de P (cf. 2.4.14). On la choisit en disant qu'une
b.o.n. (f1, f2) de P est directe si la b.o.n. (f1, fa, f3) de R® (muni de Porientation canonique) est directe,
C.-E\i.—d.7 Si détggo (fl, f2, fg) = ].

Soit (f1, f2) une telle b.o.n. directe de P. Alors on sait qu’il existe § € R, unique modulo 277, tel que

cos(f) —sin(d) O

Mat s, ., 55)(w) = [ sin(@)  cos(d) 0

0 0 1

et l'on dira alors que A (ou u) est la rotation d’axe orienté par f; et d’angle 6.

Remarquons tout de suite que si on change f5 en — f3, alors la base (fa, f1, —f3) est directe et 'on a

cos(f) sin(d) 0

Mat(f27f17—f3)(u) = | —sin(f) cos(d) 0

0 0 1

donc A est aussi la rotation d’axe orienté par —f; et d’angle —6.
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Définition 2.4.15. — Soit A # I3 une rotation d’axe Rfs et d’angle 6. Lorsque 8 = 7 (i.e. lorsque
cos(f) = —1, ce qui équivaut & Tr(A) = —1), Porientation de 'axe n’a pas d’importance, puisque —7 = 7
modulo 27 ; dans ce cas on dit que A est le demi-tour d’axe Rf3.

Pour déterminer explicitement le signe de sin(f) (lorsque 6 # 7), on dispose du lemme suivant.

Lemme 2.4.16. — Soit A # I3 une rotation d’axe D, orienté par un vecteur vz # 0, et d’angle 0. Soit
x € R® = D. Alors le signe de sin() est le méme que celui du déterminant détg, (z, Ax,v3).

1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire va et écrivons © = y + ufs, ol y est la projection
U3

1
orthogonale de = sur P = Dt (et = (x| f3)). Comme x ¢ D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = —y
p

est un vecteur unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a f; et seul
l'un d’eux, fa, est tel que la matrice Q = Matg, (f1, fo, f3) vérifie dét(Q) = 1, i.e. tel que (f1, f2) soit une
b.o.n. directe de P. Alors, notant u I’endomorphisme de R? défini par A, on a :

cosf) —sinf O
Mat(fhfzafs)(u) = | sinf cos O
0 0 1

donc u(x) = u(pfi + nfs) égale (pcosh)f1 + (psinb) fo + pfs, donc la matrice

p pcosf 0O
M = Maty, ¢, r)(x,u(z), f3) = [0 psind 0
pwooop 1

a pour déterminant p?sin . Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM et dét(Q) = 1, on obtient que
dét(M') = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p*sin 6
est du méme signe que sin 6, et il en est de méme pour détg, (x, Az, v3) = |Jvs|| - déteg, (x, Az, f3). O

Remarquons que puisque le résultat ci-dessus est valable pour tout x € R3 — D, on aura intérét &
choisir, en pratique, un tel z de fagon & ce que le calcul du déterminant détg, (z, Az, v3) soit « le plus
simple possible ». On récapitulera plus loin les résultats obtenus dans le cas ot A € SO(3); traitons
maintenant le cas ot A € O~ (3).

2éme cas : dét(A) = —1,1i.e. A € O~ (3). Le cas A = —I3 étant trivial, supposons de plus que A # —I;.
On a vu que —1 = dét(A) est valeur propre de A; soit f3 un vecteur propre associé, quitte & diviser f3 par
sa norme, on peut supposer que ||fs|| = 1.

On montre comme précédemment que le plan P = (Rf3)" est stable par u, et que la restriction up de u
a P est de déterminant 1, donc une rotation. On fait le méme choix d’orientation de P, c.-a-d., on choisit
une b.o.n. (f1, f2) de P telle que (f1, fa, f3) soit une b.o.n. directe de R3. Alors il existe § € R, unique
modulo 27Z, tel que

cos(f) —sin(d) O

(t) Mat (s, 1,.f5)(u) = [ sin(0)  cos(@) 0
0 0 -1
On a 0 # 7, car sinon on aurait u = —id d’ou A = —I3, cas trivial qu’on a exclu. De plus, comme

up # —idp alors —1 n’est pas valeur propre de up (cf. 2.4.10), et donc up +idp et A+ I3 sont de rang 2.
Par conséquent, Ker(A + I3) est de dimension 1, donc engendré par fs. On dit que D = Ker(A + I3) est
la droite des anti-invariants de A.

D’autre part, on peut déterminer 6 € [—7, 7| au signe prés en prenant la trace. En effet, (1) nous montre
que Tr(A) = Tr(u) égale —1 + 2 cos(f), donc :

Tr(A) +1

d’ou cos(f) = 5

’Tr(A) = —1+2cos(0),

ce qui détermine cos(6), et détermine donc @ au signe pres. Dans le cas particulier ot § = 0, i.e. up = idp,
A est la symétrie orthogonale op par rapport au plan P (cf. 2.3.3 et 2.3.4).
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Dans le cas général (i.e. lorsque 6 # 0), on voit que

cos(d) —sin(d) 0
Mat (s, p, 1) (uop) = | sin(0)  cos(f)) 0 [ =Mat(s,, s, ;) (o)
0 0 1

donc uop = opu est la rotation R d’axe D orienté par f3 et d’angle 0, et donc u = Rop = opR est la
composée commutative de op et de R. On dit alors que A est la rotation gauche d’axe D orienté par
f3 et d’angle 6.

Remarquons tout de suite que si on change f3 en — f3, alors la base (fa, f1, —f3) est directe et 'on a

cos(d) sin(d) O
Mat (s, f,,—f5)(w) = | —sin(d) cos(f) 0
0 0 -1

donc A est aussi la rotation gauche d’axe D orienté par —f3; et d’angle —6.
Pour déterminer explicitement le signe de sin(f) (lorsque  # 0), on dispose du lemme suivant.

Lemme 2.4.17 — Soit A # —I5 une rotation gauche d’axe D, orienté par un vecteur vs # 0, et d’angle
0 # 0. Soit z € R® — D. Alors le déterminant détg,(z, Ax,v3) est de méme signe que sin(f).

1
Démonstration. — Notons f3 le vecteur unitaire va et écrivons z = y + uf3, ol y est la projection
U3

1
orthogonale de z sur P = D*. Comme z ¢ D, on a y # 0, posons p = ||y||, alors f; = ~y est un vecteur

unitaire de P. Il existe dans le plan P deux vecteurs unitaires orthogonaux a f; et seul 'un d’eux, fo, est
tel que la matrice Q@ = Matg, (f1, f2, f3) vérifie dét(Q) = 1. Alors, notant u I’endomorphisme de R? défini
par A, on a

cosf —sinf 0
Mat g, 1,55y (u) = | sin cosf 0
0 0 -1
donc u(z) = u(pfi + nfs) égale (pcosf)fi + (psiné)fo — pfs, donc la matrice
p pcosf 0
M = Maty, ¢, ,)(x,u(z), f3) = [0 psind 0
pooo—p 1

a pour déterminant p®sin . Comme M’ = Matg, (z, Az, f3) égale QM , et dét(Q) = 1, alors
dét(M) = dét(Q) dét(M) = dét(M) = p?sin §

est de méme signe que sin 6, et il en est de méme pour détg, (x, Az, vs) = ||vs] - déte, (z, Az, f3). O

En résumé, on a obtenu le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.18 (Classification des éléments de O(3)). — On a O(3) = SO(3) U O~ (3) (réunion
disjointe).

(1) Si A € SO(3), alors A = I3 ou bien D = Ker(A — I3) est de dimension 1 et A est une rotation d’aze
D. Dans le second cas, 'angle de rotation 0 est déterminé au signe prés par 1'égalité 2 cos(f) = Tr(A) — 1.
Pour fizer le signe, on choisit un générateur vs de D, ce qui détermine une orientation du plan P = D=,
Alors, pour x € R® — D arbitraire, détg, (x, Az,v3) est du méme signe que sin(0), et l'on dit que A est
la rotation d’axe orienté par vs et d’angle 6. Dans le cas particulier ot 0 = w, on dit que A est le
demi-tour d’axe D.

(2) Si A e O (3), alors A = —I5 ou bien D = Ker(A + I3) est de dimension 1 et A est une rotation
gauche d’axe D. Dans le second cas, 'angle de rotation 0 est déterminé au signe prés par 1égalité 2 cos(0) =
Tr(A) + 1. Pour fizer le signe, on choisit un générateur vy de D, ce qui détermine une orientation du plan
P = DL, Alors, pour x € R®— D arbitraire, dét g, (z, Az, v3) est de méme signe que sin(0), et l'on dit que
A est la rotation gauche d’axe orienté par vs et d’angle 0. Dans le cas particulier ot 0 = 0, A est
la symétrie orthogonale par rapport au plan P.
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2.4.19. Produit vectoriel et déterminant des éléments de O(3). — Dauns ce paragraphe, on donne
une définition « intrinséque » du produit vectoriel A : R3 x R? — R3, qui utilise la structure euclidienne de
R3. Ceci a pour conséquence qu’on peut calculer le produit vectoriel dans n’importe quelle base orthonormée
directe. De plus, ceci donne un moyen de calcul trés simple du déterminant (égal & £1) d’un élément A de
0(3) : il suffit pour cela de calculer un mineur (= sous-déterminant) de taille 2. On présente ces résultats
sous la forme d’un exercice corrigé.

On munit £ = R? du produit scalaire standard ( | ) et de la norme euclidienne associée ||z|| = \/(z | x).
Soit By = (e1, ea,e3) la base canonique (qui est orthonormée) et soit E* = Homg(E,R) 'espace dual de
E. Pour tout x € E, soit ¢, € E* 'application w — (x | w).

(1) Montrer que Uapplication 6 : E — E*, x — ¢, est linéaire et bijective.

’ Solution : D’abord, il résulte de la bilinéarité de ( | ) que, pour tout = € E, 'application ¢, : w — (z | w) ‘
est une forme linéaire sur F, i.e. un élément de E*, et que l'application 6 : E — E*, x — ¢, est linéaire.
Son noyau est

Ker() ={z € E[ ¢, =0} ={zc E|vyeE, (z[y)=0}
qui est le noyau de (| ). Or ce noyau est nul, puisque (z | ) = 0 entraine = 0. Ceci montre que 6 est

injective. Comme dim E* = dim £ = 3, il résulte du théoreme du rang que 6 est aussi surjective, donc
’bijective. ‘

(2) Pour tout u,v € E, montrer qu’il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que détg,(u,v,w)
= (f(u,v) | w) pour tout w € E. On note f(u,v) =u Av et on Pappelle le produit vectoriel de u et v.

’ Solution : u, v étant fixés, Papplication v, , : £ — R, w — détg, (u, v, w) est linéaire, i.e. est un élément‘
de E*. Donc, d’apres la question précédente, il existe un unique vecteur f(u,v) € E tel que vu,o = @ f(u,v)s
i.e. tel que

Yw € E, détg, (u,v,w) = (f(u,v) | w).

’Désormais, on note f(u,v) =uAwv. |

U1 U1
(3) Ecrivant u = [u2 |, v = | vz | et prenant w = ey, puis w = ey et w = ez, déterminer les
us U3

coordonnées (f1, f2, f3) de u A v dans la base Hy.

’ Uy U1 1

Solution : On a f1 = (uAv | 1) = détg, (u,v,e1) = |ug v2 0| = ugvz — uzve. On montre de méme
us U3 0
que fo = (uAv | ez) = uzvy —ujvs et f3 = (WA v | ez) = ugve — ugvy. On peut aussi procéder « par
w1
identification », i.e. pour u, v fixés et pour un vecteur w = | wo | variable, on a :
ws

Uy vV w1
(f(u,v) | w) = U2 V2 Wl = (UQUS — U3’U2) w1 — (ulvg — U3’U1) wo + (ulvg — ugvl) ws
us V3 W3

(en développant par rapport & la 3e colonne), d’ou par identification :

fi = uguz — ugvy,
Jo = —(u1v3 — ugvy) = ugvy — U3,
f3 = U1V2 — U2V1.

| |

(4) Montrer que application ExXE — E, (u,v) — uAv est bilinéaire, et qu’elle est alternée (i.e. uAu = 0
pour tout u € E).

’ Solution : La bilinéarité de 'application (u,v) — u A v ainsi que 1’égalité u A u = 0 peuvent se déduire‘
de Iégalité

Ui U1 U2V3 — U3V2

Uy | N |ve | = | ugvy —uyvs

us U3 U1V2 — U2V
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établie dans la question précédente. Ceci peut aussi se voir directement, comme suit. Soient u,u’,v,v" € F
et t € R. Pour tout w € F/, on a

(tu ANv+u' Av|w)=tuAv|w)+ (U Av|w)=tdétg, (u,v,w) + détg, (v, v,w)
= détg, (tu + v/, v,w) = ((fu+u') Av | w).

Comme ( | ) est non dégénéré (i.e. de noyau nul), ceci entraine tu A v + v’ Av = (tu + u’) A v. On montre
de méme que u A (tv +v') = tu A v+ u Av'. Donc lapplication E X E — E, (u,v) — u A v est bilinéaire.
’De plus, pour tout u € E, on a 0 = détg, (u,u,u Au) = (uAu|uAu), ot u Au=0. ‘

(5) Soient u,v,w € E. Pour toute base orthonormée directe & de E, montrer que détg(u,v,w) =
dét g, (u, v, w).

’ Solution : Si € = {f1, f2, f3} et & sont deux bases de F et si g € End(E), on note Maty «(g) la‘
matrice de g en prenant ¥ comme « base de départ » et 2 comme « base d’arrivée », i.e. la matrice qui
exprime g(f;) (i = 1,2, 3) dans la base 2. Soit P = Matg, (%) et soit g 'endomorphisme de R? défini par
g(er) = u, g(ea) = v et g(ez) =w. On a

Mat g, (u, v, w) = Matg, 2,(9) = Matg, 2(id) - Matg 4,(9) = P - Matg(u, v, w)

d’ott détg, (u,v,w) = dét(P) - détg(u,v,w). Or par hypothese P € SO(3), d’out dét(P) = 1 et donc
’détggo(u,v,w) = détg(u, v, w). ‘

(6) Soient u,v € E deux vecteurs unitaires orthogonaux et soit p € E l'unique vecteur tel que & =
(u,v,p) soit une base orthonormée directe de E. En utilisant la question précédente montrer que, pour
tout w € E, on a (uAv | w) = (p|w). Que peut-on en conclure ?

| Solution : Tout w € E s’écrit de fagon unique w = au+bv +cp, avec ¢ = (p | w) (et de méme a = (u | w)7‘
etc.) donc

10 a
(uAv|w)=détg(u,v,w) =0 1 b |=(p|w).
00 (plw)

Comme ( | ) est non dégénéré (car défini positif), il en résulte que p = f(u,v). Donc : étant donnés deux
vecteurs unitaires orthogonaux u, v, le produit vectoriel u Av est l'unique vecteur p tel que (u,v,p) soit une
base orthonormée directe. Et donc si ' = (u,v,p’) est une base orthonormée, on a les équivalences :

| %' directe < p' = p, %' indirecte < p’ = —p.
Uy U1 tl
(7) Soit A = [u2 w2 ta| € O(3) et soient Cp,Co,C3 les colonnes de A. Déduire de la question
uz vz t3

précédente que A € SO(3) & C3 = C1 A Cy, et aussi que A € O~ (3) & C3 = —C1 A Cs. (Remarque : on a
donc 03 = dét(A) Cl A CQ)

Si par exemple t3 # 0, en déduire, en utilisant la formule explicite pour C; A Cy obtenue dans la question
3, que A € SO(3) & uyvy — ugvy =tz (et donc A € O~ (3) & ujvg — ugvy = —t3).

’ Solution : A est la matrice de passage de la base canonique %y a la base orthonormée ¢ = (Cy, Cs, Cs3). ‘
Donc, d’apres la question précédente, on sait que :

A €850(3) & € est directe & C3 =C1 A Cy,
A€ 0 (3) & % est indirecte < C5=—C1 A Ch.
En particulier, si t3 # 0 alors on a les équivalences :
t3 = uvg —us; & C3 =C1 ANCy & dét(A) =1,
t3 = —(U1U2 — u2v1) = 03 =-CiNCy & dét(A) = —1.

On a bien str des résultats analogues si t;1 # 0 ou si o # 0, mais attention, pour t; le « mineur »
’correspondant est ugvy — u1vs = —(u1v3 — ugvy ), voir le calcul fait dans la question 3. ‘

(8) Soient z,y € E deux vecteurs linéairement indépendants, et soient r = ||z|| et ' = ||y||. Soit P le
plan engendré par x et y, soit (u,v) une base orthonormée de P, ot u = %x et soit 6 'unique élément de
R/27Z tel que y = r'(cos(f)u+sin(f)v). Montrer que ||z Ay| = rr'|sin(9)]. Indication : Utiliser la question
4 pour exprimer z Ay en fonction de u A v puis, notant A la base orthonormée directe (u, v, uAv), calculer
détg(z,y,x A y) et utiliser la question 5.
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| Solution : Par hypothese, on a @ = ru et y = r’(cos(@)u + sin(@)v) donc, comme A est bilinéaire et
alterné, on a :
ANy =ruAr'(cos(§)u+sin(f)v) = rr'sin(0)u A v.
Par conséquent, notant % la base orthonormée directe (u,v,u Av), on a
r 1’ cos(f) 0
Matg(z,y,2 Ay) = | 0 r'sin(f) 0 ,
0 0 rr’ sin(6)

donc détg(z,y,z Ay) = (rr')?sin(0)?. Or, d’apres la question 5, ceci égale détg, (z,y,2 Ay) = (z Ay |
[z Ay) =z Ayl/?. On en déduit que ||z A y|| = rr’ |sin(0)]. ‘

(9) Montrer qu'une base orthonormée € = (u, v, f) est directe si et seulement si la base 2 = (f,u,v)
est directe.

| 01 0 \

0 0 1] estde déterminant 1, donc % est directe si
100

et seulement si Z l'est. On pouvait aussi dire que le déterminant change de signe lorsqu’on échange deux

colonnes, d’ou :

Solution : La matrice de passage Maty(2) =

détl@o (U, v, f) = - dét%’g (U, fa U) - dét(@o (fa u, U)
’et donc (u, v, f) est directe si et seulement si (f, u,v) lest.

(10) Soient f € E un vecteur unitaire et P le plan orthogonal & f. Soient a,b € R tels que a? + b* = 1
et soit # 'unique élément de R/27Z tel que cos = a et sin@ = b. Soit R la rotation d’axe Rf orienté par
f et d’angle 6. Montrer que :

(%) Vye P, R(y)=ay+b(fAy),

(si y = 0 c’est clair, et si y # 0 écrire y = ru avec u unitaire et r = ||y||), puis que :

(%) VeeE, Rx)=(z|f)f+an(@)+bfAn(x)=(z|f)f+ar(z)+bfAwz,
p

oum(x) =x— (x| f)f est la projection orthogonale de x sur P. Enfin, si f = | ¢ |, écrire Matg, (R) sous
t

la forme als + (1 — a)S + bA, pour deux matrices S, A & déterminer.

’ Solution : Si y = 0, I'égalité (%) est 0 = 0, donc on peut supposer y # 0 et poser y = ru, ol u est‘
unitaire et r = ||y||. Les deux membres de (x) étant linéaires en y, il suffit d’établir (x) lorsque y = u. Soit
alors v 'unique vecteur de P tel que (u, v, f) soit une base orthonormée directe de E. D’apres la définition

cos(f) —sin(d) O
de R, on a Mat(,, s)(R) = |sin(f) cos(f) 0] et donc R(u) = cos(d)u + sin(f)v. Or, d’apres la
0 0 1
question précédente, la base (f,u,v) est directe, donc d’apreés la question 6, on a v = f A u. On a donc :
R(u) = cos(f)u + sin(0) f A u, et revenant au cas de y € P arbitraire, on a donc obtenu que :

(%) Yy € P, R(y) = cos(Q)u+sin()f Ay=ay+b(f ANy).

Soit maintenant « € E, sa projection orthogonale sur la droite Rf est (z | f)f, et sa projection orthogonale
sur Pest m(z) =x—(z | f)f. On a bien stir R(Af) = Af pour tout A € R, et donc on déduit de la question
précédente que :

R(x) = (x| f)f + R(r(x)) = (x| /)f +an(z)+bf Ar(z),
De plus, comme = = (z | f)f+7(x) et que A est bilinéaire et alterné, on a f Az = f An(x), et on obtient
I’égalité désirée :

(xx) Vo € E, Rx)=(z| )f +am(z)+bf Az

Enfin, écrivons f = | q |, avec ||f]|> = p?> + ¢®> + t*> = 1. Alors, on a

t
P 1 P P 1 1 »’ 0
Re1)=plqg]+a| 0] —-p]l4g +bolg| A0 =al0)+Q—-a)|pg] +b]| ¢t
t 0 t t 0 0 pt —q
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P 0 D p 0 0 Pq —t
R(ea)=q|q] +a 11 —q|gq +blg| Al =all]|+(0-a)|[®]|+b[ O
t 0 t t 0 0 qt p
P 0 P p 0 0 pt q
R(es)=t|q| +a | [0 —t]q +blg|A|O0]=al0)+Q—a)|qgt]+b|—-p
t 1 t t 1 1 t2 0
donc
p* pg pt 0 -t ¢
Matg, =als+ (1 —a) [ pg ¢* qt +b|l t 0 —p
pt gt t> -qg p O

2.5. Appendice (1) : mesure des angles dans R?

Dans cet appendice, on donne une démonstration (parmi d’autres) de I'existence et des propriétés des
fonctions cosinus et sinus.

On munit R? du produit scalaire usuel et on note (e1,e3) la base canonique. Tout nombre complexe z
s’écrit de fagon unique z = x + iy, ou ¢ est une racine carrée de —1, fixée une fois pour toutes. Ceci permet
d’identifier C & R?, en identifiant z = x + iy au vecteur de coordonnées (z,y). Si z = x + iy, son conjugué
est Z = x — iy. Soit

S'={(z,y) eR? |2+ 9> =1} = {z=a+iy e C| 2z =1},
St s’appelle le cercle unité.

On « rappelle » (ou 'on admet) les faits suivants : Papplication f : R — C, t > e = exp(it) vérifie les
propriétés suivantes :
(a) c’est un morphisme de groupes :

(1) Wt ER, |eilt) = citeit |

(b) pour tout t € R, on a exp(it) = exp(—it) = exp(it)~!, par conséquent, f est & valeurs dans S!.
(c) f est dérivable et sa dérivée est application f’ : t s ie’l.
On note alors cos(t), resp. sin(t), la partie réelle, resp. imaginaire, de e, c.-a-d., on pose

(2) vt € R,

et = cos(t) +isin(t). ‘

Alors, (a), (b) et (c) se récrivent :

(3) Vt,t' € R, cos(t +t') = cos(t) cos(t') — sin(t) sin(t), sin(t +t') = sin(t) cos(t") + cos(t) sin(t'),
(4) vVt € R, cos(—t) = cos(t), sin(—t) = —sin(¢), cos?(t) +sin®(t) = 1,

(5) vVt € R, cos'(t) = —sin(t), sin’(t) = cos(t).
On montre alors le :

Théoréme 2.5.1. — (1) Le morphisme de groupes f : R — S, t + et est surjectif.
(2) Ker(f) est le sous-groupe 2nZ de R et cos,sin sont périodiques de période 2.

Démonstration. — On a cos(0) = 1 donc cos(t) > 0 pour ¢ voisin de 0, donc sin est strictement croissante
au voisinage de 0, et comme sin(0) = 0 on a sin(t) > 0 pour ¢ > 0 voisin de 0, et donc cos(t) < 1 pour
t > 0 voisin de 0.

Montrons d’abord qu’il existe ¢y > 0 tel que cos(tp) = 0. Supposons au contraire que cos(t) > 0 pour
tout t > 0. Alors sin(t) serait croissante sur R, donc > 0 sur R, et comme cos’(¢) = — sin(t), alors cos(t)
serait décroissante et > 0 sur R donc tendrait en 400 vers une limite £ € [0, 1] (£ < 1 car cos(t) < 1 pour
t > 0 voisin de 0). Mais alors cos(2t) = 2 cos?(t) — 1 tendrait aussi vers ¢, donc /£ serait racine du polynéme

1
2X2—X—1:2(X—1)(X+§)7

ce qui est impossible puisque ¢ € [0, 1[. Cette contradiction montre qu'’il existe to > 0 tel que cos(tg) = 0.
On note alors g le plus petit réel tg > 0 tel que cos(tp) = 0. Tenant compte du fait que cos(—t) = cos(t),

on a donc :

(6) cos(j:g):O et Vte}_;,g[, cos(t) > 0.
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Donc sin est strictement croissante sur [0, 7/2], d’ott sin(7/2) = 1 (étant > 0 et de carré = 1), donc sin est
une bijection strictement croissante de [0, 7/2] sur [0, 1], et Pon a

(7) eiﬂF/Q =1,

et t — e est une bijection de [0, 7/2] sur le quart de cercle {(z,y) € S* | x > 0, y > 0}. D’apres (1) ou
(3), il résulte de (7) que :

8) VteR,  exp(i(t+ g)) —ie,  dou cos(t+ g) = —sin(t),  sin(t+ g) = cos(t).

En particulier, on a e!™ = —1, et sin(t) > 0 pour tout ¢ € ]0, 7|, donc cos est une bijection strictement
décroissante de [0, 7] sur [—1,1].

Il en résulte que t — e est une bijection de [0, 7] sur le demi-cercle supérieur {(z,y) € S* | y > 0}, et
de [—, 0] sur le demi-cercle inférieur {(x,y) € S | y < 0}. Ceci prouve la surjectivité.

D’autre part, on a 'inclusion et les égalités suivantes :
(1) 2rZ CKer(f) ={T e R | T+) =¢* Vie R} ={T € R|cos(T +t) = cos(t), VteR}
={T e R|sin((T +t) =sin(t), VteR}.

En effet, comme €™ = 1 on a 277Z C Ker(f). D’autre part, si T € Ker(f) i.e. si e/7 = 1 alors, d’apres (1),
on a e/ T+t = ¢ pour tout ¢t € R, d’ot1 la premiere égalité.
T
D’autre part, comme on a cos(t) = sin(t + 5)7 pour tout ¢ € R, on obtient que

{T €eR|cos(T+t)=cos(t), VteR}={T €R |sin(T+1t)=-sin(t), VteR}

et cet ensemble égale donc {T € R | T+ =¢it V¢ € R},

Enfin, soit T € R tel que cos(T'+t) = cos(t) pour tout t € R ; montrons que T' € 27Z. Quitte & changer T
en —T', on peut supposer T > 0, soit alors n le plus grand entier > 0 tel que 2nm < T, alors T — 2n7 vérifie
la méme propriété que T et appartient & [0, 27[. Donc, pour obtenir que T' = 2n, il suffit de montrer que
27 est le plus petit réel s > 0 tel que cos(s) = 1.

Or, d’apreés ce qui précede, on sait que 1 > cos(t) > —1 pour tout ¢ € ]0, 7r[. Supposons que s € |0, 27]
vérifie cos(s) = 1, alors sin(s) = 0 donc €** = 1, donc = = €**/? vérifie 22 = 1, dott © = +1 et donc
cos(s/2) = £1, impossible puisque s/2 € ]0,7[. Ceci montre que 27 est le plus petit réel s > 0 tel que
cos(s) = 1.

11 en résulte que l'inclusion dans (T) plus haut est une égalité. Ceci montre que cos et sin sont périodiques
de période 27, et que Ker(f) = 27Z. Le théoréme est démontré. O

Remarque 2.5.2. — Dans ce qui précede, on a défini 27 comme le générateur positif du groupe Ker(f)
(i.e. le plus petit élément > 0 de Ker(f)). On retrouve que 27 est la longueur du cercle de rayon 1 comme
suit. Pour toute fonction g : [a,b] — R2, t +— g(t) = (x(t),y(t)) continfiment dérivable, on peut montrer
que la longueur dans R? euclidien de la courbe v = {g(t) | t € [a,b]} est donnée par la formule :

b b
L) = [ V@ Tg@d= [ V@ Ty,
Appliquant ceci & f : [0,27] — R?, t — e = (cos(t),sin(t)), on obtient

27
L(SY) = V1dt = 2.
0

2.6. Appendice () : décomposition d’Iwasawa de GL,(R)

Afin d’énoncer un corollaire matriciel au théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, introduisons
les notations suivantes. D’abord, notons %, = (e1, . . ., e,) la base canonique de R™. Soit TS (R) I’ensemble
des matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont > 0.

Lemme 2.6.1. — TS (R) est un sous-groupe de GL,,(R).

Démonstration. — Soient N, N’ € TS (R), notons t ..., t, et t},...,t leurs coefficients diagonaux. Alors
NN’ est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux t;t; > 0, d’'ot NN’ € TSH(R). Donc il suffit
de montrer que N~! € TS (R). Soient C1,...,C,, les vecteurs colonnes de N. Montrons par récurrence
sur r < n que e, = (1/t,)Cr + >, 0;Cs. C’est OK pour 7 = 1, car Cy = tie; d’ott ey = (1/t1)Ch.
On peut donc supposer r > 2 et 1’assertion établie pour » — 1. En particulier, on a Vect(ey,...,e,—1) =
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/
wr?

Vect(Cy,...,Cr—1). Comme C, — t,e, € Vect(e,...,e.—1), on en déduit qu’il existe des coefficients b
pour i =1,...,r — 1, tels que

r—1
trer = Cp+ > 1, Ci,
i=1

d’ot le résultat voulu au cran r, en divisant par ¢, et en posant b;. = bl /t,. Il en résulte que N~! est
triangulaire supérieure, de termes diagonaux les 1/t;, qui sont > 0. Ceci prouve le lemme. O

On déduit alors du théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt le :
Corollaire 2.6.2 (Décomposition d’Iwasawa). — L’application ci-dessous est bijective :
O(n) x TSH(R) — GL,(R), (K,N)~ KN
(Attention, ce n’est pas un morphisme de groupes, i.e. (KN)(K'N') £ KK'NN' en général.)

Démonstration. — Soit P € GL,,(R), notons vy, ..., v, les vecteurs colonnes de P. Alors & = (v1,...,vy)
est une base de R™ et P = Matg, (%), ol % est la base canonique de R™. D’apres le théoréeme de Gram-
Schmidt, il existe une base orthonormée € = (f1,..., fn) de R™ telle que, pour tout r = 1,...,n, on ait
Vect(vy,...,v.) = Vect(f1,...,fr), et (vp | fr) > 0, et ceci équivaut & dire que la matrice de passage
N = Maty (%) appartient & TS (R). D’autre part, comme % est orthonormée, la matrice de passage
K = Matg, (%) appartient & O(n). D’apres la formule de changement de base, on a

P = Matggo(%) = Matgo((f) . Matcg(e@) =KN

ce qui prouve l’existence.

Montrons I'unicité : supposons qu'on ait P = K' M avec K’ € O(n) et M = (my;)}';_; € TS, (R), et
notons f1,..., fn les colonnes de la matrice K’ = PM~*. Alors ¢ = (f1,..., fn) est une b.om. de R, on a
Mat g, (¢) = K’ et la matrice exprimant % dans la base € est

Maty (%) = Maty (%) - Matg,(B) = K''P =M.

Alors, pour tout r = 1,...,n, on a v, = Y., My f;, avec (v, | fr) = my, > 0. De plus, d’apres le
lemme précédent (ou par un calcul direct), pour tout i = 1,...,n, les vecteurs fi,..., f; appartiennent &
Vi = Vect(vy,...,v;), donc en forment une base orthonormée. Donc la base ¢ = (f1,..., fn) vérifie les
conditions du théoreme de Gram-Schmidt, d’olt par unicité M = N, puis K/ = PN~ ! = K. O

Remarques 2.6.3. — (1) En appliquant ce qui précede & P~!, on voit qu’il existe un couple unique
(K,N) € O(n) x TS} (R) tel que P~* = KN, ie. P = N"'K~!. Comme l'application g — g~! est une
bijection sur chaque groupe, il en résulte que I’application TS (R) x O(n) — GL,(R), (N, K) — NK est
aussi une bijection.

(2) L’espace vectoriel M, (R) ~ R™ a une structure naturelle d’espace topologique, définie par la dis-
tance associée a n’'importe quelle norme sur M, (R), par exemple ||(a;;)|lcc = Max; ;|ai;| ou |[(ai;)]l2 =

\/ 2 a3, et donc les sous-ensembles O(n), TSH(R) et GL,(R) héritent d’une structure d’espace topo-
logique. 11 est facile de voir que I’application (de multiplication) (K, N) — KN est continue, et on peut
montrer que c’est un homéomorphisme. D’abord, I'application GL,,(R) — GL, (R), A — A~! est continue,
car A=1 = (1/dét(A)) "4, ot A désigne la matrice des cofacteurs de A (cf. ??). Il suffit donc de montrer que,
si A= KN, I'application f : A+ N~! est continue, car alors les applications A — N et A — K = AN~!
le seront aussi. Or, si 'on note v1,...,v, les colonnes de A, la continuité de f : A — N~! résulte de la
démonstration du théoreme de Gram-Schmidt, car les coefficients de N—! = Maty, ... v,)(€1,...,€,) sont
des fonctions continues des produits scalaires (v; | v;).




CHAPITRE 3

ESPACES AFFINES EUCLIDIENS

Résumé : Dans ce chapitre, on etudie les « espaces affines euclidiens », intégration de la notion d’espace
affine avec d’espace euclidien. On étudiera les isométries entre ces espaces et on les classifiera notamment
en dimension 2 et 3. A la fin du chapitre on a rassemblé un “formulaire” des espaces affines contenant les
définitions et tous les résultats (mais pas les preuves!) qui sont nécessaires pour lire ce chapitre. Comme le
précédent, ce chapitre contient beaucoup de résultats nouveaux et importants, qu’il faut essayer d’assimiler !

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux.

3.1. Définitions

Définition 3.1.1. — On dit qu'un espace affine (&, F) est euclidien si E est de dimension finie et
est muni d’un produit scalaire ( | ). Dans ce cas, & est muni de la distance euclidienne, définie par

d(z,y) = |75 = V(& | 7).

C’est bien une distance, car : (a) d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 < z =y, (b) d(y,x) = d(z,y) puisque
gl = || = z4l| = | — 1| - | Z0]| = |G|, et (c) d vérifie I'inégalité triangulaire :

d(z,y) +d(y, =) = 1T + |1 72| > |Z%]| = d(x, 2).

Définition 3.1.2 (Isométries). — Soit & un espace affine euclidien. Une isométrie de & est une ap-
plication f : & — & qui conserve les distances, i.e. telle que :

Veyed,  |df(@), fly) = d(zy).]

On notera Is(&) I'ensemble des isométries de &

On va voir qu’alors f est nécessairement affine et bijective. Commencons par quelques résultats préli-
minaires.
Lemme 3.1.3. — Soit f : & — & une isométrie.

(1) f est injective.

(2) Si f est bijective, f~1 est une isométrie.

(3) Sig:& — & est une seconde isométrie, go f est aussi une isométrie.
Démonstration. — (1) Si f(z) = f(y) alors 0 = d(f(z), f(y)) = d(z,y) donc x = y. Ceci prouve que f est
injective.

(2) Soient x,y € &, posons ' = f~(z) et y' = f~1(y). Alors z = f(2') et y = f(y/), dont

d(z,y) = d(f(@'), f(y) = d(«,y") = d(f (), [~ (1))

(la seconde égalité car f est une isométrie). Ceci montre que f~! est une isométrie.

(3) Pour tout z,y € &, on a d(z,y) = d(f(x), f(y)) = d(g(f(x)),g(f(y))), donc g o f est une isométrie.
O

Proposition 3.1.4 (Isométries affines). — Soit f : & — & une transformation affine.

(1) f est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire ? est une isométrie vectorielle (i.e. ?
préserve la norme).

(O version du 13/5/2013
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(2) Dans ce cas, ? et f sont bijectives.
(3) En particulier, toute translation f = t= est une isométrie affine de &.

Démonstration. — (1) Pour tout z,y € &, on a d(f(z), f(y)) = ||f(r)f(yiH = ||?(@)|| et ceci égale
d(z,y) = ||z si et seulement si ||?(@)|| = ||z7||. Donc f est une isométrie si f en est une. Récipro-

quement, si f est une isométrie, alors ? préserve la norme, car application & x & — E, (z,y) — H/ est
surjective (puisque pour z fixé, y +— I est une bijection). Ceci prouve (1).

De plus, dans ce cas ? est bijective (car injective et E de dimension finie), donc f lest aussi, d’apres
le point (3) de 3.3.12. Enfin, toute translation f = t= est une isométrie de &, puisque sa partie linéaire
égale idg. La proposition est démontrée. O

Théoréme 3.1.5. — Soit f: & — & une isométrie. Alors f est affine et bijective.

Avant de démontrer le théoréme, énongons tout de suite un corollaire. On note O(FE) le groupe des
isométries vectorielles de E. Rappelons que pour tout ¢ € O(E), on a dét(¢) = £1, et que l'on pose
SO(E) = OT(E) = {¢p € O(F) | dét(¢) = 1} et O~ (E) = {¢ € O(E) | dét(¢) = —1}; de plus SO(E) est
un sous-groupe de O(E) (appelé le groupe « spécial orthogonal » de E).

Corollaire 3.1.6 (Les groupes Is(&) et IsT(&)). — Soit (&, E) un espace affine euclidien. On a

() Is(6) = {f € GA() | | € O(B))

et c’est un sous-groupe de GA(&). De plus, 1s(&) est la réunion de Ist(&) (isométries directes) et de
Is~ (&) (isométries indirectes), ot IsT(&) (resp. Is™(&)) désigne l’ensemble des f € Is(&) tels que ? €
Ot (E) (resp. 7 € O~ (E)). Enfin, Ist(&) est un sous-groupe de Is(&).

Terminologie 3.1.7. — Les isométries directes sont aussi appelées « déplacements », et les indirectes
« antidéplacements ».

Démonstration du corollaire. — D’apres le théoreme, toute isométrie de & est affine et bijective, donc
appartient & GA(&), et d’apres la proposition 3.1.4, un élément f de GA(&) appartient a Is(&) si et
seulement si f € O(E). Ceci prouve I'égalité (x).

Le fait que Is(&") soit un groupe découle du lemme 3.1.3. Enfin, la décomposition Is(&) = Ist(£)Uls™ (&)
et le fait que Is (&) soit un groupe, découlent des propriétés analogues de O(E). O

Démonstration du théoréeme. — 1l suffit de montrer que f est affine, elle sera alors bijective d’apres la
proposition 3.1.4. Fixons une origine arbitraire O € & et posons @ = f(0)O. Alors ¢ = t o f est une
isométrie, vérifiant ¢(O) = O. Il suffit de montrer que ¢ est affine, car alors f = t_- o ¢ le sera aussi.
Comme ¢(0) = O, pour montrer que ¢ est affine, il suffit de montrer que lapplication ¢ : E — E définie
par
VPe &,  $(0P)=O0s(P) ie. VT EE  O+¢(T)=0+7)
est linéaire. .
Soit W € E, posons P = O + U et P’ = ¢(P), alors () = OP" et donc :

P
I(@)|| = |0P'| = d(0,P') =_d(0,P) = |OP| = ||
(*)
(Pégalité (x) car ¢ est une isométrie). Ceci prouve déja que 1) préserve la norme, montrons de plus que ¥
préserve le produit scalaire. Considérons un second vecteur ¥ € E et posons Q = O + U et Q' = »(Q).

Alors l'on a :
d’une part, @203—0?27—7
e o T
d’autre part, P'Q =0Q —OP = (V) — ()
et .
[6(T) — (@) = 1P| = d(é(P), 6(Q)) = d(P.Q) = | PG| = | T - .
Elevant cette égalité au carré, on obtient :
[ ()P + 10 OI? = 2 (F) [ () = 1712 + 17> —2(V | @)
et comme ||1/J(7)|| = ||7|| et ||z/1(7)|| = HﬁH, ceci donne :
(V) | (1)) = (V| )

donc v préserve le produit scalaire.
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On peut maintenant montrer que v est linéaire. Soit # = (eq, ..., e,) une base orthonormée de E, alors
W(B) = (Y(e1),...,¥(e,)) est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n, donc c’est une base
orthonormée de E. Soit @ € E arbitraire, on peut écrire de fagon unique

U= Za:jej, w(ﬁ) = Zij(ej)

mais alors, pour tout i on a y; = ((e;) | (X)) = (&; | @) = x; et donc :

V7 = Zl'jej, 1/}(7) = Zxﬂb(q—).
j=1 j=1

Ceci montre que 1 est linéaire. Ceci acheve la preuve du théoreme 3.1.5. O

On sait donc maintenant que toute isométrie de & euclidien est nécessairement affine. Dans la suite, on
écrira souvent : « Soit f une isométrie affine » (au lieu de simplement « isométrie ») pour insister sur le fait
que f est affine (et, si 'on n’a pas vu le théoreme 3.1.5, on prend comme hypothese que f est une isométrie
affine...). On veut maintenant établir que toute isométrie affine f s’écrit de fagon unique f = t= o ¢, ol ¢
est une isométrie (affine) ayant un point fixe, et ¢ et t=» commutent : ¢ o tm = t- o ¢. Commengons par
le :

Lemme 8.1.8. — Soient (&, E) un espace affine, f : & — & une transformation affine, et U € E. Alors
fotm =toof siet seulement si ?(7) = (i.e. W est un point fize de ?}

Démonstration. — Pour tout point O € &, on a :
(£ o12)(0) = £(O)+ F (¥ (t7 0 H)(0) = (0) +
et ces deux expressions coincident si et seulement si 7(7) =. O

Théoréme 3.1.9 (Décomposition canonique d’une isométrie affine)
Soient (&, F) un espace affine euclidien, f une isométrie affine de &, ? sa partie linéaire, F =
Fix(?) = Ker(? —idg). Alors :

(1) Il existe un unique sea . de direction F' stable par f. La restriction f|z de f a F est une translation
t=, pour un certain U cF.

(2) g=t_5 o f vérifie Fix(g) = F, et l'ona f =ty 0g=goty.
— —
(3) L’écriture précédente est unique : si f = t= og', avec v € F et g ayant un point fize, alors v/ = @
etg =g.
Par conséquent : toute isométrie affine f s’écrit de fagon unique comme produit d’une isométrie
ayant un point fixe et d’une translation de vecteur o € Fix(f).

Démonstration. — Posons G = F~, il est stable par 7 En effet, soit * € G, pour tout y € F, on a

F@) )= (F@ | Fw)=(ly=0

ce qui prouve que 7(x) € G. Choisissons un sea ¢ de direction G, et un point O € 4. Comme F = F® G,
on peut écrire de fagcon unique

Of(0)=u+w, avec ue€F, ved.

Posons g = t_, o f. Alors g(0) = O +v € ¥, et comme ¢ = ? envoie G dans G, alors pour tout P € ¢4

' FOP) G donc  g(P)=g(0) + TOP) e,

ﬁ
d’ot g(¥) C 9. Notons alors h la restriction g, sa partie linéaire h est la restriction a G de ?, d’on

(weG| T (w) =w)=GnKer(f —idg) = GNF = {0}

y = 7(y) et donc :

(la derniere égalité puisque G = F*). Donc Fix(ﬁ)) = {0} et donc, d’apres la proposition 3.3.42, h admet
un unique point fixe IO, i.e. Iy est 'unique point fixe de g dans ¥.

Posons maintenant .# = Iy 4+ F. Alors, f(Io) = (tw 0 ¢)(Io) = Iy + U et pour tout P € .Z, on a
ﬁ €EF= F1X(7) = le(?) et donc :

VPe F, g(P)=P et f(P)=P+7.
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Donc % C Fix(g). Réciproquement, si @ € Fix(g), alors I(Td) = g(IO)g(Q; = 7([@), donc Im €
Fix(?) = F et Q € Z. Ceci montre que Fix(g) = #, et comme f = t-> 0o g = g ot=, on a obtenu
Pexistence de .7, W , g vérifiant les conditions (1) et (2) du théoréme.

Démontrons maintenant 1'unicité. Soit .%’ un sea de & de direction F, stable par f. Il est alors stable
par g = t_=» o f. D’autre part, on a vu plus haut que g(¢) C ¢; de plus F' NY est un singleton {J},
puisque F @& G = E (cf. 3.3.39). Donc g(J) = J, or Ij est 'unique point fixe de g dans ¢, d’ou J = Ij et
donc .’ = Iy + F égale % . Ceci prouve 'unicité de .%.

Enfin, supposons que f = t-3:0g’, avec U’ € F et ¢’ ayant un point fixe A. Alors f(A) = (t5 049" )(A) =
A+ U et done pour tout WeF,ona:

FA+T) = fA+ T =A+T + W =A+T+U € A+ F=7F"

Ceci montre que .Z’ est stable par f et que la restriction de f & %’ est la translation ¢-. Or, d’apres ce
qui précede, on a F’' = .F et donc 0 = 7, puis ¢ =t_= o f = g. Le théoréme est démontré. O

Définition 3.1.10 (Repéres orthonormés). — Soit (&, E') un espace affine euclidien. Un repére # =
(0, AB) de & est dit orthonormé si Z est une base orthonormée de E.

3.2. Classification des isométries en petite dimension

3.2.1. Classification des isométries affines du plan. — Soit (£, E) un plan affine euclidien, on
oriente E en choisissant une base orthonormée % = (e, e3). En utilisant le théoréme précédent, on va
déterminer toutes les isométries affines f de &2. On rappelle que si f admet un point fixe O, alors via la
bijection & —+ E, P O?, f s’identifie & sa partie vectorielle f, cf. le point (2) du théoréme 3.3.12 et
la discussion précédant 3.3.42.

Soit d’abord f € Ist (), alors il existe un unique 6 € [0,2n[ tel que ? soit la rotation vectorielle

d’angle 6, i.e.
cosf —sinf
Mat%(7) - (sinﬁ cos 6 ) ’

Si ? = idg, i.e.81 8 = 0, alors f est une translation ¢, avec % € E. Sinon, si 0 € 10, 27|, alors
Fix(?) = {0} donc f admet un point fixe I unique, alors f est la rotation de centre I et d’angle 6.

Soit maintenant f € Is™(&?), alors ? est la symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle
D. Si f possede un point fixe I, soit 2 la droite affine I + D, alors f est la symétrie orthogonale o4 par
rapport & . Si f ne possede pas de point fixe alors, d’apres le théoreme précédent, il existe une unique
droite affine & de direction D stable par f, et pour tout I € Z ona f(I) =1+ 7 pour un certain ¥ € D,
0 #0. Alors f =t 009 = 09 oty, et Uon dit que f est la symétrie (orthogonale) glissée par rapport
A 2, de vecteur U : pour tout point M € 22, son image M’ = f(M) s’obtient en effectuant la symétrie
M — 05(M), puis en faisant un « glissement » de vecteur @ (dans la direction de la droite Z), ou bien
en faisant d’abord le « glissement » M — M + 7, puis en prenant le symétrique oo (M + 7)

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & directes indirectes
Fix(f) = 2 id
Fix(f) = droite symétrie orthogonale o

Fix(f) = point I | rotations de centre I
et d’angle 0 & 277
Fix(f) =92 translations symétries orthogonales glissées

3.2.2. Classification des isométries affines de ’espace. — Soit (&, F) un espace affine euclidien de
dimension 3, on oriente E en choisissant une base orthonormée %, = (e, €2, e3). En utilisant le théoreme
3.1.9 et la classification des isométries vectorielles de E (cf. 2.4.18), on va déterminer toutes les isométries
affines f de &.
ler cas. Soit d’abord f € Is™(&). Si ? = idg, alors f est une translation ¢, avec ¥ € E. Sinon,
est une rotation : Fix(f) est une droite vectorielle D, choisissons un vecteur directeur W de D, alors
il existe un unique 6 € ]0, 27| tel que f soit la rotation d’axe orienté par W et d’angle 0, c.-a-d.,
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pour toute base orthonormée (71, '5) du plan D' telle que la base (71, U, W) soit directe (i.e. telle
que détg, (U1, Vo, W) > 0), on a :

cosf) —sinf 0
Mat(71,72,ﬁ)(7) = | sinf cosf O
0 0 1

Si f a un point fixe I, soit Z la droite affine I + D, alors f est la rotation d’axe Z orienté par w
et d’angle 0 (et Uon a Fix(f) = 2).

Si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoreme 3.1.9, il existe une unique droite affine 2 de direction
D stable par f, et pour tout I € Z on a f(I) =1+ W pour un certain @ € D, W # 0. On peut alors
prendre U comme vecteur directeur de D, alors ? est la rotation d’axe orienté par U et d’angle €', ol
0 =0 si U et le vecteur W précédent sont « de méme sens », i.e. si U =\ avec \ > 0,et 0/ = —0si 0
et W sont « de sens opposé », i.e. si U = —A\W avec A > 0. On dit alors que f est le vissage de vecteur
7, d’axe 2 orienté par 7, et d’angle 6'.

2éme cas. Soit maintenant f € Is™ (&), alors 7 est de 'un des types suivants :

(1) 7 = —idg,

(2) f est une rotation gauche, c.-a-d., D = {¥ € E | ?(7) = — '} est une droite vectorielle, et la
restriction de f au plan D' est une rotation distincte de I’identité.

(3) 7 est la symétrie orthogonale op par rapport a un plan P.

Dans les cas (1) et (2), Fix(?) = {0} donc f a un point fixe I unique; dans le cas (1), f est la symétrie
centrale oy de centre I, dans le cas (2), f est une rotation gauche de centre I et d’axe 2 =1+ D.

Supposons que 7 =op. Si f aun point fixe I, alors Fix(f) est le plan &2 = I+ P et f est la symétrie
orthogonale o4 par rapport a &. Enfin, si f n’a pas de point fixe alors, d’apres le théoreme 3.1.9, il
existe un unique plan affine & de direction P stable par f, et pour tout I € £ ona f(I) =1+ U pour
un certain @ € P, U #0. Alors f =t 009 = op ot=, et Uon dit que f est la symétrie (orthogonale)
glissée par rapport & &2, de vecteur .

On peut résumer la classification par le tableau suivant :

Isométries f de & (dim & = 3) directes indirectes

Fix(f) =& idg

Fix(f) = plan & symétrie orthogonale o 4

Fix(f) = droite 2 rotations d’axe 2

et d’angle 0 & 277
Fix(f) = point symétries centrales et
rotations gauches d’angle 6 ¢ 77
Fix(f) =9 translations (Fix 7) E) | symétries orthogonales glissées
vissages (dim FIX(?

3.3. Appendice : Espaces affines réels

Cette appendice rassemble en maniere synthétique les définitions et les résultats sur les espaces affines dont on
a besoin. Attention : elle n’est pas faite pour apprendre les espaces affines, mais pour s’y référer en cas de besoin
d’une définition ou de I’énoncé d’un théoreme. Par exemple, cette section ne contient aucune preuve. On conseil au
lecteur voulant apprendre la théorie des espaces affines ou cherchant les détails d’une preuve de se référer au poly
du cours 2M270.

Définition 3.3.1 (Espaces affines réels). — Soit £ un R-espace vectoriel. Un espace affine & de direction
FE est un ensemble non-vide & muni d’une application

ExE— E, (z,y) — 1)

vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) ’ Relation de Chasles :  Z% = Zj + 7% ‘ Vr,y,z € &.

(2) L’application & x & — & X E, (x,y) — (z s@ est bijective.

On notera (z, 7) — (x,z+ ﬁ) la bijection inverse, c.-a-d., pour tout € & et @ € E, z + « désigne 'unique
y € & tel que ﬁ/ =
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Vocabulaire : les éléments de & sont appelés « points », ceux de E sont appelés « vecteurs ». Si F est de dimension
finie n, ce que nous supposerons par la suite, on pose dim & = dim E.

Ezxzemple 3.3.2. — Tout R-espace vectoriel E est un espace affine, pour lapplication E X E — E, (x,y) — @ =
y— .

Définition 3.3.3 (Repéres cartésiens d’un espace affine de dimension finie)
Soit (&, E) un espace affine, avec dim F = n. Un repére (cartésien) #Z de & est un couple (O, %), ou O est un

point de & et & = (e1,...,en) est une base de E; on dira aussi que le (n + 1)-uplet (O, e1,...,e,) est un repere

de &. Dans ce cas, pour tout point P de &, il existe un unique n-uplet (z1,...,2z,) € R™ tel que
075:x161+~~+wnen

et lon dit que (z1,...,%,) sont les coordonnées de P dans le repere Z.

Exzemple 3.3.4. — Soit B = (e1,...,exn) la base canonique de l'espace vectoriel E = R", posons

E=R"={(z1,...,2n) | Vi=1,...,n, z; €R}

considéré comme espace affine de direction E = R", c.-a-d., muni de Papplication & x & — E, (z,y) — ) = y—x =
> (yi — xzi)ei. Notons O le point (0,...,0) de & et Z le repere (O, %). Alors pour tout point P = (z1,...,%n)

de &, ses coordonnées dans le repere #Z sont (z1,...,Tn). Si on fixe un point arbitraire A = (a1,...,an) de & et
qu’on considere le repere Z' = (A, %), alors les coordonnées (x1,...,x;) de P dans %' sont données par I’égalité
ﬁ =zie1 + -+ Tpen, et comme par définition AP = Y7 | (x; — as)e;, on obtient } = z; — a; pour tout i.

Ce qui précede est un cas particulier du théoreme suivant :

Théoréme 3.3.5 (Changement de repére). — Soit (&, FE) un espace affine de dimension n, = (e1,...,en)
et € = (f1,--., fn) deus bases de E, soit P = Matg (%) la matrice de passage, et soient O,0" € &. Posons

00" = tie1 + -+ + tnen. Pour M € & arbitraire, notons (z1,...,%s) (resp. (x',...,xh)) ses coordonnées dans le
repére Z# = (0, B) (resp. # = (0',¢)). Alors on a
1 1,’/1 tl :Z'll Xr1 — tl
=P . |+]|:], et donc = p!
T xz tn x Tn — tn

De facon abrégée, si l’'on note X, X' et T les vecteurs colonnes ci-dessus, on a

X=PX' +T | X' =P (X -T)]

Définition et proposition 3.3.6 (Applications affines). — Soient (£, E) et (6, E’) deuz espaces affines. Une
application f : & — &' est une application affine s’il eriste un point O € & tel que Uapplication ¢ : E — E’

définie par :
VP e &, $(OP) = F(O) (P

soit linéaire. Dans ce cas, on note ¢ = 7, et les égalités ci-dessus sont vraies pour tout couple de points (I, P),
c.-a-d., on a pour tout I € § :

VvPes, fFP =TaB)| e |VieE, fU+7)=f0)+ @)

On dit alors que 7 est la partie linéaire de f.

Remarque 3.3.7. — Pour f: & — & arbitraire, et O € &, I'application ¢ : E — E définie plus haut n’a aucune
raison d’étre linéaire : prendre par exemple & = E =R, O = 0 et f(t) = t* pour tout ¢t € R, alors ¢(t) = f(t) n’est
pas linéaire.

Proposition 3.3.8 (Ecriture d’une application affine dans des repéres cartésiens)

Soient (&, E) et (&', FE') deux espaces affines, avec dim E = m et dim E' = n, et soit f : & — &' une application
affine. Soient # = (0, B) et #' = (O',€) des repéres de & et &', soit A = Mat<ggg(7) € My,m(R) et soient
(b1, ...,by) les coordonnées de f(O) dans %'.

Alors, pour tout P € &, de coordonnées (z1,...,Tm) dans %, les coordonnées (yi,...,yn) de f(P) dans %’
sont données par :

Y1 x1 by
=A +

Yn Tm b'/n

Définition et proposition 3.3.9 (Translations de &). — Pour tout U e E, on appelle translation de vec-
teur o Uapplication tw : & — &, qui a tout x € & associe le point x + U. Clest une application affine, dont la
partie linéaire est idg.
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Lemme 3.3.10. — Pour tout ﬁ, v e E ona ’ ooty =tz v ‘ Donc l’ensemble des translations est un groupe

commutatif; en particulier, toute translation t est bijective, d’inverse t_—;.

Proposition 3.3.11 (Composée d’applications affines). — Soient & L6 5 6" deus applications affines,
alors la composée go f : & — &" est affine, et sa partie linéaire est| (g o ) = 7 o 7

Théoréme et définition 3.3.12 (Transformations affines et groupe GA(&))

Soit (&, E) un espace affine.

(1) On note TAff(&) l'ensemble des transformations affines de &, i.e. applications affines & — & ; il est stable
par composition, c.-a-d., si f,g € TAfI(&) alors go f € TAH(&).

(2) Pour tout O € &, tout f € TAfH(&E) s'écrit f = tm o ¢o, ou po est Uapplication affine définie par
bo(P) =0+ [ (OP).

(

(

3) Soit f € TAH(&E), alors| f bijective <> 7 bijective.
4) On note GA(&) = {f € TAfE(&) | f bijective} ; c’est un groupe, et Uapplication GA(E) — GL(E), f — ?

est un morphisme de groupes.

(5) Pour tout f € TA(&) et U EE, onafoty = b o f ; en particulier si f € GA(&) alors fotgof ! =
b -
Remarque 3.3.13. — Soient (&, E) et (&', E") deux espaces affines de dimension finie, et soit f : & — & une

application affine bijective. Alors f : E — E’ est une application linéaire bijective, donc E et E’ sont isomorphes ;
en particulier ils ont méme dimension, donc dim & = dim &”.

3.3.14. Barycentres et sous-espaces affines. —

Théoréme et définition 3.3.15 (Barycentres). — Soit & un espace affine, soient Py,..., P, € & et t1,...,tn
des réels tels que ’tl +o -ty =1 ‘ Alors il existe un unique point G € & tel que :

— —
() ’VI €& IG=tIP, +-- +t.lP,

et G s’appelle le barycentre des points pondérés (P;,t;) (i.e. chaque point P; est affecté du « poids » t;). On
notera :

(%) ’G=t1P1+"'+tnPn-‘

Lorsque t1 = -+ = tyn, dou t1 = --- = t, = 1/n, on dit que G est le centre de gravité ou isobarycentre des
points Pi,..., P,.

Remarque 3.3.15.1. — La démonstration du théoréme montre que si un point G’ vérifie 'égalité (x) pour un
point I, alors G’ égale G et vérifie 'égalité (x) pour tout point I.

Définition 3.3.16 (Segments). — Soient A, B € &, on définit le segment [A, B] comme I'ensemble des points
qui sont « entre » A et B, i.e. ’ensemble des points P de la forme

P=A+tAB=B+(1—t)BA,  avecte0,1],
c’est donc aussi ensemble des barycentres P = (1 —t)A +tB, avec t € [0, 1]. En particulier, le centre de gravité de
A, B (qui correspond & t = 1/2) est le milieu du segment [A, B].
Proposition 3.3.17 (Associativité des barycentres). — Soient Ay,...,An € &, t1,...,tn € R tels que t1 +
<o+t =1, et G le barycentre des points pondérés (Ai,t1), ..., (An,tn).
(1) On suppose que pp=t1++-++tn—1 =1—1t, est non nul. Soit H le barycentre des points pondérés (Ai,t1/u),
oy (An—1,tn—1/p), alors ’ G est le barycentre de (H, ) et de (An,tn). ‘

(2) En particulier, si t1 = -+ = tn, = 1/n, soit G (resp. H) le centre de gravité G de Ai,..., A, (resp. de
Ai,...,An_1), alors G est le barycentre de (H, (n —1)/n) et de (An,1/n).

Ezemple 3.3.18 (Centre de gravité d’un triangle). — Dans le plan affine &, soient A, B, C trois points non
alignés, soit G le centre de gravité des points A, B, C, et soit O € £ arbitraire. Notons I le milieu du segment
[BC], alors la droite (AI) s’appelle la médiane du triangle issue de A. Appliquons la proposition précédente a
A1 =B, A, =C,As = A, alorsonau=2/3et t;/u=1/2pouri=1,2,donc H=1et'ona:

(75:%5?+%@i.

Prenant O = G, on obtient Cﬁ = —257 : ceci montre que G est situé sur le segment [AI], aux deux-tiers du
segment en partant du sommet A. On a le méme résultat si 'on introduit les milieux J et K de [BC] et [C'A], donc
on obtient le résultat suivant : « les médianes d’un triangle se coupent aux deux-tiers de leur longueur (en partant
des sommets), et le point d’intersection est le centre de gravité du triangle ».
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Théoréme 3.3.19 (Applications affines et barycentres). — Soit f : & — &' une application affine. Alors f
préserve les barycentres : si G € & est le barycentre des points (A, t;) alors f(G) € &' est le barycentre des
points (f(4A:),t:).
Définition et proposition 3.3.20 (Sous-espaces affines). — Soient (&, E) un espace affine et F un sous-
ensemble non-vide. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour tous Mo, Mi,...,M, € F et tous to,t1,...,tp € R tels que to + -+ +t, = 1, le barycentre G =
toMo + - - - + tp, My appartient ¢ F.

— —

(2) Pour tous Mo, M1, ..., My, € F et tous \,..., \p € R, le point Mo+ A\ MoMi + - - - + A\p Mo M, appartient
a F.

(3) Il existe Mo € .F tel que F = {MoM | M € .F} soit un sous-espace vectoriel de E.

(

—
4) Pour tout My € F, F = {MoM | M € F} est un sous-espace vectoriel de E, indépendant du choiz de
Mo e F.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que F est un sous-espace affine (en abrégé : sea), de direction F,
et l’on pose dim % = dim F.

Remarque 3.3.21. — Soient (&, F) comme dans la proposition précédente, alors # est un espace affine de di-
rection F', ce qui justifie la terminologie « sous-espace affine de & de direction F' ». En effet, application
—
fix?aﬂ (M07M)'—)M0M
est la restriction & % x % de l'application & x & — E, donc vérifie la relation de Chasles. D’autre part, d’apres le

—
point (4) de la proposition, pour tout My € %, 'application # — F, M — MM est bijective. Ceci prouve que #
est bien un espace affine de direction F' (cf. définition 3.3.1).

Définition 3.3.22 (Sea de direction F passant par un point A). — Soient (&, E) un espace affine et F' un
sev de E. Pour tout A € &, il existe un unique sea de direction F' passant par A, c’est :

F={Pc&|APcF}={A+7 | e F}
on le note A + F'. De plus, pour tout point B € .%, on a aussi .% = B+ F.

Exzemples 3.3.28. — (1) Pour tout P € &, le singleton {P} est un sea de & de dimension 0, et réciproquement.
(2) Soit Z un sea de & de dimension 1, et soit D = R sa direction (une droite vectorielle dans E). Pour tout
A fixé dans 2, on a :
P =A+RT ={A+tUd |[teR} ={(1-t)A+tB|t€R}
oit 'on a posé B = A + ¥. Réciproquement, pour tout A # B dans &, ’ensemble des barycentres :
{1—-¢t)A+tB|teR}
est un sea de & de direction RE, qu’on appelle la « droite affine » (AB).

Proposition 3.3.24 (Sous-espaces affines définis par des équations). — Soit (&, E) un espace affine. On
fize O € &. Soient fi1,..., fp € E* des formes linéaires sur E et ci,...,cp € R. On pose

F={Pc&|f(OP)=c;, Yi=1,...,p}
Alors, si F # &, c’est un sea de &, de direction ’espace vectoriel

F={W c€E|f()=0, Vi=1,...,p} =) Ker(f).

=1

Exzemples 3.3.25. — Soit (&, E) un espace affine de dimension n. Fixons un repére (O, e1,...,e,) de &, d’ou des
coordonnées (x1,...,x,). Alors toute forme linéaire sur E est de la forme x — a1x1 + - - - + anx, et donc se donner
des équations f;(OM) = ¢; pour i = 1,...,p équivaut & se donner un systéme :

aiix1 + -+ a1pn = C1

ap1T1 “F“"‘Fapnxn = Cp

et la proposition précédente signifie la chose suivante : si I’ensemble % des solutions de ce systéme est
non-vide, alors c’est un sea de & de direction 1’espace vectoriel F' formé des solutions du systéme
homogeéne :
anr1 + -+ aintn = 0
ap1x1 + -+ apnxn = 0.
Illustrons ceci par les deux exemples suivants :
(1) F = {(z1,22,23) ER® | &1 + 20 + 23 =1, x1 +2x2 = 2} # & (il contient, par exemple, le point (0, 1,0)),
c’est un sea de R® de direction la droite vectorielle

F = {($1,$2,ZE3) GRs | r1+x2+23=0=121 +2$2}.
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(2) Par contre,
ﬁ:{(11,$2)€R2|1}1 +x2 =1, 2$1+2$2:3}

est vide!

De plus, dans un espace affine & de dimension n, tout sous-espace affine .# de dimension r peut étre défini par
exactement n — r équations :

Proposition 3.3.26. — Soient (&, E) un espace affine de dimension n et F un sea de direction F, dim F = r.
Soit O € & arbitraire et (e1,...,er) une base de F, complétons-la en une base B = (e1,...,en) de E et notons
(z1,...,2n) les coordonnées dans le repére Z# = (O, B). Alors il existe cry1,...,cn € R tels que

F={M(z1,...,zn) €E |zi=ci, Yi=r+1,...,n}

Définition et proposition 3.3.27 (Sous-espace affine engendré par une partie non-vide)
Soit (&, E) un espace affine, X une partie non vide de &. Alors l’ensemble F de tous les barycentres

G =toAo+ -+ tpA,, ot Ao,...,Ap €X, to,....tpER, to+--+t,=1

est un sous-espace affine de &, et c’est le plus petit sea de & contenant X. On [l’appelle le sea engendré par
X et on le note Afi(X). De plus, pour tout choiz d’un point Ao € X, on a :

— —
Aff<X> :{A0+)\1A0A1+~~-+)\Z;A0Ap|A1,..‘,Ap€X, /\1,.‘.7/\;;6]1%}
=A0+Vect{A0§ | Be X}

Corollaire 3.3.28 (Sea engendré par des points Ag,...,A,). — Soit (£, E) un espace affine, le sous-espace
affine engendré par des points Ao, ..., Ap € & est

Aff(Ao, ..., Ap) ={G =toAo+ -+ tpAp | to,...,tp ER, to+---+t, =1}
:A0+Vect{AOA1,...,AOAp}

— —
sa dimension est celle de l’espace vectoriel F' = Vect{AoAx,...,AcAp}; en particulier, dim Aff(Ao,..., Ap) =p <
les vecteurs AoAi, ..., AoAp sont linéairement indépendants.

Remarque 3.3.29. — Dans le corollaire précédent, on a choisi le point Ag comme « origine », mais bien str le

méme résultat est valable pour tout point A;, i.e. on a aussi F' = Vect{A;A; | j # i} et Aff(Ao,...,Ap) = A, + F.

Définition 3.3.30 (Points affinement indépendants ou liés). — Soit (&, E) un espace affine et soit p € N*.
On dit que (p+ 1) points Ao, ..., A, € & sont affinement indépendants si le sea de & qu’ils engendrent (i.e. le
plus petit sea de & qui les contient) est de dimension p, c.-a-d., si les vecteurs AgA1,..., AgAp sont linéairement
indépendants (ceci équivaut & dire que, pour 4 fixé, les p vecteurs A; A;, pour j # 4, sont linéairement indépendants).
Dans le cas contraire, on dit que Ao,...,Ap € & sont affinement liés.

Si p = 2, les trois points Ag, A1, A2 sont affinement liés <= ils sont alignés. Donc Ao, A1, A2 sont affinement
indépendants <= ils sont non alignés.

On dit que des points Ag, ..., A, € & sont coplanaires s’ils sont contenus dans un sea & de dimension 2 (un
plan affine), i.e. si dim Aff(Ao, ..., Ap) < 2. Donc quatre points Ao, ..., Az sont affinement indépendants <= ils
sont non coplanaires.

Définition 3.3.81 (Retour sur les repéres). — Soit (&, E) un espace affine de dimension n. Se donner un
repere #Z = (Ao, #) de & (ol B est une base de E) équivaut & se donner un (n + 1)-uplet de points Ao, A1, ..., A,
affinement indépendants : dans ce cas les n vecteurs ApAi,...,ApA, sont linéairement indépendants donc
forment une base % de E, et la donnée de (Ao, #) équivaut bien sir a celle du (n + 1)-uplet (Ag, A1,...,An). On
dira aussi qu'un tel (n 4 1)-uplet de points affinement indépendants forme un repere de &.

—
0Apy) est

—
Attention, cette fois 'ordre des points est important : Ag est Vorigine et la base B = (AoA1,...,
ordonnée, i.e. les coordonnées (z1,...,zn) dans ce repére correspondent au point
n

— —
Ao+ 21 A0A1 + -+ + nAgAn = (1 - sz‘)Ao +x21A1 4+ zrAn.

i=1
Définitions 3.3.32 (Sea paralleles). — Soit (&, E) un espace affine et %1, %> deux sea, de directions respectives
F1 et Fs.

(1) On dit que #i est faiblement paralléle & F si V'on a Fi C F,. Dans ce cas, si A9 € %1 N F2, alors
F1 = Ao+ F1 C Ap + F>» = %5, donc on a 'alternative suivante : ou bien

321 gﬁg ou bien 371054‘2:®

(2) On dit que %1 et %> sont paralléles si 'on a Fy = F». Dans ce cas, on a 'alternative suivante : ou bien
1 = %5 ou bien %1 N % = @.

)
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Remarque 3.3.32.1. — Attention, deux sea .#1,.%2 qui vérifient .#; N F2 = & ne sont pas nécessairement
paralléles! Par exemple, dans R? les droites affines 2 et %> d’équations respectives t =y =0etz—1 =0 =z
vérifient 21 N P> = @ mais ne sont pas paralleles : la direction D1 de %1 (resp. D2 de 2») est la droite vectorielle
d’équation © =0 =y (resp. x =0 = z) et 'on a D1 # D».

Proposition 3.3.33 (Sea engendré par deux sea .# et #'). — Soit (£, F) un espace affine, soient (#,F),
(F', F') deux sous-espaces affines, P € F et P' € F'.
—

(1) Le sous-espace vectoriel V = F + F' + RPP’ est indépendant du choiz de P € F et P' € F'.

(2) OnaV=F+F << FNTF +£02.

(3) Le sous-espace affine engendré par F U.F' est P+V =P +V, on le notera F + .F'. V)

(4) Par conséquent, si F et F' sont de dimension finie (par exemple, si & lest), on a :
dim(F + F') si FNF #+ 2,

dim(Z + F') =
m(F + ) {dim(F+F’)+1 siFNF =0o.

Remarque 3.3.34. — Dans la proposition précédente, si dim.# = p, dim.F = r et si (P, A1,...,4,) et
(P',Bi,...,B;) sont des reperes de .# et F', alors & + .F' = Aff(P,Ay,..., Ay, P',B1,...,B,).

Proposition 3.3.35 (Intersection de deux sea F et #'). — Soit (£, E) un espace affine et soient (F,F),
(F', F') deuzx sous-espaces affines. Si F N.F' est non vide, c’est un sea de direction F N F".

Proposition 3.3.36 (Applications affines et sous-espaces). — Soit f : & — &' une application affine, notons
¢ sa partie linéaire.
(1) Soit (F,F) un sea de &, alors f(F) est un sea de &' ; plus précisément, si P € F alors f(F) = f(P)+¢(F).
(2) Soit (F',F') un sea de &'. On a f~H(F') = @ si f(£)NF' = @, sinon f~H(F') est un sea de & de direction
¢~ (F') ; plus précisément, si P € F est tel que f(P) € F' alors
FUF)={Q=P+ T €& | f(Q) =f(P)+é(U) e F'}
—{(Q=P+ T eS| [(P)(Q) = (W) € F'} = P+ ¢ " (F).

3.3.37. Projections, symétries, points fixes. —

Proposition 3.3.38. — Soit (&, E) un espace affine et soient (F,F), (F',F') deuz sous-espaces affines tels que
F+ F' =E. Alors & N.Z' est non vide et est un sous-espace affine de direction F N F’.

Corollaire 3.3.39 (Sous-espaces supplémentaires). — Si E = F @ F', i.e. si F et F' sont supplémentaires,
alors pour tous sea F de direction F et F' de direction F’, l'intersection & N.F' est un singleton {P}.

Démonstration. — D’apres la proposition précédente, . N.#’ est non vide et est un sea de direction F N F’ = {0},
donc c’est un singleton {P}. O

Définition 3.3.40. — Soient (&, E) un espace affine et (#,F) et (F', F') deux sea tels que E = F @ F'. D’apres
le corollaire précédent, # N .#’ est un singleton {O} et, comme F = F & F’, on a :
VMeé&, (P, P)ec.F x.F tel que 6?4:0.13)+O_>P.

On définit alors :

(1) la projection T = 75 g/ sur .# parallélement & &' par 7(M) = P,

(2) la symétrie s = sz & par rapport a .# parallelement & &' par s(M) = M + 2]\ﬁ =M — 20—P%,
i.e. Ms(M} = 2MP = 20P.
(Faire un dessin dans le plan affine &, pour deux droites sécantes .Z et .#', non nécessairement orthogonales, par
exemple .7 d’équation y = 1 et .#’ d’équation y —x = 1.)

Si de plus dim.# = dim& — 1 (de sorte que dim.#’ = 1, i.e. #’ est une droite affine), on dit que .# est un

hyperplan affine de & et que sz g est la réflexion par rapport a I’hyperplan .# parallelement & la droite
F'.

Définition 3.3.41 (Points fixes). — Si X est un ensemble et f une application X — X, on dit que = € X est
un point fixe de f si f(z) = x. On notera Fix(f) I’ensemble des points fixes de f; il peut étre vide.

Soit (&, E) un espace affine et f : & — & une transformation affine. Si f posséde un point fixe O, on a vu que,
via la bijection & =+ E, P — O?, f s’identifie & sa partie linéaire 7 (cf. point (2) du théoreme 3.3.12). Donc,

lorsque f possede un point fixe, I’étude de la transformation f se ramene & ’étude de I’endomorphisme 7 de E,
et 'on peut appliquer les résultats connus sur les endomorphismes. Ceci explique l'intérét d’étudier I’ensemble des
points fixes de f. On a la proposition suivante.

(1) Attention, cette notation n’est peut-étre pas standard, peut-étre les puristes s’en tiennent-ils & la notation A(FUFy. ..
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Proposition 3.3.42 (Points fixes de f). — Soient (&, E) un espace affine de dimension finie, f : & — & une
application affine, et sa partie linéaire.

(1) SiFix(f) est non vide, c’est un sea de direction Fix(?) = Ker(? —idg).

(2) Si Ker(? —idg) = {0}, alors f a un point fize unique I.






CHAPITRE 4

FORMES HERMITIENNES, ESPACES HILBERTIENS
ET GROUPES UNITAIRES

Résumé : Ce chapitre est ’analogue du Chap. 6 quand on remplace le corps R par C. De fagon simplifiée :
« on remplace le carré 2 d’un nombre réel par le module au carré |z|> = 2z d’un nombre complexe ». Ceci conduit
a la notion de forme hermitienne (analogue de la notion de forme bilinéaire symétrique), puis de produit scalaire
hilbertien sur C™ (analogue du produit scalaire euclidien sur R™). On introduit alors le groupe U(n) des isométries
de lespace hilbertien C™, puis la notion d’endomorphisme auto-adjoint et, plus généralement, d’endomorphisme
normal. Un des avantages de se placer sur le corps C est l'existence de valeurs propres et vecteurs propres; on
obtient ainsi les importants théoremes de diagonalisation 4.4.7 et 4.4.8.

On a indiqué par des symboles @ les définitions, exemples et résultats fondamentaux. Par ailleurs, des com-
pléments de cours, pour les étudiants intéressés, sont donnés dans un appendice & la fin du chapitre (on y esquisse
brievement 'utilisation des « espaces de Hilbert » (de dimension infinie) en Analyse). Ces passages n’interviendront
pas dans les évaluations.

4.0. Rappels sur les nombres complexes

Dans tout ce chapitre, le corps de base est C. On note i une racine carrée de —1, choisie une fois pour toutes.
On rappelle les points suivants.

Définitions 4.0.1 (Parties réelle et imaginaire, conjugaison complexe, module et argument)

(1) Tout z € C s’écrit de fagon unique z = a + b, avec a,b € R; a s’appelle la partie réelle de z et se note Z(z),
b s’appelle la partie imaginaire de z et se note .#(z). Remarquons que, comme —iz = b—ia, on a | Z(—iz) = S (z)
et | I (iz) = Z(z).

(2) La conjugaison compleze est 1'application qui & tout z = a + ib associe Z = a — ib. Remarquons que :

’z+2:2%(z),Hz—§:2iﬂ(z)‘et z =Z < z € R| D’autre part, ona’z—i—z/:f—o—?

(3) Si z=a+ib, on a 2z = a® + b et |z| = v2Z s’appelle le module (ou la norme) de z. D’aprés la derniere

et ’ 22 =Z 2.

égalité ci-dessus, la norme est multiplicative, i.e. on a’ |z122| = |z1] - |22]. ‘

(4) Enfin, si z # 0, alors z/|z| est de module 1, donc de la forme €, avec § € R/277Z (cf. Chap. 5, Appendice
2.5). Donc tout z # 0 s’écrit de fagon unique :

z=pe’, avec p=|z| € R} et § € R défini modulo 277

(par exemple, on peut prendre 6 dans [0, 27 ou bien dans | — 7, 7]); on dit que 0 est ’argument de z.

4.1. Formes hermitiennes

Ezxemple 4.1.0. — Le carré de la norme d’un nombre complexe z est la valeur en x = y = 2z de la fonction de
deux variables ¢(z,y) = 7. Cette fonction ¢ : C x C — C est linéaire en la lére variable :

p(Ax + pa'’,y) = Ao+ pa')J = Ay + pa’ § = A (z, y) + pd(z’, y)

mais pas tout-a-fait linéaire en la 2éme variable, puisqu’on a :
oz, Ay + py') = Xy + py’ = 2 Ag + 2y’ = Ag(x,y) + g, y).

D’autre part, on a ¢(y,z) = yT = 7 = ¢(x,y). Ceci conduit aux définitions suivantes.

(O version du 10/4,/2013
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Définition 4.1.1 (Applications semi-linéaires). — Soient E, F' deux C-espaces vectoriels. Une application f :
E — F est dite semi-linéaire si elle vérifie :

Yu,v € E, VzeC, ’f(u-l—v)zf(u)—!—f(v)‘ ’f(zu)z?f(u)‘

Ces deux conditions équivalent bien siir & la condition : ’ flzu+v) =Zf(u) + f(v). ‘

Définition 4.1.2 (Formes hermitiennes). — Soit E un C-espace vectoriel.
(1) Une forme hermitienne sur E est une application ¢ : E X E — C qui vérifie les deux conditions suivantes :

(a) ¢ est linéaire en la lére variable et semi-linéaire en la 2eme variable, i.e. :
{wm +a',y) = Mp(,y) + o', y),
oz, My +y') = A(z,y) + o(z,y")

(b) ¢ a la propriété de « symétrie hermitienne » ci-dessous :

Ve, z',y,y € E, V\eC,

(*) Va,y € E, #(y, z) = ¢(z,y).
(2) Observons que, pour tout z € E, (x) entraine ¢(z,z) = ¢(z,z) d’ou | ¢(z,z) € R.

(3) On note | Z(E) | 'ensemble des formes hermitiennes sur E; si ¢, ¢ € J€(E) et s,t € R, on voit facilement
que l'application s¢ + typ : E x E — C définie par (s¢ + t¢)(u,v) = sé(u,v) + ti(u,v) est encore une forme
hermitienne. Par conséquent, 77 (E) est un ’ R-espace vectoriel‘ (mais pas un C-espace vectoriel, car si A € C— R,

alors A¢ ne vérifie plus (x)).

(4) Remarquons enfin que, pour vérifier qu’une application ¢ : E X E — C est une forme hermitienne, il suffit
de voir que ¢ vérifie (%) et est linéaire en la 1ére variable; ces deux conditions impliquent en effet la semi-linéarité
en la 2éme variable, car :

o, y+y) =o(A\y+ v x) = Ad(y, ) + oy, x) = Ad(y, ) + ¢y, x) = A(x,y) + ¢z, y).

Remarque 4.1.2.1. — La notion de forme hermitienne sur un C-espace vectoriel est une « variante » de la notion
de forme bilinéaire sur un R-espace vectoriel.

Définition 4.1.8 (Formes quadratiques hermitiennes). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vec-
toriel E. On dit que Uapplication @Q : E — R, z — ¢(z, x) est une forme quadratique hermitienne sur E. D’apres
le lemme qui suit, ¢ est entierement déterminée par @, et 'on dit que ¢ est la forme polaire de ). Notons aussi
que pour tout A € C, on a

Q(\z) = oAz, \x) = Mg (z,x) = MQ() = [N Q(=).

Lemme 4.1.4 (Polarisation). — Soient E un C-espace vectoriel, ¢ € H#(E) et Q lapplication E — R, © —
o(x,z). Alors, pour tout x,y € E, on a :

M) R(6(,9) = 5 (Q +3) ~ Q) ~ QW) = 1 (@ +3) — Qx —))
) F6(2,9)) = 5 (@ +iy) — Q) - Q) = § (@ +iy) - Qlz — i)
®3) 4d(x,y) = Qz +y) — Qz —y) +iQ(x + iy) — iQ(x — iy).
Démonstration. — On a

Qx+y) =d(x+y,x+y) = Q)+ Qy) + é(x,y) + ¢y, )
Qx—y)=¢z—y,z—y) =Qx)+Qy) — o(z,y) — 9y, x)

et comme ¢(z,y) + ¢(y,z) = ¢(z,y) + ¢(z,y) = 2%(¢(z,y)), on obtient (1). Comme & (z) = Z(—iz) pour tout
z € C, on obtient

T (p(2,y)) = Z(—i¢(z,y)) = Z(d(x, iy))
et donc (2) s’obtient en remplagant y par sy dans (1) et en utilisant que Q(iy) = |i|* Q(y) = Q(y). Enfin, (3) découle
de (1) et (2). O

Désormais, on suppose E de dimension finie n.

Définition 4.1.5 (Matrices hermitiennes). — Une matrice A € M, (C) est hermitienne si On note
MH,, (C) I'ensemble de ces matrices, si A, B € MH,,(C) et s,t € R, alors sA + ¢tB € MH,(C), donc MH,,(C) est un
R-espace vectoriel (mais pas un C-espace vectoriel). Observons que si A € MH, (C), ses coefficients diagonaux a;

vérifient a;; = a;; donc
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Remarque 4.1.5.1. — On a | dimg MH,,(C) = n>. ‘ En effet, notons N le nombre de coefficients qui sont stricte-

ment au-dessus de la diagonale. C’est aussi le nombre de coefficients qui sont strictement en-dessous de la diagonale,

et il y a n coefficients diagonaux. Donc 2N +n = n?, d’on ’ 2N =n? —n = n(n — 1). | Puis, une matrice hermitienne

est déterminée par le choix de n coefficients réels sur la diagonale et de N coefficients complexes au-dessus (ceux
en-dessous en étant les conjugués), pour chaque coefficient complexe, il faut choisir sa partie réelle et sa partie
imaginaire, d’ot1 au total n + 2N = n? coefficients réels.

Définition et théoréme 4.1.6 (Matrice d’une forme hermitienne et changement de base)
Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel E de dimension n et soit Z = (e1,...,en) une base de
E.

(1) La matrice Matg(¢) de ¢ dans la base B est la matrice A = ()i j=1 € Mn(C), ot ai; = ¢(es, e;). Comme
d(ej,ei) = dlei,e;), on a aj; = ai;, donc ‘A=A, i.e. A € MH,(C).
(2) ¢ est enticrement déterminée par sa matrice A : en effet, d’aprés la linéarité (resp. semi-linéarité) en la

lére (resp. 2éme) variable, on a l’égalité :

T1 Y1

(*) \4 s € (Cn, ¢ (Zmiei,z‘yjej> = Z xi?j¢(ei,ej) = Z Qij TiYj.
i=1 =1

4,j=1 i,j=1
Tn Yn ’

Donc, si l'on note X,Y les vecteurs colonnes ci-dessus, on a la formule matricielle ’ H(X,Y) =X AY.

(3) Réciproquement, pour tout A = (ai)ij=1 € MHn(C), Vapplication ¢ : E x E — C définie par
da(D 7, wiei, D5 yje;) = > aij Ty est une forme hermitienne sur E, et Matg(¢a) = A. Donc, se donner
une forme hermitienne sur E « est la méme chose » que se donner une matrice hermitienne : de fagon précise,
Uapplication pg : 7 (E) — MH,(C), ¢ — Matz(¢) est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

(4) Soient B’ une autre base de E et P la matrice de passage Matg(#'). Alors

() A" = Mat g (¢) ='P AP.

Démonstration. — (2) Comme ¢ est linéaire (resp. semi-linéaire) en la 1ére (resp. 2éme) variable, on a bien ’égalité
(*), qui montre que ¢ est déterminée par sa matrice, donc que 'application ug : S (E) — MH,(C), ¢ — Matg(¢)
est injective. D’autre part, on voit que le scalaire ZZL o1 Qi T Yj € C est égal au produit matriciel

Y1
X AY = (z1,...,20)A :
Yn.,
Ceci prouve (2). Avant de prouver (3), remarquons déja que 'application pg est R-linéaire. En effet, si ¢, ¢ € J(E)
et s € R, alors s¢ + 1 est la forme hermitienne définie par (s¢ + ¥)(u,v) = s¢(u,v) + ¥(u,v) pour tout u,v € E,

donc a fortiori on a (s¢ + ) (ei,e;) = so(ei, e;) + (es, e5) pour tout ¢, 7, d’ott pugm(sdp + ) = spz(P) + pae ().
Prouvons (3). Pour tout A = (a;); ;=1 € MH,(C), 'application ¢4 : E x E — C définie par

ba <Z$z‘€uzyﬂj> = > aijziy;
i=1 j=1

i,j=1

est linéaire en les x;, et vérifie :

n n n n
pa(y,z) = da (Zyjej,zxiei> = i yiTi= Y ai; @ Y; = dalw,y)
=1 i=1

=1 " ij=1
=a5;
donc est une forme hermitienne sur E; de plus, prenant z;, = 1 = y;, et z; = 0 = y; pour ¢ # ig et j # jo, on
obtient que ¢a(eiy,€jo) = Gig,j, POUr tout io,j0 = 1,...,n, dot Matg(¢pa) = A. Ceci montre que I’application
R-lindaire injective pg : J(E) — MH,(C), ¢ — Matg(¢) est aussi surjective, donc c’est un isomorphisme de
R-espaces vectoriels. En particulier, se donner une forme hermitienne sur E « est la méme chose » que se donner
une matrice hermitienne.

Enfin, démontrons (4). Soient z,y € E, ils correspondent dans la base % (resp. %’') & des vecteurs colonnes X, Y
(resp. X', Y’). D’aprés la formule de changement de coordonnées, on a X = PX’ et Y = PY’, d’ou 'X = X' ‘P et

Y = PY’, et donc :
d(x,y) =X AY ='X"'"PAPY"

ce qui entraine A’ ='P A P. Le théoréme est démontré. O
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Définition 4.1.7 (Carrés de modules et « doubles produits »). — En séparant, d’une part, les termes z; 7;
et, d’autre part, les termes x; J; avec ¢ # j, la formule () de 4.1.6 se récrit de la fagon suivante (puisque aj; = a5;
pour tout i # j) :

1 Y1

n n
(*/) Y s € k‘n, ¢ <Z~Tz’€i7zyj@j) Zauxzyz‘f' Z alj Q]‘ZE-F@%]E)
i=1 j=1

1<i<j<n
Tn Yn is

En particulier, prenant Y = X (i.e. y; = z; pour tout %), on voit que la forme quadratique hermitienne @ associée
& ¢ est donnée par la formule suivante (noter que x; T7 = |z:|?) :

) Qz1,...,zn) Zau\mz + Y (Tt agTa) =Y aulel’+ Y 2%(ay i T).

1<i<j<n i=1 1<i<j<n

On voit donc apparaitre les carrés des modules des x;, et les parties réelles des doubles produits x; T;. Pour abréger,
on parlera de « carrés de modules » et de « doubles produits ».

Définition et proposition 4.1.8 (Rang d’une forme hermitienne). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un
C-espace vectoriel E de dimension n et soit B = (e1,...,en) une base de E.

(1) On définit le rang de ¢ par rang(¢) = rang(A), ou A = Matz(¢) ; ceci ne dépend pas du choix de la base
A.

(2) On dit que ¢ est non-dégénérée si rang(¢) = dim E, i.e. si sa matrice dans une (et donc dans toute) base
de E est inversible.

Démonstration. — Soient %’ une autre base de F et P = Matg(%’). Comme ‘P et P sont inversibles (on a
(‘P)"' =P~ et (P)~' = P-1), alors la matrice A’ = Matg (¢) = 'PAP a méme rang que A. O
Définition et proposition 4.1.9 (Orthogonalité). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel
E.

(1) On dit que deuz vecteurs x,y € E sont orthogonaux (pour ¢) si ¢(x,y) = 0; ceci équivaut & dire que

o(y,x) =0 (puisque ¢(y,z) = ¢(x,y) et vice-versa). Plus généralement, on dit que deux sous-ensembles X,Y de E
sont orthogonauz si 'on a ¢(x,y) = 0 pour tout x € X ety € Y. On notera X LY pour signifier que X et Y sont
orthogonaux.

(2) Pour tout sous-ensemble Y de E, on définit son orthogonal (relativement & ¢), noté Y ou simplement
Y+, par :

(%) ’YL:{x€E|¢(x,y):O, VyEY}‘

c’est un sous-espace vectoriel de E (méme si Y n’en est pas un); de plus, on a les propriétés suivantes :

(%) vcz— 2z cv'] Y+ = Veet(v)*

en particulier, si 'Y est un sous-espace vectoriel F de E et si (fi,..., fp) est une famille génératrice de F, alors

[FL={f ol = {w € B| 6w, f) =0, Vi=1,..p}]

(3) On pose ’ N(@)=Et={zc E|¢(z,y) =0, VyecY} ‘ et on l’appelle le noyau de ¢.

Démonstration. — Soient z,2’ € Y+ et A € C, alors on a, pour tout y € Y, ¢(\x +z',y) = Ao(x, y) + ¢(a’,y) = 0,
ce qui montre que Az + 2’ € Y. Donc Y+ est un sous-espace vectoriel de E.

11 est immédiat que si Y C Z, alors Z- C Y+ car si 2 € Z1 alors x est orthogonal & tout élément de Z, donc
est a fortiori orthogonal & tout élément de Y (puisque Y C Z), donc z € v+

Comme Y C Vect(Y), ceci donne déja I'inclusion Vect(Y)* C Y. Montrons l'inclusion réciproque. Soit z € Y+
et soit v un élément arbitraire de Vect(Y), par définition, v s’écrit comme une combinaison linéaire finie v =
Myr+ -+ ANy, avec y; €Y et A\; € C; alors on a

“ 3R gt -
=

et donc x € Vect(Y)*. Ceci montre I'inclusion Y+ C Vect(Y)*, d’ott égalité Vect(Y )™ = Y+. L’assertion (2) est

démontrée. 0

Théoréme 4.1.10 (Orthogonal d’un sous-espace). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace vectoriel
FE de dimension n et soit F' un sous-espace vectoriel de E, de dimension r.

(1) Ona|FC (FY* |et |[dmF' > dimE - dim F. |
2

) ’ N(¢) = {0} & ¢ est non-dégénérée. ‘
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(3) Si ¢ est non-dégénérée, on a ’ dim F+ = dim FE — dimF‘ et |F=(FH)*t.

(4) Si FNFY ={0}, alors|E=F & F*.

Démonstration. — Soit f € F, pour tout « € F* on a ¢(f,z) = é(x, f) = 0, d’ott f € (F*)*. Ceci montre la
premiere assertion de (1). Prouvons la seconde.

Soit (fi,..., fr) une base de F, complétons-la en une base # = (f1,..., fn) de E, et soit A = (ai;)1<ij<n la
matrice de ¢ dans la base £, i.e. a;; = ¢(fi, f;) pour 4,5 =1,...,n.

D’apres le point (2) de 4.1.9, F* est formé des vecteurs v = 1 fi 4+ - 4+ &nfn € E tels que ¢(v, fi) = 0 pour
i=1,...,r. Comme ¢(x1f1+ -+ anfn, fi) =37 x; 6(f5, fi) = D27, aji ¥, ceci équivaut a dire que le vecteur

1
colonne X = | © [ est solution du systeme linéaire homogene :
Tn
anxr +--+ aniTn =0
(%) : : :
airr1 + o+ anrxTn =0

dont la matrice B est formée des r premieres lignes de la matrice *A. Comme l’espace des solutions du systéme est
de dimension n — rang(B), on obtient :

dim F* = n —rang(B) > n —r,

ce qui prouve la seconde assertion de (1). De plus, dans le cas particulier ot F = E, on a B = ‘A et, comme
rang(*A) = rang(A), on obtient que dim E+ = n—rang(A). Donc N(¢) = E* est nul si et seulement si rang(A4) = n.
Ceci prouve (2).

Supposons ¢ non-dégénérée. Alors A est de rang n, i.e. ses colonnes sont linéairement indépendantes, en parti-
culier les r premitres colonnes le sont, donc la matrice B est de rang 7, et donc dim F- = n — r. Remplacant alors
F par F*, on obtient I'égalité dim(F*)* = n — (n —r) = r, et par conséquent I'inclusion F C (F*)* est une
égalité. Ceci prouve (3).

Enfin, supposons F'N F* = {0} (sans supposer ¢ non-dégénérée). Alors F' et F'* sont en somme directe, et
le sous-espace F' @ F* de F est de dimension d = 7 4 dim F*. D’apres (1), on a d > n, dott E = F @ F* (et

dim F+ = n — 7). Ceci prouve (4). Le théoreme est démontré. O
Définition 4.1.11 (Bases orthogonales). — Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et soient ¢ une forme
hermitienne sur E, et Q la forme quadratique hermitienne associée. Soit & = (eu, ..., e,) une base de E

a) On dit que £ est une base orthogonale pour ¢ (ou pour Q) si 'on ¢(e;, e;) = 0 pour ¢ # j.
b) Ceci équivaut a dire que la matrice A = Matg(¢) est diagonale; si ’on note A1, ..., A\, ses coefficients diago-
naux (qui sont réels) et (z1, ..., zn) les coordonnées dans la base A, ceci équivaut encore a dire que Q(z1,...,2n) =
2 2
)\1 |le ++)\n|zn| .

Théoréme 4.1.12 (de Sylvester dans le cas hermitien). — Soit ¢ une forme hermitienne sur un C-espace
vectoriel £ de dimension n, et soit Q la forme quadratique hermitienne associée.

(1) I existe une base B de E orthogonale pour ¢.

(2) Soient B = (e1,...,en) une base orthogonale pour ¢ et D la matrice diagonale Matg(¢). Quitte a renu-
méroter les e;, on peut supposer que les coefficients diagonaux A1, ..., Ar € R sont # 0, et que \i = 0 pour i > r.
Notons (z1,...,2n) les coordonnées dans la base B, alors :

(a) On a‘Q(zh‘..,zn) =X\ |Zl|2+"'+)\rlzr‘2-‘ (%)

(b) Soit p (resp. q) le nombre d’indices i tels que Q(e;) > 0 (resp. < 0). Alors p et q ne dépendent pas de
la base orthogonale choisie.

(c) Le couple (p,q) s’appelle la signature de ¢ ; on a p+ q =r = rang(¢).

(d) N(¢) est le sous-espace Vect(er41,...,en), donné par les équations z1 =0 =+ = z,.
(3) De plus, on peut choisir B de sorte que la matrice diagonale D = Matg (@) ait pour termes diagonauz
1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), le nombre de 1 (resp. —1) étant p (resp. q).
Démonstration. — (1) Montrons 'existence d’une base orthogonale en proceédant par récurrence sur n = dim E. 11

n’y a rien & montrer si n = 0 ou si ¢ = 0. On peut donc supposer n > 1, le résultat établi pour n — 1, et ¢ # 0.
Alors, d’apres 4.1.4, la forme quadratique hermitienne @ est non nulle, donc il existe e; € F tel que Q(e1) # 0.
Posons F = ke;, comme ¢(e1,e1) # 0, alors F N F* = {0} donc, d’apres le théoreme 4.1.10, on a

E=FoF".

Par hypothése de récurrence, il existe une base (ez,...,e,) de F* telle que é(e;,e;) = 0 pour i # j. Alors
(e1,€2,...,en) est une base de E orthogonale pour ¢. Ceci prouve ’assertion (1).
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Puis, (2.a) et I’égalité p + ¢ = r = rang(¢) dans (2.c) découlent aussitot des définitions. Prouvons maintenant
(2.d). D’apres (), ¢ est donnée dans la base £ par :

n n
(") Vusziei, Vv:Zyjej, ¢ (u,v) = Ty + -+ A\ Ty r-

i=1 j=1
Supposons u € N(¢), alors pour tout ¢ = 1,...,r, prenant v = ¢; (c.-a-d., y; = 1 et y; = 0 pour j # i), on
obtient x; = 0, d’ott w € F = Vect(er41,-..,en). Réciproquement, (') montre aussi que tout u € F (i.e. tel que
z1 =0=---=x,) appartient & N(¢), d’ou I’égalité désirée. Ceci prouve (2.d).

Prouvons (2.b). On note r = rang(¢). Soient & = (e1,...,en) et € = (f1,..., fn) deux bases de E orthogonales
pour ¢. Notons p (resp. p’) le nombre d’indices 7 tels que Q(e;) > 0 (resp. Q(f;) > 0) et g (resp. ¢') le nombre
d’indices ¢ tels que Q(e;) < 0 (resp. Q(fi) < 0). Alors

pta=r=p+d

et il s’agit de montrer que ¢ = ¢’ et p = p’. Quitte & renuméroter les éléments de & et ¥, on peut supposer que

Q(ei) >0 pouri=1,...,p Q(fi)>0 pouri=1,...,p
(*) Qei) <0 powri=p+1,...,p+q Q(fi) <0 pouri=p +1,....p" +¢
Qe;)=0 pouri>p+gq=r; Q(fi)=0 pouri>p +4q =r.

Notons Py le sous-espace de E engendré par les vecteurs e; tels que Q(e;) > 0. Ces vecteurs sont au nombre de
n — ¢, donc dim Py = n — ¢. Soit z un élément arbitraire de Py, écrivons © = Y. _, wie;, avec I = {1,...,ptU{r+
1,...,n}; alors, d’aprés (x), on obtient

iel

P

(1) Q@) = e Qen) 2 0,

i=1

D’autre part, soit P’ le sous-espace de E engendré par les vecteurs f; tels que Q(f;) < 0. Ces vecteurs sont au
’ ’

nombre de ¢’, donc dim P’ = ¢’. Soit y un élément non nul de P’ , on peut écrire y = Z‘;’;p?ﬂ y; [, avec au moins

I'un des y; non nul (car y # 0). Alors, d’aprés (%) & nouveau, on obtient

p'+q’
(2) Q) = > lwl*e) <o.

Jj=p’+1
Par conséquent, on a Py N P. = {0} et donc
n=dimFE >dim P, +dimP. =n—q+4q

d’olt ¢ > ¢'. Echangeant les roles des bases Z et ¢, on obtient de méme ¢’ > ¢, d’olt ¢ = ¢/, et de méme p = p'.
Ceci prouve (2.b).

Voyons assertion (3). Soit # = (e, ..., e,) comme ci-dessus; pour ¢ = 1,...,p+ ¢, notons |Q(e;)| > 0 la valeur
absolue du réel Q(e;) # 0. En remplagant e; par e;/+/|Q(e;)|, pour i = 1,...,p+ g, on obtient une base orthogonale
ayant la propriété énoncée dans (3). Ceci achéve la démonstration du théoréme. O

4.2. Réduction en sommes de carrés de modules

Définition 4.2.1. — Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, @) une forme quadratique hermitienne sur £
et ¢ sa forme polaire. Soit # = (e1,...,en) une base de E, notons (x1,...,Zy) les coordonnées dans cette base,
i.e. x; désigne en fait la forme linéaire f; = e; sur F.

(1) On dit que Q s’écrit dans la base Z comme somme de carrés de modules de formes linéaires indé-
pendantes si 'expression de @ en fonction des coordonnées x; est de la forme

Q=qilz1l* + -+ qn |zal”, (avec q1,...,qn ER).

D’apres 4.1.11, ceci équivaut a dire que la matrice de ¢ dans la base 4 est diagonale, avec les ¢; pour coefficients
diagonaux.

(2) Les formes linéaires f; = e; sont linéairement indépendantes (#* = (el,...,ey) est la base duale de %),
d’ol la terminologie « somme de carrés demodules de formes linéaires indépendantes ». En pratique, pour
abréger on écrira souvent « somme de carrés de modules », mais il est essentiel de s’assurer que les formes linéaires
en question sont bien linéairement indépendantes (cf. 'exemple 1.3.6 pour les formes bilinéaires symétriques).

Comme dans le cas des formes bilinéaires symétriques, on dispose d’un procédé algorithmique simple pour réduire
une forme quadratique hermitienne en « somme de carrés de modules » (de formes linéaires indépendantes) ; au lieu
des égalités 22 4+ 22L = (z+ L)2 — L% et dx120 = (1 + m2)2 — (z1 — x2)2, on va utiliser les égalités :

2> + 2% (L) = |2+ L|* — |LJ?, AR(1 %) = |a + 73| — |2 — 2|
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Théoréme 4.2.2 (Réduction d’une forme hermitienne en somme de carrés de modules)
Soient E un C-espace vectoriel de dimension n, et Q une forme quadratique hermitienne sur E, donnée en

fonctions des coordonnés (x1,...,x) dans une base B par :
(*) Q(151,7$n):2bz |Il‘2+ Z (bl].Tl@—FECL']E) (bl € R, bLJ G(C)
i 1<i<j<n
(1) Par une suite d’opérations « élémentaires » (décrites dans la démonstration), on peut trouver un nouveau
systeme de coordonnées (yi,...,yn) sur E, dans lequel Q s’écrit comme une somme de carrés de modules, i.e.
(%) Q1+ yn) = arp]* + - + anlyn|™.

(2) La signature de Q est (p,q), ou p (resp. q) est le nombre de coefficients a; qui sont > 0 (resp. < 0), et

rang(Q) =p +q.
(3) De plus, N(Q) est le sous-espace vectoriel de E défini par les équations y; = 0, pour i parcourant l’ensemble
desi € {1,...,n} tels que a; # 0.

Démonstration. — Remarquons d’abord que si @ s’écrit sous la forme (%) dans une base %', alors la matrice de
sa forme polaire y est diagonale, avec les a; pour coefficients diagonaux, d’ou les assertions (2) et (3) du théoréme,
compte-tenu du théoreme 4.1.12.

Il reste & donner une démonstration « algorithmique » de 1’assertion (1). On procéde par récurrence sur le nombre
n de variables. Sin = 1ona Q(z1) = b1|z1]?, et (+x) est vérifié. On peut donc supposer n > 1 et le résultat démontré
pour n — 1. Distinguons deux cas.

(a) Si dans Décriture (*) plus haut, il existe un coefficient « diagonal » b; non nul, on peut supposer, quitte a
changer 'ordre des coordonnées, que b; # 0. On considére alors la somme de tous les termes contenant x; ou 1
et on ’écrit comme suit :

S =b |$1|2 + ZQ%(Exl T]) = b (|$1|2 + 2% (mlL(mg, .. 7CCTL)) )
=2
olt L(z2,...,2n) = 3 7_y(bj1/b1)z;. Puis, en utilisant que
|1’1 —+ L|2 = |$1|2 —+ 2%(3}1Z) —+ |L|27 d’ou ‘1‘1|2 + 2%(ZB1Z) = |[L‘1 =+ L‘Q — ‘L|2,

on récrit ceci sous la forme :

S =bi|z1+ L) —b1|L)* = by

n bi1 2
1 + E bi:rj
N 1
j=2

Donc, en posant y1 = z1 + >, bbj—llx] (et by = bj — |bj1|*/by pour j = 2,...,n, et bj; = bi; — by bj1/b1 pour
2 <14 < j <n), on obtient une écriture :

1 o 2 .
- a Z |bj1‘2 |IB]'|2 — a Z %(bll bj1 x; :Ej).
j=2

2<i<j<n

n
2 2 _
() Qui,xz, . ywn) =bi P+ D byl + D 2% 2:7;)
j=2 2<i<j<n
Ql(an LR} $n)
olt la forme quadratique hermitienne Qi (z2,...,x,) ne dépend que des variables xa, ..., x,.

L’opération y1 = 21+ L(x2,...,Txs) et ; = x; pour j > 2, est bien un changement de coordonnées, car la matrice
exprimant (y1,Z2,...,Ts) en fonction de (z1,...,z,) est triangulaire avec des 1 sur la diagonale, donc inversible ;
explicitement le changement de coordonnées inverse est donné par z; = x; pour j > 2 et 1 = y1 — L(z2,...,Tn).

Par hypothese de récurrence on peut faire un changement de coordonnées (z2,...,Zn) — (y2,...,yn) tel que

Ql(m27 e 7':E’Vl) = az |y2|2 + e + an |y’ﬂ|2 d’0ﬁ7 d’a‘prés (T) :
Q(yh'"ayn) = |y1|2 + +an |y”7«|2
(avec a1 = b1), ce qui prouve le résultat voulu dans ce cas.

(b) Supposons au contraire que tous les coefficients « diagonaux » b; soient nuls. Si @ = 0, il n’y a rien a
montrer ; sinon on peut supposer, quitte a changer ’ordre des coordonnées, que b2 # 0. Comme

1
R(bi22172) = 1 (|b12 r1+ JUz|2 — |bi2z1 — 9132|2)7
posons y1 = 3(bi2 1 + z2) et y2 = 5 (b2 @1 + x2); c’est bien un changement de variable, dont I'inverse est donné
par
T = b1_21(y1 + y2) T2 = Y1 — Y2.

Alors : 22 (bi2 ©172) = 2(|y1|*> — |y2|?), les termes 2% (bi; xi T;) sont inchangés pour i < j dans {3,...,n}, et I'on
a:

29(b1; w1 77) = 22 (bi;biy (y1 +y2)T;)  pourj >3

29 (b2; 22 T5) = 2% (b2; (y1 — y2) T5) pour j >3
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donc Q(y1,y2,x3,...,%n) égale :
201 * =2y + Y 2%((51,761_21 +boj) 1 T; + (bijbis — baj) v 967) + Y 22(by i T5)
i=3 8<i<j<n

et 'on est ramené au cas (a), c.-a-d., on peut maintenant éliminer la variable y; et se ramener, & nouveau, au cas
de n — 1 variables. Le théoréeme est démontré. (I

Illustrons ceci par deux exemples : dans le premier n’apparaissent que des changements de coordonnées du type

(a).
Exemple 4.2.3. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne
q(x1, 2, x3) = 21T1 — 2ix1T2 + 20271 + 101T3 — i@3T1 + 20272 + 203T3 — 200273 + 2ix3T3.
Alors ¢ contient le terme x171 = |3171|27 et les termes contenant x1 ou 771 sont :
TITT — 203173 + 2009T1 + 12173 — iwsTr = |1 [” + 2% (¢1 (2izo — iw3) )
= |1 + 202 — ixs|® — |2ix2 — ix3)”
= \xl + 2ixo — iIg‘Z —4 |l’2|2 — |x3\2 + 4%(.12 E)
donc, posant y; = x1 + 2ix2 — ix3, on obtient
q(y1, w2, w3) = |y1|* — 4]a2]” — |ws]® + 4% (22 T5) + 2|wa|* + 2|2s|* — 4% (i T5)
= |y1\2 — 2|l‘2|2 + |$3|2 —+ 4%($2 (1 + i)wg )
Puis
72(|x2|2 —292(z2 (1 + )23 )) = —2(|m2 — (L +d)as - (1 + i)x3|2)

72(|x2 (14?2 |x3\2)

donc, posant y2 = x2 — (1 + ¢)zs on obtient : ’q(yl,yg,xg) = |y1)? = 2lya|?® + 5|z3|> ‘ Donc la signature de g est

(2,1) et son rang est 2+ 1 = 3, i.e. h est non-dégénérée.

Ezemple 4.2.4. — Considérons dans C? la forme quadratique hermitienne
Q(x1, w2, T3) = 173 + 271 + iw1T3 — 12371 + (1 4 9)22T3 + (1 — i) 2372

Ici, il n’y a pas de « termes carrés » |z;|?, donc on va considérer le terme z; Zz. On a by2 = 1, faisons le changement
de coordonnées :

1 1 N
y1:§(m1 + z2), y2:§($1—$2), d’ou 1 =Y1+ Y2, T2=7Y1 — Y2
On a 2%(x172) = 2(|y1|* — [y2/*), et
2% (ix17T3) = 2% (iy1T3) + 2% (iy2T3)
22((1 +)asT3) = 22((1+i)nT3) — 22((1 + 1)yoT3)

d’out

Qy1,y2,23) = 2|y1|* — 2 |ya|® + 22((1 + 2i)y1T3) — 2% (y273).

Puis 2(|y1|2 + 22%( 1+22¢y1x*3)) = 2(|y1 + 152 s)% — |%m3\2) donc, posant z1 = y1 + 152 a3, on obtient
— 2 5 2 2 .
Q(21, 2, 3) = 2|21]” — glaal” = 2[yal” — 2% (y2T3)-

Puis —2<|y2\2 + %(ym?,)) = —2(|y2 + 1zs)® — i|x3|2) donc, posant 21 = y2 + 33, on obtient

[Q(z1, 22, 35) = 2|21 — 2|2 — 2 os]?. |

Donc la signature de Q est (1,2) et son rang est 1 + 2 = 3, i.e.  est non-dégénérée.
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4.3. Espaces hilbertiens. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Isométries
Définitions 4.3.1 (Produits scalaires et espaces hilbertiens). — Soit F un C-espace vectoriel de dimension
finie.

(1) Soient ¢ une forme hermitienne sur E et @ la forme quadratique hermitienne associée (i.e. Q(z) = ¢(x, )

pour tout z € F). On dit que Q (ou ¢) est définie positive si l'on a :
(Déf. Pos.) ]vx cE—{0}, Q(z)=d(z,z)>0. \

Dans ce cas, on dit que ¢ est un produit scalaire hilbertien et on note souvent ¢(z,y) = (z | y).

Remarquons que si @ (ou ¢) est définie positive, elle est non-dégénérée : en effet, si € N(¢), on a 0 = ¢(x,y)
pour tout y € E, en particulier ¢(z,z) =0, d’ott z = 0.

(2) Dans ce cas, on dit que : « E, muni de (| ) » (ou que : « le couple (E, $) ») est un espace hilbertien. Pour
abréger, on écrira souvent : « Soit E un espace hilbertien », sans préciser le produit scalaire ( | ), celui-ci étant
sous-entendu.

Exemple 4.3.2. — Le produit scalaire hilbertien standard sur C" est défini par :

x1 Y1
(z|y) =mFi+ - +aafn siz=|: |, y=
Tn Yn
Pour ce produit scalaire, la base canonique (e1,...,e,) de R™ est orthonormée, i.e.on a (e; | e;j) = 1si¢ =7 et

= 0 sinon, et la forme quadratique hermitienne associée est Q(z) = |z1|> + -+ + |z, |*
Définition et proposition 4.3.3 (Familles et bases orthonormées). — Soit E, muni de ( | ), un espace
hilbertien.

(1) Une famille (e;)icr de vecteurs est dite orthonormée si (e; | e;) =1 et (e; | e;) =0 pour tout i # j.

(2) Supposons E de dimension n. Une base orthonormée est une base (e1,...,en) de E qui est une famille
orthonormée, i.e. qui vérifie (e; | e;) =1 et (e; | e5) = 0 pour tout ¢ # j.

(3) Toute famille orthonormée est libre. En particulier, si dim E = n, toute famille orthonormée (fi,..., fn) de
cardinal n est une base orthonormée de E.

(4) Dans la suite, on abrégera souvent « base orthonormée » en : b.o.n.

Démonstration. — Prouvons (3). Supposons qu’on ait une relation 0 = tiei; + -+ 4 tpei,, avec 41, ...,4, € I deux
a deux distincts, et ¢1,...,t, € R. Fixons un indice r € {1,...,p} et appliquons (e;, | ) & 1'égalité précédente.
Comme (e;,. | €;,) = 0 pour s # r, on obtient 0 = t,-(e;, | €;,.) = tr, d’olt £, = 0. Ceci prouve que la famille (e;)er
est libre. O

Théoréme 4.3.4 (Existence de b.o.n.). — Soit E un espace hilbertien de dimension n. Alors E admet une
base orthonormée

Démonstration. — D’aprés le théoréme 4.1.12, il existe une base (e1,...,e,) orthogonale (i.e. (e; | e;) = 0 pour
i # j) et telle que (e; | e;) € {1,—1,0}; or comme ( | ) est défini positif on a nécessairement (e; | ;) = 1, donc
(e1,...,en) est une b.o.n. O
Définition 4.3.5 (Sous-espaces d’un espace hilbertien). — Soit F, muni de (| ), un espace hilbertien et soit

F un sous-espace vectoriel de E. Alors la restriction (| )r de (| ) & F est un produit scalaire hilbertien sur F,
puisque (z | )r = (x | £) > 0 pour tout z € F'— {0}. Donc F muni de (| )r est un espace hilbertien.

Théoréme et définition 4.3.6 (Projection orthogonale sur un sous-espace)
Soit E, muni de (| ), un espace hilbertien et soient F' un sous-espace et F- son orthogonal pour (| ).

(1) Ona|E=F® F*.| Le projecteur nr : E — E, d’image F et de noyau F*, défini par cette décomposition
s’appelle la projection orthogonale sur F'.

(2) Soit (e1,...,er) une base orthonormée de F'. Alors ’ mr(v)=(v]e)er+ -+ (v]erer

pour tout v € F.

(3) On a donc la projection orthogonale mp. sur F* nlest autre que idg —mr, i.e. on a

’idE:ﬂ'F+7TFL.‘

Démonstration. — Comme les formes hermitiennes (| ) et ( | )r sont définies positives, donc non-dégénérées, on
a (FH)t = Fet E=F@F! d’aprés 4.1.10. Alors, tout « € E s’écrit de facon unique z = f + g avec f € F
et g € F*, et le projecteur mp sur F parallelement 3 F* (i.e. de noyau F) est défini par 7mp(z) = f. De plus,
comme (F4)* = F, alors le projecteur 7,1 sur F* parallelement & (F+)* = F (i.e. de noyau F) est défini par
mgL(z) = g, donc on a bien idg = 7p + mp1. Ceci prouve (1) et (3).

Prouvons (2). Soit r = dim F' et soit (e1,...,e,) une b.o.n. de F. Pour tout v € E, notons provisoirement

m(v) = (v]e)er+---+(v|e)er €F.
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Alors, pour j = 1,...,7,ona (v—7(v) | e) = (v]e;) = >, (v|e)(ei]e;) =0, donv—n(v) € F*, et donc
———

—1sii=j
=0 si i#]

v=m(v)+v—n(v), avec 7(v) € F et v — m(v) € F+. Comme E = F @ F*, ceci entraine que 7 (v) = 7r(v), d’ott

lassertion (2). O

Définition 4.3.7 (Normes). — Soit E un C-espace vectoriel. Une norme ||-|| sur E est une application E — R,

v — ||v|| vérifiant les trois propriétés suivantes :

(1) vl =0 v=0.
(2) Pour tout z € C, v € E, on a |[zv]| = |z| - ||v|| (on |z| est le module de z).
(3) (Inégalité triangulaire) ||u + v|| < |lu|| + ||v]], pour tout u,v € E.

Théoréme 4.3.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme hilbertienne). — Soit E, muni de (| ), un es-
pace hilbertien et soit Q(x) = (z | ) la forme quadratique hermitienne associée.

(1) On a linégalité de Cauchy-Schwarz :

(C8) VeyeE @yl Q@MW)

avec €galité si et seulement si x et y sont liés.

(2) Par conséquent, Uapplication x — ||z|| = \/(z | x) est une norme sur E, appelée la norme hilbertienne
associée a (| ), et linégalité de Cauchy-Schwarz se récrit comme suit :

(CS) VeyeE @yl <l lll]
Démonstration. — (1) Soient z,y € E. L’inégalité est trivialement vérifiée si x = 0, donc on peut supposer = # 0.
Considérons alors le vecteur
ey Wla)
(z|z)

(c’est la projection orthogonale de y sur hyperplan (Cz)*. Comme (y | ) = (z | y), on a :

0< (@10 =9~ (45w 9 - B2+ L @ o)

=0

. Ceci prouve
(y|z)
(z | )

donc, multipliant par (z | ) > 0, on obtient que 0 < (z | z) (v |v) = (y | ¥) (= | 2) — |(z | v)|?

x. Ceci

I'inégalité voulue, et montre que lon a égalité si et seulement (v | v) =0, c.-a-d., siv =10, i.e. siy =
prouve l’assertion (1).

Prouvons que v — ||v|| = /(v | v) est une norme sur E. Comme ( | ) est défini positif, on a ||v]| =0 < v = 0.
D’autre part, pour tout z € C et € F, on a |z| = /2% et donc

[zvll = V22 (v ] v) = 2] - |Jv]l.
Enfin, soient =,y € E. D’abord, 'inégalité de Cauchy-Schwarz équivaut (en prenant la racine carrée) a :
(@ [y < =]l - [lyll

alors, multipliant par 2 et ajoutant ||z||* + |ly||* aux deux membres, on obtient

2 2 2 2 2
(t) ll® +yll® + 21 [ 9)l < ll® + lyll” + 202 -yl = (=l + ly1l)™
D’autre part, d’apres les égalités de polarisations 4.1.4, on a :

2 2 2
e+l = ll=llI” + [lyllI” + 22 ((z | v))-
Or, pour tout nombre complexe z = a + ib, on a : Z(z) = a < Va? + b? = |z|. On obtient donc
llz +ylI* < llel® + llyll* + 2 | )l

ce qui, combiné avec (t), entraine :

2
lz+yl* < (lzll +llyl)™

Prenant la racine carrée, ceci entraine (et équivaut a) I'inégalité triangulaire. Le théoréme est démontré. ]
Récrivons les égalités de polarisation 4.1.4 en utilisant la norme || - ||, et ajoutons-y 1’égalité de Pythagore :
Proposition 4.3.9 (Polarisation). — Soit E, muni de ( | ), un espace hilbertien et soit ||-|| la norme hilbertienne

associée.



4.3. ESPACES HILBERTIENS. INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ. ISOMETRIES 63

a) Pour tout z,y € E, on a :

(1) Z(( | ) = 5 (lz +yl* = llzl* = lylI*) = i(llw +yll* = llz = yl*)

N

) 1 ; ;
(e +ayll* = ll2l* = llyll*) = 5 (l= + iyl* — ll= = iy]*)

N

(2) I ((@|y) =

®3) Az |y) = e +yll* = lle =yl +illz + iy - ile — iyl
b) Egalité de Pythagore) Si x1,...,zn sont orthogonauz, on a ||z1 + - + xn||? = |z1]|2 + - - - + || za]

Démonstration. — La premiere assertion n’est qu’une reformulation de 4.1.4. L’égalité de Pythagore est immédiate
sin = 2, et dans ce cas on a méme la réciproque : si ||z1 + z2||? = ||z1||* + ||22||® alors (z1 | z2) = 0. L’égalité pour
n vecteurs orthogonaux s’obtient par récurrence sur n. On prendra garde que la réciproque est fausse pour n > 3 :
prendre par exemple dans C2 hilbertien les vecteurs z; = e1, Ta = e1 + ez, T3 = ez — €1. O

Définition et proposition 4.3.10 (Isométries vectorielles). — Soient E, F' deux espaces hilbertiens de méme
dimension n, notons (| ) et |- ||g (resp. (| )r et | -||r) le produit scalaire et la norme hilbertienne sur E (resp.
F). Soit f : E — F une application linéaire.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f préserve la norme : ’Va} €E, |zle=|f(x)r ‘

(b) f préserve le produit scalaire : ’ Ve,ye E, (z|y)e=(f(x)] fly)r ‘

(¢) Pour toute b.o.n. B = (e1,...,en) de E, la famille (f(e1),..., f(en)) est une b.o.n. de F.
(d) Il existe une b.o.n. B = (e1,...,en) de E telle que (f(e1),..., f(en)) soit une b.o.n. de F.

(2) Sous ces conditions, on dit que f est une isométrie vectorielle de E sur F

(3) Dans ce cas, f est bijective, et son inverse f~ ' est aussi une isométrie.

Démonstration. — Supposons que f préserve la norme, et soient x,y € E. Alors ||z + y||% = ||f(z + v)||% =
[If(z) + f(¥)||%, et le premier (resp. dernier) membre égale :
lel% + lvl% +22((« | y)e),  resp. If@IE + IF@)IF +22((f (@) | f)r)

et comme [[z|[% = [|f(2)F et |ylE = [ f(y)]%, on obtient que Z((x | y)£) = Z((f(z) | f(y))F).

D’autre part, pour tout z € C, on a #(z) = #(—iz). Donc, appliquant ce qui précede & iy au lieu de y, on
obtient aussi ’égalité :

I (@ |y)e) =% (= | iy)e) = Z((f() | fiy)r) =2((f() | if@)r) =TI ((f@) ]| fW))F),

x
d’ott finalement (z | y)g = (f(z) | f(y))r. Ceci prouve que (a) = (b).

Les implications (b) = (c¢) = (d) sont évidentes, montrons que (d) = (a). Supposons (d) vérifiée. Pour tout
z=ux1€1+ -+ zne, dans E, on a f(z) =), zif(e 1) et, comme (e1,...,en) et (f(e1),..., f(en)) sont des b.o.n.,
on obtient

Izl = lail* = Il (@)l
i=1
donc (a) est vérifiée. Ceci prouve assertion (1).
Prouvons (3). Soit f : E — F une isométrie, et soit # = (e1,...,en) de E. Comme f(%) est un b.o.n. (donc
une base) de F, alors f est bijective. Son inverse f~' envoie la b.o.n. (&) = (f(e1), ..., f(en)) de F sur la b.o.n.
% de E, donc f~! est une isométrie. Ceci prouve (3). La proposition est démontrée. O

Terminologie 4.3.10.1. — On a introduit la terminologie isométrie « vectorielle » pour faire la distinction avec
la notion d’isométrie « affine », étudiée au Chap. 6. Dans la suite de ce chapitre, comme on ne considére que des
applications linéaires, on dira simplement « isométrie » au lieu de « isométrie vectorielle ».

Définition et corollaire 4.3.11. — (1) On dit que deuz espaces hilbertiens E et E' sont isométriques s’il existe
une isométrie f : E — E'.

(2) Tout espace hilbertien E de dimension n est isométriqgue o C* muni du produit scalaire hilbertien standard.

Démonstration. — Soit B = (e1,...,en) la base canonique de C", qui est orthonormée pour le produit scalaire
standard. D’apres le théoréme 4.3.4, E admet une b.o.n. € = (fi1,..., fn). Alors I'application linéaire u : C* — E
définie par u(e;) = fi, pour i = 1,...,n, est une isométrie de C™ sur E. (I

Définition 4.3.12. — On note U(n) = {4 € M,(C) | '"AA = I,}. Remarquons que 'égalité ‘A A = I,, équivaut
& Dégalité ‘A A = I,,, qui entraine que A est inversible et A™' = “A. Donc U(n) C GL,(C) et, si A € U(n), son
inverse B = A™! = A vérifie B™' = A = 'B, donc appartient aussi & U(n). De plus, pour tout A, B € U(n), on a
'égalité "(AB)AB = '‘B'AAB = 'BB = I,,, donc AB € U(n). Donc U(n) est un sous-groupe de GL,(C), appelé
le groupe unitaire.
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Munissons C™ du produit scalaire hilbertien standard ( | ). Pour tout X,Y € C* on a (X | Y) = XY, i.e. la
matrice de (| ) dans la base canonique %y = (e1,...,e,) est la matrice identité I,,. Donc une matrice arbitraire
A € M, (C) préserve le produit scalaire si et seulement si, on a, pour tout X,Y € C™ :

XY =(X|Y)=(AX | AY) =X (AA)Y

ce qui équivaut & dire que ‘AA = I, (cf. 4.1.6). Ceci montre que U(n) est le groupe des isométries de C™ muni
produit scalaire hilbertien standard (| ).

De plus, notons Ci,...,Cy les colonnes de A (i.e. C; est le vecteur Ae; € C™). Remarquons que, pour tout
i,j € {1,...,n}, le coefficient d’indice (4, j) de ‘AA est le produit matriciel de la i-eme ligne de *A4, i.e. de ‘C;, par
la colonne Cj, c.-a-d., on a (*AA);; = (Ae; | Ae;), donc la condition *AA = I,, équivaut aussi & dire que les colonnes
de A sont de norme 1 et deux a deux orthogonales. Tenant compte de la proposition 4.3.10, on obtient donc les
caractérisations suivantes de U(n), chacune étant utile :

Proposition 4.3.13 (Groupe unitaire U(n)). — On munit C" du produit scalaire hilbertien standard ( | ) et
lon note || - || la norme hilbertienne associée. Alors U(n) est le groupe des isométries de C™ ; il est caractérisé par
chacune des égalités suivantes :

U(n) = {A € M,(C) |"AA =1,}
={A€GL,(C)| A" = "4}

={AeM,(C)| (AX |AY)=(X 1Y), VX, YeC"}

(A€ Mu(C) | |AX] = | X], ¥X eC"}

={A € M,(C) | (Af1,...,Afn) est une b.o.n., pour toute b.o.n. (f1,...,fn)}

={A € M,(C) | (Ae,..., Ae,) est une b.o.n., ot (e1,...,e,) est la base canonique de C"}

={A € M,(C) | les colonnes de A sont de norme 1 et deuz o deuzx orthogonales}

Les éléments de U(n) sont appelés « endomorphismes unitaires ».

Remarque 4.8.14. — 1l existe d’autres groupes unitaires (qui ne sont isomorphes & aucun U(n)). Soient p, ¢ des
entiers > 1 et soit ¢ la forme hermitienne sur C**¢ définie par ¢(X,Y) = >0 ziyi — > 4,41 %Y, i.e. la matrice

I
de ¢ dans la base canonique de CP* est J = ( ) r |0 I’q ) Alors
q,p —1iq

{A € Mn(C) |"AJA=J} ={A € M,(C) | (AX,AY) = ¢(X,Y), VX,Y €C"}

est un sous-groupe de GL,(C), noté U(p, q). On ne considérera pas ces groupes dans ce cours.

4.4. Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints et normaux

Commencons par introduire ’adjoint dans le cas général d’une forme hermitienne non dégénérée, méme si on se
limitera dans la suite au cas hilbertien.

Théoréme et définition 4.4.1 (Adjoint d’un endomorphisme). — Soient E un C-espace vectoriel de dimen-
sion n, et ¢ une forme hermitienne sur E, non dégénérée.

(1) Pour tout u € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé ’adjoint de u, vérifiant :
(+) Yoy e B, |gul@)y) = ¢(w v (v)). ]
(2) Pour toute base B de E, si l'on note J = Matg($) et A= Matgz(u), on a

(*%) ’A* = Mat g (u*) :Fﬁj‘
(3) Ona (u")" =u.

Démonstration. — Supposons qu’il existe u* vérifiant (x) et soient % une base de E, J = Matg(¢), A = Matg(u)
et A* = Matg(u"). Soient x,y € E arbitraires, et notons X,Y € C™ les vecteurs colonnes associés (coordonnées
dans la base #). Alors on a

XATY = ¢(u(z),y) = ¢z, u*(y)) = ' XJAY =X JA*
d’ott ‘AJ = JA* et donc, puisque J est inversible (car ¢ non-dégénérée), A* = J—1
existe, vérifie (xx) et est donc unique.

Réciproquement, si I'on note u* I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base & est A* = J-1%A J, alors
pour tout z,y on a :

. Ceci montre que u”*, §'il

oz, u"(y) = XJAY = X"ATY = ¢(u(x),y)
donc u* vérifie (x). Ceci prouve les assertions (1) et (2).

Prouvons ’assertion (3). Pour tout z,y € E, on a :

(u(z) [y) = (y | v (@) = (u(y) | 2) = (| u(y))
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et ceci montre que u est Padjoint de v*, i.e. u = (u*)”*. Le théoréme est démontré. O

Remarque 4.4.2. — Il résulte de la formule (*+) (ou directement de la définition (x)) que, pour tout u,v € End(E)
et s,t €C,ona (su+tv)" =35u* +1tv*, i.e l'application End(E) — End(E), u — u* est semi-linéaire.

Remarquons aussi que si ¢ est un produit scalaire hilbertien et si & est une b.o.n., alors la matrice de ¢ dans
B est J = I,. On peut donc énoncer le théoréme dans le cas hilbertien sous la forme suivante.

Théoréme 4.4.3 (Adjoint d’un endomorphisme dans le cas hilbertien). — Soit E muni de ( | ) un es-
pace hilbertien de dimension n. Pour tout v € End(E), il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé
P’adjoint de u, vérifiant :

(+) Veye B, |(u@)|y) =@ ]v @) ]

Pour toute b.o.n. A de E, si l'on note A = Matg(u), on a

(#) | A" = Mats(u) = 4. |

Lemme 4.4.4 (Stabilité par u ou u*). — Soient E muni de (| ) un espace hilbertien de dimension n, u €
End(E), F un sous-espace vectoriel de E, et F* son orthogonal pour (| ). Alors : F est stable par u (i.e. w(F) C F)
si et seulement si FL est stable par u*.

Démonstration. — Supposons u(F) C F, et soit y € FL. Pour tout z € F, on a:

(@ u (y) = (u(z) [y) =0
(la derniere égalité puisque u(z) € F et y € FT), et ceci montre que u*(y) € F-. On a donc u*(F*) C F+.
Réciproquement, supposons u*(F+) C F*. Comme (F1)* = F et (u*)* = u, d’aprés 4.3.6 et 4.4.1, on obtient
que u(F) C F, d’apres ce qui précede. O

Définitions 4.4.5 (Endomorphismes normaux et auto-adjoints). — Soit E un espace hilbertien de di-
mension n et soit u € End(F).

(1) On dit que u est auto-adjoint (ou hermitien) si u* = u.

(2) On dit que u est un endomorphisme unitaire s’il est inversible et u™* = u* (cf. 4.3.13).

(3) On dit que u est un endomorphisme anti-hermitien si v* = —u.

(4) Enfin, on dit que u est un endomorphisme normal s’il commute & son adjoint ™, i.e. sil’onauu® = u* u.
Ceci englobe les trois cas précédents.

Rappelons et complétons la définition 4.1.5 :

Définition 4.4.6 (Matrices hermitiennes ou anti-hermitiennes). — Une matrice A € M,,(C) est dite anti-

hermitienne (resp. hermitienne, cf. 4.1.5) si (resp. si A = A).
Observons que si A est une matrice anti-hermitienne (resp. hermitienne), ses coefficients diagonaux a;; vérifient
i = —ay; (resp. Gi; = ayi) donc sont imaginaires purs (resp. réels).

Théoréme 4.4.7 (Diagonalisation des endomorphismes normaux). — Soient E muni de (| ) un espace
hilbertien de dimension n, et u un endomorphisme normal. Alors, u est diagonalisable et les espaces propres sont
deux a deux orthogonauzx. Par conséquent, il existe une b.o.n. de E formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. — On procede par récurrence sur n = dim E. C’est ok si n = 1, donc on peut supposer n > 2 et le
résultat établi pour n — 1. Comme C est algébriquement clos, le polynéme caractéristique P,(X) admet au moins
une racine A dans C, et A est valeur propre de u. Soit V) I’espace propre associé, il est stable par u* : en effet,
comme u et ©* commutent, on a, pour tout x € Vj :

u(u®(z)) = u*(u(z)) = v (Az) = Au"(z), d’ot u*(x) € V.

Donc, d’aprés le lemme 4.4.4, I'orthogonal G = Vi- est stable par u et par u*. D’autre part, d’aprés 4.1.10, on a
E=Vy®dGet dmG =dimFE —dim V), < dim E.
Notons ug (resp. ug) la restriction de w (resp. u*) & G, alors pour tout z,y € G, on a ug(z) = u(z) et
ug(y) = u*(y) et donc :
(uc(@) | y) = (u(@) |y) = (z | u"(y)) = (z | uc(y))
ce qui montre que I'adjoint de ug est la restriction de u* & G. Comme u et u* commutent, il en est de méme de
leurs restrictions & G, i.e. ug est un endomorphisme normal de G = Vit. Alors, par hypothése de récurrence, Uyt

est diagonalisable, et ses espaces propres sont deux & deux orthogonaux. Comme E = Vi @ Vib, on obtient la méme

conclusion pour u. Ceci prouve qu’il existe une b.o.n. & = (e1,...,en) de E formée de vecteurs propres de u.

Il en résulte que les espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux : en effet, soient u1,...,up les valeurs
propres, deux a deux distinctes, de u et Vi,..., V), les espaces propres associés. Alors £ = Vi & --- @ V), et donc,
notant d, =dimV; pour ¢ =1,...,p,on a:

(1) n=di+- - +dp.
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Pour chaque ¢ = 1,...,p, soit d; le nombre d’indices i € {1,...,n} tels que le coefficient diagonal A; de D =
Mat gz (u) égale pq (i.e. u(es) = pqeq) et soit V; le sous-espace de V, engendré ces e; ; comme les e; sont linéairement
indépendants et comme V, est un sous-espace de Vg, on a :

(2) d, = dimV, <d,.
D’une part, comme chaque e; appartient & un V; et & un seul, on a :
(3) n=dy+-+d,.

Il en résulte que, pour chaque g, I'inégalité dfz < d4 est une égalité, d’ou Vq’ = V,. Ceci montre que chaque V; est
engendré par les éléments e; € # qu’il contient. Comme les e; sont deux & deux orthogonaux, on en déduit que V,
et V, sont orthogonaux si g # ¢'. Ceci achéve la démonstration du théoréme. O

On en déduit, en particulier, le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.8 (Diagonalisation des matrices hermitiennes, unitaires, ou anti-hermitiennes)
On munit C™ du produit scalaire hilbertien standard. Soit A € M, (C).

(1) Si A est hermitienne (i.e. ‘A = A, alors A est diagonalisable dans une base orthonormée B, i.e. il existe
P € U(n) telle que P~ AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A sont réelles.
(

2) Si A est unitaire (i.e. si A € U(n)), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée 2, i.e. il existe
P € U(n) telle que P"*AP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A sont des nombres
complexes de module 1.

(3) Si A est anti-hermitienne (i.e. ‘A = —A), alors A est diagonalisable dans une base orthonormée %,
i.e. il existe P € U(n) telle que P7YAP = D soit une matrice diagonale. De plus, les valeurs propres de A sont
imaginaires pures.

Démonstration. — Dans chaque cas, ’assertion « A est diagonalisable dans une base orthonormée % » découle du
théoréme précédent. Comme la base canonique % est elle-méme orthonormée, la matrice de passage P = Mat g, (%)
appartient & U(n), d’ou la 2éme assertion. Reste & voir assertion concernant les valeurs propres. On a

P~'AP =D si A est hermitienne
D='D="P'A'PT=P '""AP={ P 'AT'P=D"'  si A est unitaire
—P'AP=-D si A est anti-hermitienne.
Il en résulte que les termes diagonaux \; de D vérifient, respectivement, A\; = \; (resp. = )\;l, resp. = —J\;), donc
sont réels (resp. de module 1, resp. imaginaires purs). Le théoréme est démontré. O
Remarque 4.4.9. — Le point (1) du théoréme précédent fournit une autre démonstration de la proposition 2.2.8

et donc du théoreme 2.2.6.

4.5. Forme normale des éléments de O(n)

On a décrit au Chap. 6 les éléments de O(2) et O(3). On va voir maintenant la « forme normale » (= une matrice
aussi simple que possible) des éléments de O(n), pour n > 3 arbitraire. On note %y la base canonique de R".

Théoréme 4.5.1 (Forme normale des éléments de O(n)). — Soient A € O(n) et f l’endomorphisme de V =
R™ associé a A. Notons Vi = Ker(A—1,,) (resp. V— = Ker(A+1,)) l’espace propre associé a la valeur propre 1 (resp.
—1)etp=dimVy, ¢ =dim V_. Alors il existe des bases orthonormées B4+ = (x1,...,2p) de Vi, B— = (Y1,...,Yq)
de V_, et € = (vi,u1,...,vmu) de E= (Vi ®V_):, et 61,...,0, € | —m,w[—{0} telles que, notant B la base
orthonormée B, U B_JUE deV et P la matrice de passage Matg,(#B) € O(n), on ait

I,| 0 0o |- 0
0| -1,] o |- 0
P'AP=Matg(f)=| 0| 0 | R(6)
: . . . 0
0/ 0 0 | R(6.)

cosf) —sind
sinf  cosf
| = 7, n[—{0} sont uniques au signe pres.

ot R(0) désigne la matrice ( ) € O(2). (En particulier, dim E = 2r est paire). De plus, 01,...,0, €

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 4.5.2. — Soit u une isométrie de l’espace euclidien V', et soit F' un sous-espace vectoriel stable par u,
i.e. u(F) C F. Alors :

(1) On a u(F) = F et donc u™*(F) =F.

(2) On a uw(F*+)=Ft =o' (Fh).
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Démonstration. — D’abord l'isométrie u est bijective (cf. 2.1.9), donc en particulier injective, donc u(F') a méme
dimension que F. Par conséquent, 'inclusion u(F) C F entraine u(F) = F, d’olt aussi F' = u~*(F). Ceci prouve
(1). Le méme argument montre que, pour prouver (2), il suffit de prouver que u(F*) C F*. Soient y € F* et
x € F, comme u est une isométrie, on a

(u(y) | 2) = (y | u""(2)) =0,
la 28me égalité puisque u~'(z) € F d’aprés (1). Ceci montre que u(y) € F*, d’olt I’assertion (2). O

Démonstration. — Commencons maintenant la démonstration du théoreme 4.5.1. Comme V; @ V_ est stable par
f alors, d’apres le lemme, il en est de méme de F = (Vi @ V_)*. Notons fg la restriction de f & E. Alors 1 et
—1 ne sont pas valeurs propres de fg, puisque Ker(fg — idg) = Ker(f —idv) N E = VL N E = {0} et de méme
Ker(fg +idg) = V- N E = {0}.

Soit A+ (resp. #-) une b.o.n. de V4 (resp. V_). D’aprés 2.4.3, on sait que V4 et V_ sont orthogonaux, et que
les valeurs propres réelles de f ne peuvent étre que 1 et —1. Donc, d’une part, 1 U %_ est une b.o.n. de Vi ¢ V_
et, d’autre part, fg n’a pas de valeurs propres réelles. Or, on a le lemme suivant :

Lemme 4.5.3. — Soit W un espace euclidien de dimension m > 0, et soit f une isométrie de W n’ayant pas
de valeurs propres réelles (i.e. telle que 1 et —1 ne soient pas valeurs propres de f). Alors il existe deuz vecteurs
unitaires et orthogonaux u et v et § € | — m, 7[—{0} tels que :

f(u) = cos(0) u — sin(6) v, f(v) = sin(8) u + cos(9) v
i.e. le plan P = Vect(u,v) est stable par f et l'on a
cosf  sin 0)

—sinf cosf sinf  cosf

Mat (y,v) (fe) = (

Mato.u (fr) = (cos@ —s1n0) .

En particulier, on a dimW > 2.

Admettons pour le moment ce lemme, et achevons la démonstration du théoreme 4.5.1. D’apreés le lemme
précédent, il existe dans E un plan P; stable par f, une b.o.n. €1 = (v1,u1) de P et 61 € | — m, 7[—{0} tels que
Mate, (f) = R(61). Notons E; l'orthogonal de P; dans F, i.e. :

Ei={z€E|(z|y)=0, Vye P}
D’apres le lemme 4.5.2; E; est stable par f. Bien str, la restriction fg, de f & E; n’a pas de valeurs propres réelles
(puisque f n’en avait pas) donc on peut & nouveau appliquer le lemme 4.5.3 : il existe dans E7 un plan P» stable
par f, une b.o.n. €2 = (v2,uz) de P et 62 € | — m, w[—{0} tels que Mat«, (f) = R(62). Notons E3 l'orthogonal de
P> dans FE;. Si E5 # 0, on peut recommencer. .. On obtient ainsi qu’il existe une b.o.n.

C=¢cC1U---U% = (v17u1,...,vr,ur)
de E (en particulier, dim E = 2r est pair) et 61,...,0, € ] — 7, 7[—{0} tels que

R(6:1) | O 0
(%) Mate (fe) = o || o
0 0 | R(6r)

et alors B = B+ UPB_UE est un b.o.n. de V telle que Mat g (f) ait la forme indiquée. Ceci prouve lexistence.

Montrons I'unicité au signe pres de 61, . . ., 0, i.e. montrons I'unicité des paires £61, ..., £60,. Comme le polynéme
caractéristique de R(0) est

X% —2cos(0)X +1= (X —e)(X —e )

alors (x) ci-dessus montre que le polynéme caractéristique de fz est []._; ((X —e') (X —efws)) et que ses racines

dans C sont :

= 0, _—if,

€ € yt € € )
et donc 6, ..., 10, sont uniquement déterminés. Enfin, en général on ne peut pas faire mieux que de déterminer
les 05 au signe pres, puisque dans la base (us,vs) la matrice de fp, est R(—65). Ceci achéve la démonstration du
théoreme 4.5.1, modulo la démonstration du lemme 4.5.3. O

Avant de démontrer le lemme 4.5.3, faisons les remarques suivantes.

Remarques 4.5.4. — (1) En dimension 2, on détermine le signe de 6 en choisissant une orientation de F, donnée
par le choix d’une b.o.n. %y de E. Alors pour toute b.o.n. 2 directe (i.e. telle que détg,(#B) = 1), on a Matz(f) =
R(0) (cf. 2.4.14).

(2) De méme, en dimension 3, on choisit 'orientation de R* donnée par la base canonique %o. Si f € SO(3)
et f # id, alors f posséde un « axe de rotation » D = Ker(f — id) qui est une droite vectorielle; on oriente D en
choisissant un vecteur unitaire © € D. Ayant fait ces choix, « Pangle de rotation » 6 est uniquement déterminé par
la condition que pour toute b.o.n. (vi,vs) du plan P = D™ telle que la b.o.n. (vi,vs,u) de R® soit directe, on a
Mat (y, ) (fP) = R(6) (cf. 2.4.18).
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(3) Attention! En dimension paire > 4, une rotation ne posséde pas nécessairement d’« axe de rotation », i.e. on
peut avoir Ker(f —id) = {0}, c’est le cas par exemple pour

= (0 rmr) < oW

avec 01,02 € | —m, w[—{0}.
Démonstration. — Démontrons maintenant le lemme 4.5.3. Fixons une base Z = (e1, ..., en) de W, ce qui permet
d’identifier W & R™ et f & la matrice A = Matg(f) € M. (R). On plonge R™ dans C™, c.-a-d., on écrit :
R™ ={(z1,...,2m) €C" |z; €R, Vi=1,...,m}.
Alors, tout w = (z1,...,2m) € C™ g’écrit de fagon unique
u=(T1,...,Tm) avec x; = %(z;)

w = u+ v avec w,v €R™ : ona
U= (Y1, Ym) avec y; = S (z;).

On notera ’ u=Z(w) ‘ et ’ v=SI(w). ‘ Si A =a+1ib € C (avec a,b € R), alors Aw est le vecteur :

(1) (a+ib)(u+ w) = (au — bv) +i (bu + av) .
Rm™ erRm

Si I’on note w le vecteur u — v, on a donc

(2) Xt = (a — ib) (u — iv) = (au — bv) =i (bu + av) = Mw.
R™ eRrm

Plus généralement, si B € M, (R), alors les vecteurs Bu et Bv appartiennent encore & R™, et 'on a :

(3) Bw = B(u + iv) = Bu + iBv et Bw = B(u —iv) = Bu —iBv = Bw.

Appliquons ce qui précede dans le cas suivant. Soit A = a +ib € C — R une valeur propre de A, et soit w € C™ un
vecteur propre associé. Ecrivons w = u + v, avec u,v € R™. Alors

(4) Au+iAv = Aw = dw = (au — bv) + i(bu + av) d’ott {ﬁz : ZZ;;]Z

D’autre part, d’apres (2) et (3) on a :

(5) AW = Aw = dw = o

donc W est vecteur propre de A pour la valeur propre X. Donc, puisque A # A (car A € R), les vecteurs propres w et

w sont linéairement indépendants sur C. Comme w = u + iv et W = v — iv, on en déduit que u, v sont linéairement
indépendants sur C (sinon w et W seraient liés), donc a fortiori sur R.

11 en résulte que le sous-espace vectoriel P = Ru + Rv de R™ est de dimension 2, et d’apreés (4) il est stable par
fetlona:

(6) Mat () (fP) = <fb b) Mat (4. (fP) = (2 _b> :

a a

Tout ce qui précede est valable pour une matrice A € M, (R) arbitraire, une valeur propre complexe non réelle
A = a + ib, et un vecteur propre w = u + iv € C™ associé a .

Utilisons maintenant I’hypothese additionnelle A € O(m), i.e. "AA = I,,. On étend le produit scalaire euclidien
(]) sur R™ en le produit scalaire hilbertien standard sur C™, qu’on notera ( | ), i.e.

w1 Z1
vw=| : |,vz=| : |ecm, W|2)=WZ =unZi+ -+ WmZm.
Wm, Zm

Remarquons d’abord que si W, Z € R™, alors (W | Z) = (W | Z), i.e. la restriction & R™ de (| ) coincide avec le
produit scalaire euclidien. De plus, si Uon écrit W =U +iV et Z = X +14Y, avec U,V, X, Y € R™, alors (W | Z)
égale :

(U+iV [ X +3) = (U | X)+(V V) +i((V | X) = (U Y)) = U | X)+ (V| V) +i[(V | X) = (V| V)]
D’autre part, comme A = A et ‘AA = I,,, on a A € U(m) et donc, pour tout W, Z € C™ :
(7) (AW | AZ) = (W | 2).

Soient A, w comme plus haut, avec Aw = Aw. On a vu qu’on a aussi AW = A\w, donc w et W appartiennent aux
espaces propres Vi et Vi, qui sont orthogonaux, d’apres 4.4.8. Ecrivant w = u + v, avec u,v € R™, on a donc :

0=(u+w|u—iv)=(u|u)—(v|v)+2iu]|wv),
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d'ott (u | v) =0et (u| u) = (v | v), donc u,v € R™ sont orthogonaux et de méme norme pour le produit

[

¢ = (v,u) est une base orthonormée du plan P, et d’apres (6) on a Mat¢ (fp) = (

scalaire euclidien. Remplagant w par w, on se ramene alors au cas ou u, v sont orthogonaux et unitaires. Alors

a
b

Enfin, comme f est une isométrie et n’a pas £1 comme valeurs propres, il en est de méme de fp, et donc
a® +b? = 1 et il existe un unique § € | — 7, 7[—{0} tel que a = cosf et b = sin@ (d’ott A = e'?). Ceci acheve la
preuve du lemme 4.5.3 et donc du théoreme 4.5.1. (I

, avec a,b € R.

4.6. Appendice (}) : espaces préhilbertiens réels ou complexes

Si E, muni de (| ), est un C-espace vectoriel (resp. R-espace vectoriel) de dimension infinie muni d’un produit
scalaire hilbertien (resp. euclidien), on dit que E est un espace préhilbertien complexe (resp. réel). Dans ce cas
on sait, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que ||z|| = /(x| ) est une norme sur E. On dit alors que F est
un espace hilbertien complexe (resp. réel) s’il est complet pour cette norme, i.e. si toute suite de Cauchy converge
(ceci est automatiquement vérifié lorsque E est de dimension finie).

Ces espaces jouent un role important en Analyse. Par exemple, le R-espace vectoriel E = %°(]0,1],R) des
fonctions continues f : [0, 1] — R, muni du produit scalaire euclidien

(ﬂw=Af@@W

est un espace préhilbertien réel. Il n’est pas complet pour la norme euclidienne || f||2 = fol F2(t)dt, mais il se plonge
dans I'espace L2([0,1],R) des (classes de) fonctions f : [0,1] — R qui sont de carré intégrable au sens de Lebesgue
(i.e. f est mesurable et fol F2()dt < 00), et L*([0,1],R) muni du produit scalaire euclidien

(f 19) = /f

est un espace de Hilbert réel, i.e. il est complet pour la norme | f|2 = fol f2(t)dt. (On parle ici de classes de
fonctions, car on identifie deux fonctions f et g si elles coincident en dehors d’un ensemble de mesure nulle, i.e. si
f — g est nulle presque partout.)

De méme, le C-espace vectoriel E = €°([0, 1], C) des fonctions continues f : [0, 1] — C, muni du produit scalaire

hilbertien 1
(ﬂmzﬂmeMt

est un espace préhilbertien complexe. Il n’est pas complet pour la norme hilbertienne || f||2 = fol |£(t)?dt, mais il
se plonge dans I'espace L([0,1],C) des (classes de) fonctions f : [0,1] — C qui sont de carré intégrable au sens de
Lebesgue, et L2([0,1],C) muni du produit scalaire hilbertien

wm:AUwWMt

est un espace de Hilbert complexe, i.e. il est complet pour la norme ||f|2 = fol |f ()| dt.






