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Exercice 1 : Pour tout λ ∈ R, On considère la matrice suivante

A(λ) :=

 2− λ −1 0
0 3− λ −2
−3 9 −5− λ

 ∈ Mat3(R) .

1. Calculer le déterminant de A(λ).

2. Déterminer pour quelles valeurs de λ la matrice A(λ) est inversible.

3. Déterminer une base de Ker(A(0)).

4. Déterminer une base de Ker(A(−1)).

5. Déterminer une base de Ker(A(1)).

Exercice 2 : Soient A1, A2 deux points distincts de R2. Pour i = 1, 2 on considère l’application affine
hi : Rn → Rn définie par

hi(Ai + v) = Ai + iv.

On pose h3 := h2 ◦ h1.
1. Pour i = 1, 2 déterminer la partie linéaire de hi.

2. Déterminer la partie linéaire de h3.

3. Déterminer les points P ∈ R2 tels que h3(P ) = P .

4. Déterminer l’unique couple de nombres réels (x1, x2) tels que x1 + x2 = 1 et

x1
−−→
PA1 + x2

−−→
PA2 = 0.

Exercice 3 : Soit V = R4. Pour 1 ≤ i < j ≤ 4 on considère l’application pij : V × V → R définie par
pij(x, y) = xiyj − xjyi, où x = (x1, . . . , x4) et y = (y1, . . . , y4).

1. Montrer que pij est bilinéaire alternée.

2. Pour 1 ≤ ` < m ≤ 4, montrer que

pij(e`, em) =

{
1 si i = ` et j = m,

0 sinon.

En déduire que les formes bilinéaires alternées forment une famille libre.

3. Soit φ : V × V → R une application bilinéaire alternée. Montrer la formule

φ(x, y) =
∑
i<j

(xiyj − xjyi)φ(ei, ej).

En déduire que les formes bilinéaires alternées pij forment une famille génératrice de l’espace
vectoriel des formes bilinéaires alternées sur V .

4. Déduire la dimension de l’espace vectoriel des formes bilinéaires alternées sur V .

On considère l’application P : V × V → R donnée par

P (x, y) = (p12(x, y), p13(x, y), p14(x, y), p23(x, y), p24(x, y), p34(x, y)).
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5. Montrer que P est bilinéaire alternée.

6. Montrer que P (x, y) = 0 si et seulement si x, y sont liés.

Soient x, y, x′, y′ ∈ V tels que x, y ainsi que x′, y′ ne sont pas liés.

7. Supposons Vect(x, y) = Vect(x′, y′). Montrer que

P (x′, y′) = δP (x, y),

où δ = det(x,y)(x
′, y′) est le déterminant des vecteurs x′, y′ dans la base x, y.

8. (∗) Montrer que si les vecteurs P (x, y), P (x′, y′) ∈ R6 sont liés, alors Vect(x, y) = Vect(x′, y′).
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