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Exercice 1 : Soit n ≥ 1 un nombre entier et φ : Cn → Cn l’application définie par

φ(e1) = e2, φ(e2) = e3, . . . φ(en) = e1,

où e1, . . . , en est la base canonique de Cn.

1. Calculer φn.

2. Soit ω = exp(2πin ) avec i2 = −1. Pour k = 0, 1, . . . , n− 1 montrer que ωk est racine de Xn − 1.

3. Déduire que φ est diagonalisable.

4. Montrer que le vecteur (1, ω, ω2, . . . , ωn−1) est un vecteur propre pour φ de valeur propre ωn−1.

5. Que dire pour (1, ωk, ω2k, . . . , ωk(n−1)) pour k = 0, . . . , n− 1 ?

Question pour la route. 1 Soient n et φ : (Z/nZ)n → (Z/nZ)n définie comme plus haut.

1. Quelles sont les valeurs propres de φ ?

2. Est-ce que φ est diagonalisable ? Trigonalisable ?

3. Trigonaliser φ.

Exercice 2 : On considère la matrice

A =


3 0 2 −3
1 2 3 −4
1 −4 0 5
1 0 2 −1

 ∈ M2(Q).

1. Calculer le polynôme caractéristique de A.

2. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.

3. Pour toute valeur propre λ de A calculer une base de l’espace propre Vλ.

4. Déterminer le polynôme minimal de A. Est-ce A diagonalisable ?

5. Pour toute valeur propre λ de A déterminer un vecteur

vλ ∈ ker (A− λ id)2 r ker(A− λ id).

Calculer (A− λ id)vλ.

6. Trigonaliser A.

Question pour la route : refaire l’exercice sur Z/2Z.

1. Faites ça chez vous, à l’école ou n’importe où, mais pas ici !
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