
FEUILLE D’EXERCICES DU CHAPITRE 1

Exercice 1. Pour chacun des ensembles suivants muni d’une loi de composition interne, dire
quels sont des groupes :

(1) (N,+) (2) (Z,+) (3) (Z,×) (4) (Z r {0},×)
(5) (Q,×) (6) (Qr {0},×) (7) (Mn(Q),+) (8) (Mn(Q),×)
(9) (GLn(Q),×) (10) (On(R),×) (11) (SOn(R),×) (12) (On(R)r SOn(R),×).

Exercice 2. Soit (G, ∗) un groupe.
(1) Soient H,H′ des sous-groupes de G. Montrer que H ∩H′ est un sous-groupe de G.
(2) Est-ce que la réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe ?

Exercice 3. Soit Sn le groupe des permutations sur n éléments. Une permutation σ ∈ Sn est
paire si sa signature ε(σ) = 1.

(1) Montrer que An = {σ ∈ Sn : ε(σ) = 1} est un sous-groupe de Sn ;
(2) Calculer la cardinalité de An.

Exercice 4. Soit (G, ∗) un groupe. Si la G cardinalité est 6 3, montrer que G est commutatif.
On considère le sous-ensemble

K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ⊂ S4.

Montrer que K est un sous-groupe et écrire sa table de multiplication.

Exercice 5. Parmi les applications suivantes dire lesquelles sont des morphismes de groupes :

(1) R>0 → R, x 7→ log x, (2) C× → R>0, z 7→ |z|, (3) C→ R, z 7→ Re z,

(4) C→ R, z 7→ Im z, (5) Z→ Z, n 7→ n+ 1 (6) Mn(R)→ R, A 7→ Tr(A).

Exercice 6. Étant donnée une permutation σ ∈ Sn on considère l’application linéaire

ϕσ : Rn −→ Rn, ei 7−→ eσ(i).

(1) Est-ce que ϕσ est bijective ?
(2) Pour n = 2, 3 écrire la matrice de ϕσ pour tout σ ∈ Sn.
(3) Montrer que l’application Sn → GLn(R), σ 7→ ϕσ est un morphisme de groupes.

Exercice 7. Soient n > 1 un entier et µn = {z ∈ C : zn = 1}. Montrer que l’application

Z/nZ −→ µn, k 7−→ e2kπi/n.

est un isomorphisme de groupes.

Exercice 8. Pour chacune des permutations suivantes, déterminer l’écriture comme produit de
cycles de supports disjoints, puis la signature :

τ1 =

(
1 2 3 4 5 6
6 5 4 1 2 3

)
, τ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 4 5 6 1 8 9 7

)
,

τ3 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
8 1 3 6 5 7 4 2

)
, τ4 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 8 9 2 1 4 3 6 7

)
,

τ5 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 6 4 5 1 8 7 2

)
, τ6 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 5 4 1 7 10 2 6 9 8

)
.
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