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Exercice 1. Soit K un corps. Étant donnée une matrice A P MnpKq on écrit A “ paijqi,j“1,...,n

avec aij P K. On considère les ensembles suivants :

T “ tA P GLnpKq : aij “ 0 si i ‰ ju, B “ tA P GLnpKq : aij “ 0 si i ą ju,

U “ tA P GLnpKq : aij “ 0 si i ą j et aii “ 1u, B1 “ tA P GLnpKq : aij “ 0 si i ă ju.

Montrer les faits suivants :
(1) Les sous-ensembles T, B, U et B1 sont des sous-groupes de GLnpKq.
(2) T “ BX B1.
(3) Pour tout u P U et b P B on a bub´1 P U.
(4) L’application µ : TˆUÑ B, pt, uq ÞÑ tu est bijective. Est-ce que c’est un isomorphisme

de groupes ?
(5) Écrire explicitement l’inverse de l’application µ.

Exercice 2. Soit λ “ pλ1, . . . , λrq une partition d’un entier n ě 1, c’est-à-dire que λ1, . . . , λr ě 1
sont des entiers tels que λ1`¨ ¨ ¨`λr “ n. On écrira une matrice A P MnpKq comme une matrice
à blocs A “ pAijqi,j“1,...,r P MnpKq où les Aij sont des matrices ni ˆ nj :

A “

¨

˚

˝

A11 ¨ ¨ ¨ A1r

...
. . .

...
Ar1 ¨ ¨ ¨ Arr

˛

‹

‚

.

On considère les sous-ensemble suivants de GLnpKq :

L “ tA P GLnpKq : Aij “ 0 si i ‰ ju, P “ tA P GLnpKq : Aij “ 0 si i ą ju,

R “ tA P GLnpKq : Aij “ 0 si i ą j et Aii “ idni
u, Q “ tA P GLnpKq : Aij “ 0 si i ă ju.

Montrer les faits suivants :
(1) Les sous-ensembles L, P, Q et R sont des sous-groupes.
(2) L “ PXQ.
(3) Pour tout r P R et p P P on a prp´1 P R.
(4) L’application µ : Lˆ R Ñ P, p`, rq ÞÑ `r est bijective. Est-ce que c’est un isomorphisme

de groupes ?
(5) Écrire explicitement l’inverse de l’application µ pour n “ 4 et λ “ p2, 2q.

Exercice 3. Soit A P MnpRq une matrice nilpotente c’est-à-dire telle que Ar “ 0 pour un certain
entier r ě 1. Soit N l’ensemble des matrices A P MnpRq triangulaires supérieures avec des 0 sur
la diagonale.

(1) Montrer que la somme exppAq :“
ř8

i“0
Ai

i! est finie (avec la convention A0 “ id).
(2) Soient A,B P MnpRq des matrices nilpotentes qui commutent, i.e. AB “ BA. Alors

exppA` Bq “ exppAq exppBq.

(3) Déduire que la matrice exppAq est inversible.
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(4) On suppose A P N. Montrer que A est nilpotente et que exppAq est triangulaire supérieure
avec des 1 sur la diagonale.

(5) Pour n “ 2, 3 calculer exppAq pour tout A P N.
(6) Est-ce que le sous-ensemble des matrices nilpotentes est un sous-groupe de MnpRq ?
(7) Montrer que N est un sous-espace vectoriel de MnpRq.
(8) Est-ce que exp: NÑ GLnpRq est un morphisme de groupes ?

Exercice 4. Soient G un groupe et H,H1 Ď G des sous-groupes. Montrer que H Y H1 est un
sous-groupe si et seulement si H Ď H1 ou H1 Ď H.

Exercice 5. Soient G un groupe tel que x2 “ e pour tout x P G. Montrer que G est commutatif.

Exercice 6. Soit G un groupe. On dit que x, y P G sont conjugués si y “ gxg´1 pour un certain
g P G.

(1) Montrer que la conjugaison est une relation d’équivalence.
(2) Pour x P G montrer que Gx “ tg P G : gxg´1 “ xu est un sous-groupe de G.
(3) On considère G “ S3 et σ “ p123q. Montrer que Gσ “ tid, σ, σ

2u.

Exercice 7. On considère les applications e : RÑ Cˆ, θ ÞÑ eptq :“ expp2πiθq et r : RÑ M2pRq,

θ ÞÝÑ rpθq :“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

.

Montrer les faits suivants :
(1) L’application e est un morphisme de groupes. Déterminer son noyau et son image.
(2) Pour θ P R la matrice rpθq est inversible.
(3) L’application R Ñ GL2pRq, θ ÞÑ rpθq est un morphisme de groupes. Déterminer son

noyau et son image.
(4) Il existe un unique isomorphisme de groupes f : Im eÑ Im r tel que fpepθqq “ rpθq pour

tout θ P R.
Exercice 8. On considère les transpositions τi “ pi, i ` 1q pour 1 ď i ď n ´ 1 et τn “ pn, 1q
dans Sn. Pour 1 ď i ă j ď n montrer les relations suivantes :

(1) τiτj “ τjτi si j ą i` 1 ;
(2) τiτjτi “ τjτiτj si j “ i` 1.

Exercice 9. Soit n ě 3 un entier. On considère les sommets du polygône régulier à n côtés :

Pn “ tpcosp2π{nq, sinp2πi{nqq P R2 : i “ 0, . . . , n´ 1u Ă R2

et le sous-ensemble des isométries du plan qui les préservent :

Dn :“ tA P O2pRq : gpPnq “ Pnu Ă O2pRq “ tA P GL2pRq : tAA “ idu.

(1) Montrer que Dn est un sous-groupe.
(2) Montrer que

Rθ :“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

P Dn ðñ θ “ 2πk{n pour un certain k P Z.

On a alors RθpPiq “ Pi`k pmod nq.
(3) Soit S P O2pRq la symétrie orthogonale d’axeVectp1, 0q. Montrer que SpPiq “ P´i pmod nq.
(4) On pose R “ R2π{n. Montrer que ordpRq “ n, ordpSq “ 2 et SRS “ R´1.
(5) Montrer que Dn “ tR

i,SRi : i “ 0, . . . , n´ 1u. Conclure que |Dn| “ 2n.
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