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Chapitre 1

Théorie des groupes

1. Généralités sur les groupes

1.1. Groupes. Partant d’un ensemble, il s’agit de l’enrichir avec des structures supplé-
mentaires, telles que des opérations.

Définition 1.1.1. Soit un ensemble E, une loi de composition interne (LCI) sur E est une
fonction ˚ : E ˆ E Ñ E. Cette loi est généralement notée entre deux éléments.

Exemple 1.1.2. Pour px, yq P R2, px, yq ÞÑ x` y est une loi de composition interne. Si E
est un ensemble non-vide et PpEq l’ensemble de ses parties, alors pA,Bq ÞÑ AXB est une
LCI sur PpEq.

Définition 1.1.3. Soit ˚ une LCI sur E. On dit que pE, ˚q est un monoïde si :
1. @ px, y, zq P E3, px ˚ yq ˚ z “ x ˚ py ˚ zq (Associativité).
2. D e P E,@ x P E, e ˚ x “ x ˚ e “ x (Existence d’un élément neutre).

Si pour toute paire px, yq P E2, on a x ˚ y “ y ˚ x, on dit que E est un monoïde commutatif
ou abélien.

Remarque 1.1.4. L’utilité de l’associativité est qu’elle permet d’écrire x ˚ y ˚ z sans se
préoccuper du parenthésage. Toutes les lois de composition interne ne sont pas nécessairement
associatives. La soustraction sur R est un exemple de loi non associative. 4 ´ p3 ´ 2q “ 3 ‰

p4 ´ 3q ´ 2 “ ´1.

Exemple 1.1.5. pN,`q ou pN,ˆq sont des monoïdes abéliens, pMnpRq,ˆq est un monoïde
non-commutatif.

Définition 1.1.6. Soit ˚ une LCI sur E. On dit que pE, ˚q est un groupe si c’est un monoïde
et qu’il vérifie :

@ x P E, D y P E, xy “ yx “ e(Existence d’un inverse).

C’est un groupe abélien si de plus pE, ˚q est un monoïde abélien.

Exemple 1.1.7. pZ,`q est un groupe abélien, pGLnpRq,ˆq est un groupe non-commutatif.
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Lemme 1.1.8. Soit pE, ˚q un ensemble avec une LCI, si elle admet un élément neutre,
alors il est unique. De plus, si pE, ˚q est un groupe, alors il y a unicité de l’inverse.

Démonstration. En effet, si e et e1 sont deux éléments neutres, on a e ˚ e1 “ e et
e ˚ e1 “ e1. Pour la deuxième assertion, soit x P E, supposons qu’il admette deux inverses
y, y1 P E. On a alors y “ ypxy1q “ y1. □

Ainsi, si pE, ˚q est un groupe, pour tout x P E, il résulte du lemme que l’on peut définir
x´1, l’inverse de x. On note immédiatement que pour toute paire px, yq P E2 :

px ˚ yq´1 “ y´1 ˚ x´1

Dans la suite, on note la LCI de manière multiplicative, sauf mention explicite et l’élément
neutre 1. Pour n P N˚, si l’on multiplie n fois x, on note xn. Attention, en général :

pxyqn ‰ xnyn.

C’est vrai seulement si la loi est commutative (pensez aux matrices). En effet, on a :

x2y2 “ xxyy et pxyq2 “ xyxy.

1.2. Sous-groupes. On se donne dans la suite un groupe pG, .q.

Définition 1.2.1. Une partie non-vide H de G est un sous- groupe si :

@ px, yq P H2, xy´1 P H.

Remarques.
1.2.2. On remarque que comme H est non-vide, on a automatiquement 1 P H. En effet, il

suffit de choisir x P H et par hypothèse, on a 1 “ x.x´1 P H.
1.2.3. Dans les applications, pour montrer que quelque chose est un groupe, il est souvent

plus commode de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe de « référence ».

Exemple 1.2.4. pQ˚,ˆq est un sous-groupe de pR˚,ˆq, Un :“ tz P C |zn “ 1u est un
sous-groupe de pC˚,ˆq.

1.3. Morphismes de groupes. Soient deux groupes pA, .q et pB, .q.

Un morphisme de groupes est une fonction entre groupes f : A Ñ B telle que :

fp1Aq “ 1B, fpxyq “ fpxqfpyq.

Remarque 1.3.1. On a automatiquement fpxqfpx´1q “ fpxx´1q “ 1 soit fpx´1q “

fpxq´1.

Exemple 1.3.2. z ÞÑ |z| de pC˚, .q Ñ pR˚, .q ou x ÞÑ ex de pR,`q sur pR˚, .q sont des
morphismes de groupes.
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Vocabulaire usuel sur les morphismes :

Définition 1.3.3. Soit f : G Ñ H, un morphisme de groupes. On dit que :
1. f est un endomorphisme si G “ H.
2. f est un isomorphisme si c’est un morphisme de groupes bijectif.
3. f est un automorphisme si c’est un endomorphisme bijectif.

Exemples.
1.3.4. x ÞÑ x2 est un endomorphisme de groupes de pR˚,ˆq.
1.3.5. x ÞÑ ex est une bijection de pR,`q sur pR˚

`,ˆq. On dit que ces groupes sont
isomorphes.

aut-int Exemple 1.3.6. Pour un groupe G et x P G, ϕx : G Ñ G donné par y ÞÑ xyx´1 est un
automorphisme de G. On appelle un tel automorphisme, un automorphisme intérieur. Si
x “ 1, on obtient l’automorphisme identité IdG donné par y ÞÑ y.

Exemple 1.3.7. Soit G un groupe, alors l’ensemble AutpGq des automorphismes de G avec
la composition des applications comme LCI est un groupe.

Démonstration. La loi de composition est clairement associative et pour tout σ P

AutpGq, on a IdG ˝σ “ σ ˝ IdG “ σ. De plus comme σ est bijective, soit σ´1 son inverse,
alors on a bien σ ˝ σ´1 “ σ´1 ˝ σ “ Id. Il suffit donc de vérifier que σ´1 est aussi
un morphisme de groupes. On a σp1q “ 1 donc σ´1p1q “ 1. Soit px, yq P G2, alors
σpσ´1pxqσ´1pyqq “ σpσ´1pxqqσpσ´1pyqq “ xy “ σpσ´1pxyqq, soit σ´1pxqσ´1pyq “ σ´1pxyq

par injectivité de σ. □

1.4. Image et noyau d’un morphisme. Soit ϕ : G Ñ H un morphisme de groupes.

Lemme 1.4.1. Soient G1 Ă G, H 1 Ă H des sous-groupes, alors ϕpG1q et ϕ´1pH 1q sont aussi
des sous-groupes.

Démonstration. 1G P G1 comme G1 est un sous-groupe et ϕp1Gq “ 1H P ϕpG1q. De
plus, ϕpxqϕpyq´1 “ ϕpxy´1q et xy´1 P G1 donc ϕpG1q est un sous-groupe. On a l’équivalence :

x P ϕ´1pH 1q ðñ ϕpxq P H 1.

Comme ϕp1Gq “ 1H P H 1, 1G P ϕ´1pH 1q. Si x, y P ϕ´1pH 1q, alors ϕpxqϕpyq´1 P H 1. Or
ϕpxqϕpyq´1 “ ϕpxy´1q, donc on obtient xy´1 P ϕ´1pH 1q, ce qui conclut. □

Définition 1.4.2. (i) On définit l’image de ϕ, notée Imϕ par le sous-groupe ϕpGq Ă H.
On a Imϕ “ H si et seulement si ϕ est surjective.

(ii) On définit le noyau de ϕ, noté Kerϕ, par le sous-groupe ϕ´1pteuq Ă G.
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Exemple 1.4.3.

ϕ : pC,`q Ñ pR,`q, donné par z ÞÑ Repzq est surjectif, donc Imϕ “ R. De plus, Kerϕ “ iR.

ϕ : pR,`q Ñ pU,ˆq, donné par x ÞÑ eix est surjectif de noyau 2πZ.

Proposition 1.4.6. Soit ϕ : G Ñ H un morphisme de groupes. Alors, ϕ est injectif si et
seulement si Kerϕ “ t1u.

Démonstration. Sens direct : soit x P G tel que ϕpxq “ 1 alors ϕpxq “ ϕp1q et x “ 1.

Sens réciproque : Si pour px, x1q P G2, on a ϕpxq “ ϕpx1q, alors ϕpxqϕpx1q´1 “ 1, d’où
ϕpxx1´1q “ 1. Comme Kerϕ “ t1u, on obtient xx1´1 “ 1 et x “ x1. □

Proposition 1.4.7. Soit ϕ : G Ñ H un morphisme de groupes finis de même cardinal, alors
on a l’équivalence :

ϕ injective ðñ ϕ surjective ðñ ϕ bijective.

Démonstration. On montre p1q ùñ p2q ùñ p3q ùñ p1q. Si ϕ est injective, cardpGq “

cardpϕpGqq “ cardpHq donc ϕpGq “ H et ϕ est surjective. Si ϕ est surjective, alors ϕpGq “ H
et si ϕ n’est pas injective, on aurait cardpHq “ cardϕpGq ă cardG, donc ϕ est injective
donc bijective. La dernière assertion est triviale. □

fin Lemme 1.4.8. Soit G un groupe fini, alors pour tout x P G, il existe n P N˚, xn “ 1.

Démonstration. En effet si tel n’est pas le cas alors on obtiendrait un morphisme de
groupes injectif :

Z Ñ G

donné par k ÞÑ xk. Or, G est fini, contradiction. □

Définition 1.4.9. Soit un groupe G, et x P G, on appelle alors l’ordre de x le plus petit
entier d P N˚ tel que xd “ 1.

2. Action de groupes

2.1. Définitions.

Définition 2.1.1. Soit un groupe G, on dit que G agit sur une ensemble X si on a une
application :

GˆX Ñ X

pg, xq ÞÑ g.x, où g.pg1.xq “ pgg1q.x et 1.x “ x.
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En particulier, une action de groupe est équivalente à la donnée d’un morphisme de groupes :

τ : G Ñ ΣpXq,

donné par g ÞÑ px ÞÑ g.xq, où ΣpXq est le groupe des bijections de X dans X avec la
composition des fonctions comme loi de groupe.

Remarque 2.1.2. L’inverse de px ÞÑ g.xq est px ÞÑ g´1.xq.

Exemple 2.1.3. (i) G agit sur lui-même par translation à gauche :

GˆG Ñ G
pg, xq ÞÑ gx.

(ii) G agit sur lui-même par translation à droite :

GˆG Ñ G
pg, xq ÞÑ xg´1.

(iii) G agit sur lui-même par conjugaison :

GˆG Ñ G
pg, xq ÞÑ gxg´1.

Définition 2.1.4. (i) Soit x P X, on appelle stabilisateur de x le sous-ensemble :

Gx :“ tg P G | g.x “ xu.

(ii) On appelle orbite de x le sous-ensemble :

Ox :“ tg.x, g P Gu.

Lemme 2.1.5. Pour tout x P X, Gx est un sous-groupe de G.

Démonstration. 1 P Gx.

Si g, g1 P G, alors pgg1q.x “ g.pg1.xq “ g.x “ x et gg1 P Gx.

Si g P Gx, alors x “ 1.x “ pg´1gq.x “ g´1.pg.xq “ g´1.x, donc g´1 P Gx. □

Dans le cas où G agit sur lui-même par conjugaison, pour tout x P G, le stabilisateur
s’appelle le centralisateur (ou commutateur) de x, noté CGpxq. Il consiste en :

CGpxq “ tg P G, gx “ xgu.

Les orbites sont appelées les classes de conjugaison.

Définition 2.1.6. Soit G qui agit sur X. On dit que :
(i) l’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite.
(ii) l’action est fidèle si le morphisme G Ñ ΣpXq est injectif.
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(iii) L’action est libre si les stabilisateurs sont triviaux.

2.2. Exemples.

Exemple 2.2.1. (Le groupe symétrique) Soit n P N˚, si X “ t1, . . . , nu, on note Sn “ ΣpXq,
c’est le groupe symétrique à n éléments. Sn agit sur J1, nK par :

Sn ˆ J1, nK Ñ J1, nK
pσ, xq ÞÑ σpxq

.

Le stabilisateur de 1 consiste en :

H :“ tσ P Sn | σp1q “ 1u

et H est isomorphe à Sn´1 par l’application :

σ ÞÑ σ|J2,nK.

Comme pour tout k P J1, nK, il existe σ P Sn tel que σp1q “ k, l’orbite de 1 est J1, nK. Ainsi
l’action est transitive. Elle est aussi fidèle puisque si σpxq “ x pour tout x P J1, nK, σ “ Id.

Exemple 2.2.2. (matrices conjuguées) Soit un corps k, considérons :

DZnpkq :“ tA P Mnpkq | A est diagonisableu.

Le groupe GLnpkq agit par conjugaison sur DZnpkq par :

P.A “ PAP´1

Soit Dnpkq l’ensemble des matrices diagonales à coefficients dans k. Alors tout élément
A P DZnpkq est conjugué à une matrice diagonale D “ diagpλ1, . . . , λnq P Dnpkq. En
particulier, l’ensemble des orbites est infini.

Si pour tout i, j, λi ‰ λj le stabiliseur D consiste en Dn XGLnpkq.

Exemple 2.2.3. (Classes d’équivalence). Soit un corps k, G “ GLnpkq ˆGLnpkq, alors G
agit sur Mnpkq par :

pP,Qq.A “ PAQ´1.

On appelle les orbites les classes d’équivalence. Par le théorème du rang, toute matrice
A P Mnpkq est semblable à une matrice Jr pour 0 ď r ď n, avec :

Jr “ diagpIr, 0, . . . , 0q.

En particulier, l’ensemble des orbites est fini, égal à n` 1.

Exemple 2.2.4. Soit un K-espace vectoriel V , alors GLpV q agit sur V , par u.x “ upxq

pour u P GLpV q, x P V .

L’exemple précédent motive la définition suivante :
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Définition 2.2.5. Soit un groupe G, alors une représentation de G à coefficients dans K
est la donnée d’une paire pρ, V q où V est un K-espace vectoriel et ρ : G Ñ GLpV q un
morphisme de groupes. Une représentation de dimension un, i.e. si dimV “ 1, est appelée
un caractère et consiste donc en un morphisme de groupes ρ : G Ñ Kˆ.

Remarques.

2.2.6. L’étude des représentations d’un groupe permet de pouvoir étudier un groupe
abstrait en termes d’algèbre linéaire.

2.2.7. Si pρ, V q est une représentation de V , on a une action naturelle de G sur V par :

g.x “ ρpgqpxq, g P G, x P V.

Réciproquement si G agit sur un espace vectoriel V tel que pour tout g P G,
ρg : x ÞÑ g.x est une application linéaire, alors V est une représentation de G et
ρ : g ÞÑ ρg est le morphisme associé.

Exemples.

2.2.8. Pour tout entier n P N˚, et i P J1, nK, soit ΛiV _ l’espace vectoriel des i-formes
multilinéaires alternées de V , alors ΛiV _ est une représentation de GLpV q via
l’action :

u.fpx1, . . . , xiq “ fpupx1q, . . . , upxiqq, px1, . . . , xiq P V i, f P ΛiV _, u P GLpV q.

2.2.9. On a une action de GLnpKq sur MnpKq, vu comme K-espace vectoriel, par M ÞÑ

AMA´1 qui est un automorphisme linéaire, on en déduit donc un morphisme
Ad : GLnpKq Ñ GLpMnpKqq. On appelle cette représentation, la représentation
adjointe.

2.3. Applications.

Théorème 2.3.1 (Cayley). Soit un groupe fini G de cardinal n, alors il existe un plongement 1

G Ñ Sn.

Démonstration. Le groupe G agit sur lui-même par multiplication à gauche. On voit
G comme un ensemble à n éléments. On obtient ainsi un morphisme :

τ : G Ñ Sn,

donné par g ÞÑ ig : y ÞÑ gy. Montrons l’injectivité de τ . Soit g P Ker τ , alors ig “ Id, mais
igp1q “ g “ 1 donc l’injectivité suit. □

Proposition 2.3.2. Tout groupe fini G de cardinal n peut-être plongé dans GLnpFpq pour
tout premier p.

1. i.e un morphisme de groupes injectif.
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Démonstration. Par le théorème de Cayley, on a déjà plongé G dans Sn. Donc il
suffit de plonger Sn dans GLnpFpq. On définit l’application ϕ : Sn Ñ GLnpFpq qui envoie :

σ ÞÑ Aσ,

avec Aσ.ei “ eσpiq pour pe1, . . . , enq la base canonique. Montrons l’injectivité de ϕ ; si Aσ “ Id
alors pour tout i P J1, nK, on a :

σpiq “ i,

donc σ “ Id et ϕ est injective. □

glnfp Proposition 2.3.3. Soit p premier, on a :

an :“ cardpGLnpFpqq “

n´1
ź

i“0

ppn ´ piq “ p
npn´1q

2

n´1
ź

i“0

ppk ´ 1q.

Démonstration. Construisons une matrice A typique de GLnpFpq. Ses colonnes
doivent former un système libre. Pour la colonne C1, on a n coordonnées, la seule condition
est que la colonne doit être non-nulle, donc on a pn ´ 1 possibilités.

Pour C2, la seconde colonne ne doit pas être colinéaire à C1, i.e. pas de la forme λC1 avec
λ P Fp, on a donc pn ´ p possibilités.

Si on a construit C1, . . . , Ci´1, pour construire Ci on a un choix de vecteurs qui n’appar-
tiennent pas à VectpC1, . . . , Ci´1q. Cet espace vectoriel a pi éléments donc, il y a pn ´ pi

choix pour Ci. On trouve alors :

cardpGLnpFpqq “

n´1
ź

i“0

ppn ´ piq “ p
npn´1q

2

n´1
ź

i“0

ppk ´ 1q.

□

2.4. Formule des classes.

Proposition 2.4.1. L’ensemble des orbites tOx, x P Eu forme une partition de E. Si G est
un groupe fini, on a :

cardpOxq “
cardG

cardGx
.

Démonstration. Sur E, on définit la relation d’équivalence R par :

xRy ðñ D g P G, y “ g.x.

Montrons que c’est une relation d’équivalence ; x “ 1.x donc xRx et R est réflexive.

Si xRy alors y “ g.x d’où g´1.y “ x, donc yRx et R est symétrique.
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Enfin, si xRy et yRz, alors y “ g.x et z “ g1.y donc z “ g1.pg.xq “ pg1gq.x et R est
transitive. Comme les orbites sont des classes d’équivalence, par la théorie générale, les
classes d’équivalence forment une partition.

Maintenant, on a une surjection ϕ : G Ñ Ox donnée par g ÞÑ g.x. Si ϕpgq “ y alors

cardpϕ´1pyqq “ Gx,

puisque si ϕpgq “ ϕpg1q “ y alors, y “ g.x “ g1.x donc g1´1g.x “ x et g1´1g P Gx. On en
déduit donc :

cardpOxq “
cardG

cardGx
.

□

Remarques.

2.4.2. Si E est un ensemble fini, on a alors un nombre fini d’orbites O1, . . . , Or et on
déduit :

cardpEq “

r
ÿ

i“1

cardpOiq.

2.4.3. GLnpRq agit sur Rn. Soit le vecteur e1 “ p1, 0, . . . , 0q P Rn, alors l’orbite de e1 est
Rn ´ t0u et le stabilisateur est isomorphe à GLn´1pRq ˆ Rn´1.

On va tirer plusieurs applications de la formule des classes.

pcentre Exemple 2.4.4. Soit G un p-groupe (i.e. de cardinal égal à la puissance d’un premier p)
alors le centre ZpGq est non-trivial.

Démonstration. G agit par conjugaison sur lui-même et par la formule des classes :

cardpGq “ cardpZpGqq `

d
ÿ

i“1

cardpOiq.

où tout élément de ZpGq consiste en une orbite avec un seul élément et avec cardpOiq ě 2.
Ainsi, cardpOiq est divisible par p car l’orbite est non-triviale et G est un p-groupe, on
déduit alors :

cardpGq “ cardpZpGqq “ 0 rps.

Or, 1 P ZpGq, donc on a cardpZpGqq ě p, ce qui conclut. □

Théorème 2.4.5 (Lagrange). Soit un groupe fini G et un sous-groupe H Ă G, alors :

cardpHq| cardpGq.

Démonstration. On considère la relation d’équivalence :

xRy ðñ xy´1 P H.
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Soit G{H l’ensemble des classes d’équivalence, notons pG : Hq son cardinal. Pour a P G
l’ensemble des classes d’équivalence forment une partition de G :

aH :“ tg P G, Dh P H, g “ a.hu

On en déduit donc que :
G “

ď

āPG{H

aH

Maintenant, toutes ces classes sont de cardinal cardpHq et l’on déduit :

cardpGq “ pG : Hq cardH.

□

Cela justifie donc la définition suivante :

Définition 2.4.6. Soit G un groupe fini, H Ă G, on définit l’indice de H dans G, comme le
cardinal de G{H.

Proposition 2.4.7. Soit un groupe fini G, soit x P G d’ordre r alors r| cardpGq. En
particulier, on a :

@ x P G, xcardpGq “ 1.

Démonstration. Soit H :“ txk, k P Zu Ă G, c’est un sous-groupe de cardinal r et on
applique le théorème de Lagrange. □

Exemple 2.4.8. Si l’on prend G “ pZ{pZqˆ, le corollaire donne xp´1 “ 1 rps et on retrouve
le petit théorème de Fermat.

3. Groupes quotients

3.1. Groupes distingués. En général, si H est un sous-groupe, G{H n’est plus
nécessairement un groupe, nous allons voir sous quelles hypothèses cela reste le cas.

Définition 3.1.1. Un sous-groupe H Ă G est normal ou distingué si :

@x P G, xHx´1 Ă H.

On note H Ÿ G.

Remarques.
3.1.2. Si G est abélien, tout sous-groupe est distingué.
3.1.3. Si G est fini et H Ă G distingué, on a même égalité, xHx´1 “ H pour des raisons

de cardinal.

tri-mor Proposition 3.1.4. Soit ϕ : G Ñ H un morphisme de groupes, alors Kerϕ est normal.
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Démonstration. Soit x P Kerϕ et g P G alors

ϕpgxg´1q “ ϕpgqϕpxqϕpg´1q “ ϕpgqϕpg´1q “ ϕpgg´1q “ 1.

□

On a d’autres exemples de groupes distingués :

Lemme 3.1.5. Le centre de G, ZpGq :“ tx P G | yx “ xyu Ă G est distingué dans G. Le
groupe dérivé DpGq :“

@

rx, ys :“ xyx´1y´1, x, y P G
D

Ă G est distingué.

Démonstration. Pour ZpGq, c’est évident puisque la conjugaison agit trivialement
sur ZpGq. Si z P G alors on a :

zrx, ysz´1 “ rzxz´1, zyz´1s P DpGq,

donc DpGq est distingué. □

scent Exemple 3.1.6. Si n ě 3, on a ZpSnq “ t1u.

Démonstration. Soit σ P ZpSnq avec n ě 3, si σ ‰ Id soit i tel que j “ σpiq ‰ i et on
choisit k ‰ tj, σpiqu, ce qui est possible comme n ě 3. Soit τ “ pijkq, on a alors τστ´1 “ σ.
Or, on a τστ´1pσpiqq “ τσpiq “ k ‰ σpiq, contradiction. □

Proposition 3.1.7. Soit un corps k avec cardpkq ě 3, alors DpGLnpkqq “ SLnpkq “ tM P

GLnpkq, detpMq “ 1u.

Démonstration. Tout d’abord, on a une inclusion immédiate DpGLnpkqq Ă SLnpkq

puisque tout commutateur est de déterminant un. Comme SLnpkq est engendré par les
transvections, il suffit donc d’écrire toute transvection comme un commutateur. On considère
alors pour λ P k et i, j P J1, nK avec i ‰ j, la matrice de transvection τijpλq “ In ` pλqEij .
Pour µ P k, on considère la matrice diagonale dipµq “ In ` pµ ´ 1qEii, c’est la matrice
diagonale avec que des 1 sauf en la place i où l’on place µ. On a alors la relation pour toute
paire µ, ρ P k :

dipµqτijpρqdipµqτ´1
i pρq “ τijpp1 ´ µsignpj´iqqρ.

En particulier, en choisissant µ ‰ 0, 1, ce qui est possible comme cardpkq ě 3 et en prenant
ρ “ λ

p1´µsignpj´iq , on obtient que τijpλq est un commutateur et DpGLnpkqq “ SLnpkq. □

Définition 3.1.8. Soit H un sous-groupe de G, On définit le normalisateur de H dans G,
NGpHq :“ tg P G | gHg´1 Ă Hu. Alors, NGpHq est un sous-groupe et on a H ŸNGpHq.
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3.2. Groupes simples.

Définition 3.2.1. Un groupe G est simple s’il n’admet pas de sous-groupes normaux autres
que t1u et lui-même.

Remarque 3.2.2. Cette notion est analogue pour les groupes à celle de nombre premier,
les diviseurs sont remplacés par les groupes distingués.

Lemme 3.2.3. Un groupe simple est soit commutatif soit avec un centre trivial. Un groupe
simple vérifie DpGq “ G ou est commutatif.

Démonstration. On a ZpGq ŸG donc cela force ZpGq “ G ou ZpGq “ t1u. De même
pour DpGq, si DpGq “ t1u, alors G est abélien, comme tout commutateur est trivial, i.e.
xyx´1y´1 “ 1. □

Lemme 3.2.4. Le seul groupe commutatif simple est Z{pZ, avec p premier.

Démonstration. Si H est un sous-groupe alors son cardinal divise p, donc c’est p ou
1 et Z{pZ est simple. Montrons que c’est le seul cas. Soit H un groupe simple commutatif
d’ordre n. S’il admet un élément x P H d’ordre 2 ď d ď n´ 1, alors xxy ŸH et H ne peut
être simple. Donc x est d’ordre n et H » Z{nZ. Mais à nouveau, si n n’est pas premier,
alors tout diviseur d de n engendre un sous-groupe distingué strict, i.e

A

x
n
d

E

. □

Un des premiers exemples non-commutatifs de groupes simples est le suivant

asimp Théorème 3.2.5. (Admis) Pour n ‰ 4, An est simple.

Remarques.

3.2.6. Les outils pour montrer cet énoncé sont largement au niveau de ce cours, mais cela
nécessite d’établir un certain nombre de propriétés supplémentaires sur les groupes
symétriques qui relèvent plus d’un cours de théorie des groupes que d’algèbre linéaire.
Comme cela fait faire une trop grande digression, nous l’admettons et montrons en
revanche les corollaires que nous pouvons en tirer.

3.2.7. Si n “ 4, A4 n’est pas simple, car DpA4q est un sous-groupe distingué d’ordre 4,
isomorphe à Z{2ZˆZ{2Z, engendré par les bitranspositions. On appelle V4 “ DpA4q

le groupe de Klein.

dist1 Corollaire 3.2.8. Si n ‰ 4, An est le seul sous-groupe distingué propre non-trivial de Sn.

Démonstration. Si n ď 2, c’est clair, supposons donc n ě 3. Soit H Ă Sn un sous-
groupe distingué, alors H X An ŸAn, donc H X An “ t1u ou An Ă H. Si An Ă H, alors
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H “ An ou Sn. Si H X An “ t1u, alors la signature ϵ induit un isomorphisme entre H
et ϵpHq d’où cardpHq ď 2. Si cardpHq “ 2, soit σ P H l’élément non-trivial, alors pour
tout τ P Sn, comme τστ´1 ‰ Id, cela force τστ´1 “ σ donc σ est central, or ZpSnq “ t1u,
contradiction et H “ t1u. □

index Proposition 3.2.9. Si n ‰ 4, soit H Ă Sn un sous-groupe d’indice n, alors H » Sn´1.

Démonstration. Pour n ď 3, c’est clair. Supposons n ě 5, posons G “ Sn, alors G
agit par translation à gauche sur G{H et on a un morphisme ϕ : G Ñ BijpG{Hq » Sn.
Montrons qu’il est injectif. On a Kerϕ “

Ş

aPG

aHa´1 et comme KerϕŸSn, le corollaire
dist1dist1
3.2.8 montre que Kerϕ “ t1u puisque pn´ 1q!ă n!

2 . Pour une raison de cardinal, ϕ est un
isomorphisme et H s’identifie au stabilisateur de 1̄ “ H P G{H dans Sn, c’est donc un
groupe isomorphe à Sn´1. □

3.3. Construction de quotients.

Théorème 3.3.1. Soit H Ă G un sous-groupe normal, alors G{H, l’ensemble des classes à
gauche, admet une structure de groupe.

Lemme 3.3.2. Même hypothèse que dans le théorème, si x “ x1 mod H et y “ y1 mod H
alors xy “ x1y1 mod H.

Démonstration. On a x “ x1h et y “ y1h1 alors

xy “ x1hy1h1 “ x1y1py1´1hy1qh1

et y1´1hy1 P H comme H est normal. □

Passons à la preuve du théorème :

Démonstration. On définit le produit

xH.yH “ xy.H (3.3.2.1) {d-mult}

qui est bien défini par le lemme précédent. On vérifie alors aisément que G{H est un
groupe. □

Corollaire 3.3.3. L’application canonique

G Ñ G{H

est un morphisme de groupes de noyau H.
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On a donc une suite exacte :

1 // H
i // G

p
// G{H // 1

Par suite exacte, on entend que Im i “ Ker p, i est injective et p surjective.

Proposition 3.3.4 (Propriété universelle des groupes quotients). Soit ϕ : G Ñ H et N ŸG,
alors si N Ă Kerϕ il existe un unique morphisme ϕ̄ : G{N Ñ H, tel que :

ϕ̄ ˝ p “ ϕ

avec p : G Ñ G{N .

Démonstration. Comme ϕpNq “ t1u on définit ϕ̄ : G{N Ñ H par ϕpxNq “ ϕpxq.
Montrons que c’est bien défini. Soit x1 P G tel que xN “ x1N , alors x “ x1n avec n P N
et donc ϕpxq “ ϕpx1qϕpnq “ ϕpx1q, donc l’application est bien définie. On vérifie alors
immédiatement que ϕ̄ est un morphisme de groupes comme ϕ est un morphisme de groupes
et en vertu de la multiplication dans G{N donnée par le lemme (

d-multd-mult
3.3.2.1). □

Une appplication de la propriété universelle est la suivante :

ab1 Proposition 3.3.5. Soit Gab :“ G{DpGq, alors c’est un groupe abélien et pour tout mor-
phisme ϕ : G Ñ H tel que H est abélien, il existe un unique morphisme ϕ̄ : Gab Ñ H tel
que ϕ̄ ˝ p “ ϕ avec p : G Ñ Gab.

Démonstration. On a DpGq ŸG, donc le quotient est un groupe. Pour tout x, y P G,
on a :

xy “ yx mod pDpGqq

comme DpGq est engendré par les commutateurs. Comme H est abélien, on a

ϕpxyx´1y´1q “ ϕpxqϕpyqϕpxq´1ϕpyq´1 “ 1.

et DpGq Ă Kerpϕq Ainsi par propriété universelle du quotient, on obtient un morphisme de
groupes

ϕ̄ : Gab Ñ H.

□

3.4. Théorème d’isomorphisme de Noether.

Théorème 3.4.1. Soit un morphisme de groupes ϕ : G Ñ H, alors on a un isomorphisme :

G{Kerϕ – Imϕ.

En particulier, si G est fini, |G| “ |Kerϕ|| Imϕ|.
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Démonstration. Comme Kerpϕq est normal, on peut considérer le groupe quotient
G{Kerϕ. L’application ϕ : G Ñ H se factorise par définition par Imϕ. On peut donc
supposer que H “ Imϕ. L’application G Ñ H se factorise en ϕ : G{Kerϕ Ñ H et ϕ est
surjective comme ϕ l’est. Montrons l’injectivité, si ϕpxq “ ϕpx1q alors xx1´1 P Kerϕ, donc
l’injectivité suit. □

Proposition 3.4.2. L’action de G sur lui-même par conjugaison induit un morphisme

Φ : G Ñ AutpGq,

avec KerΦ “ ZpGq. On obtient ainsi par passage au quotient une injection :

G{ZpGq Ñ AutpGq,

et on appelle IntpGq l’image de Φ. On appelle ce groupe, le groupe des automorphismes
intérieurs et IntpGq ŸAutpGq. On appelle le quotient OutpGq “ AutpGq{ IntpGq le groupe
des automorphismes extérieurs.

Démonstration. La première partie de l’assertion vient de la propriété universelle des
groupes quotients. Il suffit donc de voir que IntpGq ŸAutpGq. Or si σ P AutpGq et x P G
alors σ ˝ ϕx ˝ σ´1 “ ϕσpxq P IntpGq avec ϕx l’automorphisme intérieur associé à x. □

4. Groupes résolubles et nilpotents

4.1. Groupes résolubles. Soit un groupe G, pour tout i P N, on définit la suite de
groupes pDipGqqiPN par D0pGq “ G, i ě 1, DipGq “ DpDi´1pGqq Ă Di´1pGq.

Définition 4.1.1. Soit un groupe G, on dit qu’il est résoluble s’il existe n P N tel que
DnpGq “ t1u. On appelle alors classe de résolubilité, le plus petit entier n P N tel que
DnpGq “ t1u, noté clpGq.

Remarque 4.1.2. Ainsi clpGq “ 0 équivaut à G “ t1u et clpGq “ 1 à G abélien.

d0 Lemme 4.1.3. Soit H Ă G un sous-groupe, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) DpGq Ă H,

(ii) H ŸG et G{H abélien.

Démonstration. Montrons le sens direct. Soit Hab “ πpHq Ă G{DpGq “ Gab, alors
comme DpGq Ă H, on a H “ π´1pHabq. Ainsi, pour x P G, comme DpGq ŸG, on a
DpGq Ă xHx´1 et donc πpxHx´1q “ Hab et xHx´1 Ă H, donc H est normal et G{H
abélien d’après

ab1ab1
3.3.5. Réciproquement, on a H “ KerpG Ñ G{Hq et comme G{H abélien,

par propriété universelle, on a DpGq Ă H. □

sol1 Proposition 4.1.6. Soit un groupe G et n P N˚, les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) G est de classe inférieure ou égale à n.
(ii) Il existe une suite :

G “ G0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Gn “ t1u

de sous-groupes normaux de G telle que Gi{Gi`1 est abélien.
(iii) Il existe une suite :

G “ G0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Gn “ t1u

de sous-groupes de G tels que Gi´1 soit normal dans Gi et Gi{Gi´1 abélien pour
1 ď i ď n.

(iv) Il existe un sous-groupe abélien A normal dans G tel que G{A soit résoluble et de
classe inférieure ou égale à n´ 1.

Démonstration. piq ùñ piiq Posons Gi “ DipGq pour i P N, comme DpGq est stable
par tout automorphisme de G, DipGq ŸG et la suite vérifie piiq.

piiq ùñ piiiq est clair.

piiiq ùñ piq. Par récurrence sur k et
d0d0
4.1.3, on voit que DkpGq Ă Gk d’où DnpGq “ t1u.

piq ùñ pivq On prend A “ Dn´1pGq.

pivq ùñ piq D’après piq ùñ piiq appliquée à G{A et à n´1, il existe une suite de sous-groupes
normaux de G telle que la suite des quotients :

G{A Ą A1{A Ą ¨ ¨ ¨ Ą An´1{A “ t1u,

vérifie piiq. Alors la suite :

G Ą A “ A1 Ą ¨ ¨ ¨ Ą An´1 “ A Ą t1u

vérifie piiq et l’implication piiq ùñ piq appliquée à G et n donne le résultat. □

Remarques.
4.1.11. Un groupe simple non-abélien n’est pas résoluble.
4.1.12. Les groupes symétriques Sn sont résolubles si et seulement si n ď 4. En effet, si

n ě 5, DpSnq “ An
2 qui est simple. Si n ď 3 c’est clair et si n “ 4, on a la suite

S4 Ą A4 Ą V4 “ pZ{2Zq2 Ą t1u.

commt Définition 4.1.13. Soit un groupe G, A,B deux sous-groupes de G, on note pA,Bq le
sous-groupe engendré par les commutateurs xyx´1y´1 avec x P A, y P B.

Remarque 4.1.14. On note en particulier que par définition pG,Gq “ DpGq.

Pour ce cours, l’exemple fondamental de groupe résoluble est le suivant :

2. pour montrer l’égalité, remarquer que DpSnq ŸAn et comme Sn non-abélien, DpSnq “ An par simplicité.
On peut aussi le montrer pour tout n P N de manière élémentaire : on a clairement que DpSnq Ă An et on
montre que les 3-cycles sont conjugués et engendrent An et qu’il existe un 3-cycle dans DpSnq.
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4.2. Sous-groupe fixant un drapeau. Soit un corps commutatif K, V un K-espace
vectoriel, on se donne une suite décroissantes de sous-espaces vectoriels de V :

V “ V0 Ą V1 Ą ¨ ¨ ¨ Ą Vn “ t0u

tels que codimpViq “ i. Une telle suite est appelée un drapeau complet, on note pV‚q “

pViq0ďiďn. Soit
BpV q “ tu P GLpV q | upViq “ Vi, 0 ď i ď nu.

Le théorème est le suivant :

sol2 Théorème 4.2.1. Le groupe BpV q est résoluble.

Démonstration. On définit la suite de sous-groupes pBiq0ďiďn de BpV q par :

Bi “ ts P BpV q |ps´ IdV qVj Ă Vi`j , 0 ď j ď n´ iu. (4.2.1.1) {bor1}

En particulier, on a B0 “ BpV q. Montrons un lemme :

bcomm Lemme 4.2.2. Pour tout 0 ď j ď n et 0 ď k ď n avec j ` k ď n, on a pBj , Bkq Ă Bj`k.

Démonstration. Soient s P Bj , t P Bk et x P Vi, il existe vi`k P Vi`k tel que :

tpxq “ x` vi`k,

soit :
stpxq “ spxq ` spvi`kq “ x` wi`j ` vi`k ` ti`j`k,

avec wi`j P Vi`j et ti`j`k P Vi`j`k. De même, on a :

tspxq “ tpx` wi`jq “ x` vi`k ` wi`j ` t1i`j`k,

avec t1i`j`k P Vi`j`k. Ainsi, on obtient :

stpxq “ tspxq mod Vi`j`k

ou encore comme spVi`j`kq “ Vi`j`k et pareillement pour t :

s´1t´1stpxq “ x mod Vi`j`k,

d’où le résultat. □

On peut maintenant terminer la preuve. On a :

— Pour 0 ď i ď n, pB0, Biq Ă Bi, donc les Bi sont normaux dans B0 “ BpV q.

— Pour 1 ď i ď n, DpBiq “ pBi, Biq Ă B2i Ă Bi`1, donc les quotients Bi{Bi`1 sont
abéliens 1 ď i ď n.

— Enfin B0{B1 s’identifie au groupe des matrices diagonales.

Donc la suite pBiq0ďiďn vérifie (ii) de
sol1sol1
4.1.6 et BpV q est résoluble. □
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Exemple 4.2.3. Si V “ Kn, pe1, . . . , enq la base canonique, alors pour 0 ď i ď n, on pose
Vn´i “ V ectpe1, . . . , eiq avec la convention Vn “ t0u. Alors BpV q consiste en les matrices
triangulaires supérieures inversibles.

Notons DrappV q l’ensemble des drapeaux de V , on fait agir GLpV q sur DrappV q par

g.pV‚q “ pg.V‚q.

Si W‚ et W 1
‚ sont deux drapeaux, en choisissant des bases pour les Vi et les Wj , on voit qu’il

existe g P GLpV q tel que g.W‚ “ W 1
‚. Ainsi GLpV q agit transitivement sur les drapeaux et

par définition BpV q est le stabilisateur de V‚. On en déduit donc que :

GLpV q{BpV q – DrappV q. (4.2.3.1) {bij-drap}

Ainsi, cela justifie que l’on appelle le quotient GLpV q{BpV q la variété de drapeaux de
GLpV q (bien que dans ce cours on n’ira pas jusqu’à la munir d’une structure de variété).

4.3. Groupes nilpotents. Soit un groupe G, on appelle suite centrale descendante de
G, la suite pCnGqně1 de sous-groupes de G définie par récurrence par :

C1pGq “ G,Cn`1pGq “ pG,CnGq, n ě 1.

Définition 4.3.1. Un groupe G est dit nilpotent s’il existe n P N tel que Cn`1G “ t1u. La
classe de nilpotence de G est alors le plus petit tel entier n.

Remarques.
4.3.2. Un groupe est abélien si et seulement si il est nilpotent de classe ď 1.
4.3.3. Un produit fini de groupes nilpotents est nilpotent de classe de nilpotence le

maximum des classes des groupes.

Lemme 4.3.4. Tout groupe nilpotent est résoluble.

Démonstration. Montrons par récurrence sur i P N˚ que DipGq Ă CipGq. Si i “ 1
c’est clair, et pour i ě 2 :

Di`1G “ pDiG,DiGq Ă pCiG,CiGq Ă pG,CiGq “ Ci`1G,

où la première inclusion s’obtient par hypothèse de récurrence. □

nilp2 Proposition 4.3.5. Un groupe G est nilpotent si et seulement si, il existe une suite décrois-
sante :

G1 “ G Ą ¨ ¨ ¨ Ą Gn`1 “ t1u,

avec pG,Giq Ă Gi`1 pour tout 1 ď i ď n, ce qui est équivalent à la condition Gi{Gi`1 Ă

ZpG{Gi`1q. En particulier, un sous-groupe (resp. un groupe quotient) d’un groupe nilpotent
est nilpotent. Enfin, le centre d’un groupe nilpotent est non-trivial.

nilfor Remarque 4.3.6. Une condition plus forte serait pGj , Giq Ă Gi`j .
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Démonstration. Si une telle filtration existe, alors CkG Ă Gk pour k ě 1 donc G
nilpotent. Réciproquement, si G nilpotent, on prend Gk “ CkG. Les assertions sur le passage
au quotient et au sous-groupe se déduisent alors de la caractérisation à l’aide des filtrations.
Enfin, si G est nilpotent de classe n, alors Cn`1pGq “ t1u, donc CnpGq ‰ t1u est dans le
centre de G comme souhaité. □

Reprenons l’exemple de BpV q de
sol2sol2
4.2.1. Pour 1 ď i ď n, on a :

Bi “ ts P BpV q |ps´ IdV qVj Ă Vi`j , 0 ď j ď n´ iu.

nilp3 Proposition 4.3.7. Pour tout 1 ď i ď n, Bi est nilpotent. En particulier, si Un Ă GLnpKq

est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes, il est nilpotent.

Remarque 4.3.8. Pour rappel, une matrice M P MnpKq est unipotente, si M ´ In est
nilpotente.

Démonstration. Comme un sous-groupe d’un groupe nilpotent est nilpotent, il suffit
de le vérifier pour B1. Alors, d’après

bcommbcomm
4.2.2, la suite des pBiq1ďiďn vérifie

nilfornilfor
4.3.6. Enfin, Un

correspond au groupe B1 pour le drapeau standard de Kn. □

kolch Théorème 4.3.9 (Kolchin). Soit K un corps algébriquement clos, V un K-espace vectoriel
de dimension finie. Soit un groupe G Ă GLpV q un sous-groupe où tous les éléments sont
unipotents, alors il existe un drapeau complet pV‚q de V tel que G soit contenu dans le groupe
B1 correspondant (cf. ci-dessus). En particulier, G est nilpotent.

Remarques.

4.3.9. On peut voir cet énoncé comme un exemple de cotrigonalisation dans le cas non-
commutatif. Dans le cas abélien, il est bien connu.

4.3.9. Dans la suite, un sous-groupe G Ă GLnpCq constitué de matrices unipotentes est
dit unipotent.

Le théorème se déduit de la proposition suivante :

fix Proposition 4.3.10. Soit un sous-groupe G unipotent de GLnpKq, avec K algébriquement
clos, alors il existe x P V non-nul tel que pour tout g P G, g.x “ x.

Voyons comment le théorème
kolchkolch
4.3.9 se déduit de la proposition :

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension. Si n “ 1, c’est clair.
Si n ě 2, on considère L la droite engendrée par x tel que dans

fixfix
4.3.10 et l’hypothèse de

récurrence appliquée à V {L, fournit un drapeau complet de V {L stable par G, d’où aussitôt
un drapeau complet de V stable par G et il est clair que G est contenu dans le sous-groupe
B1 correspondant. □
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Il s’agit donc maintenant de montrer la proposition
fixfix
4.3.10. On commence par faire la

définition suivante :

Définition 4.3.11. Soit un K-espace vectoriel E, soit un sous-espace vectoriel A Ă LpEq, on
dit que c’est une sous-algèbre si elle est stable par composition. On dit que A est irréductible
si les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par A sont t0u ou E.

L’énoncé fondamental pour montrer
fixfix
4.3.10 est le théorème de Burnside :

burn Théorème 4.3.12 (Burnside). [admis] Soient un corps K algébriquement clos, un K-espace
vectoriel E de dimension finie, et une sous-algèbre irréductible A Ă LpEq, alors A “ LpEq.

La proposition
fixfix
4.3.10 est une application immédiate de Burnside :

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension. Si n “ 1 c’est clair,
supposons donc n ě 2. S’il existe un sous-espace vectoriel strict et non-nul V Ă Kn qui
est G-stable, alors on a le résultat par hypothèse de récurrence. On suppose donc que les
seuls sous-espaces G-stables de Kn sont t0u et Kn. Notons G “ VectpGq Ă MnpKq, comme
G est un groupe, par linéarité, on a bien que G est stable par produit, donc c’est une
sous-algèbre et par hypothèse, elle est irréductible, donc G “ MnpKq. Soit x P G, on écrit
alors x “ In `N avec N nilpotente. Comme toutes les matrices sont unipotentes, on a pour
tout g P G, Trpgq “ n. On trouve alors :

@ g1 P G, trpng1q “ Trppx´ Inqg1q “ Trpxg1q ´ Trpg1q “ 0,

et donc comme G “ MnpKq, par linéarité, on trouve que :

@ M P MnpKq,TrpNMq “ 0,

soit N “ 0. Ainsi, G “ t1u, contradiction. □

4.4. Exponentielle matricielle. Soit K “ R ou C, on munit MnpKq de la norme :

}M}1 “ max
1ďiďn

n
ÿ

j“1

|aij |.

Lemme 4.4.1. La norme }}1 est sous-multiplicative, i.e, on a :

@ A,B P MnpKq, }AB}1 ď }A}1 }B}1 .

Démonstration. En effet, on a :
n

ÿ

j“1

|pABqij | ď

n
ÿ

j“1

n
ÿ

k“1

|aikbkj | “

n
ÿ

k“1

|aik|

n
ÿ

j“1

|bkj | ď p

n
ÿ

k“1

|aik|q. }B}1 ď }A}1 }B}1 ,

soit en passant au max :
}AB}1 ď }A}1 }B}1 .
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□

Pour A P MnpCq, on considère alors la série
ř Ak

k! ; par sous-multiplicativité de }.}1, on a :

@ n P N,
n

ÿ

k“0

›

›

›

›

Ak

k!

›

›

›

›

1

ď

n
ÿ

k“0

}A}
k
1

k!
,

et donc la série est normalement convergente, donc convergente. On définit ainsi :

exppAq “

`8
ÿ

k“0

Ak

k!
.

On remarque que l’on a expp0q “ In. De plus, on remarque que si :

M “

¨

˚

˚

˚

˝

λ1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚

0 λ2 ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ λn

˛

‹

‹

‹

‚

P TnpKq,

alors pour tout n P N, on a :

n
ÿ

k“0

Mk

k!
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n
ř

k“0

λk
1
k! ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚

0
n
ř

k“0

λk
2
k! ¨ ¨ ¨ ˚

...
...

. . .
...

0 0 ¨ ¨ ¨
n
ř

k“0

λk
n
k!

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P TnpKq,

donc en passant à la limite, on a :

exppMq “

¨

˚

˚

˚

˝

eλ1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚

0 eλ2 ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ eλn

˛

‹

‹

‹

‚

P TnpKq (4.4.1.1) {exp-tri}

exp-prop Lemme 4.4.2. On a les propriétés suivantes :

(i) Pour A,B P MnpKq qui commutent, exppAq exppBq “ exppA`Bq. En particulier,
exppAq P GLnpKq, d’inverse expp´Aq.

(ii) Pour tout P P GLnpKq et A P MnpKq, P exppAqP´1 “ exppPAP´1q.

(iii) Pour tout M P MnpKq, on a detpexppMqq “ exppTrpMqq.

(iv) Pour tout M P MnpKq, exppMq est un polynôme en M .
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Démonstration. (i) Soient A,B P MnpKq qui commutent, en particulier, on peut
appliquer le binôme de Newton, calculons le produit des séries absolument convergentes :

exppAq. exppBq “ p

`8
ÿ

i“0

Ai

i!
qp

`8
ÿ

j“0

Bj

j!
q “

8
ÿ

n“0

p
ÿ

p`q“n

ApBq

p!q!
q (4.4.3.1)

“

8
ÿ

n“0

1

n!
p

ÿ

p`q“n

n!

p!q!
ApBqq “

`8
ÿ

n“0

1

n!
p

n
ÿ

p“0

ˆ

n

p

˙

ApBn´pq “

`8
ÿ

n“0

1

n!
pA`Bqn

(4.4.3.2)
“ exppA`Bq. (4.4.3.3)

Ainsi, en prenant B “ ´A et comme expp0q “ In, on obtient que exppAq expp´Aq “ In
d’où l’assertion.

(ii) Fixons d P N, on a :

P p

d
ÿ

k“0

Ak

k!
qP´1 “

d
ÿ

k“0

pPAP´1qk

k!
,

il suffit alors de passer à la limite sur d.

(iii) Comme K est un sous-corps de C, on peut trigonaliser M dans MnpCq, de telle sorte
que M “ PTP´1 avec T triangulaire supérieure. Comme le déterminant et la trace sont
invariants par conjugaison et extension de corps, on se ramène donc au cas triangulaire
supérieur.

Maintenant, si pλ1, . . . , λnq sont les valeurs propres de T , d’après (
exp-triexp-tri
4.4.1.1), on trouve :

detpexppT qq “

n
ź

i“1

eλi “ e

n
ř

i“1
λi

“ etrpT q.

(iv) Les sommes partielles SnpMq sont dans le sous-espace vectoriel CrM s Ă MnpCq qui est
fermé, donc exppMq P CrM s. □

On obtient ainsi une application continue exp : MnpCq Ñ GLnpCq. On va voir qu’elle est
bijective sur certains morceaux de GLnpCq.

Notons NilpnpCq Ă TnpCq, l’espace vectoriel des matrices nilpotentes triangulaires supé-

rieures. Si M P NilpnpCq, alors Mn “ 0 et on a exppMq “ In `
n´1
ř

k“0

Mk

k! . En particulier, on

a exppMq P Un.

exp-unip Théorème 4.4.4. Soit U Ă GLnpCq un sous groupe unipotent, alors exp : n “ exp´1pUq Ñ

U est un homéomorphisme et il existe g P GLnpCq tel que gng´1 Ă Nilpn. En particulier,
on a un homéomorphisme exp : Nilpn Ñ Un, d’inverse ln : Un Ñ Nilpn.
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Démonstration. D’après le théorème de Kolchin, il existe g P GLnpCq tel que gUg´1 Ă

Un, en vertu de
exp-propexp-prop
4.4.2(ii), on est donc ramené à montrer que exp : Nilpn Ñ Un est un

homéomorphisme. Pour ce faire, on définit ln : Un Ñ Nilp par :

lnpMq “

8
ÿ

d“1

p´1qd´1 pM ´ Inqd

d
,M P Un.

Comme M P Un, alors M ´ In est nilpotente, de telle sorte que la somme est en fait
finie. Montrons que exp ˝ ln “ IdNilpn et ln ˝ exp “ IdNilpn . Considérons les polynômes

P pXq “
n´1
ř

k“1

Xk

k! et QpXq “
n´1
ř

k“0

p´1qk´1Xk

k P CrXs. Il s’agit de voir que P pQpNqq “ N pour

N P Nilpn. Pour la calculer, on a seulement besoin de tronquer P ˝Q à l’ordre n´1. Or on a
ex ´ 1 “ P pxq ` opxnq et lnp1 ` xq “ Qpxq ` opxn´1q, en particulier P ˝Q tronqué à l’ordre
n´ 1 est précisément le développement limité à l’ordre n´ 1 de elnp1`xq ´ 1 “ x, c’est-à-dire
X. Ainsi P pQpNqq “ N , c’est pareil dans l’autre sens et exp est un homéomorphisme. □

ln-nilp Remarque 4.4.5. La preuve ci-dessus donne également que si U P Un, alors lnpUq P Nilpn
est un polynôme en U . Cela se déduit par le lemme argument que

exp-propexp-prop
4.4.2.(iv).

La preuve ci-dessus nous permet de pouvoir définir un logarithme sur un certain voisinage
de l’identité :

logid Proposition 4.4.6. Soit M P MnpCq avec }M ´ In}1 ă 1, alors la série
ř

dě1

p´1qd´1 pM´Inqd

d

converge, soit lnpMq sa somme, on a l’identité :

expplnpMqq “ M.

Démonstration. Par sous-multiplicativité de }}1, on a immédiatement que la sé-
rie est normalement convergente, donc convergente. Il suffit de vérifier que l’on a bien
expplnpMqq “ M . Si M “ diagpλ1, . . . , λnq avec |λi´1| ă 1 pour tout i, alors expplnpMqq “

diagpexpplnλ1q, . . . , expplnpλnqq “ diagpλ1, . . . , λnq “ M 3. De plus, on a lnpPAP´1q “

P lnpAqP´1 4, donc en utilisant
exp-propexp-prop
4.4.2(ii), on en déduit l’égalité pour toute matrice diagonali-

sable dans C. On utilise alors la densité des matrices diagonalisables. La fonction A Ñ lnpAq

est bien continue sur la boule ouverte BpIn, 1q car la série est normalement convergente sur
tout compact de BpIn, 1q. De même la série A Ñ exppAq est continue, car normalement
convergente sur tout compact. Par composition exp ˝ ln est donc aussi continue sur BpIn, 1q.
Les deux membres sont continus en A, donc en prenant une suite de matrices diagonalisables
Ar Ñ A, avec }A´ In} ă 1, le cas des matrices diagonalisables donne que :

Ar “ expplnpArqq
rÑ`8

Ñ expplnpAqq,

et donc par unicité de la limite expplnpAqq “ A. □

3. C’est standard dans R, dans C, on utilise la C-dérivabilité de chacune des fonctions, à l’aide du
théorème de séries entières, le fait que les dérivées sont les mêmes et que les fonctions ont même valeur en 1.

4. clair sur les sommes partielles et on passe à la limite.

27



Une autre utilité de l’exponentielle est qu’elle va nous permettre de linéariser la structure
de groupe. On a besoin d’un lemme préliminaire :

stab-exp Lemme 4.4.7. Soient X,Y P MnpCq, alors :

lim
nÞÑ`8

pexpp
X

n
q expp

Y

n
qqn “ exppX ` Y q.

On a également :

lim
nÞÑ`8

pexpp
X

n
q expp

Y

n
q expp

´X

n
q expp

´Y

n
qqn

2
“ exppXY ´ Y Xq.

Démonstration. Comme exppXn q “ Id`X
n `Op 1

n2 q, soit :

expp
X

n
q expp

Y

n
q “ Id`

X ` Y

n
`Op

1

n2
q.

Pour n assez grand, cette quantité est assez proche de l’identité de telle sorte que :

n lnpexpp
X

n
q expp

Y

n
qq “ X ` Y `Op

1

n
q,

Il suffit maintenant d’appliquer l’exponentielle et d’utiliser
logidlogid
4.4.6. Pour la deuxième identité,

elle se démontre de la même manière à l’aide du développement limité :

expp
X

n
q expp

Y

n
q expp

´X

n
q expp

´Y

n
q “ In `

X2 ` 2XY ` Y 2

n2
´

pX ` Y q2

n2
`Op

1

n3
q

(4.4.7.1)

“ In `
XY ´ Y X

n2
`Op

1

n3
q. (4.4.7.2)

□

Ce lemme nous permet de faire la proposition/définition suivante :

Proposition 4.4.8. Soit un sous-groupe fermé G Ă GLnpCq, on définit l’algèbre de Lie
g “ LiepGq de G par g “ tM P MnpCq,@ t P R, expptMq P Gu. C’est un sous-espace
vectoriel de MnpCq stable par le crochet de Lie pX,Y q ÞÑ rX,Y s “ XY ´ Y X.

Démonstration. Immédiat avec le lemme
stab-expstab-exp
4.4.7 et comme G est fermé. □

On a donc les exemples suivants :

lie-exa Exemple 4.4.9. (i) On a bien sûr LiepGLnpCqq “ MnpCq, on la note souvent gln.

28



(ii) LiepTnq “ Dn, pour Tn Ă GLnpCq, le tore diagonal, i.e. le sous-groupe des matrices
diagonales inversibles et Dn l’espace vectoriel des matrices diagonales. En effet si
D “ diagpλ1, . . . , λnq, alors eD “ peλ1 , . . . , eλnq et exp : C Ñ Cˆ est surjective.
Ainsi, exp : LiepTnq Ñ Tn est surjective.

(iii) On a vu que LiepUnq “ Nilpn et que exp : Nilpn Ñ Un est un homéomorphisme.

Il résulte donc du deuxième exemple que l’exponentielle n’est pas injective dans MnpCq

puisque exp : C Ñ Cˆ ne l’est pas. L’exponentielle n’est pas plus injective dans MnpRq pour
n ě 2. En effet, si on prend :

M “

ˆ

0 ´2π
2π 0

˙

,

elle est est semblable dans M2pCq à
ˆ

2iπ 0
0 ´2iπ

˙

dont l’exponentielle vaut In.

Théorème 4.4.10. L’exponentielle exp : glnpCq Ñ GLnpCq est surjective.

Démonstration. Soit M P MnpCq, si M “ D ` N est la décomposition de Dunford
de M en diagonalisable et nilpotent qui commutent, alors on a d’après

exp-propexp-prop
4.4.2(i) :

exppMq “ exppDq exppNq “ exppDq ` exppDqpexppNq ´ Inq. (4.4.10.1) {dun-exp}

Les deux termes commutent clairement, exppDq est bien diagonalisable et comme exppNq

est unipotente d’après (
exp-triexp-tri
4.4.1.1), pexppNq ´ Inq est bien nilpotente et le reste en multiplicant

par exppDq comme elles commutent. On obtient donc que (
dun-expdun-exp
4.4.10.1) est la décomposition

de Dunford de exppMq.

Considérons maintenant M 1 P GLnpCq, soit M 1 “ D1 `N 1, sa décomposition de Dunford.
En vertu de (

dun-expdun-exp
4.4.10.1), on cherche N nilpotente et D diagonalisable qui commutent telles

que :
exppDq “ D1, exppDqpexppNq ´ Inq “ N 1

D’après
exp-unipexp-unip
4.4.4, il existe une unique matrice N nilpotente telle que exppNq “ In ` pD1q´1N 1

et d’après
lie-exalie-exa
4.4.9, on peut trouver D diagonalisable telle que exppDq “ D1. La difficulté est

de faire en sorte que D et N commutent. Tout d’abord, d’après
ln-nilpln-nilp
4.4.5, N est un polynôme

en N 1, il suffit donc de choisir D qui soit un polynôme en D1. Si D1 “ diagpd1
1, . . . , d

1
nq, il

suffit de prendre D telle que di “ dj à chaque fois que d1
i “ d1

j et on a alors D “ QpD1q où
Q est un polynôme d’interpolation de Lagrange 5 qui envoie les d1

i distincts sur les di. On
obtient alors que pour un tel choix, D et N commutent et on obtient :

exppD `Nq “ M 1,

comme souhaité. □

5. On rappelle que si on a px0, . . . , xnq P Kn distincts et py0, . . . , ynq P Kn, alors il existe un unique
polynôme P de degré n tel que P pxiq “ yi
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Remarque 4.4.11. On peut montrer qu’en général si G Ă GLnpCq est un sous-groupe
fermé exppLiepGqq engendre G, mais l’exponentielle n’est pas toujours surjective.
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Chapitre 2

Étude de GLn et SLn

1. La simplicité de PSLnpKq

1.1. Rappels sur les transvections. Soient un corps K et E un K-espace vectoriel
de dimension finie.

transv Proposition 1.1.1. Soit H “ Kerpfq un hyperplan de E, avec f P E_. Soit u P GLpEq tel
que u|H “ IdH et u ‰ IdE. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) On a detpuq “ 1.

(ii) u n’est pas diagonalisable.

(iii) On a D “ Impu´ Idq Ă H.

(iv) Il existe a P H, a ‰ 0 tel que l’on ait :

@ x P E, upxq “ x` fpxqa.

(v) Dans une base convenable, la matrice de u s’écrit :
¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 1 ¨ ¨ ¨ 0

. . . 1
0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‚

On dit alors que u est la transvection d’hyperplan H et de droite D “ paq.

Démonstration. piq ùñ piiq est clair, car sinon on aurait u “ Id, ainsi que pvq ùñ

piq. piiq ùñ piiiq également, car par le théorème du rang dimpImpu ´ Idqq “ 1, donc si
Impu´ Idq Ć H, alors ils sont en somme directe et u diagonalisable.

piiiq ùñ pivq Soit x0 P E tel que fpx0q “ 1, l’élément a “ upx0q ´ x0 P Impu´ Idq Ă H par
hypothèse. Comme x0 R H, a ‰ 0 et on a donc pour tout x P E :

upxq “ x` fpxqa.

pivq ùñ pvq. On construit une base e1, . . . , en de E en partant de en´1 “ a que l’on complète
en une base e1, . . . , en´1 de H et on prend enfin en R H tel que fpenq “ 1. □
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Remarque 1.1.7. (i) On prendra garde au fait que la donnée de H et D ne détermine

pas la transvection, il suffit de penser à la matrice
ˆ

1 λ
0 1

˙

.

(ii) On rappelle le résultat que SLpEq est engendré par les transvections et GLpEq par
les transvections et dilatations.

Dans la suite pour f P E_ avec f ‰ 0 et a P Kerpfq ´ t0u, on note τpf, aq la transvection
donnée par la formule :

τpf, aqpxq “ x` fpxqa.

tconj Proposition 1.1.8 (Comportement par conjugaison). Soit τ une transvection d’hyperplan
H et de droite D, u P GLpEq, alors uτu´1 est une transvection de droite upDq et d’hyperplan
upHq. Précisément si τ “ τpf, aq alors uτu´1 “ τpf ˝ u´1, upaqq

Démonstration. Pour x P E, on a τu´1pxq “ u´1pxq ` fpu´1pxqqa, d’où uτu´1pxq “

x ` fpu´1pxqqupaq, d’où le résultat. On notera que si H “ Ker f , alors upHq “ Kerpf ˝

u´1q. □

1.2. Centre de GLnpKq.

centre Proposition 1.2.1. Pour tout n P N˚, on a ZpGLpEqq “ tλIdE , λ P Kˆu – Kˆ. De plus,
on a ZpSLpEqq “ tλ IdE , λ P K, λn “ 1u “ µnpKq.

Démonstration. Quitte à choisir une base, on peut supposer que E “ Kn. Soit
u P ZpGLnpKqq ou ZpSLnpKqq, alors u commute avec toutes les transvections qui sont dans
SLnpKq, en particulier d’après

tconjtconj
1.1.8, on obtient que u stabilise toutes les droites vectorielles.

En particulier, la base canonique de Kn est une base de vecteurs propres et u diagonalisable.
Maintenant, pour toute matrice de permutation Aσ P GLnpKq, on doit avoir AσDA

´1
σ “ D,

ainsi si D “ diagpλ1, . . . , λnq, on a :

AσDA
´1
σ “ diagpλσp1q, . . . , σpλσpnqqq

ce qui force que pour tout i ‰ j, λi “ λj et u “ λIn. Enfin, si u P SLnpKq, on a detpuq “ 1,
soit λn “ 1. □

Remarque 1.2.2. On prendra garde au fait que l’on n’a pas nécessairement cardpµnpKqq “ n.
En effet, si se place sur Fp, on a Xp ´ 1 “ pX ´ 1qp rps et µppFpq “ t1u.

vect Corollaire 1.2.3. Soit u P GLpEq qui stabilise toute droite vectorielle, alors u est une
homothétie.

Démonstration. En effet, dans ce cas, il commute avec toutes les transvections et
dilatations qui engendrent GLpEq donc c’est une homothétie. □

32



1.3. Espaces projectifs.

Définition 1.3.1. Le quotient de GLpEq par son centre est appelé le groupe projectif
linéaire noté PGLpEq. De même le quotient de SLpEq par son centre est noté PSLpEq. On
note PGLnpKq et PSLnpKq les groupes matriciels correspondants.

Soit hλ l’homothétie x ÞÑ λx, on a dethλ “ λn de telle sorte que l’on a une suite exacte :

1 Ñ PSLpEq Ñ PGLpEq Ñ Kˆ{Kˆn Ñ 1,

avec Kˆn “ tλ P Kˆ, Dµ P K, λ “ µnu. En particulier, si K est algébriquement clos, on a
PSLpEq “ PGLpEq.

Notons PpEq l’ensemble des droites vectorielles de E, on l’appelle l’espace projectif. On a
une application surjective :

ϕ : E ´ t0u Ñ PpEq

donnée par x ÞÑ xxy et pour une droite L P PpEq, si on choisit un vecteur x P L, non-nul,
on a ϕ´1pLq “ tλx, λ P Kˆu. Ainsi l’action libre de Kˆ sur E ´ t0u induit une bijection par
passage au quotient :

pE ´ t0uq{Kˆ – PpEq. (1.3.1.1) {proj}

Le groupe GLpEq agit sur les droites de PpEq et d’après
vectvect
1.2.3 si g P GLpEq stabilise toute

droite vectorielle, alors g est une homothétie. On en déduit le corollaire suivant :

fid Corollaire 1.3.2. Le groupe PGLpEq agit fidèlement sur PpEq. De plus, si K est un corps
fini de cardinal q, on a cardpPpEqq “

qn´1
q´1 avec n “ dimpEq. En particulier, si dimpEq “ 2,

on trouve cardpPpEqq “ q ` 1.

Remarque 1.3.3. Cela justifie donc la terminologie de groupe projectif linéaire.

Démonstration. Il ne nous reste qu’à montrer l’assertion sur le cardinal, or on a
cardpEq “ qn et comme Kˆ agit fidèlement, il résulte de (

projproj
1.3.1.1) que l’on a :

cardpPpEqq “
qn ´ 1

q ´ 1
.

□

Si E “ Kn`1, on note Pn
K “ PpKn`1q et pour n “ 1, on appelle P1

K, la droite projective ;
cela vient du fait que la donnée d’un élément L P P1pKq correspond, via (

projproj
1.3.1.1) à une

classe d’équivalence de paires px, yq P K2 ´ t0u. Ainsi, si y ‰ 0, on a :

rx, ys „ r
x

y
, 1s

et si y “ 0, comme px, yq ‰ p0, 0q, on a x ‰ 0, on déduit que rx, 0s „ r1, 0s. On note alors
8 “ r1, 0s. On a donc obtenu la description suivante :
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proj2 Proposition 1.3.4. Soit pK “ K Y t8u, alors on a une bijection entre P1
K Ñ pK donnée par

rx, ys ÞÑ x
y si y ‰ 0 et rx, 0s ÞÑ 8.

1.4. Classes de conjugaison de transvections.

conj Théorème 1.4.1. Dans GLpEq, toutes les transvections sont conjuguées. Si n “ dimpEq ě

3, elles sont aussi conjuguées dans SLpEq.

Démonstration. Pour la première assertion, c’est clair d’après
transvtransv
1.1.1.(v). Pour la

deuxième, si n ě 3, soient u, v deux transvections et w P GLpEq tel que u “ wvw´1. Si
λ “ detpwq, il suffit de trouver s P GLpEq tel que detpsq “ λ´1 et svs´1 “ v. En effet, on
aura alors sw P SLpEq et pswqvpswq´1 “ u. Pour ceci, on se place dans une base où la
matrice de v est donnée par :

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 1 ¨ ¨ ¨ 0

. . . 1
0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‚

et on prend s “ diagr1, . . . , 1, λ, 1λ ,
1
λ s, ce qui est possible comme n ě 3. □

Pour n “ 2, la proposition est fausse, on a le résultat suivant :

conj2 Proposition 1.4.2. (i) Dans SL2pKq, toute transvection est conjuguée à
ˆ

1 λ
0 1

˙

, avec

λ P Kˆ.

(ii) Soient λ, µ P Kˆ, alors s “

ˆ

1 λ
0 1

˙

et t “

ˆ

1 µ
0 1

˙

sont conjuguées dans SL2pKq

si et seulement si λ
µ est un carré dans K.

Démonstration. (i) Soient u une transvection, e1, e2 une base de E, Kϵ1 l’hyperplan
de u et ϵ2 R Kϵ1, dans la base pαϵ1, ϵ2q, u a la matrice voulue et pour α convenable, on a
detpαϵ1, ϵ2q{detpe1, e2q “ 1, donc le changement de base est dans SL2pKq.

(ii) On écrit g “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pKq qui conjugue s et t, soit gs “ tg. On trouve alors :

gs “

ˆ

a λa` b
c λc` d

˙

“ tg “

ˆ

a` µc b` µd
c d

˙

,

soit c “ 0 et λa “ µd avec d “ 1
a car detpgq “ 1, donc λ

µ est un carré. Réciproquement, si
λ
µ “ δ2 P Kˆ, on prend a “ 1

δ , c “ 0, b quelconque et g convient pour passer de s à t. □
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Remarque 1.4.5. Les classes de conjugaison des transvections dans SL2pKq dépendent
donc fortement du corps de base. En effet, si K est algébriquement clos, alors elles sont
toutes conjuguées. En revanche, si K “ R ou K “ Fp, on a deux classes de conjugaison, une
infinité si K “ Q.

1.5. L’énoncé de simplicité. Le théorème fondamental est le suivant :

simpl Théorème 1.5.1. Le groupe PSLnpKq est simple sauf si n “ 2 et K “ F2 ou F3.

Remarque 1.5.2. L’idée de la preuve est d’utiliser le fait que les transvections engendrent
SLpEq et que dans un certain nombre de cas favorables, elles sont toutes conjuguées. En
particulier, si on arrive à montrer qu’un sous-groupe distingué H contient une transvection,
elle les contiendra toutes. Il faut évidemment diviser par le centre, parce que cela fournit de
manière évidente un sous-groupe distingué non-trivial, mais en dehors de celui-ci, il n’y en a
pas d’autres.

Démonstration. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, notons N Ă PSLpEq

un sous-groupe distingué non-trivial. Par image réciproque, on dispose donc d’un sous-groupe
distingué N ŸSLpEq tel que N contient strictement le centre Z de SLpEq. On veut montrer
que N “ SLpEq, on distingue deux cas.

Premier cas : n ě 3. D’après
conjconj
1.4.1, toutes les transvections sont conjuguées et elles

engendrent SLpEq, il suffit de montrer que l’une d’elles est dans N . Soit σ P N non-trivial.
On fabrique de nouveaux éléments de N comme commutateurs :

Si τ P SLpEq, alors τ “ σpτσ´1τ´1q P N.

Si τ est une transvection d’hyperplan H, στσ´1 est une transvection d’hyperplan σpHq

donc ρ “ pστσ´1qτ´1 est produit de deux transvections et est même une transvection si
ρpHq “ H et ρ ‰ Id. Il suffit donc de chercher un élément qui laisse globalement invariant
un hyperplan. Soit σ P N , σ R Z, comme σ n’est pas une homothétie, il existe a P E tel
que b “ σpaq ne soit pas colinéaire à a. Soit τ une transvection de droite xay et posons
ρ “ στσ´1τ´1. Soit H un hyperplan de E contenant Vectpa, bq, il en existe comme n ě 3.
On a les trois propriétés suivantes :

— ρ P N , ρ ‰ Id.

— @ x P E, ρpxq ´ x P H.

— ρpHq “ H

En effet, pour le premier point, on a clairement ρ P N et si ρ “ Id, alors τ “ στσ´1, mais ces
transvections sont respectivement de droites paq et pbq et on a paq ‰ pbq. Pour le deuxième
point, on remarque d’après

transvtransv
1.1.1.(iv) que l’on a ρpxq ´ x P Vectpa, bq Ă H et le troisième

point en résulte aussitôt.

Deux cas sont possibles :

35



(i) Il existe une transposition u d’hyperplan H qui ne commute pas à ρ.
Alors si on pose v “ ρuρ´1u´1, on a v P N , v ‰ Id et v produit des transvections
u´1, d’hyperplan H et ρuρ´1 d’hyperplan ρpHq “ H, donc v est une transvection
non-triviale de N .

(ii) Sinon, si ρ commute à toutes les transvections d’hyperplan H, soit f P E_ une
équation de H et u “ τpf, cq, avec c P H, comme ρu “ uρ, pour tout x P E, on a :

ρpxq ` fpxqρpcq “ ρpxq ` fpρpxqqc.

Soit x R H comme ρpxq ´ x P H, on a fpρpxqq “ fpxq ‰ 0 d’où ρpcq “ c, mais
comme ceci vaut pour tout c P H, on a ρ|H “ Id et comme ρ est de déterminant un,
ρ est déjà une transvection.

Ainsi, dans les deux cas, N contient une transvection non-triviale, donc N “ SLpEq si
n ě 3.

Deuxième cas : n “ 2. Dans cette situation, deux arguments ne marchent plus, les
transvections ne sont plus toutes conjuguées en général et on a utilisé n ě 3 dans la
construction d’un élément de N qui fixe un hyperplan. En notant que si n “ 2, l’existence
d’un hyperplan stable revient à l’existence d’un vecteur propre non-nul, on en déduit que si
k algébriquement clos, le même argument que ci-dessus s’étend en utilisant

conj2conj2
1.4.2. Dans le

cas général, on va construire un élément g P N avec une valeur propre et suffisamment de
transvections dans le groupe, à nouveau à l’aide de commutateurs.

Dans toute la suite, on suppose que cardpKq ě 7 : On verra ensuite comment traiter le cas
K “ F5 et que les cas K “ F2,F3 sont exceptionnels.

2simp Lemme 1.5.5. Supposons cardpKq ě 7, soit s “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pKq, avec c ‰ 0, alors il

existe g P SL2pKq tel que g´1s´1gs admette une valeur propre λ P K avec λ ‰ 0, 1.

Démonstration. On cherche g sous la forme g “

ˆ

α β
γ δ

˙

P SL2pKq. Soit e1 “ p1, 0q,

on doit résoudre g´1s´1gspe1q “ λe1, i.e. gspe1q “ λsgpe1q, i.e. :

aα ` cβ “ λpaα ` bγq (1.5.5.1) {1}

aγ ` cδ “ λpcα ` dγq. (1.5.5.2) {2}

Soit λ P pK˚q2 avec λ ‰ ˘1 ; un tel λ existe car cardpKq ě 7 donc cardppK˚q2 ě 3. On
prend alors γ “ 0, δ “

?
λ, α “ 1

δ et (
22
1.5.5.2) est satisfaite puisque comme c ‰ 0, on prend

β “
pλ´1qa

c
?
λ

et (
11
1.5.5.1) est satisfaite. □

3simp Lemme 1.5.6. Si s P SL2pKq a une valeur propre λ P K, avec λ ‰ ˘1, s est conjuguée
dans SL2pKq à t “ diagpλ, 1λq.
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Démonstration. Comme s P SL2pKq, les valeurs propres de s sont alors λ et 1
λ qui

sont distinctes comme λ ‰ ˘1, ainsi s est diagonalisable, donc conjuguée dans GL2pKq à
t “ diagpλ, 1λq. Soit g P GL2pKq tel que s “ gtg´1 l’élément qui conjugue et d “ detpgq P K˚,
alors v “ diagp1, 1dq commute à t, on a gv P SL2pKq et s “ pgvqtpgvq´1. □

4simp Lemme 1.5.7. Soit λ P K˚, avec λ ‰ ˘1 et s “ diagpλ, 1λq, soit µ P K˚ et t “

ˆ

1 µ
0 1

˙

.

Alors il existe g P SL2pKq tel que l’on ait g´1s´1gs “ t.

Démonstration. On cherche g sous la forme g “

ˆ

a b
c d

˙

P SL2pKq avec gs “ sgt.

On trouve alors :

gs “

ˆ

λa b
λ

λc d
λ

˙

“ sgt “

ˆ

aλ λµa` bλ
c
λ

cµ
λ ` d

λ

˙

.

La relation λc “ c
λ implique c “ 0 car λ2 ‰ 1. Il reste b

λ “ λpµa` bq et ad “ 1. On prend
alors a “ 1

λ ´ λ de sorte que a ‰ 0 et b “ λµ. □

On peut maintenant terminer la preuve du théorème dans le cas n “ 2 : Soit s P N , s ‰ ˘ Id.

(i) Si s a une valeur propre λ P K˚, λ ‰ ˘1, alors d’après
3simp3simp
1.5.6, s est conjugué dans

SLpEq à s1 “ diagpλ, 1λq, donc s1 P N . Ainsi, pour tout µ P K˚, d’après
4simp4simp
1.5.7 il

existe g P SLpEq tel que t “

ˆ

1 µ
0 1

˙

“ g´1ps1q´1gs1. On obtient ainsi t P N et

d’après
conj2conj2
1.4.2, on a N “ SLpEq.

(ii) Si s “

ˆ

a b
c d

˙

avec c ‰ 0 alors comme cardpKq ě 7 par hypothèse, d’après
2simp2simp
1.5.5, il existe g P SLpEq tel que g´1s´1gs ait une valeur propre λ ‰ ˘1. Comme
g´1s´1gs P N , on est ramené au cas précédent.

(iii) Avec les notations de (ii) si c “ 0 et que l’on n’est pas dans le cas (i), alors

s “

ˆ

ϵ µ
0 ϵ

˙

avec ϵ “ ˘1 et µ ‰ 0 car s non diagonalisable. Soit alors t “

ˆ

0 1
´1 0

˙

P SLpEq. On a alors que tst´1 “

ˆ

ϵ µ
´µ ϵ

˙

P N et on est ramené au cas

précédent.

□

Remarque 1.5.8. A strictement parler, la preuve ne sera complètement finie que lorsque
l’on aura traité le cas où cardpKq “ 4 ou 5. C’est fait dans la section suivante.
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1.6. Isomorphismes exceptionnels. On commence par rappeler les formules de
cardinalité suivantes :

card Proposition 1.6.1. Soit un corps fini K de cardinal q, n P N˚, on a les formules suivantes :

(i) cardpGLnpKqq “
n´1
ś

i“0
pqn ´ qiq

(ii) cardpSLnpKqq “ qn´1
n´2
ś

i“0
pqn ´ qiq “ N

(iii) cardpPGLnpKqq “ cardpSLnpKqq “ N

(iv) cardpPSLnpKqq “ N
d , avec d “ n^ pq ´ 1q.

Démonstration. (i) a été vu dans
glnfpglnfp
2.3.3. (ii) vient de la suite exacte :

1 Ñ SLnpFpq Ñ GLnpFpq Ñ Fˆ
p

et du fait que cardpK˚q “ q´1 et pareillement pour PGLnpKq puisque |ZpGLnpKqq| “ q´1.
Enfin, le dernier point vient du lemme suivant

rootroot
1.6.2. □

root Lemme 1.6.2. Avec les notations précédentes, on a |µnpKq| “ n^ pq ´ 1q.

Démonstration. Par Bezout, il existe r, s P Z tels que d “ rpq ´ 1q ` sn. Soit x P K˚,
si x P µnpFpq, comme xq´1 “ 1, on a xd “ 1. Réciproquement, si xd “ 1, a fortiori comme
d|n, xn “ 1. Ainsi, µnpKq “ µdpKq. Le polynôme Xq´1 ´ 1 admet q ´ 1 racines dans K,
donc Xd ´ 1 qui en est un diviseur en admet d et donc µnpKq “ d. □

Théorème 1.6.3. On a les isomorphismes suivants :
(i) GL2pF2q “ SL2pF2q “ PSL2pF2q – S3.
(ii) PGL2pF3q – S4, PSL2pF3q – A4.
(iii) PGL2pF4q “ PSL2pF4q – A5.
(iv) PGL2pF5q “ PSL2pF5q – A5.

Remarque 1.6.4. Pour rappel, on note Fq le corps à q éléments.

Démonstration. (i) Comme Fˆ
2 “ t1u, on a GL2pF2q “ SL2pF2q “ PSL2pF2q. De

plus, GL2pF2q agit fidèlement sur PpF2
2q qui d’après

fidfid
1.3.2 est de cardinal trois, on obtient

donc un morphisme injectif ϕ : GL2pF2q Ñ S3 qui est un isomorphisme pour des raisons de
cardinal d’après

cardcard
1.6.1.

(ii) A nouveau cardpPpF2
3qq “ 4, donc on obtient une injection de PGL2pF3q ãÑ S4 qui est

un isomorphisme pour des raisons de cardinal. De la même manière, on a une injection de
PSL2pF3q ãÑ S4 et comme PSL2pF3q est d’indice deux, cela force PSL2pF3q – A4 d’aprèsdist1dist1
3.2.8.
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(iii) On vérifie que les deux groupes sont de cardinal 60 et se plongent dans S5 puisque
cardpP1

F4
q “ 5. Comme ils sont d’indice deux, ils sont isomorphes à A5 d’après

dist1dist1
3.2.8.

(iv) Dans cette situation, on a un plongement injectif de PGL2pF5q ãÑ S6, comme il est
d’indice 6, d’après

indexindex
3.2.9 on en déduit que PGL2pF5q – S5 et donc à nouveau PSL2pF5q –

A5. □

Remarques.

1.6.5. L’énoncé précédent nous permet de compléter la preuve de
simplsimpl
1.5.1 dans les cas où

K “ F4 ou F5, puisque d’après
asimpasimp
3.2.5, A5 est simple.

1.6.6. Comme S3 et A4 ne sont pas simples, le théorème est bien en défaut si n “ 2 et
K “ F2,F3.

1.6.7. Le plongement de PGL2pF5q dans S6 fournit un groupe isomorphe à S5, mais
non-trivial, i.e. qui n’est pas le stabilisateur d’un point. En effet, PGLpEq agit
transitivement sur PpEq. L’existence d’un tel groupe permet de montrer que pour
n “ 6, on a AutpSnq ‰ IntpSnq. C’est d’ailleurs la seule valeur de n pour laquelle
ça arrive.

On termine en listant les derniers isomorphismes exceptionnels :

Théorème 1.6.8. On a les isomorphismes canoniques suivants :

(i) PSL2pF7q – PSL3pF2q. Il y a un unique groupe simple d’ordre 168.

(ii) PSL2pF9q – A6.

(iii) PSL4pF2q – A8.

Remarque 1.6.9. En revanche, le groupe PSL3pF4q a même cardinal que A8 égal à
20160 “ 8!

2 mais ne lui est pas isomorphe. Cela fournit donc un exemple de deux groupes
finis simples non-commutatifs de même cardinal, mais non-isomorphes.

2. Espaces topologiques

2.1. Topologie sur un ensemble.

Définition 2.1.1. Soit un ensemble E, une topologie sur E est la donnée d’un sous-ensemble
τ Ă PpEq, dont les éléments sont appelés les ouverts, tel que :

(i) H, E P τ .

(ii) Pour tout famille pUiqiPI d’éléments de τ , on a
Ť

Ui P τ .

(iii) Pour tout famille finie pUiqiPI d’éléments de U , on a
Ş

Ui P τ .

La donnée pE, τq est alors appelée un espace topologique. Enfin, on appelle fermé le
complémentaire d’un ouvert.
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Exemples.

2.1.5. Il résulte de la définition qu’une intersection arbitraire de fermés est fermée.

2.1.6. R et C munis de la topologie usuelle sont des exemples d’espaces topologiques. Et
par extension Rn ou Cn pour tout n P N.

2.1.7. Pour un ensemble E, si on prend τ “ PpEq, on dit que E est muni de la topologie
discrète. Dans ce contexte, tous les points sont des ouverts et des fermés.

2.1.8. Si pE, dq est un espace métrique, la topologie sur E est celle pour laquelle les
ouverts sont des réunions de boules ouvertes. On a dans ce cas une caractérisation
séquentielle des fermés :

F fermé ðñ @ pxnq P FN convergente, limxn P F.

2.1.9. Soit E un espace topologique F Ă E un sous-ensemble, on appelle topologie induite
la topologie donnée par τ X F .

Soit un ensemble E et A Ă PpEq, il existe des topologies contenant A, la topologie discrète
par exemple. De plus, on vérifie immédiatement qu’une intersection de topologies est une
topologie, on définit alors la topologie τA la plus fine contenant A, comme :

τA “
č

AĂτ

τ.

On peut aussi appeler τA la topologie engendrée par A. De manière concrète, les éléments
de τA sont de la forme :

ď

αPA

p
č

iPKα
Kα fini

Uiq (2.1.9.1) {engtop}

avec Ui P A auxquels on ajoute H et E. L’ensemble de ces éléments est clairement stable
par union et aussi par intersection finie, car les intersections finies commute aux unions
arbitraires.

Définition 2.1.10. Soit E un espace toplogique, A Ă E un sous-ensemble, alors comme E
est fermé, A est contenu dans un fermé, on définit donc A l’adhérence de A, comme le plus
petit fermé contenant A, il s’obtient comme :

A “
č

AĂF

F.

Exemple 2.1.11. Dans R avec la topologie usuelle, si Dp0, 1q est le disque ouvert de rayon
un, alors Dp0, 1q est le disque fermé de rayon un. On a aussi par exemple Q “ R, puisque Q
est dense dans R.
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2.2. Continuité.

Définition 2.2.1. Soit f : X Ñ Y une application entre espaces topologiques, elle est dite
continue si pour tout ouvert U de Y , on a f´1pUq qui est ouvert.

Remarque 2.2.2. On obtient immédiatement de la définition qu’une composée de fonctions
continue est continue, en effet pour f : X Ñ Y et g : Y Ñ Z continues, si W est ouvert
dans Z, on a pg ˝ fq´1pW q “ f´1pg´1pW qq.

Cela va nous permettre de définir de nouvelles topologies :

Définition 2.2.3. Soit X un ensemble, une famille d’applications fi : X Ñ Xi, i P I, dans
des espaces topologiques Xi, alors on appelle topologie initiale, la topologie la plus fine qui
rend les applications fi : X Ñ Xi continues. Autrement dit c’est la topologie engendrée par
les f´1

i pUiq pour Ui ouvert dans Xi.

On a la propriété universelle suivante, en conservant les notations précédentes :

init Lemme 2.2.4. Soit un espace topologique Z, X muni de la topologie initiale, alors g : Z Ñ

X est continue si et seulement si pour tout i P I fi ˝ g est continue.

Démonstration. Le sens direct est clair, vu qu’une composée de fonctions continue
est continue. Réciproquement, soit U un ouvert de X, alors il résulte de (

engtopengtop
2.1.9.1) qu’il écrit

sous la forme :
ď

αPA

p
č

kPKαĂI
Kα fini

f´1
k pUkqq,

avec Uk ouvert dans Xk. Or, pour tout i P I, fi ˝ g est continue, le résultat suit. □

Une application de cette construction générale est la suivante :

Définition 2.2.5. Soit pXi, τiqiPI une famille d’espaces topologiques, posons X “
ś

iPI

Xi, on

appelle topologie produit sur X la topologie initiale définie par les projections pi : X Ñ Xi

pour i P I.

Il résulte donc de la définition que la topologie produit est engendré par les ensembles de la
forme :

Ui ˆ
ź

j‰i

Xj , i P I, Ui P τi,

et donc elle consiste en les unions arbitraires d’éléments de la forme :
n

ź

k“1

Uik ˆ
ź

j‰ti1,...,inu

Xj , i1, . . . , in P I,@ 1 ď k ď n,Uik P τik ,
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car-prod Remarque 2.2.6. Ainsi si I est fini, un produit d’ouverts est bien ouvert. En revanche, si
I est infini, un produit infini d’ouverts non-vides n’est pas ouvert si un nombre infini d’iceux
sont différents des Xi.

On a une notion duale de la topologie initiale, la topologie finale :

Définition 2.2.7. Soit X un ensemble pfi : Xi Ñ XqiPI une famille d’applications avec Xi

des espaces topologiques, alors on appelle topologie finale associée à pfiqiPI , la topologie la
plus fine qui rend les applications fi : Xi Ñ X continues. Autrement dit, un sous-ensemble
U de X est ouvert si et seulement si f´1

i pUq est ouvert pour tout i P I.

final Remarque 2.2.8. On a la propriété universelle analogue à celle de
initinit
2.2.4, une application

g : X Ñ Z est continue si pour tout i P I, fi ˝ g : Xi Ñ X Ñ Z est continue.

2.3. Séparation et connexité.

Définition 2.3.1. Soit E un espace topologique, il est dit séparé (ou Hausdorff) si pour
tout couple px, yq P E2 il existe des ouverts U, V tels que U X V “ H et x P U, y P V .

Remarques.sep1
2.3.2. Soit E un espace topologique séparé, alors pour tout x P E, txu est fermé. En effet,

si U “ X ´ txu, on a U “
Ť

yPU

Uy où Uy est un ouvert qui ne contient pas x.

2.3.3. Toute partie d’un espace séparé est séparée.

diag Lemme 2.3.4. Si E est séparé, alors la diagonale ∆ : E Ñ E ˆE est fermée, i.e. l’image
d’un fermé est fermée.

Démonstration. Soit F Ă E un fermé, U l’ouvert complémentaire, soit W le complé-
mentaire de ∆pF q. Soit px, yq P W alors soit x ‰ y ou y “ x P U Dans le premier cas, soit
Ux, Uy des ouverts disjoints tels que x P Ux et y P Uy, alors px, yq P Ux ˆ Uy Ă W dans le
second cas ∆pUq Ă U ˆ U Ă W et W est ouvert d’après

car-prodcar-prod
2.2.6. □

Exemple 2.3.5. (Une topologie non séparée). Soit X “ Cn. Soit S Ă CrX1, . . . , Xns un
sous-ensemble de polynômes, on définit :

V pSq “ tx “ px1, . . . , xnq P Cn| @ P P S, P pxq “ 0u.

Un tel ensemble est appelé ensemble algébrique. On a V pt1uq “ H et V pt0uq “ Cn et on
vérifie immédiatement que :

č

iPI

V pSiq “ V p
ď

iPI

Siq.

Les ensembles algébriques définissent donc les fermés d’une topologie, la topologie de Zariski 1.

1. C’est la topologie fondamentale de la géométrie algébrique.
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Les ouverts sont donc les complémentaires et on vérifie que tout ouvert non-vide U contient
un ouvert Dpfq “ tpx1, . . . , xnq|fpx1, . . . , xnq ‰ 0u pour f ‰ 0 P CrX1, . . . , Xns. Si on
considère alors deux ouverts non-vide Dpfq et Dpgq, alors on a Dpfq XDpgq “ Dpfgq qui
n’est jamais vide car fg ‰ 0. Ainsi, tous les ouverts se rencontrent et la topologie n’est pas
séparée.

Définition 2.3.6. Soit un espace topologique X, il est dit connexe s’il n’est pas réunion de
deux ouverts disjoints.

Remarque 2.3.7. Soit f : Y Ñ X continue entre espaces topologiques, si Y est connexe,
alors fpY q est connexe.

gln-conn Exemple 2.3.8. GLnpCq est un ouvert connexe de MnpCq.

Démonstration. Il est clairement ouvert car GLnpCq “ det´1pC˚q et det est continu.
Pour la connexité, soient A,B deux matrices inversibles, le complémentaire dans C de
l’ensemble fini des zéros de P pzq “ detpzA`p1´zqBq est connexe, son image par l’application
z ÞÑ zA` p1 ´ zqB est donc un connexe de GLnpCq. □

3. Groupes topologiques

3.1. Définitions.

Définition 3.1.1. Soit un groupe G, muni d’une topologie τ . On dit que G est un groupe
topologique si la multiplication GˆG Ñ G est continue ainsi que l’inversion ι : G Ñ G.

adh Remarque 3.1.2. Si G est un groupe topologique, alors l’adhérence d’un sous-groupe H
est un sous-groupe. En effet, il suffit de montrer que pour tout x, y P H, xy´1 P H. Or
ϕ : H ˆH Ñ H donnée par px, yq ÞÑ xy´1 est continue et on a ϕ´1pHq qui est fermé et qui
contient H ˆH, donc en particulier H ˆH Ă ϕ´1pHq d’où ϕpH ˆHq Ă H.

int-id Lemme 3.1.3. Soit G un groupe topologique, H Ă G un sous-groupe, alors H est ouvert si
et seulement si 1 admet un voisinage ouvert inclus dans H. Si H est ouvert, alors H est
fermé.

Démonstration. Soit V un voisinage de 1 inclus dans H, alors pour tout x P H, xV est
un voisinage ouvert de x, donc H “

Ť

xPH

xV et H est ouvert. De plus, on a GzH “
Ť

xRH xH,

qui est donc également une réunion d’ouverts, donc H est fermé. □

Exemple 3.1.4. Le groupe GLnpCq Ă MnpCq avec la topologie induite est bien un groupe
topologique. En effet, la multiplication est polynomiale sur les coefficients et l’inversion
g ÞÑ g´1 “

t Compgq

detpgq
est également continue comme produit de fonctions continues.
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der-top Lemme 3.1.5. Soit G un groupe topologique connexe résoluble, alors DpGq est connexe.

Démonstration. Soit S l’ensemble des commutateurs et Φ : G2 Ñ G donnée par
pm,nq ÞÑ mnm´1n´1 P S. Le groupe G2 est connexe et Φ continue donc ΦpGˆGq “ S est
connexe. Soit m ě 1 et Sm l’ensemble des produits s1 . . . sm avec si P S. C’est l’image de
Sm la multiplication Gm Ñ G, qui est donc connexe, comme Sm l’est et que le morphisme
est continu. Or DpGq “ tIdu Y p

Ť

mě1
Smq et comme Id P Sm pour tout m ě 1, DpGq est

connexe. □

3.2. Actions de groupes topologiques. Soit un espace topologique E, G un groupe
topologique qui agit sur E. On dit que G agit continûment si l’application pg, xq ÞÑ g.x est
continue. En particulier, à g fixé l’application fpgq : E Ñ E donnée par x ÞÑ g.x est un
homéomorphisme d’inverse fpg´1q.

stab Lemme 3.2.1. Supposons E séparé, alors pour tout x, les stabilisateurs Gx Ă G sont
fermés.

Démonstration. Comme E est séparé, d’après
diagdiag
2.3.4, ∆ est fermée. Posons Γ “

tpg, xq P G ˆ E, gx “ xu, on a Γ “ ψ´1p∆q pour ψ : G ˆ E Ñ E ˆ E. donnée par
pg, xq ÞÑ pg.x, xq. Comme pg, xq ÞÑ g.x est continue et que les projections G ˆ E Ñ E
sont continues d’après la définition de la topologie produit, il résulte de

initinit
2.2.4 que ψ est

continue, donc H est fermé. Ainsi comme txu est fermé, Γx “ p´1ptxuq XΓ est fermé comme
intersection de fermés. Il suffit alors de remarquer que Gx “ i´1pΓxq via i : G Ñ G ˆ E
donnée par g ÞÑ pg, xq, qui est continue à nouveau par

initinit
2.2.4. □

Définition 3.2.2. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G, la topologie quotient
sur G{H est la topologie finale associée G Ñ G{H, i.e. la plus fine qui rend la projection
continue.

ouv Remarque 3.2.3. On a toujours que π : G Ñ G{H est une application ouverte, i.e. envoie
un ouvert sur un ouvert, en effet si U est ouvert dans G, alors π´1pπpUqq “ G.U qui est
une union d’ouverts donc ouvert.

Considérons un groupe topologique G muni d’une action continue sur un espace topologique
séparé E, fixons x P E, on peut alors munir G{Gx de la topologie quotient et l’orbite Ox de
la topologie induite par celle de E. La flèche ϕx : g ÞÑ g.x, induit une bijection

ϕx : G{Gx Ñ Ox,

qui est continue par
finalfinal
2.2.8 et comme ϕx : G Ñ Ox l’est. L’inconvénient est qu’en général, ϕ

n’est pas nécessairement un homéomorphisme. Il faut rajouter des hypothèses pour que ce
soit le cas. On rappelle la définition suivante :
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Définition 3.2.4. (i) Soit un espace topologique E, il est dit compact s’il est séparé
et quasi-compact, i.e. de tout recouvrement ouvert de E “

Ť

Uα, on peut extraire
un recouvrement fini. Si E est séparé, alors une partie A Ă E est relativement
compacte, si son adhérence A est compacte.

(ii) Soit un groupe topologique G, il est dit localement compact, s’il est séparé et si
pour tout x P G et tout voisinage ouvert Vx, il admet un voisinage ouvert Wx

relativement compact tel que Wx Ă Vx. On appelle voisinage compact l’adhérence
d’un voisinage ouvert relativement compact.

locf Remarque 3.2.7. On en déduit en particulier qu’un ouvert et un fermé d’un localement
compact est localement compact et donc par extension également un localement fermé 2

d’un localement compact est localement compact.

homeo Théorème 3.2.8. Soit G un groupe topologique localement compact, dénombrable à l’infini
(i.e. réunion dénombrable de compacts), opérant continûment transitivement sur E localement
compact, alors pour tout x P E, la bijection ϕx : G{Gx Ñ E est un homéomorphisme.

sig-com Remarque 3.2.9. Il résulte de la définition de la compacité que dans un espace dénombrable
à l’infini, de tout recouvrement ouvert, on peut extrainre un recouvrement dénombrable.

On aura besoin de la proposition suivante que l’on admettra :

baire Proposition 3.2.10. Soit E un espace localement compact, alors il est de Baire, i.e. si
X “

Ť

nPN
Fn où les Fn sont fermés alors il existe n0 P N tel que Fn0 contienne un ouvert

non-vide.

Passons maintenant à la preuve du théorème.

Démonstration. Il suffit de montrer que ϕx est ouverte et par définition de la topologie
quotient, il s’agit de voir que ϕx : G Ñ E est ouverte. Soit U un ouvert de G, montrons que
U.x est ouvert dans E. Soit g P U , il s’agit de construire un voisinage ouvert de gx dans U.x
ou ce qui revient au même un voisinage ouvert de x dans g´1U.x, où g´1U est maintenant
un voisinage ouvert de 1.

Soit W un voisinage compact symétrique de 1 tel que W 2 Ă g´1U 3. Comme G “
Ť

tPG

t.W et

que G est dénombrable à l’infini, d’après la remarque
sig-comsig-com
3.2.9, il existe une famille dénombrable

pgnq tel que :
G “

ď

nPN
gnW.

2. i.e. l’intersection d’un ouvert avec un fermé.
3. L’application τ : g ÞÑ g2 est continue et il suffit de prendre un voisinage compact symétrique de 1

inclus dans τ´1
pg´1Uq qui reste un voisinage ouvert de 1 et est aussi localement compact d’après

locflocf
3.2.7
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d’où E “
Ť

nPN
gnW.x comme le groupe opère transitivement. Les gnW.x sont compacts, donc

fermés dans E. Comme E est localement compact, il est de Baire d’après
bairebaire
3.2.10, donc il

existe n0 tel que gn0W.x contienne un ouvert non-vide, donc un élément gn0wx admet un
voisinage ouvert V et on a :

x P w´1g´1
n0
V Ă w´1g´1

n0
pgn0W.xq “ w´1W.x Ă W 2.x Ă g´1U.x,

ce qui conclut. □

Exemples.homex

3.2.11. Le groupe topologique GLnpKq avec K “ R ou C est localement compact, dé-
nombrable à l’infini puisqu’il est ouvert dans MnpKq. On a une action continue
transitive de GLnpKq sur Kn ´t0u, également localement compact et le stabilisateur
de p1, 0, . . . , 0q est GLn´1pKq ˆ Kn´1, on en déduit donc un homéomorphisme :

GLnpKq{pGLn´1pKq ˆ Kn´1q – Kn ´ t0u.

3.2.12. Soit SnpRq`` l’ensemble des matrice symétriques définies positives. C’est un ouvert
de R

npn`1q

2 , donc localement compact qui admet une action transitive de GLnpRq

par P.M “ PM tP 4, P P GLnpRq, M P S``
n pRq. Le stabilisateur de In s’identifie à

OnpRq, on obtient donc un homéomorphisme :

GLnpRq{OnpRq – SnpRq``.

i-comp Lemme 3.2.13. Soit f : X Ñ Y une application continue avec X compact et Y séparé,
alors l’image d’un compact est compacte.

Démonstration. Comme une partie d’un espace séparé est séparée, il suffit de montrer
que l’image d’un quasi-compact K est quasi-compacte. On considère un recouvrement ouvert
fpXq “

Ť

iPI

Ui, on a donc X “
Ť

iPI

f´1pUiq dont on peut extraire un recouvrement fini

X “
Ť

iPK

f´1pUiq, avec K fini et on a alors fpXq “
Ť

iPK

Ui. □

Pour pouvoir être en mesure de pouvoir appliquer
homeohomeo
3.2.8, cela suppose donc de savoir si l’espace

d’arrivée est localement compact. Typiquement, si X est un espace topologique localement
compact sur lequel un groupe G satisfaisant les hypothèses de

homeohomeo
3.2.8 agit continûment ;

pour appliquer le théorème, on a besoin de savoir si les orbites sont elles aussi localement
compactes. Malheureusement en général ce n’est pas le cas, il faudra donc le montrer à
chaque fois au cas par cas.

4. Toute matrice définie positive M admet une racine carrée H aussi définie positive donc M “ H2
“ HtH.
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3.3. Propriétés des groupes topologiques. On étudie quelques propriétés des
groupes topologiques.

qu-op Proposition 3.3.1. Soit G un groupe topologique, H Ă G un sous-groupe fermé, alors G{H
est séparé.

Démonstration. Soit Γ “ tpx, hxq P GˆG, h P Hu, alors Γ est fermé comme image
réciproque de H, qui est fermé par l’application px, yq ÞÑ xy´1. Si πpxq ‰ πpyq, px, yq R Γ et
et comme Γ est fermé, alors il existe des ouverts U , V contenant respectivement x et x tels
que U ˆ V ne rencontre par Γ. En particulier, πpUq et πpV q sont disjoints et comme π est
ouverte d’après

ouvouv
3.2.3, cela conclut. □

prop-top Proposition 3.3.2. On a les propriétés suivantes :
(i) Si G est connexe, il est engendré par tout voisinage ouvert de l’identité.
(ii) Si G{H est connexe et H connexe alors G est connexe.
(iii) Si G localement compact et H fermé, alors G{H est localement compact.
(iv) Soit H un sous-groupe localement compact, alors il est fermé.
(v) Si G est localement compact et connexe, il est dénombrable à l’infini.

Démonstration. (i) On applique
int-idint-id
3.1.3 au groupe H engendré par un voisinage ouvert

de 1. Il est donc ouvert fermé et non-vide et comme G connexe, on a G “ H.

(ii) Soit f : G Ñ t0, 1u une application continue, comme H est connexe, xH l’est aussi pour
tout x P H, donc induit une application continue par passage au quotient f : G{H Ñ t0, 1u

qui est constante comme G{H est connexe, donc f aussi et G connexe.

(iii) D’après
qu-opqu-op
3.3.1, G{H est séparé et comme G Ñ G{H est continue ouverte, c’est clair

d’après
i-compi-comp
3.2.13.

(iv) On a le lemme suivant :

Lemme 3.3.8. Soit H un sous-groupe localement compact dense de G, alors H “ G.

Démonstration. Soit V un voisinage de 1 tel que V XH est compact, comme H est
dense, V XH Ą IntpV q, mais V X H est compact, donc IntpV q Ă V X H Ă H et e est
intérieur à H, donc H est ouvert, donc fermé d’après

int-idint-id
3.1.3 et H “ G. □

Il suffit alors d’appliquer le lemme à G “ H et en utilisant
adhadh
3.1.2.

(v) Soit V un voisinage compact symétrique de l’identité (V “ V ´1), alors V engendre G
par (i) et G “

Ť

V n et chaque V n est compact d’après
i-compi-comp
3.2.13. □

3.4. Applications.

47



3.4.1. Sous-groupes bornés de GLnpCq.

Théorème 3.4.2. Soit G Ă GLnpCq un sous-groupe borné, alors il est diagonalisable.

Démonstration. Fixons une norme }.} sur Cn, on définit sur MnpCq la norme triple
subordonnée :

@ M P MnpCq, |||M ||| “ sup
X‰0

}MX}

}X}
.

Soit λ une valeur propre de M P G, alors en prenant X un vecteur propre non-nul, on a :

|||M ||| ě
}MX}

X
“ |λ|.

Or, G est borné, donc pλnqnPN est borné si et seulement si |λ| ď 1. Mais, comme M´1 P G,
on doit avoir aussi pλ´nqnPN borné et |λ| “ 1. Pour montrer que M est diagonalisable, on
utilise la décomposition de Dunford M “ D `N avec DN “ ND, D diagonalisable et N
nilpotente. Soit s l’indice de nilpotence de N , supposons s ě 2, sinon N “ 0. On a donc
KerN strictement inclus dans KerN2, soit X P KerN2zKerN . Pour p ě s, en utilisant la
formule du binôme, on déduit :

Mp “ pD `Nqp “ Dp ` pDp´1N ` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

p

s´ 1

˙

Dp´s`1N s´1,

Ainsi, MpX “ DpX ` pDp´1NX, il en découle que la suite pMpXq n’est pas bornée une
contradiction. □

De ce théorème, on retrouve par exemple que le groupe des matrices orthogonales OnpRq “

tA P MnpRq, AtA “ Inu est diagonalisable dans C. De même, pour le groupe des matrices
unitaires :

UnpCq “ tU P MnpCq, U tU “ Inu.

3.4.3. Les espaces projectifs. Soit PnpKq l’ensemble des droites de Kn`1, on a une action
transitive de GLn`1pKq de stabilisateur un sous-groupe Pn`1pKq qui s’écrit par blocs sous
la forme :

ˆ

Kˆ Kn

0 GLnpKq

˙

avec B P GLnpKq. On obtient alors une bijection ensembliste GLn`1pKq{Pn`1pKq – PnpKq,
dont on se sert pour mettre une structure d’espace topologique localement compact sur
PnpKq d’après

prop-topprop-top
3.3.2. De plus, notons que l’action de GLn`1pKq sur PnpKq se relève en une

action transitive continue de GLn`1pKq sur Kn`1 ´ t0u et la projection

GLn`1pKq Ñ PnpKq

se factorise en :
GLn`1pKq Ñ Kn`1 ´ t0u

ϕ
Ñ PnpKq

On a alors le théorème suivant :
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proj-comp Théorème 3.4.4. L’application ϕ : Kn`1 ´ t0u Ñ PnpKq est continue surjective et l’espace
projectif PnpKq est compact.

Remarque 3.4.5. Notez qu’ici Kn`1 ´ t0u a une structure topologique naturelle, donc on
a besoin de

homeohomeo
3.2.8 pour montrer la compatibilité avec la topologie quotient.

Démonstration. D’après
homexhomex
3.2, la flèche π : GLn`1pKq Ñ Kn`1 ´ t0u induit un homéo-

morphisme :

GLn`1pKq{pGLnpKq ˆ Kn´1q – Kn`1 ´ t0u.

Et de plus π est ouverte d’après
ouvouv
3.2.3. Soit U un ouvert de PnpKq, par définition, pϕ˝πq´1pUq

est ouvert dans GLn`1pKq, donc πppϕ ˝ πq´1pUqq “ ϕ´1pUq est aussi ouvert, donc ϕ est
continue.

Pour la compacité, il suffit de construire une application continue surjective Z Ñ PnpKq avec

Z compact. On considère alors Sn “ tpz0, . . . , znq P Kn`1,
n
ř

i“0
|zi|

2 “ 1.u C’est clairement un

compact de Kn`1 en tant que fermé borné, inclus dans Kn`1 ´ t0u. D’après précédemment,
la composée Sn Ñ PnpKq est bien continue. Montrons qu’elle est surjective. Comme PnpKq –

Kn`1 ´ t0u{Kˆ ensemblistement d’après (
projproj
1.3.1.1), il suffit de voir que l’on a :

Kˆ.Sn “ Kn`1 ´ t0u,

ce qui est clair car si pz0, . . . , znq P Kn`1 ´ t0u, alors λ “
a

|z0|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |zn|2 P K˚ et
p z0λ , . . . ,

zn
λ q P Sn. □

3.4.6. Action par équivalence. Soit G “ GLnpKq avec K “ R ou C. On a une action
de G ˆ G sur MnpKq par pP,Qq.M “ PMQ´1. Il est bien connu que les orbites sont les
Oi “ tM P MnpCq, rgpMq “ iu pour 0 ď i ď n.

Proposition 3.4.7. Les orbites Oi sont localement fermées pour tout 0 ď i ď n et on a :

Oi “
ď

jďi

Oj . (3.4.7.1) {adh-rg}

Il y a une unique orbite fermée O0 et une seule orbite ouverte On “ G.

Remarque 3.4.8. Le fait que les orbites sont localement fermées implique qu’elles sont des
ouverts denses de leur adhérence.

Démonstration. En effet, on a la caractérisation : M P Oi si et seulement si elle
admet un mineur d’ordre i non-nul et si tous les mineurs d’ordre i` 1 sont nuls, la première
condition est ouverte et la deuxième est fermée donc Oi est localement fermée dans MnpKq.
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Si M P Oj avec r ă i, elle s’écrit M “ PJrQ et la suite Mn “ P J̃nQ avec :

J̃n “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ir
1
nIi´r

0
. . .

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

est une suite d’éléments de Oi convergeant vers M , ce qu’on voulait. Les deux dernières
assertions s’obtiennent immédiatement de (

adh-rgadh-rg
3.4.7.1). □

On en déduit donc que pour tout 1 ď i ď n, on peut appliquer
homeohomeo
3.2.8, et on a un homéomor-

phisme :
G{GJr – Or.

On vérifie alors que le stabilisateur GJr s’identifie au produit :

GJr “

ˆ

GLrpKq Mr,n´rpKq

0 GLn´rpKq

˙

ˆ

ˆ

GLrpKq 0
Mn´r,rpKq GLn´rpKq

˙

4. Étude de la variété de drapeaux

4.1. Sous-groupes de Borel. Soit un corps K, soit Bn Ă GLnpKq le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures inversibles, notons Un Ă Bn le sous-groupe des matrices
unipotentes et Tn Ă Bn le sous-groupe des matrices diagonales inversibles.

semidir Lemme 4.1.1. On a Un ŸBn et une décomposition Bn “ TnUn “ UnTn.

Démonstration. Soit u P Un et b P Bn, comme les coefficients diagonaux se multiplient,
on a bien bub´1 P Un. De plus si b P Bn, soit d P Tn, la matrice diagonale qui a les mêmes
coefficients diagonaux que ceux de B, alors u “ bd´1 P Un et on a bien b “ du et Bn “ TnUn.
Enfin, comme Un ŸBn, on a TnUn “ UnTn. □

On a vu dans
sol2sol2
4.2.1, que Bn était résoluble et si K “ C, il est aussi clairement connexe vu

qu’il est homéomorphe à pCˆqn ˆ C
npn´1q

2 . On montre maintenant une propriété générale
des groupes connexes résolubles qui va nous permettre de se ramener au groupe Bn par
cotrigonalisation.

bor-stab Proposition 4.1.2. Soit G un sous-groupe connexe résoluble de GLnpCq, alors il admet un
sous-espace vectoriel G-stable strict et non-trivial V Ă Cn.

Remarque 4.1.3. On travaille sur les complexes pour avoir une notion de connexité. Si on
voulait travailler sur un corps K arbitraire, on aurait besoin de la topologie de Zariski.
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Démonstration. Notons m la classe de résolubilité de G. Si m “ 1, alors G abélien et
c’est le résultat bien connu de cotrigonalisabilité. Supposons m ě 2. soit H “ Dm´1pGq, alors
H est abélien non-trivial. Soit P l’ensemble des vecteurs propres non-nuls simultanément
pour tous les éléments de H. Comme H est abélien et que l’on est dans GLnpCq, les éléments
sont cotrigonalisables, donc on sait que P est non-vide. Soit v P P non-nul, pour un tel v
notons χvphq la valeur propre associée à vpour l’élément h. Comme H ŸG, on en déduit
que pour pour tout g P G, gv P P , avec χgvphq “ χvpghg´1q pour tout h P H.

Pour h fixé l’image de g ÞÑ χgvphq est d’image finie car comprise dans l’ensemble des valeurs
propres de h et elle est connexe car l’application est continue. C’est donc un singleton,
ainsi V “ Vectpg.v, g P Gq est un sous-espace propre pour tout h P H. Par construction
ce sous-espace est G-stable et non-nul. Montrons qu’il est strict. Si par l’absurde V “ Kn,
alors tout élément de h de H est une homothétie de rapport λh. De plus comme H Ă DpGq

(m ě 2), tout élément de H est de déterminant un, donc on obtient que λh est une racine
n-ième de l’unité. Donc l’ensemble des λh étant fini et devant être connexe comme H est
connexe, on obtient que H “ t1u, contradiction. □

Le théorème qui nous intéresse est le suivant :

bor2 Théorème 4.1.4 (Lie-Kolchin). Soit B un sous-groupe connexe résoluble de GLnpCq alors
il est simultanément trigonalisable.

Démonstration. On procède par récurrence sur n P N. Si n “ 0, il n’y a rien à
montrer. Passons de n à n ` 1. D’après

bor-stabbor-stab
4.1.2, il existe un sous-espace vectoriel strict et

non-nul H Ă Kn stable par G. En complétant une base de H en une base de Kn, on obtient
que tout élément g P G se met sous la forme :

g “

ˆ

ϕ1pgq ψpgq

0 ϕ2pgq

˙

et les applications ϕ1 : G Ñ GLdpCq et ϕ2 : G Ñ GLn´dpCq sont des morphismes continus
en tant que projections et sont des morphismes de groupes. Comme l’image d’un groupe
résoluble par un morphisme de groupes est résoluble et que l’image d’un groupe connexe
par un morphisme continu est aussi connexe, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence
pour conclure. □

Définition 4.1.5. On appelle sous-groupe de Borel de GLnpCq un sous-groupe connexe
résoluble maximal pour l’inclusion.

Soit Bn le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles. D’après
sol2sol2
4.2.1, il

est résoluble et connexe car isomorphe à pCˆqn ˆ C
npn´1q

2 .

Dans la suite, soit Tn Ă Bn le sous-groupe des matrices diagonales diagonales inversibles et
notons G “ GLnpCq.
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Weyl Proposition 4.1.6. On a NGpTnq “ SnTn où l’on identifie Sn à un sous-groupe de G via
les matrices de permutations. Ainsi, NGpTnq{Tn – Sn.

Remarque 4.1.7. On appelle le quotient de NGpT q{T le groupe de Weyl de GLn. Ce groupe
de Weyl joue un rôle crucial et on le verra à nouveau apparaître lors de la décomposition de
Bruhat.

Démonstration. Soit n P NGpTnq, alors on a nTnn´1. Pour t “ diagpλ1, . . . , λnq avec
les λi deux à deux distincts, on obtient que ntn´1 “ diagpλσp1q, . . . , λσpnqq pour une certaine
permutation σ P Sn. En particulier, on déduit que σ´1ntn´1σ “ t. Or comme t est diagonale
à valeurs propres distinctes, on obtient que son centralisateur CGptq s’identifie à Tn, donc
σ´1n P T , d’où le résultat. □

W-bor Proposition 4.1.8. On a NGpBnq “ Bn. En particulier, le groupe Bn est un sous-groupe
de Borel.

Démonstration. Soit n P N “ NGpBnq, alors nTnn´1 Ă Bn, donc il existe b P B
tel que bn P NGpTnq. Ainsi, on a NGpBnq Ă B.pNGpTnq X Nq. Il suffit de montrer que
NGpTnqXN Ă B, soit donc n P NGpTnqXN , d’après

WeylWeyl
4.1.6, on peut supposer que n “ σ P Sn.

Si par l’absurde σ ‰ Id, soit une paire pi, jq avec i ă j telle que σpiq ą σpjq, on a alors que
σpIn ` Eijqσ

´1 “ In ` Eσpiqσpjq et σBσ´1 Ć B, donc σ “ Id et l’énoncé est montré.

Passons à la deuxième assertion, siBn n’est pas maximal, soit alorsH Ą Bn connexe résoluble,
alors d’après le théorème de Lie-Kolchin, il existe g P GLnpCq tel que gHg´1 Ă Bn, d’où
gBg´1 Ă gHg´1 Ă B et g P NGLnpCqpBnq et g P B d’après ci-dessus, donc H “ Bn. □

Le théorème de Kolchin admet le corollaire suivant :

conj-bor Corollaire 4.1.9. Tout sous-groupe de Borel de B de GLnpCq est conjugué au sous-groupe
Bn.

Démonstration. Soit B un Borel, alors d’après le théorème de Lie-Kolchin, il existe
g P GLnpCq tel que gBg´1 Ă Bn. Or gBg´1 est à nouveau résoluble maximal et comme Bn

est un Borel d’après
W-borW-bor
4.1.8, on en déduit que gBg´1 “ Bn. □

top-bor

4.2. Structure topologique sur G{B. On suppose K “ C. Pour simplifier les no-
tations, on note G “ GLnpKq et B Ă GLnpKq le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles. Dans ce cas GLnpKq est localement compact et B est un sous-groupe
fermé. Il résulte alors de

prop-topprop-top
3.3.2 que G{B est naturellement un espace topologique connexe,

localement compact. On a également vu dans (
bij-drapbij-drap
4.2.3.1) que du point de vue ensembliste on

a une bijection :
G{B – Drap
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On obtient donc sur Drap une structure d’espace topologique connexe localement compact
et cela justifie que l’on appelle G{B la variété de drapeaux. On a le renforcement suivant :

dr-comp Théorème 4.2.1. La variété de drapeaux est compacte.

Démonstration. Soit Upnq “ tg P G, gtḡ “ Inu, c’est fermé borné de Cn2 , donc il est
compact. L’application composée Un Ñ GLn Ñ G{B est donc continue, il suffit de montrer
qu’elle est surjective, pour déduire que G{B est compacte d’après

i-compi-comp
3.2.13. Pour montrer que la

flèche est surjective, cela se ramène à montrer que Upnq agit transitivement sur les drapeaux
de Cn. Soit V‚ un drapeau complet de Cn. On utilise le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. On part d’une base orthonormée de V1 que l’on complète en une BON de V2
et de proche, on construit une BON pf1, . . . , fnq de Cn telle que pf1, . . . , fiq est une base de
Vi. La matrice de passage de la base canonique de Cn à la base pf1, . . . , fnq est une matrice
unitaire qui envoie le drapeau standard sur le drapeau V‚. □

4.3. Décomposition de Bruhat. Soit un corps K. Notons T le sous-groupe des
matrices diagonales inversibles et U Ă B le sous-groupe des matrices unipotentes.

Théorème 4.3.1 (Décomposition de Bruhat). On a une décomposition :

GLnpKq “
ž

wPSn

BwB,

où w est la matrice de permutation associée à w P Sn.

La preuve se fait en analysant l’algorithme du pivot de Gauss. Avant de commencer la
preuve, rappelons que si Tijpλq “ In ` λEij est une matrice de transvection et M P MnpCq,
la multiplication à gauche de A par Tijpλq revient à l’opération sur les lignes Li ÞÑ Li ` λLj

et la multiplication à droite revient à l’opération sur les colonnes Ci ÞÑ Ci ` λCj . Enfin, si
iă j, Tijpλq P B.

Rappelons également que si Dipαq “ In ` pα ´ 1qEii P T est une matrice de dilatation,
multiplier A à gauche (resp. à droite) par Dipαq revient à multiplier la i-ème ligne (resp.
colonne) par α.

Démonstration. Soit A P GLnpCq, d’après ce qui précède, si on fait agir B par
multiplication à droite et à gauche, on peut ajouter à toute ligne une combinaison linéaire de
lignes d’indices supérieurs et à toute colonne une combinaison linéaire de colonnes d’indices
inférieurs. Comme A est inversible, C1 ‰ 0, soit i1 le plus petit indice tel que ai11 ‰ 0. En
multipliant par Tki1pλq, on peut alors annuler tous les coefficients ak1 pour kă i1 et quitte
à utiliser une dilatation, on peut supposer que ai11 “ 1. Enfin, en opérant sur les colonnes,
on peut faire en sorte que tous les coefficients sur la i1-ème ligne soient nuls. Soit A1 la
matrice obtenue. Comme elle est inversible, sa seconde colonne n’est pas nulle. On réitère
l’algorithme et on construit de la sorte une suite i1, . . . , in injective d’entiers de 1 à n, et en
notant σ la permutation qui envoie k sur ik, on obtient que la matrice An est précisément
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la matrice de permutation de σ. Comme on a multiplié A à gauche et à droite que par des
éléments de B, on trouve B1AB2 “ Aσ, avec B1, B2 P B.

Il reste à prouver que les orbites sont indexées par Sn. Supposons qu’il existe σ, σ1 P Sn et
b1, b2 P B tels que bσ “ σ1b2, montrons que σ “ σ1. On a pσqij “ δiσpjq et pareillement pour
σ1 de telle sorte que pb1σqij “ pb1qiσpjq et pσ1b2qij “ pb2qpσ1q´1piq,j .

Remarquons maintenant que si i “ σpjq, pb1qiσpjq ‰ 0 car b1 inversible, donc pb2qpσ1q´1piq,j ‰ 0

et on doit avoir pσ1q´1piq ď j comme b2 est triangulaire supérieure. Ainsi si i “ σp1q,
pσ1q´1piq ď 1, donc pσ1q´1piq “ 1, donc σ1p1q “ σp1q. Si i “ σp2q, pσ1q´1p2q ď 2 et
pσ1q´1p2q ‰ 1, donc pσ1q´1piq “ 2 et de proche en proche, on montre que σ “ σ1. □

D’après
WeylWeyl
4.1.6, on a Sn Ă NGpT q, donc :

@ σ P Sn, σTσ
´1 “ T, soit σT “ Tσ. (4.3.1.1) {normal}

De plus, d’après
semidirsemidir
4.1.1, on peut écrire B “ UT “ TU , donc en utilisant (

normalnormal
4.3.1.1), on peut

récrire la décomposition de Bruhat sous la forme :

GLnpCq “
ž

wPSn

UTwB “
ž

wPSn

UwB. (4.3.1.2) {eqbru}

On va en tirer le corollaire suivant :

ouv2 Théorème 4.3.2. Soit K “ C, soit w0 “ antidiagp1, . . . , 1q, alors la double orbite Cpw0q “

Bw0B est ouverte dense dans GLnpCq. On l’appelle la grosse cellule ou la cellule ouverte.

Démonstration. D’après (
eqbrueqbru
4.3.1.2), on a Ow0 “ Uw0B et pour montrer l’énoncé, il

suffit de montrer que w0Ow0 est bien un ouvert dense. Comme on a immédiatement que
w0Uw0 “ U´, le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures unipotentes, il suffit de
montrer la proposition suivante :

prop Proposition 4.3.3. Soit ϕ : U´ ˆB Ñ GLnpCq donné par la multiplication, alors ϕ est un
homéomorphisme sur son image qui consiste en les matrices dont tous les mineurs principaux
sont non-nuls, qui est un ouvert dense de GlnpCq.

Rappelons que le mineur principal d’ordre p d’une matrice M est le déterminant de la
matrice extraite pmijq1ďi,jďp.

Démonstration. Décrivons l’image. Fixons 1 ď p ď n On écrit m “ ub, et on écrit

en blocs u “

ˆ

Sp 0
A Sn´p

˙

et b “

ˆ

Tp C
0 Tn´p

˙

. Les matrices SP et Tp sont inversibles

et on a m “

ˆ

SpTp SpC
ATp AC ` Sn´pTn´p

˙

et le mineur principal est donc detpSpTpq ‰ 0.

Réciproquement, montrons par récurrence que si M a tous ses mineurs principaux non-nuls,
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alors M “ ub avec u P U´ et b P B de manière unique, avec u et b qui dépendent continûment
de M . Si n “ 2, les formules ci-dessus donnent :

m “

ˆ

a b
c d

˙

“

ˆ

1 0
c
a 1

˙ ˆ

a b

0 detpmq

a

˙

.

Si le résultat est vrai au rang n´ 1, cherchons à écrire :

m “

ˆ

M1 C
L α

˙

“

ˆ

U1 0
L1 1

˙ ˆ

T1 C1

0 s2

˙

“

ˆ

U1T1 U1C1

L1T1 L1C1 ` s2

˙

,

avec U1 P GLn´1pCq unipotente triangulaire inférieure et T1 P GLn´1pCq triangulaire
supérieure. Par hypothèse de récurrence, on a existence et unicité de U1 et T1 et qui sont
continus en les coefficients de M l’existence et l’unicité de L1 “ LT´1

1 et de s2 “ α´ L1C1,
ainsi que leur dépendance continue en résulte. On obtient donc que ϕ est continue, bijective
sur son image et d’inverse continue, donc c’est bien un homéomorphisme sur son image. □

Pour conclure, la preuve du théorème, cela vient du fait immédiat que l’image de ϕ est bien
un ouvert dense de GLnpCq. □

Corollaire 4.3.4. Le groupe GLnpCq contient un ouvert homéomorphe à C
npn´1q

2 ˆ ppC˚qn ˆ

C
npn´1q

2 q.

Remarque 4.3.5. Ce corollaire nous permet d’obtenir une description d’un gros morceau
de l’espace topologique de GLnpCq.

Démonstration. En effet, on a B – ppC˚qn ˆ C
npn´1q

2 q et U´ – C
npn´1q

2 . □

4.4. Racines et groupe de Weyl. Afin de pouvoir décrire les orbites de Bruhat, on a
besoin d’étudier d’un peu plus près le groupe unipotent U et la façon dont le tore diagonal
T agit dessus. Soit K un corps. On fait agir le tore diagonal T Ă GLnpCq par conjugaison
sur MnpCq. On obtient alors une décomposition en sous-espaces stables.

MnpCq “ t ‘ n ‘ n´

où t “ LiepT q, n “ LiepUq et n´ “ LiepU´q. On a en particulier, d’après
exp-unipexp-unip
4.4.4, que LiepUq “

Nilpn “
À

iăj
KEij et LiepU´q “

À

iąj
KEij . De plus, pour tout t P T si t “ diagpt1, . . . , tnq, on

a pour i ă j :

tEijt
´1 “

ti
tj
Eij

et si i ą j, alors dans ce cas, tEijt
´1 “

tj
ti
Eij . On note alors αij : T Ñ Cˆ donnée par :

pt1, . . . , tnq ÞÑ
ti
tj
.
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et ´αij : T Ñ C l’application t ÞÑ ´αijptq “
tj
ti

.

Définition 4.4.1. On appelle R` “ tαij , 1 ď i ă j ďu l’ensemble des racines positives et
R´ “ t´αij , 1 ď i ă j ď nu l’ensemble des racines négatives et R “ R` Y R´ l’ensemble
des racines.

En notant MnpCq “ g, on a donc une décomposition :

g “ t
à

αPR`

gα ‘ g´α

avec par définition gα :“ tM P g,@ t P T, tMt´1 “ αptqMu et dim gα “ 1. On les appelle les
espaces de racines. On va voir comme agit Sn sur ces espaces de racines. Pour σ P Sn, on a :

σEijσ
´1 “ Eσpiqσpjq.

On en déduit ainsi une action de Sn sur l’ensemble des racines. On va voir quel est le lien
entre Sn et l’ensemble des racines.

Définition 4.4.2. Pour w P Sn, on définit l’ensemble :

Rpwq “ tα P R`, w.α P R´u.

Rappelons que Sn est engendré par les transpositions et même par celles de la forme p1iq
pour i P J1, nK. En utilisant, la relation :

p1iq “ p12qp23q . . . pi´ 1iqpi´ 2i´ 1q . . . p12q,

on obtient aussi que Sn est engendré par D “ tτi :“ pii ` 1q, i P J1, nKu. L’ensemble D
s’identifie alors au sous-ensemble ∆ “ tαi :“ αii`1, i P J1, nKu Ă R`, que l’on appelle
l’ensemble des racines simples. L’espace vectoriel engendré par les espaces de racines gα
pour α P ∆ s’identifie à :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 α1 0 0

0
. . . . . .

. . . . . .
0 αn´1

0 ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Dans la suite, pour α P ∆, on note sα P D la transposition correspondante. Pour σ P Sn, on
définit la longueur ℓpσq de σ, comme le plus petit entier h ě 0 tel que σ s’écrive comme
un produit de h transpositions de D. Une décomposition réduite de σ est alors une suite
s “ psi1 , . . . , sihq telle que σ “ si1 . . . sih . On remarque que ℓpσq “ ℓpσ´1q.

permut Lemme 4.4.3. Soit α P ∆, alors sα permute les éléments de R` ´ tαu.

Démonstration. Soit i P J1, nK, tel que sα “ pii ` 1q. Alors pour toute racine β “

pi, jq ‰ α avec i ă j et j ě i`2, on sαβ “ pσpiqσpjqq “ pi`1, jq P R`, comme souhaité. □
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On tire en particulier de ce lemme que Rα “ tαu pour α P ∆. En particulier, on a :

Rpwsαq “ sα.Rpwq Y tαu, si w.α P R`, (4.4.3.1) {simp1}

Rpwsαq “ sαpRpwq ´ tαuqsi w.α P ´R`. (4.4.3.2) {simp2}

La proposition suivante explique le lien entre Rpwq et la longueur ℓpwq de w.

lgueur Proposition 4.4.4. Soit s “ psi1 , . . . , sihq une décomposition réduite de w P Sn avec sik “

sαik
. On a :

(i) Rpwq “ tαih , sihαih´1
, . . . , sih . . . si2αi1u.

(ii) On a cardpRpwqq “ ℓpwq.

Démonstration. (i) est vrai pour h “ 1, d’après
permutpermut
4.4.3. Si h ą 1, soit w1 “ si1 . . . sih´1

.
Par hypothèse de récurrence, on a Rpw1q “ tαih´1

, sihαih´1
, . . . , sih´1

. . . si2αi1u. L’énoncé
se déduit alors de (

simp1simp1
4.4.3.1) si w1αih P R`. Si tel n’est pas le cas, on a αih “ sih´1

. . . sik`1
αik

pour un certain k, d’où :

sih “ sih´1
. . . siksik`1

. . . sih´1
,

et w “ si1 . . . sik´1
sik`1

. . . sih´1
, contredisant la minimalité de h. Cela montre (i).

(ii) se déduit maintenant de (i). □

4.5. Applications de la décomposition de Bruhat. Soit K “ C, on a vu dans
la section

top-bortop-bor
4.2 que G{B admettait une structure de variété compacte. On a toujours une

action à gauche de B sur G{B et la décomposition de Bruhat décrit les B-orbites, elles
sont indexées par Sn, que l’on appelle le groupe de Weyl de GLn. De plus, il résulte deeqbrueqbru
4.3.1.2 que les B-orbites de G{B sont aussi les U -orbites de G{B. On va se servir de ce fait
pour obtenir une description topologique des strates. Tout d’abord, pour w P Sn, si Ow est
l’orbite de w dans G{B, décrivons le stabilisateur de w dans U . Soit u P U qui stabilise w,
alors w´1uw P B et comme il est unipotent, on a wuw´1 P U et le stabilisateur s’identifie
à Uw :“ U X wUw´1. On veut maintenant identifier U{Uw à l’orbite Ow. Pour ce faire,
on a besoin de montrer que celle-ci est localement fermée dans G{B. On commence par la
proposition préliminaire suivante :

unip-pro Proposition 4.5.1. Soit Uw “ U X wU´w´1, l’application produit Uw ˆ Uw Ñ U est un
homéomorphisme. De plus, Uw est homéomorphe à Clpwq.

Remarque 4.5.2. On va admettre la première partie car la preuve nécessite d’établir un
certain nombre de propriétés supplémentaires sur les racines. Voyons comment on obtient la
deuxième.

57



Démonstration. Comme Uw est unipotent, d’après
exp-unipexp-unip
4.4.4, exp : LiepUwq Ñ Uw est un

homéomorphisme. Or, on a :

LiepUwq “ LiepUq X w LiepUq´w´1 “
à

αPR`,w´1αă0

gα,

et d’après
lgueurlgueur
4.4.4, dimpLiepUwqq “ cardpRpw´1qq “ ℓpw´1q “ ℓpwq. □

Lemme 4.5.3. Pour tout w P W , Ow Ă G{B est localement fermée.

Démonstration. Commençons par montrer que la double orbite BwB P G est locale-
ment fermée. On a vu que BwB “ UwB et de plus, d’après

unip-prounip-pro
4.5.1, on a :

Uwb “ UwwB,

où la décomposition dans le membre de droite est unique. Il suffit donc de montrer que
w´1pUwwBq est localement fermé. Or w´1Uww “ w´1Uw X U´. Maintenant l’application
continue :

w´1Uww ˆB Ñ G

se factorise en :
w´1Uww ˆB Ñ U´ ˆB Ñ G.

La première application est l’inclusion d’un sous-groupe fermé et la deuxième est une immer-
sion ouverte d’après

ouv2ouv2
4.3.2, donc BwB est bien localement fermé. Pour obtenir l’assertion

analogue dans G{B, si l’on note π : G Ñ G{B, on remarque que l’on a :

π´1pOwq “ BwB.

Ainsi comme d’après
ouvouv
3.2.3, π est ouverte, il en est de même de π

|π´1pOwq
et BwB étant

localement fermée, elle est ouverte dans son adhérence donc Ow est localement fermée
comme souhaité. □

Ainsi, comme Ow est localement fermé dans G{B qui est compacte, on obtient que l’orbite
est localement compacte et on applique

homeohomeo
3.2.8 pour obtenir un homéomorphisme :

U{pU X wUw´1q – Ow. (4.5.3.1) {orb-u}

On en déduit maintenant de manière immédiate :

strates Théorème 4.5.4. Soit w P Sn, alors on a Ow – Clpwq.

Démonstration. Cela se déduit immédiatement de
unip-prounip-pro
4.5.1 et de (

orb-uorb-u
4.5.3.1). □

On s’intéresse maintenant à l’adhérence de ces orbites.

Proposition 4.5.5. Pour tout w P Sn, on a Ow “
š

w1PAw
Ow1 . On dit alors que w1 ď w si

Ow1 Ă Ow.
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Remarque 4.5.6. Cette description en orbites nous permet donc d’obtenir une relation
d’ordre partiel sur les éléments de Sn.

Démonstration. En effet par continuité, Ow reste B-invariante et si pour w1 P Sn, on
a S1

w :“ Ow1 XOw ‰ H, alors B.S1
w “ Ow1 Ă Ow et comme G{B “

š

wPSn

Ow, on conclut. □

On aimerait avoir une description concrète de cet ordre. Nous nous contenterons de donner
le résultat sans démonstration : Soit w P Sn, s “ psi1 , . . . , sihq une décomposition réduite.
On note alors W psq, l’ensemble des x P W qui s’obtiennent en supprimant certains facteurs
du produit si1 . . . sih . On a alors :

@ px,wq P Sn ˆ Sn, x ď w ðñ x P W psq.

On obtient en particulier que l’ensemble W psq ne dépend pas du choix de la décomposition
réduite pour w.
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