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Chapitre 1

Théorie des groupes

1. Généralités sur les groupes

1.1. Groupes. Partant d’'un ensemble, il s’agit de I'enrichir avec des structures supplé-
mentaires, telles que des opérations.

Définition 1.1.1. Soit un ensemble E, une loi de composition interne (LCI) sur E est une
fonction % : £ x E — E. Cette loi est généralement notée entre deux éléments.

Exemple 1.1.2. Pour (z,y) € R?, (z,y) — z + y est une loi de composition interne. Si £
est un ensemble non-vide et P(E) 'ensemble de ses parties, alors (4, B) — A n B est une

LCI sur P(E).

Définition 1.1.3. Soit * une LCI sur E. On dit que (E, *) est un monoide si :
1.V (2,9,2) € B3, (z+y) * 2 = % (y * z) (Associativité).
2.Jee E\Vx€e FE,exx =uxx*e=x (Existence d'un élément neutre).

Si pour toute paire (z,y) € E?, on a z*y = y * x, on dit que E est un monoide commutatif
ou abélien.

Remarque 1.1.4. L’utilité de 'associativité est qu’elle permet d’écrire x * y * z sans se
préoccuper du parenthésage. Toutes les lois de composition interne ne sont pas nécessairement
associatives. La soustraction sur R est un exemple de loi non associative. 4 — (3 —2) = 3 #
(4-3)—2=-1.

Exemple 1.1.5. (N, +) ou (N, x) sont des monoides abéliens, (M, (R), x) est un monoide
non-commutatif.

Définition 1.1.6. Soit * une LCI sur E. On dit que (E, ) est un groupe si ¢’est un monoide
et qu’il vérifie :
VazeFE,Jye E, xy = yr = e(Existence d’un inverse).

C’est un groupe abélien si de plus (F, #) est un monoide abélien.

Exemple 1.1.7. (Z,+) est un groupe abélien, (GL,(R), x) est un groupe non-commutatif.
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Lemme 1.1.8. Soit (E,*) un ensemble avec une LCI, si elle admet un élément neutre,
alors il est unique. De plus, si (E,x) est un groupe, alors il y a unicité de l'inverse.

DEMONSTRATION. En effet, si e et ¢’ sont deux éléments neutres, on a e x e’ = e et
e* e = €. Pour la deuxiéme assertion, soit x € E, supposons qu’il admette deux inverses
y,y' € E. On a alors y = y(xy/) = ¢/. O

Ainsi, si (E,*) est un groupe, pour tout x € E, il résulte du lemme que 'on peut définir
21, I'inverse de z. On note immédiatement que pour toute paire (x,y) € E? :

(ry) =y e

Dans la suite, on note la LCI de maniére multiplicative, sauf mention explicite et 1’élément
neutre 1. Pour n € N*| si ’on multiplie n fois z, on note z"™. Attention, en général :

(zy)" # a"y".
C’est vrai seulement si la loi est commutative (pensez aux matrices). En effet, on a :

22y? = zxyy et (zy)? = zyzy.

1.2. Sous-groupes. On se donne dans la suite un groupe (G, .).

Définition 1.2.1. Une partie non-vide H de G est un sous- groupe si :
V (z,y) e H?,zy e H.

Remarques.

1.2.2. On remarque que comme H est non-vide, on a automatiquement 1 € H. En effet, il
suffit de choisir # € H et par hypothése, on a1 = z.2~ ' e H.

1.2.3. Dans les applications, pour montrer que quelque chose est un groupe, il est souvent
plus commode de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe de « référence ».

Exemple 1.2.4. (Q*, x) est un sous-groupe de (R*, x), U, := {z € C |2 = 1} est un
sous-groupe de (C*, x).
1.3. Morphismes de groupes. Soient deux groupes (4,.) et (B,.).

Un morphisme de groupes est une fonction entre groupes f : A — B telle que :

f(La) = 1g, f(zy) = f(2)f(y).

Remarque 1.3.1. On a automatiquement f(z)f(z~!) = f(zz~!) = 1 soit f(z7!) =
fl@)=

Exemple 1.3.2. z — |z] de (C*,.) - (R*,.) ou z — €” de (R, +) sur (R*,.) sont des
morphismes de groupes.



Vocabulaire usuel sur les morphismes :

Définition 1.3.3. Soit f : G — H, un morphisme de groupes. On dit que :
1. f est un endomorphisme si G = H.
2. f est un isomorphisme si c’est un morphisme de groupes bijectif.

3. f est un automorphisme si c’est un endomorphisme bijectif.

Exemples.
1.3.4. z +— 22 est un endomorphisme de groupes de (R*, x).

1.3.5. x — €” est une bijection de (R,+) sur (R¥, x). On dit que ces groupes sont
isomorphes.

Exemple 1.3.6. Pour un groupe G et z € G, ¢, : G — G donné par y — zyz~ ' est un
automorphisme de G. On appelle un tel automorphisme, un automorphisme intérieur. Si
x = 1, on obtient 'automorphisme identité Idg donné par y — y.

Exemple 1.3.7. Soit G un groupe, alors I'ensemble Aut(G) des automorphismes de G avec
la composition des applications comme LCI est un groupe.

DEMONSTRATION. La loi de composition est clairement associative et pour tout o €
Aut(G), on a Idg oo = 0 o Idg = 0. De plus comme o est bijective, soit 0~! son inverse,

alors on a bien 0 o 07! = 671 oo = Id. 1l suffit donc de vérifier que o~! est aussi
un morphisme de groupes. On a o(1) = 1 donc o~ !(1) = 1. Soit (x,y) € G2, alors
o(o M@)o () = oo™ (2)o(o7 (y)) = 2y = o(o (ay)), soit o~ (x)o ™ (y) = o~} (zy)
par injectivité de o. O

1.4. Image et noyau d’un morphisme. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes.

Lemme 1.4.1. Soient G' = G, H' < H des sous-groupes, alors $(G') et ¢~ (H') sont aussi
des sous-groupes.

DEMONSTRATION. 1 € G’ comme G’ est un sous-groupe et ¢(1g) = 1y € ¢(G’). De
plus, ¢(x)d(y) ™t = ¢p(zy™!) et 2y~ € G’ donc ¢(G’) est un sous-groupe. On a I'équivalence :

re ¢ L (H) — ¢(x) e H.

Comme ¢(1g) = 1y € H', 1g € ¢~ (H'). Si z,y € ¢~ (H'), alors ¢(x)p(y)~' € H'. Or
é(x)p(y)~! = ¢(zy~!), donc on obtient xy~ € ¢~1(H'), ce qui conclut. O

Définition 1.4.2. (i) On définit 'image de ¢, notée Im ¢ par le sous-groupe ¢(G)  H.
On a Im ¢ = H si et seulement si ¢ est surjective.

(ii) On définit le noyau de ¢, noté Ker ¢, par le sous-groupe ¢~ !({e}) = G.
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Exemple 1.4.3.
¢:(C,+) — (R, +), donné par z — Re(z) est surjectif, donc Im ¢ = R. De plus, Ker ¢ = iR.
¢: (R, +) — (U, x), donné par x + €'® est surjectif de noyau 27Z.

Proposition 1.4.6. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes. Alors, ¢ est injectif si et
seulement si Ker ¢ = {1}.

DEMONSTRATION. Sens direct : soit z € G tel que ¢(x) = 1 alors ¢(z) = ¢(1) et = = 1.
Sens réciproque : Si pour (z,2') € G2, on a ¢(z) = ¢(2'), alors ¢p(z)p(z')~ = 1, d’oi
¢(xz'~1) = 1. Comme Ker ¢ = {1}, on obtient z2'~! =1 et z = 2'. O
Proposition 1.4.7. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes finis de méme cardinal, alors
on a l’équivalence :

¢ injective < ¢ surjective < ¢ bijective.

DEMONSTRATION. On montre (1) = (2) = (3) = (1). Si ¢ est injective, card(G) =

card(¢(G)) = card(H) donc ¢(G) = H et ¢ est surjective. Si ¢ est surjective, alors ¢(G) = H

et si ¢ n’est pas injective, on aurait card(H) = card ¢(G) < card G, donc ¢ est injective
donc bijective. La derniére assertion est triviale. [l

Lemme 1.4.8. Soit G un groupe fini, alors pour tout x € G, il existe n € N*, 2" = 1.

DEMONSTRATION. En effet si tel n’est pas le cas alors on obtiendrait un morphisme de
groupes injectif :
7 — G

donné par k — z¥. Or, G est fini, contradiction. O

Définition 1.4.9. Soit un groupe G, et x € GG, on appelle alors 'ordre de z le plus petit
entier d € N* tel que z¢ = 1.

2. Action de groupes
2.1. Définitions.

Définition 2.1.1. Soit un groupe G, on dit que G agit sur une ensemble X si on a une
application :

GxX—-X

(g,2) — g.x,ou g.(¢".z) = (9¢").x et 1.x = x.
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En particulier, une action de groupe est équivalente a la donnée d’un morphisme de groupes :
T:G— X(X),

donné par g — (x — g.z), ou X(X) est le groupe des bijections de X dans X avec la
composition des fonctions comme loi de groupe.

Remarque 2.1.2. L’inverse de (z — g.x) est (z — g~ 1.2).

Exemple 2.1.3. (i) G agit sur lui-méme par translation a gauche :
GxG—> G
(g,2) = gz
(ii) G agit sur lui-méme par translation a droite :
GxG— G
(g,2) = g™
(iii) G agit sur lui-méme par conjugaison :
GxG— G
(9,2) — gzg™".
Définition 2.1.4. (i) Soit x € X, on appelle stabilisateur de x le sous-ensemble :

Gz ={9e G| gx =z}
(ii) On appelle orbite de x le sous-ensemble :
O, :={g.x,9 € G}.

Lemme 2.1.5. Pour tout x € X, G, est un sous-groupe de G.

DEMONSTRATION. 1€ Gy.

Sig,¢ € G, alors (99').x = g.(¢’.x) = gx = x et g¢' € G,.

1 1

.z, donc g~ e G. O

SigeGgalorsz=1x=(9g"'g)x=9g"'(g2) =g

Dans le cas ot G agit sur lui-méme par conjugaison, pour tout x € G, le stabilisateur
s’appelle le centralisateur (ou commutateur) de x, noté Cg(x). Il consiste en :

Ca(z) = {g € G, gz = zg}.

Les orbites sont appelées les classes de conjugaison.

Définition 2.1.6. Soit G qui agit sur X. On dit que :
(i) Taction est transitive s’il n’y a qu’'une seule orbite.
(ii) Paction est fidéle si le morphisme G — X(X) est injectif.

9



(iii) L’action est libre si les stabilisateurs sont triviaux.

2.2. Exemples.
Exemple 2.2.1. (Le groupe symétrique) Soit n € N*, si X = {1,...,n}, on note S, = X(X),
c’est le groupe symétrique a n éléments. S, agit sur [1,n] par :

Sp x [1,n] — [1,n] '

(G.2) > ola)

Le stabilisateur de 1 consiste en :
H:={oceS,|o1) =1}
et H est isomorphe & S,,_; par 'application :
7= 9|[2,n]-
Comme pour tout k € [1,n], il existe o € Sy, tel que o(1) = k, l'orbite de 1 est [1,n]. Ainsi
laction est transitive. Elle est aussi fidéle puisque si o(x) = x pour tout z € [1,n], o = Id.
Exemple 2.2.2. (matrices conjuguées) Soit un corps k, considérons :
DZ,(k):={Ae M,(k) | A est diagonisable}.

Le groupe GL, (k) agit par conjugaison sur DZ, (k) par :

P.A=PAP™!

Soit D, (k) 'ensemble des matrices diagonales a coefficients dans k. Alors tout élément
A € DZ,(k) est conjugué a une matrice diagonale D = diag(A1,...,\,) € Dy(k). En
particulier, I’ensemble des orbites est infini.

Si pour tout i, j, \; # A; le stabiliseur D consiste en D,, N G L, (k).

Exemple 2.2.3. (Classes d’équivalence). Soit un corps k, G = GL, (k) x GLy(k), alors G
agit sur M, (k) par :
(P,Q).A=PAQ ™.

On appelle les orbites les classes d’équivalence. Par le théoréme du rang, toute matrice
A € M, (k) est semblable a une matrice J, pour 0 < r < n, avec :

J, = diag(1,,0,...,0).
En particulier, ’ensemble des orbites est fini, égal & n + 1.
Exemple 2.2.4. Soit un K-espace vectoriel V, alors GL(V') agit sur V, par u.x = u(x)
pour ue GL(V),z e V.

L’exemple précédent motive la définition suivante :
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Définition 2.2.5. Soit un groupe G, alors une représentation de G & coefficients dans K
est la donnée d’une paire (p,V) ot V est un K-espace vectoriel et p : G — GL(V) un
morphisme de groupes. Une représentation de dimension un, i.e. si dim V' = 1, est appelée
un caractére et consiste donc en un morphisme de groupes p : G — K*.

Remarques.

2.2.6. L’étude des représentations d’'un groupe permet de pouvoir étudier un groupe
abstrait en termes d’algébre linéaire.

2.2.7. Si (p, V) est une représentation de V', on a une action naturelle de G sur V par :
g.x =p(g)(z),g€ Gz eV.

Réciproquement si G agit sur un espace vectoriel V tel que pour tout g € G,
pg :  +— g.x est une application linéaire, alors V' est une représentation de G et
p: g+ pg est le morphisme associé.

Exemples.

2.2.8. Pour tout entier n € N*, et i € [1,n], soit A’V I'espace vectoriel des i-formes
multilinéaires alternées de V', alors A'V'Y est une représentation de GL(V) via
I’action :

w.f(z1,. .., z5) = f(u(zy), ..., u(z)), (x1,...,2) € Vi, fe AVY ue GL(V).
2.2.9. On a une action de GL,(K) sur M, (K), vu comme K-espace vectoriel, par M —
AMA™" qui est un automorphisme linéaire, on en déduit donc un morphisme

Ad : GLy(K) — GL(M,(K)). On appelle cette représentation, la représentation
adjointe.

2.3. Applications.

Théoréme 2.3.1 (Cayley). Soit un groupe fini G de cardinal n, alors il existe un plongementﬂ
G — S,

DEMONSTRATION. Le groupe G agit sur lui-méme par multiplication a gauche. On voit
G comme un ensemble a n éléments. On obtient ainsi un morphisme :

7:G — Sy,
donné par g — i, : y — gy. Montrons 'injectivité de 7. Soit g € Ker 7, alors i, = Id, mais

ig(1) = g = 1 donc l'injectivité suit. O

Proposition 2.3.2. Tout groupe fini G de cardinal n peut-étre plongé dans G Ly (F)) pour
tout premier p.

1. i.e un morphisme de groupes injectif.
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DEMONSTRATION. Par le théoréme de Cayley, on a déja plongé G dans S,. Donc il
suffit de plonger S,, dans GL,(Fp). On définit 'application ¢ : S,, = GL,(F,) qui envoie :

o Ag,
avec Ag.e; = ey(;) pour (é1,...,en) la base canonique. Montrons l'injectivité de ¢ ; si A, = Id
alors pour tout i € [1,n], on a :

o(i) =1,
donc o = Id et ¢ est injective. ]

Proposition 2.3.3. Soit p premier, on a :

n—1 n—1
. n(n—1)
an = card(GLy(Fp)) = [ [@" -p) =p = []0"-1).
i=0 i=0

DEMONSTRATION. Construisons une matrice A typique de GL,(F,). Ses colonnes
doivent former un systéme libre. Pour la colonne C4, on a n coordonnées, la seule condition
est que la colonne doit étre non-nulle, donc on a p™ — 1 possibilités.

Pour C5, la seconde colonne ne doit pas étre colinéaire a Cq, i.e. pas de la forme ACy avec
A e F,, on a donc p™ — p possibilités.

Sion a construit Cy,...,C;—1, pour construire C; on a un choix de vecteurs qui n’appar-
tiennent pas a Vect(Ch,...,C;_1). Cet espace vectoriel a p* éléments donc, il y a p™ — p’
choix pour C;. On trouve alors :
Lot . n(n—1) n—l
card(GLn(Fp) = [ [@" —p) =p 2z []0" - D).
i=0 i=0

2.4. Formule des classes.

Proposition 2.4.1. L’ensemble des orbites {Oy,x € E} forme une partition de E. Si G est
un groupe fini, on a :
card G

Card(Om) = m

DEMONSTRATION. Sur E, on définit la relation d’équivalence R par :
TRy <= 3IgeG,y=g.x.
Montrons que c¢’est une relation d’équivalence; x = 1.z donc Rz et R est réflexive.
Si Ry alors y = g.o d’ott g~ '.y = x, donc yRx et R est symétrique.
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Enfin, si 2Ry et yRz, alors y = gz et z = ¢,y donc z = ¢'.(g.x) = (¢'g).x et R est
transitive. Comme les orbites sont des classes d’équivalence, par la théorie générale, les
classes d’équivalence forment une partition.

Maintenant, on a une surjection ¢ : G — O, donnée par g — g.x. Si ¢(g) = y alors

card(¢™'(y)) = Ga,

puisque si ¢(g) = ¢(g') = y alors, y = g.x = ¢’.x donc ¢ 'g.x = x et ¢ 'ge G,. On en
déduit donc :

card G
d(Oy) = ———.
card(Oy) card G,
O
Remarques.
2.4.2. Si E est un ensemble fini, on a alors un nombre fini d’orbites Oq,...,0, et on
déduit :

T
card(E) = Z card(0;).
i=1
2.4.3. GL,(R) agit sur R™. Soit le vecteur e; = (1,0,...,0) € R™, alors 'orbite de e; est
R™ — {0} et le stabilisateur est isomorphe & GL,,_1(R) x R*~1,

On va tirer plusieurs applications de la formule des classes.

Exemple 2.4.4. Soit G un p-groupe (i.e. de cardinal égal a la puissance d’un premier p)
alors le centre Z(G) est non-trivial.

DEMONSTRATION. G agit par conjugaison sur lui-méme et par la formule des classes :
d
card(G) = card(Z(G)) + 2 card(0;).
i=1

ot tout élément de Z(G) consiste en une orbite avec un seul élément et avec card(O;) = 2.
Ainsi, card(O;) est divisible par p car l'orbite est non-triviale et G est un p-groupe, on
déduit alors :

card(G) = card(Z(G)) =0 [p].
Or, 1 € Z(G), donc on a card(Z(G)) = p, ce qui conclut. O

Théoréme 2.4.5 (Lagrange). Soit un groupe fini G et un sous-groupe H < G, alors :
card(H)|card(G).

DEMONSTRATION. On considére la relation d’équivalence :
TRy — zy~ ‘e H.
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Soit G/H l’ensemble des classes d’équivalence, notons (G : H) son cardinal. Pour a € G
I’ensemble des classes d’équivalence forment une partition de G :

aH :={ge G,3he H,g = a.h}

G = UaH

acG/H
Maintenant, toutes ces classes sont de cardinal card(H) et 'on déduit :
card(G) = (G : H) card H.

On en déduit donc que :

Cela justifie donc la définition suivante :

Définition 2.4.6. Soit G un groupe fini, H < G, on définit 'indice de H dans G, comme le
cardinal de G/H.

Proposition 2.4.7. Soit un groupe fini G, soit x € G d’ordre r alors r|card(G). En
particulier, on a :
VxeG, @) =1,

DEMONSTRATION. Soit H := {z¥ k € Z} < G, c’est un sous-groupe de cardinal 7 et on
applique le théoréeme de Lagrange. ]

Exemple 2.4.8. Si l'on prend G = (Z/pZ)*, le corollaire donne xP~! = 1 [p] et on retrouve
le petit théoréme de Fermat.
3. Groupes quotients

3.1. Groupes distingués. En général, si H est un sous-groupe, G/H n’est plus
nécessairement un groupe, nous allons voir sous quelles hypothéses cela reste le cas.

Définition 3.1.1. Un sous-groupe H < G est normal ou distingué si :
Vee G zHx ' < H.
On note H < G.

Remarques.
3.1.2. Si GG est abélien, tout sous-groupe est distingué.

3.1.3. Si G est fini et H G distingué, on a méme égalité, tHx~' = H pour des raisons
de cardinal.

Proposition 3.1.4. Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes, alors Ker ¢ est normal.
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scent

DEMONSTRATION. Soit x € Ker ¢ et g € GG alors

d(gzg™") = d(9)d(x)p(g™") = d(9)d(g™") = d(gg™) = 1.

On a d’autres exemples de groupes distingués :

Lemme 3.1.5. Le centre de G, Z(G) := {x € G | yx = zy} < G est distingué dans G. Le
groupe dérivé D(G) := ([z,y] := zyz~ 'y~ , 2,y € G) < G est distingué.

DEMONSTRATION. Pour Z(G), c’est évident puisque la conjugaison agit trivialement
sur Z(G). Si z € G alors on a :

2w, ylz™" = [2x27t, 227 € D(G),
donc D(G) est distingué. O

Exemple 3.1.6. Sin > 3, on a Z(S,) = {1}.

DEMONSTRATION. Soit 0 € Z(Sy,) avec n = 3, si o # Id soit ¢ tel que j = o (i) # i et on
choisit k # {j, (i)}, ce qui est possible comme n > 3. Soit 7 = (ijk), on a alors o7~ = 0.

Or, on a To7 Y(0(i)) = 70(i) = k # o(i), contradiction. O

Proposition 3.1.7. Soit un corps k avec card(k) = 3, alors D(GL,(k)) = SL, (k) = {M €
GL,(k),det(M) = 1}.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on a une inclusion immédiate D(G L, (k)) < SL, (k)
puisque tout commutateur est de déterminant un. Comme SL, (k) est engendré par les
transvections, il suffit donc d’écrire toute transvection comme un commutateur. On considére
alors pour A € k et i,j € [1,n] avec i # j, la matrice de transvection 7;;(X) = I, + () Ejj.
Pour p € k, on considére la matrice diagonale d;(n) = I, + (u — 1)Ey;, c’est la matrice
diagonale avec que des 1 sauf en la place ¢ ot 'on place p. On a alors la relation pour toute
paire p,pe k :

di ()75 (p)di ()75 (p) = i (1 — p&T=D)p.
En particulier, en choisissant p # 0, 1, ce qui est possible comme card(k) > 3 et en prenant

p= (l—u“%’ on obtient que 7;;(\) est un commutateur et D(GL,(k)) = SLy, (k). O

Définition 3.1.8. Soit H un sous-groupe de GG, On définit le normalisateur de H dans G,
Ng(H) :={ge G | gHg ' < H}. Alors, Ng(H) est un sous-groupe et on a H <1 Ng(H).
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3.2. Groupes simples.

Définition 3.2.1. Un groupe G est simple s’il n’admet pas de sous-groupes normaux autres
que {1} et lui-méme.

Remarque 3.2.2. Cette notion est analogue pour les groupes a celle de nombre premier,
les diviseurs sont remplacés par les groupes distingués.

Lemme 3.2.3. Un groupe simple est soit commutatif soit avec un centre trivial. Un groupe
simple vérifie D(G) = G ou est commutatif.

DEMONSTRATION. On a Z(G)< G donc cela force Z(G) = G ou Z(G) = {1}. De méme
pour D(G), si D(G) = {1}, alors G est abélien, comme tout commutateur est trivial, i.e.
zyzly~l = 1. ]

Lemme 3.2.4. Le seul groupe commutatif simple est Z/pZ, avec p premier.

DEMONSTRATION. Si H est un sous-groupe alors son cardinal divise p, donc c¢’est p ou
1 et Z/pZ est simple. Montrons que c’est le seul cas. Soit H un groupe simple commutatif
d’ordre n. S’il admet un élément x € H d’ordre 2 < d < n — 1, alors (x)< H et H ne peut
étre simple. Donc z est d’ordre n et H ~ 7Z/nZ. Mais a nouveau, si n n’est pas premier,

alors tout diviseur d de n engendre un sous-groupe distingué strict, i.e <x%>. O

Un des premiers exemples non-commutatifs de groupes simples est le suivant
Théoréme 3.2.5. (Admis) Pour n # 4, A, est simple.

Remarques.

3.2.6. Les outils pour montrer cet énoncé sont largement au niveau de ce cours, mais cela
nécessite d’établir un certain nombre de propriétés supplémentaires sur les groupes
symétriques qui relévent plus d’un cours de théorie des groupes que d’algébre linéaire.
Comme cela fait faire une trop grande digression, nous I'admettons et montrons en
revanche les corollaires que nous pouvons en tirer.

3.2.7. Sin =4, Ay n’est pas simple, car D(A4) est un sous-groupe distingué d’ordre 4,
isomorphe & Z /27 x 7,/27., engendré par les bitranspositions. On appelle Vj = D(Ay)
le groupe de Klein.

Corollaire 3.2.8. Sin # 4, A, est le seul sous-groupe distingué propre non-trivial de S,,.

DEMONSTRATION. Sin < 2, c’est clair, supposons donc n = 3. Soit H < S, un sous-
groupe distingué, alors H n A, < A, donc H n A,, = {1} ou A, < H. Si A, ¢ H, alors
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H = A, ous,. Si Hn A, = {1}, alors la signature € induit un isomorphisme entre H
et e(H) d’ou card(H) < 2. Si card(H) = 2, soit o € H ’élément non-trivial, alors pour
tout 7 € S,,, comme 77! # Id, cela force o7~ = o donc o est central, or Z(S,) = {1},
contradiction et H = {1}. O

Proposition 3.2.9. Sin # 4, soit H c S, un sous-groupe d’indice n, alors H ~ S,,_1.

DEMONSTRATION. Pour n < 3, c¢’est clair. Supposons n > 5, posons G = 5, alors G

agit par translation a gauche sur G/H et on a un morphisme ¢ : G — Bij(G/H) ~ S,,.

Montrons qu'’il est injectif. On a Ker¢ = () aHa™! et comme Ker ¢p<1 S, le corollaire
aeG

@montre que Ker ¢ = {1} puisque (n — 1)! < . Pour une raison de cardinal, ¢ est un
isomorphisme et H s’identifie au stabilisateur de 1 = H € G/H dans S, c’est donc un
groupe isomorphe & S,,_1. ]

3.3. Construction de quotients.

Théoréme 3.3.1. Soit H ¢ G un sous-groupe normal, alors G/H, l’ensemble des classes a
gauche, admet une structure de groupe.

Lemme 3.3.2. Méme hypothése que dans le théoréme, si x = 2’ mod H ety =1y mod H
alors vy = 7'y’ mod H.

DEMONSTRATION. On a x = 2’h et y = y'h/ alors
Ty = x/hy/h/ _ x/yl(y/*lhy/)hl

et " 'hy' € H comme H est normal. O
Passons & la preuve du théoréme :

DEMONSTRATION. On définit le produit
xHyH = xy.H (3.3.2.1)
qui est bien défini par le lemme précédent. On vérifie alors aisément que G/H est un

groupe. g

Corollaire 3.3.3. L’application canonique
G- G/H
est un morphisme de groupes de noyau H.

17
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On a donc une suite exacte :

p

1 H—-aG G/H 1

Par suite exacte, on entend que Im¢ = Kerp, ¢ est injective et p surjective.

Proposition 3.3.4 (Propriété universelle des groupes quotients). Soit ¢ : G — H et N <G,
alors si N < Ker ¢ il existe un unique morphisme ¢ : G/N — H, tel que :

pop=¢
avec p: G — G/N.

DEMONSTRATION. Comme ¢(N) = {1} on définit ¢ : G/N — H par ¢(xN) = ¢(z).
Montrons que c’est bien défini. Soit 2’ € G tel que N = 2'N, alors z = 2'n avec n € N
et donc ¢(z) = ¢(2')p(n) = ¢(2'), donc 'application est bien définie. On vérifie alors
immeédiatement que ¢ est un morphisme de groupes comme ¢ est n morphisme de groupes
et en vertu de la multiplication dans G/N donnée par le lemme %D O

Une appplication de la propriété universelle est la suivante :

Proposition 3.3.5. Soit G := G/D(G), alors c’est un groupe abélien et pour tout mor-
phisme ¢ : G — H tel que H est abélien, il existe un unique morphisme ¢ : G® — H tel
que pop = ¢ avecp: G — GP.

DEMONSTRATION. On a D(G)< G, donc le quotient est un groupe. Pour tout z,y € G,
on a:

zy =yxr mod (D(Q))
comme D(G) est engendré par les commutateurs. Comme H est abélien, on a
$(ayr~ "y~ = p2)p(y)d(z) oly) T = 1.

et D(G) < Ker(¢) Ainsi par propriété universelle du quotient, on obtient un morphisme de
groupes

é:G™ > H.

3.4. Théoréme d’isomorphisme de Noether.

Théoréme 3.4.1. Soit un morphisme de groupes ¢ : G — H, alors on a un isomorphisme :
G/Ker ¢ = Im ¢.
En particulier, si G est fini, |G| = | Ker ¢|| Im ¢|.
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DEMONSTRATION. Comme Ker(¢) est normal, on peut considérer le groupe quotient
G/Ker ¢. L’application ¢ : G — H se factorise par définition par Im¢. On peut donc
supposer que H = Im¢. L’application G — H se factorise en ¢ : G/Ker¢p — H et ¢ est

surjective comme ¢ 1’est. Montrons I'injectivité, si ¢(z) = ¢(z') alors z2’'~! € Ker ¢, donc
I'injectivité suit. O
Proposition 3.4.2. L’action de G sur lui-méme par conjugaison induit un morphisme
o : G — Aut(G),
avec Ker ® = Z(G). On obtient ainsi par passage au quotient une injection :
G/Z(G) — Aut(G),
et on appelle Int(G) l’image de ®. On appelle ce groupe, le groupe des automorphismes

intérieurs et Int(G) < Aut(G). On appelle le quotient Out(G) = Aut(G)/Int(G) le groupe
des automorphismes extérieurs.

DEMONSTRATION. La premiére partie de ’assertion vient de la propriété universelle des
groupes quotients. Il suffit donc de voir que Int(G) < Aut(G). Or si 0 € Aut(G) et x € G
alors co g o0t = bo(z) € Int(G) avec ¢, 'automorphisme intérieur associé a x. O

4. Groupes résolubles et nilpotents

4.1. Groupes résolubles. Soit un groupe G, pour tout i € N, on définit la suite de
groupes (D*(G));eny par DY(G) = G, i = 1, DY(G) = D(DY(G)) « DY(G).

Définition 4.1.1. Soit un groupe G, on dit qu’il est résoluble s’il existe n € N tel que
D™(G) = {1}. On appelle alors classe de résolubilité, le plus petit entier n € N tel que
D™(G) = {1}, noté cl(G).

Remarque 4.1.2. Ainsi cl(G) = 0 équivaut & G = {1} et cl(G) = 1 & G abélien.

Lemme 4.1.3. Soit H < G un sous-groupe, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) D(G) < H,
(i) H< G et G/H abélien.

DEMONSTRATION. Montrons le sens direct. Soit H% = 7(H) < G/D(G) = G, alors
comme D(G) < H, on a H = 7~ '(H®). Ainsi, pour x € G, comme D(G)<G, on a
D(G) ¢ xHxz™} et donc w(xHz™') = H® et xtHaz™' < H, donc H est normal et G/H
abélien d’aprés Réciproquement, on a H = Ker(G — G/H) et comme G/H abélien,
par propriété universelle, on a D(G) c H. d

Proposition 4.1.6. Soit un groupe G et n € N*, les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) G est de classe inférieure ou égale a n.

(ii) Il existe une suite :
G=Gy>- oG, ={1}
de sous-groupes normauz de G telle que G;/Gi+1 est abélien.

(iii) Il existe une suite :
G=Gy>o- -G, = {1}
de sous-groupes de G tels que G;_1 soit normal dans G; et G;/G;_1 abélien pour
1<i<n.

(iv) Il existe un sous-groupe abélien A normal dans G tel que G/A soit résoluble et de
classe inférieure ou égale a n — 1.

DEMONSTRATION. (i) = (ii) Posons G; = D¥(G) pour i € N, comme D(G) est stable
par tout automorphisme de G, D*(G)< G et la suite vérifie (i7).

(1) = (i11) est clair.
(7i1) = (1). Par récurrence sur k et m on voit que D¥(G) c Gy d’ou D™(G) = {1}.
(i) = (iv) On prend A = D"~ }(@Q).

(1v) = (i) D’apreés (i) = (i) appliquée & G/A et a n—1, il existe une suite de sous-groupes
normaux de G telle que la suite des quotients :

G/A> A JA> - D A, 1/A = {1},
vérifie (7i). Alors la suite :
GoA=A>-- DA, 1=A>{1}

vérifie (i) et 'implication (ii) = (i) appliquée a G et n donne le résultat. O

Remarques.
4.1.11. Un groupe simple non-abélien n’est pas résoluble.

4.1.12. Les groupes symétriques S, sont résolubles si et seulement si n < 4. En effet, si
n =5, D(S,) = AnH qui est simple. Si n < 3 c’est clair et si n = 4, on a la suite
Sy > Ay o Vi = (Z/27)? > {1}.

Définition 4.1.13. Soit un groupe G, A, B deux sous-groupes de G, on note (4, B) le
sous-groupe engendré par les commutateurs zyxz 'y~ avec z € A, y € B.

Remarque 4.1.14. On note en particulier que par définition (G,G) = D(G).
Pour ce cours, 'exemple fondamental de groupe résoluble est le suivant :
2. pour montrer ’égalité, remarquer que D(S,) <t A, et comme Sy, non-abélien, D(S,) = A, par simplicité.

On peut aussi le montrer pour tout n € N de maniére élémentaire : on a clairement que D(S,) A, et on
montre que les 3-cycles sont conjugués et engendrent A, et qu’il existe un 3-cycle dans D(S,,).
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4.2. Sous-groupe fixant un drapeau. Soit un corps commutatif K, V' un K-espace
vectoriel, on se donne une suite décroissantes de sous-espaces vectoriels de V' :

V=WoVio---oV,={0}

tels que codim(V;) = 4. Une telle suite est appelée un drapeau complet, on note (Vi) =
(Vi)o<i<n. Soit
B(V) ={ue GL(V) | u(V;) = V;,0 <i < n}.

Le théoréme est le suivant :
Théoréme 4.2.1. Le groupe B(V') est résoluble.

DEMONSTRATION. On définit la suite de sous-groupes (B;)o<i<n de B(V) par :
Bi={se B(V)|(s—1dy)V; € Vi;,0 < j <n—i}. (4.2.1.1) [{bor1y

En particulier, on a By = B(V'). Montrons un lemme :
Lemme 4.2.2. Pour tout 0 < j <n et 0 <k <n avec j +k <n, on a (Bj, By) C Bj.

DEMONSTRATION. Soient s € Bj, t € By, et x € V;, il existe v,y € Vi1 tel que :
t(r) = = + viyk,
soit :
st(z) = s(x) + s(Vipk) = T+ Wigj + Vigk + titjtk,
avec w;yj € Viyj et tiyjix € Viyjyp. De méme, on a :
ts(x) = t(x + wiyj) = T + Vigp + wivj + i,

avec t Vitj+k- Ainsi, on obtient :

§+j+k €
st(z) = ts(x) mod Vigjyk

ou encore comme S(VHJ-HC) = Viyj+k et pareillement pour ¢ :

s~ st(z) = mod Viy ik,

d’otu le résultat. O

On peut maintenant terminer la preuve. On a :
— Pour 0 <i < n, (By, B;) < B;, donc les B; sont normaux dans By = B(V).
— Pour 1 < i <n, D(B;) = (Bj, B;) € By < Bj;1, donc les quotients B;/B;11 sont
abéliens 1 < i < n.
— Enfin By/B; s’identifie au groupe des matrices diagonales.

Donc la suite (B;)o<i<n Vvérifie (ii) de ﬁ et B(V) est résoluble. O
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Exemple 4.2.3. Si V = K", (ey,...,e,) la base canonique, alors pour 0 < i < n, on pose
Vh—i = Vect(ey,...,e;) avec la convention V,, = {0}. Alors B(V') consiste en les matrices
triangulaires supérieures inversibles.

Notons Drap(V') 'ensemble des drapeaux de V', on fait agir GL(V') sur Drap(V') par

g9-(Ve) = (g.V%).
Si W, et W/ sont deux drapeaux, en choisissant des bases pour les V; et les W, on voit qu’il

existe g € GL(V) tel que g.W, = W/. Ainsi GL(V) agit transitivement sur les drapeaux et
par définition B(V') est le stabilisateur de V,. On en déduit donc que :

GL(V)/B(V) = Drap(V). (4.2.3.1) |{bij-drap}

Ainsi, cela justifie que 'on appelle le quotient GL(V)/B(V) la variété de drapeaux de
GL(V) (bien que dans ce cours on n’ira pas jusqu’a la munir d’une structure de variété).

4.3. Groupes nilpotents. Soit un groupe G, on appelle suite centrale descendante de
G, la suite (C"G)p>1 de sous-groupes de G définie par récurrence par :

cH@) = G,Cc"H @) = (G,C"G),n = 1.

Définition 4.3.1. Un groupe G est dit nilpotent s'il existe n € N tel que C"*'G = {1}. La
classe de nilpotence de G est alors le plus petit tel entier n.

Remarques.
4.3.2. Un groupe est abélien si et seulement si il est nilpotent de classe < 1.

4.3.3. Un produit fini de groupes nilpotents est nilpotent de classe de nilpotence le
maximum des classes des groupes.

Lemme 4.3.4. Tout groupe nilpotent est résoluble.

DEMONSTRATION. Montrons par récurrence sur i € N* que D'(G) < CY(G). Sii =1
c’est clair, et pour ¢ > 2 :

DG = (D'G, D'G) < (C'G, C'G) < (G, C'G) = CFG,

ol la premiére inclusion s’obtient par hypothése de récurrence. O

Proposition 4.3.5. Un groupe G est nilpotent si et seulement si, il existe une suite décrois-
sante :
Gr=G oo Gopr = {1},
avec (G, G;) < Gipq pour tout 1 < i < n, ce qui est équivalent a la condition G;/Git1 <
Z(G/Gis1). En particulier, un sous-groupe (resp. un groupe quotient) d’un groupe nilpotent
est nilpotent. Enfin, le centre d’un groupe nilpotent est non-trivial.

Remarque 4.3.6. Une condition plus forte serait (G, G;) < Gy ;.
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DEMONSTRATION. Si une telle filtration existe, alors C*G < G}, pour k > 1 donc G
nilpotent. Réciproquement, si G nilpotent, on prend G, = C*G. Les assertions sur le passage
au quotient et au sous-groupe se déduisent alors de la caractérisation a l'aide des filtrations.
Enfin, si G est nilpotent de classe n, alors C"*1(G) = {1}, donc C"™(G) # {1} est dans le
centre de G comme souhaité. ]

Reprenons 'exemple de B(V') de ﬁ Pour 1 <i<n,ona:
Bi = {s € BV) |(s— 1dy)V; < Vias,0 < j < n— i}

Proposition 4.3.7. Pour tout 1 < i < n, B; est nilpotent. En particulier, si U, < G Ly, (K)
est le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes, il est nilpotent.

Remarque 4.3.8. Pour rappel, une matrice M € M, (K) est unipotente, si M — I, est
nilpotente.

DEMONSTRATION. Comme un sous-groupe d’un groupe nilpotent est nil tent, il suffit
de le vérifier pour Bj. Alors, d’aprés la suite des (B;)1<i<n vérifie " Enfin, U,
correspond au groupe Bj pour le drapeau standard de K". ]

Théoréme 4.3.9 (Kolchin). Soit K un corps algébriquement clos, V' un K-espace vectoriel
de dimension finie. Soit un groupe G < GL(V) un sous-groupe ow tous les éléments sont
unipotents, alors il existe un drapeau complet (V) de V' tel que G soit contenu dans le groupe
By correspondant (cf. ci-dessus). En particulier, G est nilpotent.

Remarques.

4.3.9. On peut voir cet énoncé comme un exemple de cotrigonalisation dans le cas non-
commutatif. Dans le cas abélien, il est bien connu.

4.3.9. Dauns la suite, un sous-groupe G < GL,(C) constitué de matrices unipotentes est
dit unipotent.

Le théoréme se déduit de la proposition suivante :

Proposition 4.3.10. Soit un sous-groupe G unipotent de GL,,(K), avec K algébriquement
clos, alors il existe x € V' non-nul tel que pour tout g € G, g.x = .

Voyons comment le théoréme %se déduit de la proposition :

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur la dimension, Si n = 1, c’est clair.
Sin = 2, on considére L la droite engendrée par x tel que dans et ’hypothése de
récurrence appliquée & V//L, fournit un drapeau complet de V /L stable par G, d’ou aussitot
un drapeau complet de V' stable par G et il est clair que G est contenu dans le sous-groupe
B correspondant. O
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Il s’agit donc maintenant de montrer la proposition m On commence par faire la
définition suivante :

Définition 4.3.11. Soit un K-espace vectoriel F, soit un sous-espace vectoriel A < L(E), on
dit que c’est une sous-algébre si elle est stable par composition. On dit que A est irréductible
si les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par A sont {0} ou E.

] X
L’énoncé fondamental pour montrer est le théoréme de Burnside :

Théoréme 4.3.12 (Burnside). [admis] Soient un corps K algébriqguement clos, un K-espace
vectoriel E de dimension finie, et une sous-algébre irréductible A ¢ L(E), alors A = L(E).

La proposition est une application immédiate de Burnside :

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur la dimension. Si n = 1 c’est clair,
supposons donc n > 2. S’il existe un sous-espace vectoriel strict et non-nul V' < K™ qui
est G-stable, alors on a le résultat par hypothése de récurrence. On suppose donc que les
seuls sous-espaces G-stables de K™ sont {0} et K". Notons G = Vect(G) < M, (K), comme
G est un groupe, par linéarité, on a bien que G est stable par produit, donc c¢’est une
sous-algébre et par hypothése, elle est irréductible, donc G = M, (K). Soit x € G, on écrit
alors x = I, + N avec N nilpotente. Comme toutes les matrices sont unipotentes, on a pour
tout g € G, Tr(g) = n. On trouve alors :

Vg €@ tr(ng) = Tr((x — In)g') = Tr(zg’) — Tr(g") = 0,
et donc comme G = M, (K), par linéarité, on trouve que :
¥ M e M, (K), Te(NM) = 0,
soit N = 0. Ainsi, G = {1}, contradiction. O

4.4. Exponentielle matricielle. Soit K = R ou C, on munit M, (K) de la norme :

n

[M]y = max > fai]-
7j=1

Lemme 4.4.1. La norme |||, est sous-multiplicative, i.e, on a :

V A, Be My(K),[AB|, < |A],[B]; -

DEMONSTRATION. En effet, on a :

DTUAB)i; < D0 > fawbigl = D lail D 1besl < (O lagel)- |Bly < Al |B]; ,
a k=1 j=1 k=1

j=lk=1

soit en passant au max :

|AB[, < [Al, [B]; -
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Pour A € M, (C), on considére alors la série 3] 41 ; par sous-multiplicativité de |.|;, on a :

VneNZn: <Zn:“14“]f
9 ~= k‘ )
k=0 1 k=0

et donc la série est normalement convergente, donc convergente. On définit ainsi :

Ak
&

+00 Ak

= A
k=0 k!

exp(4)

On remarque que l'on a exp(0) = I,,. De plus, on remarque que si :
) VI
0 Xy --- %
L PR P A5}

alors pour tout n € N, on a :

k=0
. SE
Mk 0 =2 *
Z F = k=0 M € %(K),
k=0 .
n )\k
0 0 D
k=0
donc en passant a la limite, on a :
eAl e e *
0 e ... 9«
exp(M)=1] . . o e Th(K) (4.4.1.1)
0 0 e

Lemme 4.4.2. On a les propriétés suivantes :

(i) Pour A, B € M, (K) qui commutent, exp(A)exp(B) = exp(A4 + B). En particulier,
exp(A) € GL,(K), d’inverse exp(—A).

(ii) Pour tout P € GL,(K) et Ae M,(K), Pexp(A)P~! = exp(PAP™!).
(iii) Pour tout M € M, (K), on a det(exp(M)) = exp(Tr(M)).
(iv) Pour tout M € M, (K), exp(M) est un polynéme en M.
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DEMONSTRATION. (i) Soient A, B € M, (K) qui commutent, en particulier, on peut
appliquer le binéme de Newton, calculons le produit des séries absolument convergentes :

exp(A).exp(B) = (Z ﬁ)(z E) = Z( 2 Aqu) (4.4.3.1)

= j=0 7t =0 platn P!
0 ! o n +o0
— Z —( Z ——APB?) = j(z < >APB”_”) =), —(A+B)"
n=0 n p+q=n pq: n=0 n: p=0 p n=0 n
(4.4.3.2)
=exp(A4 + B). (4.4.3.3)

Ainsi, en prenant B = —A et comme exp(0) = I,, on obtient que exp(A4)exp(—A) = I,
d’ou1 'assertion.

(i) Fixons d € N, on a :

il suffit alors de passer & la limite sur d.

(iii) Comme K est un sous-corps de C, on peut trigonaliser M dans M,,(C), de telle sorte
que M = PTP~! avec T triangulaire supérieure. Comme le déterminant et la trace sont
invariants par conjugaison et extension de corps, on se raméne donc au cas triangulaire
supérieur.

Maintenant, si (A1,...,A,) sont les valeurs propres de T', d’aprés @, on trouve :

n & A
det(exp(T)) = H(g)‘i = eigl = tr(T)

i=1

(iv) Les sommes partielles S, (M) sont dans le sous-espace vectoriel C[M] < M, (C) qui est

fermé, donc exp(M) € C[M]. O

On obtient ainsi une application continue exp : M, (C) — GL,(C). On va voir qu’elle est

bijective sur certains morceaux de GL,(C).

Notons Nilp,,(C) < T,(C), I'espace vectoriel des matrices nilpotentes triangulaires supé-
n—1

rieures. Si M € Nilp,,(C), alors M™ =0 et on a exp(M) = I, + D] ]‘]{—,k En particulier, on
k=0

aexp(M) € Up.

Théoréme 4.4.4. Soit U = GL,(C) un sous groupe unipotent, alors exp : n = exp 1 (U) —

U est un homéomorphisme et il existe g € GL,(C) tel que gng~' <= Nilp,,. En particulier,
on a un homéomorphisme exp : Nilp,, — Uy, d’inverse In : U, — Nilp,,.

26



DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme de Kolchin, il existe g € GLy, (C) tel que gUg~ ! <

U,, en vertu de 1), on est donc ramené a montrer que exp : Nilp,, — U, est un
homéomorphisme. Pour ce faire, on définit In : U,, — Nilp par :
© d
M -1
In(M) =) (—1)d*1M, M e U,.
d=1 d

Comme M € U,, alors M — I, est nilpotente, de telle sorte que la somme est en fait
finie. Montrons que expoln = Idyy, et Inoexp = Idyjyp, - Considérons les polynémes

n—1 Xk n—1 (—1)’°*1Xk ) )
P(X) = ar et Q(X) = > 53— e C[X]. Il s’agit de voir que P(Q(N)) = N pour

N € Nilp,,. Pour la calculer, on a seulement besoin de tronquer Po @ al'ordre n—1. Or on a
e —1 = P(z) +o(z") et In(1 + ) = Q(z) + o(xz™ 1), en particulier P o @ tronqué & 'ordre
n —1 est précisément le développement limité a lordre n — 1 de e®(1+2) — 1 = 2, ¢’est-a-dire
X. Ainsi P(Q(N)) = N, c’est pareil dans 'autre sens et exp est un homéomorphisme. [

Remarque 4.4.5. La preuve ci-dessus donne également que si U € U, alors In(U) € Nilp,,
est un polynéme en U. Cela se déduit par le lemme argument que @Tﬁ)

La preuve ci-dessus nous permet de pouvoir définir un logarithme sur un certain voisinage
de l’identité :

d
Proposition 4.4.6. Soit M € M, (C) avec |M — I,,||; <1, alors la série dgl(—l)d_lw
converge, soit In(M) sa somme, on a l'identité :

exp(In(M)) = M.

DEMONSTRATION. Par sous-multiplicativité de |[|||;, on a immédiatement que la sé-
rie est normalement convergente, donc convergente. Il suffit de vérifier que 'on a bien
exp(In(M)) = M. Si M = diag(\,...,\,) avec |\; —1| < 1 pour tout 4, alors exp(In(M)) =
diag(exp(In A1), ..., exp(In(An)) = diag(A1,...,An) = MH De plus, on a In(PAP™!) =
P ln(A)P_lﬂ donc en utilisant %ﬁ on en déduit I’égalité pour toute matrice diagonali-
sable dans C. On utilise alors la densité des matrices diagonalisables. La fonction A — In(A)
est bien continue sur la boule ouverte B(I,, 1) car la série est normalement convergente sur
tout compact de B(I,,1). De méme la série A — exp(A) est continue, car normalement
convergente sur tout compact. Par composition exp oIn est donc aussi continue sur B(I,,1).
Les deux membres sont continus en A, donc en prenant une suite de matrices diagonalisables
A, — A, avec |A — I,,|| <1, le cas des matrices diagonalisables donne que :

A, = exp(In(4,)) "7 exp(In(A)),
et donc par unicité de la limite exp(In(A)) = A. O

3. C’est standard dans R, dans C, on utilise la C-dérivabilité de chacune des fonctions, a ’aide du
théoréme de séries entiéres, le fait que les dérivées sont les mémes et que les fonctions ont méme valeur en 1.
4. clair sur les sommes partielles et on passe a la limite.
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Une autre utilité de I’exponentielle est qu’elle va nous permettre de linéariser la structure
de groupe. On a besoin d’un lemme préliminaire :

Lemme 4.4.7. Soient X,Y € M, (C), alors :
X

. Yin
Jm (exp(—) exp(—))" = exp(X +Y).
On a également :
X Y -X —Y 2
li = - - T = exp(XY — YX).
Jim (exp(—) exp(_-) exp(— =) exp(— =)™ = exp( )

DEMONSTRATION. Comme exp(X) = Id+2 + O(Z;), soit :

X Y X+Y 1
exp(ﬁ) exp(g) =Id+ + O(

).

Pour n assez grand, cette quantité est assez proche de I'identité de telle sorte que :

n?
nln(exp(%) exp(%)) =X+Y+ O(%),

Il suffit maintenant d’appliquer I’exponentielle et d’utiliser % Pour la deuxiéme identité,
elle se démontre de la méme maniére a ’aide du développement limité :

X Y -X Y X242XY +Y?2 (X+Y)? 1
exp(g)exp(g)exp(T)exp(T) =In+ oy | 2 ) + O(ﬁ)
(4.4.7.1)
XY -YX 1
=1, + — + O(ﬁ). (4.4.7.2)
O

Ce lemme nous permet de faire la proposition/définition suivante :
Proposition 4.4.8. Soit un sous-groupe fermé G < GL,(C), on définit l’algébre de Lie

g = Lie(G) de G par g = {M € M,(C),V t € Ryexp(tM) € G}. C’est un sous-espace
vectoriel de My, (C) stable par le crochet de Lie (X,Y) — [X,Y] = XY - Y X.

DEMONSTRATION. Immédiat avec le lemme et comme G est fermé. O

On a donc les exemples suivants :

Exemple 4.4.9. (i) On a bien sir Lie(GL,(C)) = M,(C), on la note souvent gl,,.
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(ii) Lie(T},) = Dy, pour T,, € GL,(C), le tore diagonal, i.e. le sous-groupe des matrices
diagonales inversibles et D,, ’espace vectoriel des matrices diagonales. En effet si

D = diag(\1,...,\n), alors eP = (eM,... e*) et exp : C — C* est surjective.

Ainsi, exp : Lie(T},) — T,, est surjective.
(iii) On a vu que Lie(U,,) = Nilp,, et que exp : Nilp,, — U,, est un homéomorphisme.

Il résulte donc du deuxiéme exemple que l'exponentielle n’est pas injective dans M, (C)
puisque exp : C — C* ne l'est pas. L’exponentielle n’est pas plus injective dans M, (R) pour

n = 2. En effet, si on prend :
0 —27
M = <27T 0 > ’

20m 0

elle est est semblable dans My(C) a < 0 —9ir

) dont I'exponentielle vaut I,,.

Théoréme 4.4.10. L’exponentielle exp : gl,,(C) — GL,(C) est surjective.

DEMONSTRATION. Soit M € M,(C), si M = D + N est la décomposition de Dunford
de M en diagonalisable et nilpotent qui commutent, alors on a d’aprés 1

exp(M) = exp(D)exp(N) = exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,). (4.4.10.1)

Les deux termes commutent clairement, exp(D) est bien diagonalisable et comme exp (V)

est unipotente d’apres , (exp(IN) — I,) est bien nilpotente et le reste en multiplicant
par exp(D) comme elles commutent. On obtient donc que ({.4.10.1)) est la décomposition
de Dunford de exp(M).

Considérons maintenant M’ € GL,(C), soit M’ = D' + N’, sa décomposition de Dunford.

En vertu de ( 0.1)), on cherche N nilpotente et D diagonalisable qui commutent telles
que :
exp(D) = D' exp(D)(exp(N) — I,,) = N’
ll

D’aprés P40 11 existe une unique matrice N nilpotente telle que exp(N) = I, + (D")~IN’
et d’aprés B.4.9) on peut trouver D diagonalisable telle que exp( é%) = D'. La difficulté est
de faire en sorte que D et N commutent. Tout d’abord, d’aprés est un polynéme
en N, il suffit donc de choisir D qui soit un polynéme en D’. Si D’ = diag(d}, ..., d}), il
suffit de prendre D telle que d; = d; a chaque fois que d; = d et on a alors D = Q(D’) ot

Q@ est un polynéme d’interpolation de Lagrangeﬂ qui envoie les d distincts sur les d;. On
obtient alors que pour un tel choix, D et N commutent et on obtient :

exp(D + N) = M,

comme souhaité. O

5. On rappelle que si on a (zo,...,z,) € K" distincts et (yo,...,yn) € K", alors il existe un unique
polynoéme P de degré n tel que P(z;) = y;
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Remarque 4.4.11. On peut montrer qu’en général si G < GL,(C) est un sous-groupe
fermé exp(Lie(G)) engendre G, mais I'exponentielle n’est pas toujours surjective.
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Chapitre 2

Etude de GL, et SL,

1. La simplicité de PSL,(K)

1.1. Rappels sur les transvections. Soient un corps K et £ un K-espace vectoriel
de dimension finie.

Proposition 1.1.1. Soit H = Ker(f) un hyperplan de E, avec f € EV. Soit u e GL(E) tel
que ujy = Idg et uw # Idg. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) On a det(u) = 1.
(i) w n’est pas diagonalisable.
(iii) On a D =Im(u —1d) ¢ H
(iv) Il existe a € H, a # 0 tel que 'on ait :

VazeEulx)=z+ f(z)a.

(v) Dans une base convenable, la matrice de u s’écrit :

10 --- 0
01 0

1
0 1

On dit alors que u est la transvection d’hyperplan H et de droite D = (a).

DEMONSTRATION. (i) == (ii) est clair, car sinon on aurait u = Id, ainsi que (v) =
(i). (ii) = (iii) également, car par le théoréme du rang dim(Im(u — Id)) = 1, donc si
Im(u —Id) ¢ H, alors ils sont en somme directe et u diagonalisable.

(ili) = (iv) Soit zg € E tel que f(xp) = 1, I'élément a = u(xp) — o € Im(u — Id) < H par
hypothése. Comme zg ¢ H, a # 0 et on a donc pour tout z € F :

u(z) =z + f(z)a.

(iv) = (v). On construit une base ey, ..., e, de E en partant de e,,—1 = a que 'on compléte
en une base e, ...,e,—1 de H et on prend enfin e, ¢ H tel que f(e,) = 1. O
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Remarque 1.1.7. (i) On prendra garde au fait que la donnée de H et D ne détermine

L . 1
pas la transvection, il suffit de penser & la matrice <0 /1\>

(ii) On rappelle le résultat que SL(E) est engendré par les transvections et GL(E) par
les transvections et dilatations.

Dans la suite pour f € EV avec f # 0 et a € Ker(f) — {0}, on note 7(f,a) la transvection
donnée par la formule :

7(f,a)(x) =z + f(z)a.

Proposition 1.1.8 (Comportement par conjugaison). Soit T une transvection d’hyperplan
H et de droite D, u € GL(E), alors utu™! est une transvection de droite u(D) et d’hyperplan
w(H). Précisément si T = 7(f,a) alors uru™' = 7(f ou=!, u(a))

DEMONSTRATION. Pour z € E, on a 7u~!(x) = u~(z) + f(u™1(2))a, dot uru=t(z) =
x + f(u='(z))u(a), d’ott le résultat. On notera que si H = Ker f, alors u(H) = Ker(f o
u™t). O

1.2. Centre de GL,(K).

Proposition 1.2.1. Pour tout n € N*, on a Z(GL(E)) = {\dg, ) € K*} = K*. De plus,
on a Z(SL(E)) = {A\Idg, A € K, X" = 1} = 1 (K).

DEMONSTRATION. Quitte & choisir une base, on peut supposer que E = K". Soit
u€ Z(GLp(K)) ou Z(SL,(K)), alors u commute avec toutes les transvections qui sont dans
SL,(K), en particulier d’aprés @ on obtient que u stabilise toutes les droites vectorielles.
En particulier, la base canonique de K™ est une base de vecteurs propres et u diagonalisable.
Maintenant, pour toute matrice de permutation A, € GL,(K), on doit avoir A,DA;! = D,
ainsi si D = diag(A1,...,Ay), on a:

AO'DA;1 = diag()‘o(l)v cee 7U(Ao(n)))
ce qui force que pour tout ¢ # j, A\; = A\j et w = A[,,. Enfin, si u € SL,(K), on a det(u) = 1,
soit A" = 1. O

Remarque 1.2.2. On prendra garde au fait que I’on n’a pas nécessairement card(u, (K)) = n.
En effet, si se place sur Fp,, on a XP —1 = (X — 1)P [p] et p,(F,) = {1}.

Corollaire 1.2.3. Soit w € GL(E) qui stabilise toute droite vectorielle, alors u est une
homothétie.

DEMONSTRATION. En effet, dans ce cas, il commute avec toutes les transvections et
dilatations qui engendrent GL(E) donc c¢’est une homothétie. g
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1.3. Espaces projectifs.

Définition 1.3.1. Le quotient de GL(E) par son centre est appelé le groupe projectif
linéaire noté PGL(E). De méme le quotient de SL(E) par son centre est noté PSL(E). On
note PGL,(K) et PSL,(K) les groupes matriciels correspondants.

Soit h) 'homothétie z — Az, on a det hy = A" de telle sorte que 'on a une suite exacte :
1— PSL(F) —» PGL(E) - K*/K*" — 1,

avec K*" = {\ e K*,3u € K, X\ = p"}. En particulier, si K est algébriquement clos, on a
PSL(E) = PGL(E).

Notons P(FE) I’ensemble des droites vectorielles de F, on I'appelle I'espace projectif. On a
une application surjective :
¢: E—{0} - P(E)

donnée par x — (x) et pour une droite L € P(F), si on choisit un vecteur z € L, non-nul,
ona ¢ (L) = {\z,\ e K*}. Ainsi I'action libre de K* sur £ — {0} induit une bijection par
passage au quotient :

(E—{0})/K* ~P(E). (1.3.1.1)
Le groupe GL(E) agit sur les droites de P(E) et d’aprés si g € GL(E) stabilise toute
droite vectorielle, alors g est une homothétie. On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.2. Le groupe PGL(E) agit fidélement sur P(E). De plus, si K est un corps
fini de cardinal q, on a card(P(E)) = % avec n = dim(E). En particulier, si dim(F) = 2,
on trouve card(P(E)) = ¢ + 1.

Remarque 1.3.3. Cela justifie donc la terminologie de groupe projectif linéaire.

DEMONSTRATION. Il ne nous reste qu’a montrer I'agsertion sur le cardinal, or on a

card(E) = ¢" et comme K* agit fidélement, il résulte de (T.3:1.1)) que l'on a :
aeE) = L=
car = :
qg—1

0

Si E = K"*!, on note P = P(K"*1) et pour n = 1, on appelle PL, la droite projective;
cela vient du fait que la donnée d'un élément L € P!(K) correspond, via l g E.lb a une
classe d’équivalence de paires (x,y) € K2 — {0}. Ainsi, si y # 0, on a :

[z.9]~ 1 1]

et si y = 0, comme (x,y) # (0,0), on a z # 0, on déduit que [z,0] ~ [1,0]. On note alors
o0 = [1,0]. On a donc obtenu la description suivante :
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Proposition 1.3.4. Soit K=Ku {00}, alors on a une bijection entre P}, — K donnée par
[2,y] = siy#0 et [2,0]— oo

1.4. Classes de conjugaison de transvections.

Théoréme 1.4.1. Dans GL(E), toutes les transvections sont conjuguées. Sin = dim(E) >
3, elles sont aussi conjuguées dans SL(E).

DEMONSTRATION. Pour la premiére assertion, c’est clair d’aprés @Y(V) Pour la
deuxiéme, si n > 3, soient u,v deux transvections et w € GL(E) tel que u = wvw~'. Si
A = det(w), il suffit de trouver s € GL(E) tel que det(s) = A~! et sus™! = v. En effet, on
aura alors sw € SL(E) et (sw)v(sw)~™! = u. Pour ceci, on se place dans une base ot la
matrice de v est donnée par :

10 0
0 1 0
1
0 1
et on prend s = diag[1,...,1, A, %, %], ce qui est possible comme n > 3. ]

Pour n = 2, la proposition est fausse, on a le résultat suivant :

conj2| Proposition 1.4.2. (i) Dans SL2(K), toute transvection est conjuguée a <(1) /1\>, avec
AeK*.

. : « 1 A

(ii) Soient A\, u € K*, alors s = 01

si et seulement si % est un carré dans K.

> ett = <(1) '[f> sont conjuguées dans SLo(K)

DEMONSTRATION. (i) Soient u une transvection, ej, e une base de F, Ke; 'hyperplan
de u et €9 ¢ Key, dans la base (aey, €2), u a la matrice voulue et pour o convenable, on a
det(aeq, €2)/ det(eq, e2) = 1, donc le changement de base est dans SLo(K).

(i) On écrit g = (Z Z) € SLo(K) qui conjugue s et ¢, soit gs = tg. On trouve alors :

_(a Aa+b\ . fa+puc b+ pud
gs-(c )\c—l—d)_tg_( c d ’
soit c =0 et Aa = ud avec d = % car det(g) = 1, donc % est un carré. Réciproquement, si
A = §2eK*, on prend a = %, ¢ = 0, b quelconque et g convient pour passer de s at. [

m
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Remarque 1.4.5. Les classes de conjugaison des transvections dans SLy(K) dépendent
donc fortement du corps de base. En effet, si K est algébriquement clos, alors elles sont
toutes conjuguées. En revanche, si K = R ou K = [F),, on a deux classes de conjugaison, une
infinité si K = Q.

1.5. L’énoncé de simplicité. Le théoréme fondamental est le suivant :

Théoréme 1.5.1. Le groupe PSL,(K) est simple sauf sin =2 et K =TFy ou Fs.

Remarque 1.5.2. L’idée de la preuve est d’utiliser le fait que les transvections engendrent
SL(FE) et que dans un certain nombre de cas favorables, elles sont toutes conjuguées. En
particulier, si on arrive & montrer qu'un sous-groupe distingué H contient une transvection,
elle les contiendra toutes. Il faut évidemment diviser par le centre, parce que cela fournit de
maniére évidente un sous-groupe distingué non-trivial, mais en dehors de celui-ci, il n’y en a
pas d’autres.

DEMONSTRATION. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, notons N < PSL(E)
un sous-groupe distingué non-trivial. Par image réciproque, on dispose donc d’un sous-groupe
distingué N < SL(FE) tel que N contient strictement le centre Z de SL(E). On veut montrer
que N = SL(E), on distingue deux cas.

Premier cas : n > 3. D’aprés @, toutes les transvections sont conjuguées et elles
engendrent SL(FE), il suffit de montrer que 'une d’elles est dans N. Soit ¢ € N non-trivial.
On fabrique de nouveaux éléments de N comme commutateurs :

SiTe SL(E),alors T = o(to 771 e N.

Si 7 est une transvection d’hyperplan H, 7o~ est une transvection d’hyperplan o(H)
donc p = (o707 1)77 ! est produit de deux transvections et est méme une transvection si
p(H) = H et p # 1d. 1l suffit donc de chercher un élément qui laisse globalement invariant
un hyperplan. Soit 0 € N, 0 ¢ Z, comme o n’est pas une homothétie, il existe a € F tel
que b = o(a) ne soit pas colinéaire & a. Soit 7 une transvection de droite {a) et posons
p=oro 771 Soit H un hyperplan de E contenant Vect(a,b), il en existe comme n > 3.
On a les trois propriétés suivantes :

— pe N, p#Id.
— VYzeFE plx)—xeH.
— p(H)=H

En effet, pour le premier point, on a clairement p € N et si p = Id, alors 7 = 070", mais ces
transvections sont respectivT%entvde droites (a) et (b) et on a (a) # (b). Pour le deuxiéme

1
point, on remarque d’aprés iv) que 'on a p(z) — x € Vect(a,b) = H et le troisiéme
point en résulte aussitot.

Deux cas sont possibles :
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(i) 1l existe une transposition u d’hyperplan H qui ne commute pas a p.

Alors si on pose v = pup tu~!, on ave N, v #Id et v produit des transvections

u~1, d’hyperplan H et pup~! d’hyperplan p(H) = H, donc v est une transvection
non-triviale de .

(ii) Sinon, si p commute a toutes les transvections d’hyperplan H, soit f € EY une
équation de H et u = 7(f,¢), avec ¢ € H, comme pu = up, pour tout € F, on a :

p(a) + f(x)p(c) = p(x) + f(p(x))e.

Soit ¢ H comme p(x) —x € H, on a f(p(z)) = f(x) # 0 d’ou p(c) = ¢, mais
comme ceci vaut pour tout ¢ € H, on a p|g = Id et comme p est de déterminant un,
p est déja une transvection.

Ainsi, dans les deux cas, N contient une transvection non-triviale, donc N = SL(FE) si
n = 3.

Deuxiéme cas : n = 2. Dans cette situation, deux arguments ne marchent plus, les
transvections ne sont plus toutes conjuguées en général et on a utilisé n > 3 dans la
construction d’'un élément de N qui fixe un hyperplan. En notant que si n = 2, I'existence
d’un hyperplan stable revient & I'existence d’un vecteur propre non-nul, on en dédmnit que si
k algébriquement clos, le méme argument que ci-dessus s’étend en utilisant Dans le
cas général, on va construire un élément g € N avec une valeur propre et suffisamment de
transvections dans le groupe, a nouveau a ’aide de commutateurs.

Dans toute la suite, on suppose que card(K) = 7 : On verra ensuite comment traiter le cas
K = F5 et que les cas K = 9, '3 sont exceptionnels.

b
d

s 1gs admette une valeur propre X € K avec A # 0, 1.

Lemme 1.5.5. Supposons card(K) > 7, soit s = (CCL ) € SLy(K), avec ¢ # 0, alors il

eziste g € SLy(K) tel que g~ !

DEMONSTRATION. On cherche g sous la forme g = <: §> € SLy(K). Soit e; = (1,0),

on doit résoudre g~ 1s71gs(e1) = Aey, i.e. gs(e1) = Asg(er), i.e. :
ac + ¢f = MNaa + by) (1.5.5.1)
ay + ¢d = ANea + dv). (1.5.5.2)

Soit A € (K*)2 avec A # +1; un tel ) existe car card(K) > 7 donc card((K*)?2 > 3. On
prend alors v = 0, § = VA, o = % et (T.5.5.2)) est satisfaite puisque comme ¢ # 0, on prend

f= ();:/1%1 et (I.5.5.1) est satisfaite. o

Lemme 1.5.6. Si s € SL2(K) a une valeur propre A € K, avec A\ # +1, s est conjuguée
dans SLy(K) a t = diag(\, 1).
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DEMONSTRATION. Comme s € SLy(K), les valeurs propres de s sont alors A et % qui
sont distinctes comme A # +1, ainsi s est diagonalisable, donc conjuguée dans GLy(K) a
t = diag(), 1). Soit g € GLy(K) tel que s = gtg~! 'élément qui conjugue et d = det(g) € K*,
alors v = diag(1, J) commute & ¢, on a gv € SLy(K) et s = (gv)t(gv)~". O

Lemme 1.5.7. Soit A € K*, avec A # £1 et s = diag(}, %): soit € K* et t = ((1) /f>

1

Alors il existe g € SLa(K) tel que l'on ait g~ 's™1gs = t.

DEMONSTRATION. On cherche g sous la forme g = (CCL b> € SLy(K) avec gs = sgt.

d

Aa b aX  Apa + b
= = t = .
o= (e )= (5 Y
La relation Ac = § implique ¢ = 0 car A* # 1. Il reste g = Apa +b) et ad = 1. On prend
alorsa:%—)\desortequea;ﬁOetb:)\,u. O

On trouve alors :

On peut maintenant terminer la preuve du théoréme dans le cas n = 2 : Soit s € N, s # +1d.

(i) Si s a une valeur propre A € K*, X\ # +1, alors d’aprés ﬁ, s est conjugyg dans
SL(E) a s = diag(\, %), donc s’ € N. Ainsi, pour tout pu € K*, d’aprés%ﬂ

0 1
d’aprés@; ona N = SL(E).

(ii) Si s = (Z Z) avec ¢ # 0 alors comme card(K) > 7 par hypothése, d’aprés

existe g € SL(E) tel que t = <1 M) = g~ 1(s’)7tgs’. On obtient ainsi t € N et

@ il existe g € SL(E) tel que g~ 's~!gs ait une valeur propre A # +1. Comme
g~ s gs € N, on est ramené au cas précédent.

(iii) Avec les notations de (ii) si ¢ = 0 et que l'on n’est pas dans le cas (i), alors

s = 8 5 avec € = +1 et u # 0 car s non diagonalisable. Soit alors t =
0 1 1 € W ,
1 o) € SL(E). On a alors que tst™" = e € N et on est ramené au cas
précédent.

0

Remarque 1.5.8. A strictement parler, la preuve ne sera complétement finie que lorsque
I'on aura traité le cas ot card(K) = 4 ou 5. C’est fait dans la section suivante.
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1.6. Isomorphismes exceptionnels. On commence par rappeler les formules de
cardinalité suivantes :

Proposition 1.6.1. Soit un corps fini K de cardinal q, n € N*, on a les formules suivantes :

n—1

(i) card(GL,(K)) = E[()(q" —q%)

(i) card(SLy(K)) = "1 "12:[; (@ —¢) =N

(iii) card(PGL,(K)) = card(SL,(K)) = N

(iv) card(PSL,(K)) = ¥

T wecd=nnA(qg—1).

DEMONSTRATION. (i) a été vu dans ﬁ (ii) vient de la suite exacte :
1 — SL,(F,) - GL,(Fp) — IF;

et du fait que card(K*) = ¢—1 et pareillement pour PG L, (K) puisque |Z(GL,(K))| = ¢—1.
Enfin, le dernier point vient du lemme suivant | O

Lemme 1.6.2. Avec les notations précédentes, on a |pu,(K)| =n A (¢ —1).

DEMONSTRATION. Par Bezout, il existe r, s € Z tels que d = r(q — 1) + sn. Soit 2 € K*,
si z € p,(Fp), comme 2971 =1, on a 2% = 1. Réciproquement, si z¢ = 1, a fortiori comme
dn, 2™ = 1. Ainsi, p,(K) = pg(K). Le polynome X9°! — 1 admet ¢ — 1 racines dans K,
donc X% — 1 qui en est un diviseur en admet d et donc p,(K) = d. O

Théoréme 1.6.3. On a les isomorphismes suivants :
(i) GLy(F2) = SLy(Fo) = PSLy(Fq) = Ss.
(i) PGLa(Fg) =~ Sy, PSLy(F3) = Ay.
(iii) PGLo(Fy) = PSLy(Fy) =~ As.
(iv) PGLy(F5) = PSLy(F5) =~ As.

Remarque 1.6.4. Pour rappel, on note F, le corps & ¢ éléments.

DEMONSTRATION. (i) Comme FJ = {1}, on a GLy(F2) = SLy(Fy) = PSLy(F2). De
plus, GLo(FF) agit fidélement sur P(F3) qui d’aprés% est de cardinal trois, on obtient
donc un morphisme jnjectif ¢ : GLy(F2) — S3 qui est un isomorphisme pour des raisons de
cardinal d’apres %[

(ii) A nouveau card(P(F3)) = 4, donc on obtient une injection de PG La(F3) < Sy qui est
un isomorphisme pour des raisons de cardinal. De la méme maniére, on a une injection de

gSéﬁg(]Fg) — Sy et comme PSLs(F3) est d’indice deux, cela force PSLo(F3) = Ay d’aprés
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(iii) On vérifie que les deux groupes sont de cardinal 60 et se plongent dans S5 puisque
card(IP’IIF4) = 5. Comme ils sont d’indice deux, ils sont isomorphes a As d’aprés

(iv) Dans cette sityation, on a un plongement injectif de PGLy(F5) < Sg, comme il est
d’indice 6, d’aprés%on en déduit que PGLa(F5) =~ S5 et donc & nouveau PSLy(F5) =
As. O

Remarques.

1.6.5. L’énoncé précédent nous permet de compléter la preuve de % dans les cas ou
K = F4 ou F5, puisque d’aprés % As est simple.

1.6.6. Comme S3 et A4 ne sont pas simples, le théoréme est bien en défaut si n = 2 et
K =y, Fs.

1.6.7. Le plongement de PGLy(F5) dans Sg fournit un groupe isomorphe a Ss, mais
non-trivial, i.e. qui n’est pas le stabilisateur d’un point. En effet, PGL(FE) agit
transitivement sur P(E). L’existence d’un tel groupe permet de montrer que pour
n = 6, on a Aut(S,) # Int(S,). C’est d’ailleurs la seule valeur de n pour laquelle
ca arrive.

On termine en listant les derniers isomorphismes exceptionnels :

Théoréme 1.6.8. On a les isomorphismes canoniques suivants :
(i) PSLy(F7) = PSL3(Fy). Il y a un unique groupe simple d’ordre 168.
(il) PSLo(Fg) =~ Ag.
(iii) PSLy(Fy) = As.

Remarque 1.6.9. En revanche, le groupe PSL3(F4) a méme cardinal que Ag égal a
20160 = %! mais ne lui est pas isomorphe. Cela fournit donc un exemple de deux groupes
finis simples non-commutatifs de méme cardinal, mais non-isomorphes.

2. Espaces topologiques

2.1. Topologie sur un ensemble.

Définition 2.1.1. Soit un ensemble F/, une topologie sur E est la donnée d’un sous-ensemble
T C P(F), dont les éléments sont appelés les ouverts, tel que :

() @, Eer.
(ii) Pour tout famille (U;);er d’éléments de 7, on a | JU; € 7.
(ili) Pour tout famille finie (U;);er d’éléments de U, on a (U; € T.

La donnée (F,T) est alors appelée un espace topologique. Enfin, on appelle fermé le
complémentaire d'un ouvert.
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Exemples.

2.1.5. Il résulte de la définition qu’une intersection arbitraire de fermés est fermée.

2.1.6. R et C munis de la topologie usuelle sont des exemples d’espaces topologiques. Et
par extension R™ ou C™ pour tout n € N.

2.1.7. Pour un ensemble F, si on prend 7 = P(F), on dit que E est muni de la topologie
discréte. Dans ce contexte, tous les points sont des ouverts et des fermés.

2.1.8. Si (F,d) est un espace métrique, la topologie sur E est celle pour laquelle les
ouverts sont des réunions de boules ouvertes. On a dans ce cas une caractérisation
séquentielle des fermés :

F fermé <V (x,) € F convergente, lim z,, € F.

2.1.9. Soit E un espace topologique F' — E un sous-ensemble, on appelle topologie induite
la topologie donnée par 7 N F.

Soit un ensemble E et A < P(E), il existe des topologies contenant A, la topologie discréte
par exemple. De plus, on vérifie immédiatement qu’une intersection de topologies est une
topologie, on définit alors la topologie T4 la plus fine contenant A, comme :

=

AcT

On peut aussi appeler 74 la topologie engendrée par A. De maniére concréte, les éléments

de 74 sont de la forme :
o v (2.1.9.1)

acA eK,
K, fini

avec U; € A auxquels on ajoute J et . L’ensemble de ces éléments est clairement stable
par union et aussi par intersection finie, car les intersections finies commute aux unions
arbitraires.

Définition 2.1.10. Soit E un espace toplogique, A © F un sous-ensemble, alors comme £
est fermé, A est contenu dans un fermé, on définit donc A 'adhérence de A, comme le plus
petit fermé contenant A, il s’obtient comme :

A= F

AcF

Exemple 2.1.11. Dans R avec la topologie usuelle, si D(0,1) est le disque ouvert de rayon
un, alors D(0,1) est le disque fermé de rayon un. On a aussi par exemple Q = R, puisque Q
est dense dans R.
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2.2. Continuité.

Définition 2.2.1. Soit f : X — Y une application entre espaces topologiques, elle est dite
continue si pour tout ouvert U de Y, on a f~1(U) qui est ouvert.

Remarque 2.2.2. On obtient immédiatement de la définition qu'une composée de fonctions
continue est continue, en effet pour f: X — Y et g : Y — Z continues, si W est ouvert

dans Z, on a (g ) (W) = f~1 (g~ (W)).

Cela va nous permettre de définir de nouvelles topologies :

Définition 2.2.3. Soit X un ensemble, une famille d’applications f; : X — X;, ¢ € I, dans
des espaces topologiques X;, alors on appelle topologie initiale, la topologie la plus fine qui
rend les applications f; : X — X; continues. Autrement dit c’est la topologie engendrée par
les f{l(Ui) pour U; ouvert dans X;.

On a la propriété universelle suivante, en conservant les notations précédentes :

Lemme 2.2.4. Soit un espace topologique Z, X muni de la topologie initiale, alors g : Z —
X est continue si et seulement si pour tout i € I f; o g est continue.

DEMONSTRATION. Le sens direct est clair, vu qu'une composée de fonctions continue
est continue. Réciproquement, soit U un ouvert de X, alors il résulte de (2:1.9.1)) qu’il écrit

sous la forme :
U #' @),

acA keK,cI
K fini

avec U ouvert dans Xj. Or, pour tout ¢ € I, f; o g est continue, le résultat suit. O
Une application de cette construction générale est la suivante :

Définition 2.2.5. Soit (X, 7;)er une famille d’espaces topologiques, posons X = [ [ X}, on

el
appelle topologie produit sur X la topologie initiale définie par les projections p; : X — X;
pour ¢ € I.

Il résulte donc de la définition que la topologie produit est engendré par les ensembles de la
forme :
U; x HXj,’i € I,Ul € T,
VE)
et donc elle consiste en les unions arbitraires d’éléments de la forme :
n
[0 x ] ZXpir.osineILV1<k<nU, e,
k=1

j?é{ilw-vin}
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Remarque 2.2.6. Ainsi si I est fini, un produit d’ouverts est bien ouvert. En revanche, si
I est infini, un produit infini d’ouverts non-vides n’est pas ouvert si un nombre infini d’iceux
sont différents des X;.

On a une notion duale de la topologie initiale, la topologie finale :

Définition 2.2.7. Soit X un ensemble (f; : X; — X);er une famille d’applications avec X
des espaces topologiques, alors on appelle topologie finale associée a (f;)ier, la topologie la
plus fine qui rend les applications f; : X; — X continues. Autrement dit, un sous-ensemble
U de X est ouvert si et seulement si f;l(U ) est ouvert pour tout i € I.

Remarque 2.2.8. On a la propriété universelle analogue a celle de @L une application
g : X — Z est continue si pour tout ¢ € I, f;og: X; > X — Z est continue.

2.3. Séparation et connexité.

Définition 2.3.1. Soit E un espace topologique, il est dit séparé (ou Hausdorff) si pour
tout couple (x,7) € E? il existe des ouverts U,V telsque U nV = Jet e U,ye V.

Remarques.

2.3.2. Soit E un espace topologique séparé, alors pour tout z € F, {x} est fermé. En effet,

siU=X—{z},onaU = (J U, ou Uy est un ouvert qui ne contient pas x.
yeU

2.3.3. Toute partie d'un espace séparé est séparée.

Lemme 2.3.4. Si F est séparé, alors la diagonale A : E — E x E est fermée, i.e. l'image
d’un fermé est fermée.

DEMONSTRATION. Soit F' < E un fermé, U 'ouvert complémentaire, soit W le complé-
mentaire de A(F'). Soit (z,y) € W alors soit z # y ou y = x € U Dans le premier cas, soit
Uz, Uy des ouverts disjoints tels que x € U, et y € Uy, alors | af:b%{) e U, x Uy, < W dans le
second cas A(U) c U x U ¢ W et W est ouvert d’aprés Eﬁé O

Exemple 2.3.5. (Une topologie non séparée). Soit X = C". Soit S < C[X1,...,X,] un
sous-ensemble de polynoémes, on définit :

V(S)={z=(x1,...,2,) €C"| V¥ P€e S, P(x) = 0}.
Un tel ensemble est appelé ensemble algébrique. On a V({1}) = & et V({0}) = C" et on
vérifie immédiatement que :
V(s = (GEDE

iel iel
Les ensembles algébriques définissent donc les fermés d une topologie, Ia topologie de ZariskiH

1. C’est la topologie fondamentale de la géométrie algébrique.
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Les ouverts sont donc les complémentaires et on vérifie que tout ouvert non-vide U contient
un ouvert D(f) = {(z1,...,2n)|f(z1,...,2y) # 0} pour f # 0 € C[Xy,...,X,]. Si on
consideére alors deux ouverts non-vide D(f) et D(g), alors on a D(f) n D(g) = D(fg) qui
n’est jamais vide car fg # 0. Ainsi, tous les ouverts se rencontrent et la topologie n’est pas
séparée.

Définition 2.3.6. Soit un espace topologique X, il est dit connexe s’il n’est pas réunion de
deux ouverts disjoints.

Remarque 2.3.7. Soit f : Y — X continue entre espaces topologiques, si Y est connexe,
alors f(Y') est connexe.

Exemple 2.3.8. GL,,(C) est un ouvert connexe de M, (C).

DEMONSTRATION. Il est clairement ouvert car GL,,(C) = det ™' (C*) et det est continu.
Pour la connexité, soient A, B deux matrices inversibles, le complémentaire dans C de
'ensemble fini des zéros de P(z) = det(zA+(1—z)B) est connexe, son image par I’application
z+— zA + (1 — z)B est donc un connexe de GL,(C). O

3. Groupes topologiques
3.1. Définitions.

Définition 3.1.1. Soit un groupe G, muni d’une topologie 7. On dit que G est un groupe
topologique si la multiplication G x G — G est continue ainsi que l'inversion ¢ : G — G.

Remarque 3.1.2. Si G est un groupe topologique, alors ’adhérence d’un sous-groupe H
est un sous-groupe. En effet, il suffit de montrer que pour tout =,y € H, zy~' € H. Or
¢: H x H— H donnée par (z,y) — zy~! est continue et on a ¢~ *(H) qui est fermé et qui
contient H x H, donc en particulier H x H c ¢~'(H) d’ou ¢(H x H) c H.

Lemme 3.1.3. Soit G un groupe topologique, H < G un sous-groupe, alors H est ouvert si
et seulement si 1 admet un voisinage ouvert inclus dans H. Si H est ouvert, alors H est
fermé.

DEMONSTRATION. Soit V' un voisinage de 1 inclus dans H, alors pour tout x € H, zV est

un voisinage ouvert de x, donc H = |J «V et H est ouvert. De plus, on a G\H = UI¢H xH,
zeH
qui est donc également une réunion d’ouverts, donc H est fermé. ]

Exemple 3.1.4. Le groupe GL,,(C) c M,(C) avec la topologie induite est bien un groupe

topologique. En effet, la multiplication est polynomiale sur les coefficients et 'inversion

t
g— gt = Sgtn(j;)g) est également continue comme produit de fonctions continues.
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Lemme 3.1.5. Soit G un groupe topologique connexe résoluble, alors D(G) est connexe.

DEMONSTRATION. Soit S I’ensemble des commutateurs et ® : G2 — G donnée par
(m,n) — mnm~n"1 e S. Le groupe G2 est connexe et ® continue donc ®(G x G) = S est
connexe. Soit m = 1 et .S, 'ensemble des produits s; ... s,, avec s; € S. C’est I'image de
S™ la multiplication G™ — G, qui est donc connexe, comme S™ ’est et que le morphisme

est continu. Or D(G) = {Id} u ( |J Sm) et comme Id € Sy, pour tout m > 1, D(G) est
m=1

connexe. O

3.2. Actions de groupes topologiques. Soit un espace topologique E, G un groupe
topologique qui agit sur E. On dit que G agit contintiment si ’application (g, x) — g.x est
continue. En particulier, a g fixé Papplication f(g) : E — E donnée par = — g¢.x est un
homéomorphisme d’inverse f(g~1).

Lemme 3.2.1. Supposons E séparé, alors pour tout x, les stabilisateurs G, < G sont
fermés.

DEMONSTRATION. Comme FE est séparé, d’aprés @ A est fermée. Posons I' =
{(9,2) € G x E,gv =z}, onal = ¢ Y(A) pour ¥ : G x E — E x E. donnée par
(9,x2) — (g.x,z). Comme (g,z) — g.x est continue et que les projections G x E — FE
sont continues d’aprés la définition de la topologie produit, il résulte de% que Y est
continue, donc H est fermé. Ainsi comme {z} est fermé, T'y = p~'({z}) N T est fermé comme
intersection de fermés. Il suffit alors de remarquer qu= i~} (T,) viai: G —> Gx E

.24

donnée par g — (g, ), qui est continue & nouveau par O

Définition 3.2.2. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G, la topologie quotient
sur G/H est la topologie finale associée G — G/H, i.e. la plus fine qui rend la projection
continue.

Remarque 3.2.3. On a toujours que 7 : G — G/H est une application ouverte, i.e. envoie
un ouvert sur un ouvert, en effet si U est ouvert dans G, alors 7~ !(7(U)) = G.U qui est
une union d’ouverts donc ouvert.

Considérons un groupe topologique G muni d’une action continue sur un espace topologique
séparé E, fixons x € E, on peut alors munir G/G, de la topologie quotient et l'orbite O, de
la topologie induite par celle de E. La fléche ¢, : g — ¢.x, induit une bijection

¢, G/Gy — Oy,

qui est continue par %et comme ¢, : G — O, l'est. L'inconvénient est qu’en général, ¢
n’est pas nécessairement un homéomorphisme. Il faut rajouter des hypothéses pour que ce
soit le cas. On rappelle la définition suivante :
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Définition 3.2.4. (i) Soit un espace topologique E, il est dit compact s'il est séparé
et quasi-compact, i.e. de tout recouvrement ouvert de E = | JU,, on peut extraire
un recouvrement fini. Si E est séparé, alors une partie A < E est relativement
compacte, si son adhérence A est compacte.

(ii) Soit un groupe topologique G, il est dit localement compact, s’il est séparé et si
pour tout x € G et tout voisinage ouvert V,, il admet un voisinage ouvert W,
relativement compact tel que W, < V,. On appelle voisinage compact 1’adhérence
d’un voisinage ouvert relativement compact.

Remarque 3.2.7. On en déduit en particulier qu'un ouvert et un fermé d’un localement
compact est localement compact et donc par extension également un localement ferméﬂ
d’un localement compact est localement compact.

Théoréme 3.2.8. Soit G un groupe topologique localement compact, dénombrable a l’infini
(i.e. réunion dénombrable de compacts), opérant contindment transitivement sur E localement
compact, alors pour tout x € E, la bijection ¢, : G/G, — E est un homéomorphisme.

Remarque 3.2.9. Il résulte de la définition de la compacité que dans un espace dénombrable
a I'infini, de tout recouvrement ouvert, on peut extrainre un recouvrement dénombrable.

On aura besoin de la proposition suivante que I'on admettra :

Proposition 3.2.10. Soit E un espace localement compact, alors il est de Baire, i.e. si

X = U F, ou les F,, sont fermés alors il existe ng € N tel que Fy,, contienne un ouvert
T_LEN
non-vide.

Passons maintenant & la preuve du théoréme.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que ¢, est ouverte et par définition de la topologie
quotient, il s’agit de voir que ¢, : G — FE est ouverte. Soit U un ouvert de G, montrons que
U.x est ouvert dans E. Soit g € U, il s’agit de construire un voisinage ouvert de gx dans U.x
ou ce qui revient au méme un voisinage ouvert de z dans g~ 'U.z, ott g~'U est maintenant
un voisinage ouvert de 1.

Soit W un voisinage compact symétrique de 1 tel que W? < ¢~ 'UP| Comme G = U tW et

. . ig-com . €
que G est dénombrable a l'infini, d’apreés la remarque ﬁ_ﬂ existe une famille dénombrable
(gn) tel que :
G = U gnW.

neN

2. i.e. lintersection d’un ouvert avec un fermé.
3. L’application 7 : g — g2 est continue et il suffit de prendre un voisinage compact symétrigue ge 1
inclus dans 7 !(¢g~'U) qui reste un voisinage ouvert de 1 et est aussi localement compact d’aprés
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d'ou E = | gnW.z comme le groupe opére transitivement. Les g, W.x sont compacts, donc

neN i
fermés dans E. Comme FE est localement compact, il est de Baire d’aprés % donc il
existe ng tel que gn,W.x contienne un ouvert non-vide, donc un élément g,,wz admet un
voisinage ouvert V' et on a :

zew gV aw g N gnWe) =w 'WacW2acg 'Ua,

ce qui conclut. O

Exemples.

3.2.11. Le groupe topologique GL,(K) avec K = R ou C est localement compact, dé-
nombrable a 'infini puisqu’il est ouvert dans M, (K). On a une action continue
transitive de G Ly, (K) sur K™ — {0}, également localement compact et le stabilisateur
de (1,0,...,0) est GL,_1(K) x K*!, on en déduit donc un homéomorphisme :

GL,(K)/(GL,_1(K) x K" 1) =~ K" — {0}.

3.2.12. Soit S,,(R)™* I'ensemble des matrice symétriques définies positives. C’est un ouvert
n(n+1) . . ..
de R™%" , donc localement compact qui admet une action transitive de G L, (R)

par P.M = PMtPEL PeGL,(R), M € §;T(R). Le stabilisateur de I,, s’identifie a
O, (R), on obtient donc un homéomorphisme :

GLn(R)/On(R) = Sn(R) .

Lemme 3.2.13. Soit f : X — Y wune application continue avec X compact et Y séparé,
alors limage d’un compact est compacte.

DEMONSTRATION. Comme une partie d'un espace séparé est séparée, il suffit de montrer
que I'image d’un quasi-compact K est quasi-compacte. On considére un recouvrement ouvert
f(X) = JUi, on a donec X = |J f1(U;) dont on peut extraire un recouvrement fini

el i€l
X = f7YU;), avec K fini et on a alors f(X) = |J U;. O
ieK e

Pour pouvoir étre en mesure de pouvoir appliquer % cela suppose donc de savoir si I’espace
d’arrivée est localement compact. Typiquement, si X est un espace topologique localement
compact sur lequel un groupe G satisfaisant les hypothéses de% agit continiment ;
pour appliquer le théoréme, on a besoin de savoir si les orbites sont elles aussi localement
compactes. Malheureusement en général ce n’est pas le cas, il faudra donc le montrer &
chaque fois au cas par cas.

4. Toute matrice définie positive M admet une racine carrée H aussi définie positive donc M = H? = H'H.
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3.3. Propriétés des groupes topologiques. On étudie quelques propriétés des
groupes topologiques.

Proposition 3.3.1. Soit G un groupe topologique, H < G un sous-groupe fermé, alors G/H
est sépareé.

DEMONSTRATION. Soit I' = {(x,hx) € G x G,h € H}, alors I" est fermé comme image
réciproque de H, qui est fermé par I'application (z,y) — zy~!. Si 7(x) # 7(y), (z,y) ¢ T et
et comme I est fermé, alors il existe des ouverts U, V' contenant respectivement x et x tels
que U x V ne rencontre par I'. En particulier, 7(U) et w(V') sont disjoints et comme 7 est
ouverte d’apreés | cela conclut. O

Proposition 3.3.2. On a les propriétés suivantes :
(i) Si G est conneze, il est engendré par tout voisinage ouvert de l’identité.
(ii) Si G/H est connexe et H connexe alors G est connexe.
(iii) St G localement compact et H fermé, alors G/H est localement compact.
(iv) Soit H un sous-groupe localement compact, alors il est fermé.
)

(v) Si G est localement compact et conneze, il est dénombrable a l’infini.
- . . i =id L o .
DEMONSTRATION. (i) On applique @‘au groupe H engendré par un voisinage ouvert
de 1. Il est donc ouvert fermé et non-vide et comme G connexe, on a G = H.

(ii) Soit f : G — {0,1} une application continue, comme H est connexe, x H ’est aussi pour
tout 2 € H, donc induit une application continue par passage au quotient f : G/H — {0,1}
qui est constante comme G/H est connexe, donc f aussi et G connexe.

| G/H est séparé et comme G — G/H est continue ouverte, c’est clair

(iv) On a le lemme suivant :
Lemme 3.3.8. Soit H un sous-groupe localement compact dense de G, alors H = G.
DEMONSTRATION. Soit V' un voisinage de 1 tel que V n H est compact, comme H est

dense, V'n H > Int(V), mais V' n H est compact, donc.Int(V) <« V.n H < H et e est
intérieur a H, donc H est ouvert, donc fermé d’aprés et H=0_G. O

Il suffit alors d’appliquer le lemme & G = H et en utilisant @

(v) Soit V' un voisinage compact symétrique de l'identité (V = V1), alors V engendre G
par (i) et G = [J V™ et chaque V" est compact d’aprés [3.2. O

3.4. Applications.
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3.4.1. Sous-groupes bornés de GL,(C).
Théoréme 3.4.2. Soit G < GL,(C) un sous-groupe borné, alors il est diagonalisable.

DEMONSTRATION. Fixons une norme |.| sur C", on définit sur M,,(C) la norme triple
subordonnée :

[MX]|
V M e M, (C),||M]|| = sup e ‘
x20 | X]
Soit A une valeur propre de M € (G, alors en prenant X un vecteur propre non-nul, on a :

| MX]|
X

a1 = = [Al

Or, G est borné, donc (A\"),en est borné si et seulement si |A| < 1. Mais, comme M ! € G,
on doit avoir aussi (A™"),eny borné et |A\| = 1. Pour montrer que M est diagonalisable, on
utilise la décomposition de Dunford M = D + N avec DN = ND, D diagonalisable et NV
nilpotente. Soit s I'indice de nilpotence de IV, supposons s = 2, sinon N = 0. On a donc
Ker N strictement inclus dans Ker N2, soit X € Ker N2\ Ker N. Pour p > s, en utilisant la
formule du binéme, on déduit :

Mp=(D+N)p=Dp+pr_1N+..._|_< p1>Dp—s+1Ns—1’
8_

Ainsi, MPX = DPX + pDP~N X, il en découle que la suite (MPX) n’est pas bornée une
contradiction. O

De ce théoréme, on retrouve par exemple que le groupe des matrices orthogonales O, (R) =
{A e M,(R),A'A = I,} est diagonalisable dans C. De méme, pour le groupe des matrices
unitaires :

U,(C) ={U € M,(C),U'U = I,}.
3.4.3. Les espaces projectifs. Soit P"(K) I’ensemble des droites de K"*!, on a une action
transitive de GL,+1(K) de stabilisateur un sous-groupe P, +1(K) qui s’écrit par blocs sous

la forme :
K* K"»
0 GLp(K)

avec B € GL,(K). On obtient alors une bijection ensembliste G Ly+1(K)/Py4+1(K) = P*(K),
dont on se ser our mettre une structure d’espace topologique localement compact sur
P"(K) d’apres e plus, notons que l'action de GL;,+1(K) sur P"(K) se reléve en une
action transitive continue de GL,11(K) sur K™™' — {0} et la projection

GLp+1(K) — P*(K)
se factorise en :
GLns1(K) — K" — {0} 3 PY(K)
On a alors le théoréme suivant :

48



Théoréme 3.4.4. L’application ¢ : K" — {0} — P*(K) est continue surjective et ’espace
projectif P"(K) est compact.

Remarque 3.4.5. Notez qu’ici K" — {0} a une structure topologique naturelle, donc on
a besoin de %pour montrer la compatibilité avec la topologie quotient.

DEMONSTRATION. D’apreés @e_}fa flsche 7 : GLy41(K) — K" — {0} induit un homéo-
morphisme :

GLn1(K)/(GL,(K) x K*™1) =~ K™ — {0},
Et de plus 7 est ouverte d’aprés Soit U un ouvert de P*(K), par définition, (¢or)~1(U)

est ouvert dans GL,1(K), donc 7((¢p o m)~1(U)) = ¢~ 1(U) est aussi ouvert, donc ¢ est
continue.

Pour la compacité, il suffit de construire une application continue surjective Z — P"(K) avec

n
Z compact. On considére alors S™ = {(z0, ..., 2n) € K" Y |2]? = 1.} C'est clairement un
i=0
compact de K"*! en tant que fermé borné, inclus dans K"+ — {0}. D’aprés précédemment,
la composée S — P™(K) est bien continue. Montrons qu’elle est surjective. Comme P"(K) =

K" — {0}/K* ensemblistement d’aprés , il suffit de voir que 'on a :
K*.8" = K"+ — {0},

ce qui est clair car si (zo,...,2,) € K*1 — {0}, alors A = 4/[20]2 + -+ + |2,]> € K* et
(3,...,53)esSm O

3.4.6. Action par équivalence. Soit G = GL,(K) avec K = R ou C. On a une action
de G x G sur M, (K) par (P,Q).M = PMQ~'. 1l est bien connu que les orbites sont les
O; ={M € M,(C),rg(M) =i} pour 0 < i < n.

Proposition 3.4.7. Les orbites O; sont localement fermées pour tout 0 < i <mn et on a :
0= Jo; (3.4.7.1) [{adh-rg}
j<i

Il y a une unique orbite fermée Oy et une seule orbite ouverte O, = G.

Remarque 3.4.8. Le fait que les orbites sont localement fermées implique qu’elles sont des
ouverts denses de leur adhérence.

DEMONSTRATION. En effet, on a la caractérisation : M € O; si et seulement si elle
admet un mineur d’ordre ¢ non-nul et si tous les mineurs d’ordre 7 + 1 sont nuls, la premiére
condition est ouverte et la deuxiéme est fermée donc O; est localement fermée dans M, (K).
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Si M e O avec r < 14, elle s’écrit M = PJ,Q et la suite M, = Pan avec :

I,
~ %Iz'—r
Jn = 0 )

0

est une suite d’éléments de O; convergeant yers M, ce qu’on voulait. Les deux derniéres
assertions s’obtiennent immeédiatement de ]

On en déduit donc que pour tout 1 < ¢ < n, on peut appliquer % et on a un homéomor-
phisme :

G/GJT ~ O,.

On vérifie alors que le stabilisateur G j, s’identifie au produit :

G, = (GLB(K) 2?2:::&13) " (]\Zﬁﬁ)@ CLr () )

4. Etude de la variété de drapeaux

4.1. Sous-groupes de Borel. Soit un corps K, soit B, ¢ GL,(K) le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures inversibles, notons U,, c B, le sous-groupe des matrices
unipotentes et T}, < B, le sous-groupe des matrices diagonales inversibles.

Lemme 4.1.1. On a U, < B,, et une décomposition By, = T,,U, = U,T).

DEMONSTRATION. Soitu € U, et b € B,,, comme les coefficients diagonaux se multiplient,
on a bien bub~! € U,,. De plus si b € B, soit d € T},, la matrice diagonale qui a les mémes
coefficients diagonaux que ceux de B, alors u = bd~! € U,, et on a bien b = du et B, = T},U,,.
Enfin, comme U, < B,, on a T,,U,, = U,T,,. ]

On a vu dans %, que B, était résoluble et si K = C, il est aussi clairement connexe vu
. n(n—1) . X
qu’il est homéomorphe a (C*)™ x C~ 2 . On montre maintenant une propriété générale

des groupes connexes résolubles qui va nous permettre de se ramener au groupe B,, par
cotrigonalisation.

Proposition 4.1.2. Soit G un sous-groupe connexe résoluble de GL,(C), alors il admet un
sous-espace vectoriel G-stable strict et non-trivial V. C™.

Remarque 4.1.3. On travaille sur les complexes pour avoir une notion de connexité. Si on
voulait travailler sur un corps K arbitraire, on aurait besoin de la topologie de Zariski.
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DEMONSTRATION. Notons m la classe de résolubilité de G. Si m = 1, alors GG abélien et
c’est le résultat bien connu de cotrigonalisabilité. Supposons m > 2. soit H = D™~ 1(G), alors
H est abélien non-trivial. Soit P ’ensemble des vecteurs propres non-nuls simultanément
pour tous les éléments de H. Comme H est abélien et que I'on est dans GL,,(C), les éléments
sont cotrigonalisables, donc on sait que P est non-vide. Soit v € P non-nul, pour un tel v
notons x,(h) la valeur propre associée a vpour I’élément h. Comme H <G, on en déduit
que pour pour tout g € G, gv € P, avec xgu(h) = xy(ghg™') pour tout h € H.

Pour h fixé I'image de g — x4u(h) est d’image finie car comprise dans I’ensemble des valeurs
propres de h et elle est connexe car ’application est continue. C’est donc un singleton,
ainsi V = Vect(g.v,g € G) est un sous-espace propre pour tout h € H. Par construction
ce sous-espace est G-stable et non-nul. Montrons qu’il est strict. Si par 'absurde V = K",
alors tout élément de h de H est une homothétie de rapport Aj. De plus comme H < D(G)
(m = 2), tout élément de H est de déterminant un, donc on obtient que ) est une racine
n-iéme de 'unité. Donc ’ensemble des \;, étant fini et devant étre connexe comme H est
connexe, on obtient que H = {1}, contradiction. O

Le théoréme qui nous intéresse est le suivant :

Théoréme 4.1.4 (Lie-Kolchin). Soit B un sous-groupe connexe résoluble de GL,,(C) alors
il est simultanément trigonalisable.

DEMONSTRATION. On procéde par recurrence sur n € N. Sin =0, i n’y a rien a
montrer. Passons de n & n + 1. D’aprés @,_ﬂ‘existe un sous-espace vectoriel strict et
non-nul H < K” stable par G. En complétant une base de H en une base de K", on obtient
que tout élément g € G se met sous la forme :

g = <¢1(§g) g;é(é)))

et les applications ¢1 : G — GL4(C) et ¢pa : G — GL,_4(C) sont des morphismes continus
en tant que projections et sont des morphismes de groupes. Comme 'image d’un groupe
résoluble par un morphisme de groupes est résoluble et que I'image d’un groupe connexe
par un morphisme continu est aussi connexe, on peut appliquer ’hypothése de récurrence
pour conclure. O

Définition 4.1.5. On appelle sous-groupe de Borel de GL,,(C) un sous-groupe connexe
résoluble maximal pour I'inclusion.

Soit B,, le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures inversibles. D’aprés %, il
n(n—1)

est résoluble et connexe car isomorphe a (C*)" x C™ 2.

Dans la suite, soit T,, € B, le sous-groupe des matrices diagonales diagonales inversibles et

notons G = GL,(C).
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Proposition 4.1.6. On a Ng(T,) = SpT),, ot l'on identifie S,, a un sous-groupe de G via
les matrices de permutations. Ainsi, Ng(Ty)/Tyn = Sy.

Remarque 4.1.7. On appelle le quotient de Ng(T")/T le groupe de Weyl de GL,,. Ce groupe
de Weyl joue un role crucial et on le verra & nouveau apparaitre lors de la décomposition de
Bruhat.

DEMONSTRATION. Soit n € Ng(T},), alors on a nT,,n~'. Pour ¢t = diag(\1, ..., \,) avec
les \; deux & deux distincts, on obtient que ntn~! = diag(Ay(1), - - - s Ag(n)) POUr une certaine
permutation o € S,,. En particulier, on déduit que o~ ntn~'o = t. Or comme ¢ est diagonale
a valeurs propres distinctes, on obtient que son centralisateur Cg(t) s’identifie a T,,, donc
o neT, dou le résultat. ]

Proposition 4.1.8. On a Ng(B,) = By,. En particulier, le groupe B, est un sous-groupe
de Borel.

DEMONSTRATION. Soit n € N = Ng(B,), alors nT,n~! < B,, donc il existe b € B
tel que bn € Ng(T),). Ainsi, on a Ng(B,) < B.(Ng(T,) n N). 1l suffit de montrer que
N¢(T,)nN < B, soit donc n € Ng(T,,) n N, d’aprés on peut supposer que n = g € Sy,.
Si par 'absurde o # Id, soit une paire (i,7) avec i < j telle que o(i) > o(j), on a alors que
o(l, + Eij)o "t =1, + Es(i)o(j) €t oBo~' ¢ B, donc o = Id et I’énoncé est montré.

Passons a la deuxiéme assertion, si B;, n’est pas maximal, soit alors H > B,, connexe résoluble,
alors d’aprés le théoréme de Lie-Kolchin, il existe g € GL,,(C) tel que gHg™! = B, d’out
gBg~' c gHg™ ' © Bet ge Ngp, (c)(Bn) et g € B d’aprés ci-dessus, donc H = B,,. O

Le théoréme de Kolchin admet le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.9. Tout sous-groupe de Borel de B de GL,(C) est conjugué au sous-groupe
B,.

DEMONSTRATION. Soit B un Borel, alors d’aprés le théoréme de Lie-Kolchin, il existe
g € GL,(C) tel que gBg-! = B,. Or gBg~! est a4 nouveau résoluble maximal et comme B,
est un Borel d’aprés on en déduit que ¢gBg~' = B,,. O

4.2. Structure topologique sur G/B. On suppose K = C. Pour simplifier les no-
tations, on note G = GL,(K) et B ¢ GL,(K) le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures inversibles. Dans ce,cas G L, (K) est localement compact et B est un sous-groupe
fermé. Il résulte alors de @Ege G/B est nafurellement un espace topologique connexe,
localement compact. On a également vu dans (#2:3.1)) que du point de vue ensembliste on
a une bijection :

G/B =~ Drap
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On obtient donc sur Drap une structure d’espace topologique connexe localement compact
et cela justifie que 'on appelle G/B la variété de drapeaux. On a le renforcement suivant :

Théoréme 4.2.1. La variété de drapeauz est compacte.

DEMONSTRATION. Soit U(n) = {g € G, ¢'g = I,}, c’est fermé borné de C"*, donc il est
compact. L’application composée U,, - GL,, — G/B est donc continue, il suffit de montrer
qu’elle est surjective, pour déduire que G/B est compacte d’aprés Pour montrer que la
fleche est surjective, cela se raméne a montrer que U(n) agit transitivement sur les drapeaux
de C". Soit V, un drapeau complet de C™. On utilise le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. On part d’une base orthonormée de V; que 'on compléte en une BON de Vo
et de proche, on construit une BON (f1,..., f,) de C™ telle que (f1,..., f;) est une base de
Vi. La matrice de passage de la base canonique de C™ a la base (fi,..., fn) est une matrice
unitaire qui envoie le drapeau standard sur le drapeau V. O

4.3. Décomposition de Bruhat. Soit un corps K. Notons T le sous-groupe des
matrices diagonales inversibles et U < B le sous-groupe des matrices unipotentes.

Théoréme 4.3.1 (Décomposition de Bruhat). On a une décomposition :

GL,(K) = [ [ BwB,
wES,

ot w est la matrice de permutation associée a w € Sy,.

La preuve se fait en analysant l'algorithme du pivot de Gauss. Avant de commencer la
preuve, rappelons que si Tj;(\) = I, + AE;; est une matrice de transvection et M e M, (C),
la multiplication & gauche de A par Tj;(\) revient a I'opération sur les lignes L; — L; + AL;
et la multiplication a droite revient a 'opération sur les colonnes C; — C; + AC};. Enfin, si
i<j, Tij(A) € B.

Rappelons également que si D;(a) = I, + (o — 1)Eji € T est une matrice de dilatation,
multiplier A & gauche (resp. a droite) par D;(«) revient a multiplier la i-éme ligne (resp.
colonne) par a.

DEMONSTRATION. Soit A € GL,(C), d’aprés ce qui précéde, si on fait agir B par
multiplication a droite et a gauche, on peut ajouter & toute ligne une combinaison linéaire de
lignes d’indices supérieurs et a toute colonne une combinaison linéaire de colonnes d’indices
inférieurs. Comme A est inversible, C; # 0, soit 41 le plus petit indice tel que a;,1 # 0. En
multipliant par Ty;, (A), on peut alors annuler tous les coefficients ag; pour k <i; et quitte
a utiliser une dilatation, on peut supposer que a;,; = 1. Enfin, en opérant sur les colonnes,
on peut faire en sorte que tous les coefficients sur la i1-éme ligne soient nuls. Soit A; la
matrice obtenue. Comme elle est inversible, sa seconde colonne n’est pas nulle. On réitére
I’algorithme et on construit de la sorte une suite i1, ..., i, injective d’entiers de 1 a n, et en
notant o la permutation qui envoie k sur i, on obtient que la matrice A,, est précisément
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la matrice de permutation de . Comme on a multiplié A & gauche et a droite que par des
éléments de B, on trouve B1ABy = A, avec By, By € B.

Il reste & prouver que les orbites sont indexées par S,. Supposons qu'il existe o,0’ € S,, et
b1, b € B tels que bo = 0'by, montrons que o = ¢’. On a (0);; = dio(j) €t pareillement pour
o’ de telle sorte que (b10)i5 = (b1)is(j) €t (0'02)ij = (b2) (o1 1(3),5-

Remarquons maintenant que sii = o(j), (b1)io(;
et on doit avoir (¢/)71(i) < j comme by est triangulaire supérieure. Ainsi si i =
(¢/)~4i) < 1, donc (0)7(i) = 1, donc ¢'(1) = o(1). Si i = o(2), (¢/)71(2) < 2 et
(6/)71(2) # 1, donc (¢’)~1(i) = 2 et de proche en proche, on montre que o = o’. O

y # 0 car by inversible, donc (b2)(51)-1(3),; # 0
)

D’aprés % on a S, € Ng(T), donc :
VoeSyoTo !t =T,soit oT = To. (4.3.1.1)

idir
De plus, d’aprés ﬁfon peut écrire B = UT = TU, donc en utilisant ﬁb, on peut
récrire la décomposition de Bruhat sous la forme :

GL,(C)= [ ] UTwB = ][ UwB. (4.3.1.2)

wESy wWESH

On va en tirer le corollaire suivant :

Théoréme 4.3.2. Soit K = C, soit wy = antidiag(1,...,1), alors la double orbite C(wg) =
BwyB est ouverte dense dans GLy,(C). On Uappelle la grosse cellule ou la cellule ouverte.

DEMONSTRATION. D’aprés , on a Oy, = UwpB et pour montrer ’énoncé, il
suffit de montrer que woO,,, est bien un ouvert dense. Comme on a immédiatement que
woUwg = U™, le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures unipotentes, il suffit de
montrer la proposition suivante :

Proposition 4.3.3. Soit ¢ : U~ x B — GL,,(C) donné par la multiplication, alors ¢ est un
homéomorphisme sur son image qui consiste en les matrices dont tous les mineurs principauz
sont non-nuls, qui est un ouvert dense de Gl,(C).

Rappelons que le mineur principal d’ordre p d’une matrice M est le déterminant de la
matrice extraite (1m4;)1<i,j<p-

DEMONSTRATION. Décrivons 'image. Fixons 1 < p < n On écrit m = ub, et on écrit

en blocs u = Sp 0 et b = L, ¢ . Les matrices Sp et T}, sont inversibles
A Su 0 Tup

S, T, S,C
AT, AC+ Sy pTuyp

Réciproquement, montrons par récurrence que si M a tous ses mineurs principaux non-nuls,

etonamz(
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alors M = ub avec u € U™ et b € B de maniére unique, avec u et b qui dépendent continiment
de M. Si n = 2, les formules ci-dessus donnent :

a b 1 0\ (a b
m = c d = g 1 0 det(m) | -

Si le résultat est vrai au rang n — 1, cherchons a écrire :
m— M, C . Uy 0 T Ch . U1 U,Cy
a L o) I 1 0 59 B LTy L1C1+s9)’
avec Uy € GL,—1(C) unipotente triangulaire inférieure et 77 € GL,_1(C) triangulaire
supérieure. Par hypothése de récurrence, on a existence et unicité de U; et 11 et qui sont
continus en les coefficients de M T'existence et 1'unicité de Ly = LT} Lot de s9 = a — L,CY,

ainsi que leur dépendance continue en résulte. On obtient donc que ¢ est continue, bijective
sur son image et d’inverse continue, donc c¢’est bien un homéomorphisme sur son image. [

Pour conclure, la preuve du théoréme, cela vient du fait immédiat que 'image de ¢ est bien

un ouvert dense de GL,(C). O

Corollaire 4.3.4. Le groupe GL,(C) contient un ouvert homéomorphe a c™5 x ((C*)™ x
n(n—1)

C =2 ).

Remarque 4.3.5. Ce corollaire nous permet d’obtenir une description d’un gros morceau
de I'espace topologique de G L, (C).

n(n—1) n(n—1)

DEMONSTRATION. En effet, ona B~ ((C*)" xC 2 )etU- =C z . O

4.4. Racines et groupe de Weyl. Afin de pouvoir décrire les orbites de Bruhat, on a
besoin d’étudier d’un peu plus prés le groupe unipotent U et la fagon dont le tore diagonal
T agit dessus. Soit K un corps. On fait agir le tore diagonal T'< GL,,(C) par conjugaison
sur M, (C). On obtient alors une décomposition en sous-espaces stables.

M,(C)=t®ndn"

ou t = Lie(T), n = Lie(U) et n~ = Lie(U ™). On a en particulier, d’aprés @%ﬁe Lie(U) =
Nilp,, = @ KE;; et Lie(U™) = @ KE;;. De plus, pour tout ¢t € T' si t = diag(t1,...,t,), on
i<j i>j
apouri <j:
t.
tEijtfl = iEij
tj
et si i > j, alors dans ce cas, tEijt*1 = %EU On note alors a;; : T'— C* donnée par :
t,
(tla" : 7tn) = i'
tj
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et —a;j : T — C lapplication t — —a;;(t) = -

Définition 4.4.1. On appelle R = {a;j,1 < i < j <} 'ensemble des racines positives et
R~ = {—a;j,1 <i < j < n} l'ensemble des racines négatives et R = R™ U R~ l'ensemble
des racines.

En notant M, (C) = g, on a donc une décomposition :

g=t @ 9o D g-a

OCGR+

avec par définition g, := {M e g,V te T,tMt~! = a(t)M} et dim g, = 1. On les appelle les
espaces de racines. On va voir comme agit Sy, sur ces espaces de racines. Pour o € S, on a :

0Eijo " = Esiyo(y)-

On en déduit ainsi une action de S,, sur 'ensemble des racines. On va voir quel est le lien
entre S, et ’ensemble des racines.

Définition 4.4.2. Pour w € S,,, on définit ’ensemble :

R(w) ={ae RYJw.ae R™}.

Rappelons que S,, est engendré par les transpositions et méme par celles de la forme (17)
pour i € [1,n]. En utilisant, la relation :

(1d) = (12)(23) ... (i — 1i)(i — 2i — 1) ... (12),
on obtient aussi que S, est engendré par D = {1; := (ii + 1),7 € [1,n]}. L’ensemble D
s’identifie alors au sous-ensemble A = {a; := ;11,7 € [1,n]} © RT, que 'on appelle
I’ensemble des racines simples. L’espace vectoriel engendré par les espaces de racines g,
pour a € A s’identifie & :

0 a9 O 0
0

0 ap
0 0

Dans la suite, pour o € A, on note s, € D la transposition correspondante. Pour o € S,,, on
définit la longueur /(o) de o, comme le plus petit entier h > 0 tel que o s’écrive comme
un produit de h transpositions de D. Une décomposition réduite de o est alors une suite
s = (Siy,--.,8i,) telle que o = s;, ... s;, . On remarque que £(o) = £(c™1).

Lemme 4.4.3. Soit « € A, alors s permute les éléments de R — {a}.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € [1,n], tel que s, = (ii + 1). Alors pour toute racine g =
(i,§) # aaveci < jet j =1i+2,0ns,6 = (0(i)o(j)) = (i+1,j) € R4, comme souhaité. O
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On tire en particulier de ce lemme que R, = {a} pour o € A. En particulier, on a :

R(wsq) = sq.R(w) U {a},si w.ae Ry, 4.4.3.1

( )
R(wsq) = sa(R(w) — {a})si w.ae —R™T. (4.4.3.2)

La proposition suivante explique le lien entre R(w) et la longueur ¢(w) de w.

Proposition 4.4.4. Soit s = (s;,,...,s;,) une décomposition réduite de w € S,, avec s;, =
Sa;, - Ona:
(1) R(w) = {c,, Si, Qi1+ s Sip - - SigQiy }

(ii)) On a card(R(w)) = f(w).

P . . N t.. .
DEMONSTRATION. (i) est vrai pour h = 1, d’aprés @’Sl h > 1, soit w' = s;, ...8i, .
Par hypothése de pécurrence, on a R(w'") = {ai, |, 8i, Qip_1s--s8ip_y ---SinQi, ;. L'énoncé
se déduit alors de (.4.3.1)) si w'ay;, € RT. Si tel n’est pas le cas, on a a;), = 54, , ... Siy,, %,
pour un certain k, d’ott :

Sih = Sih_1 e Siksik+1 e Sih—w

et w = s; ...8, ,Si,,, ---5i,_,,» contredisant la minimalité de h. Cela montre (i).

(i) se déduit maintenant de (i). O

4.5. _]bications de la décomposition de Bruhat. Soit K = C, on a vu dans
la section‘%ue G/B admettait une structure de variété compacte. On a toujours une
action a gauche de B sur G/B et la décomposition de Bruhat décrit les B-orbites, elles
sont indexées par Sy, que I'on appelle le groupe de Weyl de GL,,. De plus, il résulte de
que les B-orbites de G/B sont aussi les U-orbites de G/B. On va se servir de ce fait
pour obtenir une description topologique des strates. Tout d’abord, pour w € S, si O,, est
l'orbite de w dans G/B, décrivons le stabilisateur de w dans U. Soit u € U qui stabilise w,
alors w™luw € B et comme il est unipotent, on a wuw ™! € U et le stabilisateur s’identifie
aUY := U nwUw™!. On veut maintenant identifier U/U" & 'orbite O,,. Pour ce faire,
on a besoin de montrer que celle-ci est localement fermée dans G/B. On commence par la
proposition préliminaire suivante :

Proposition 4.5.1. Soit U, = U nwU~w™', Uapplication produit U, x U — U est un
homéomorphisme. De plus, Uy, est homéomorphe a CH®),

Remarque 4.5.2. On va admettre la premiére partie car la preuve nécessite d’établir un
certain nombre de propriétés supplémentaires sur les racines. Voyons comment on obtient la
deuxiéme.
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—yni
DEMONSTRATION. Comme U, est unipotent, d’aprés @,—n—eﬁp : Lie(Uy) — Uy, est un
homéomorphisme. Or, on a :

Lie(Uy,) = Lie(U) nwLie(U) " w ™! = P ga
aeRy w—la<0
et d’aprés [ETAE dim(Lie(Uy)) = card(R(w ™)) = (w™") = £(w). O

Lemme 4.5.3. Pour tout w e W, O, < G/B est localement fermée.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer que la double, o_rbrige BwB € G est locale-
ment fermée. On a vu que BwB = UwB et de plus, d’aprés on a :

Uwb = Uy,wB,

ol la décomposition dans le membre de droite est unique. Il suffit donc de montrer que
w~(UywB) est localement fermé. Or w'U,w = w™'Uw n U~. Maintenant I’application
continue :
wlU,w x B— G

se factorise en :

w_lwaxB—>U_ x B — G.
La premiére application_est 'inclusion d’un sous-groupe fermé et la deuxiéme est une immer-
sion ouverte d’aprés donc BwB est bien localement fermé. Pour obtenir I’assertion
analogue dans G/B, si 'on note 7 : G — G/B, on remarque que 'on a :

7 4O,) = BwB.
Ainsi comme d’apreés f%§3|7 7 est ouverte, il en est de méme de Te1(0,) BwB étant

localement fermée, elle est ouverte dans son adhérence donc O, est localement fermée
comme souhaité. ([l

Ainsi, comme O,, est localement fermé dans G/B qui est compacte, on obtient que l'orbite
est localement compacte et on applique pour obtenir un homéomorphisme :

U/U nwUw ™) = O,,. (4.5.3.1)
On en déduit maintenant de maniére immeédiate :

Théoréme 4.5.4. Soit w € S, alors on a O, = Clw),

- L. L. lnip-pro lorb-1n
DEMONSTRATION. Cela se déduit immédiatement de H.5 I et de (ED53.1)). OJ

On s’intéresse maintenant a ’adhérence de ces orbites.

Proposition 4.5.5. Pour tout w € Sy, on a Oy = Hw/eAw Oy . On dit alors que w' < w si
Ow/ C Oiw

58

{orb-u}



Remarque 4.5.6. Cette description en orbites nous permet donc d’obtenir une relation
d’ordre partiel sur les éléments de S,,.

DEMONSTRATION. En effet par continuitéi,(’)iw reste B-invariante et si pour w’ € S,,, on
a Sl :=0uyn0, # J,alors B.S), = O < Oy et comme G/B = [[ O, on conclut. 0O

wWESH

On aimerait avoir une description concréte de cet ordre. Nous nous contenterons de donner
le résultat sans démonstration : Soit w € Sy, s = (s;,, ..., 5;,) une décomposition réduite.
On note alors W (s), 'ensemble des x € W qui s’obtiennent en supprimant certains facteurs
du produit s;, ...s;,. On a alors :

V(z,w) €S, x Sy, <w < xeW(s).

On obtient en particulier que I'ensemble W (s) ne dépend pas du choix de la décomposition
réduite pour w.
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