TD1 : FONCTIONS HOLOMORPHES

Exercice 1.

(1) Montrer que si w est une 1-forme différentielle C! au voisinage de [0, 1]> C R? ~ C, alors

/ dw :/ w ::/ w.
[0,1)2 8[0,1]2 [0,1,144,4,0]

(2) En déduire que si w est une 1-forme différentielle C! fermée sur un ouvert Q de R?, alors
" w= f,m w lorsque 1 et 2 sont
e soit deux lacets Cll,m homotopes, en tant que lacets, dans €Q;

e soit des chemins C]},m ayant des extrémités égales et homotopes a extrémités fixées
dans €.

Exercice 2. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine U C C. Montrer les assertions
suivantes :
(1) La forme différentielle w = f(z)dz est fermée.
(2) Pour tout lacets v1,7v2: [0,1] — U de classe C' par morceaux et homotopes dans U on a
(z)dz = / f(z)d=.
71 72

(3) On suppose dorénavant U simplement conneze. Pour tout a,b € U, la valeur de I'intégrale

Lw@a

ne dépend pas du chemin C! par morceaux choisi pour relier a et b.

(4) Etant donné zy € U, la fonction
RU%C7zH/f@M
20

est holomorphe et satisfait F'(z) = f(2).
(5) Si f ne s’annule jamais, il existe g: U — C holomorphe telle que exp(g(z)) = f(z).

Exercice 3. Soit f: U — C une fonction holomorphe telle que f'(z) # 0 pour tout z € U.
Montrer que limage V = f(U) est ouverte et au voisinage de tout point de V il existe une
inverse holomorphe de f.

Exercice 4. Soit f: U — C une fonction holomorphe non constante et a € U. Montrer qu’il
existe un voisinage ouvert W C U de a et un biholomorphisme ¢: V. — W pour un ouvert
convenable V C C tel que

fop(z)=2"
ou m est la multiplicité de f en a, i.e. 'unique entier m tel que
s’annule pas en a. En déduire que :

W est holomorphe et ne

(1) f est une application ouverte;

(2) |f] n’admet pas de maximum global.
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Exercice 5 (Théoreme de Liouville). Montrer que toute fonction entiére bornée sur C est
constante. En déduire les faits suivants :

(1) Tout polynéme non constant a au moins un zéro complexe.
(2) Si f,g: C — C sont des fonctions entieéres, alors il existe z € C tel que |f(2)| < |g(2)].

(3) Toute fonction entiere non constante a image dense dans C.

Exercice 6 (Lemme de Schwarz). On considére une fonction holomorphe f: D — C telle que
f(0)=0et |f(2)] <1 dans D.

(1) Montrer que |f(z)| < |z| pour tout z € D et que |f'(0)] < 1.
(2) Si |f(a)| = |a| pour un certain a # 0 ou si |f/(0)] = 1 alors f(z) = €z pour un certain

0 € R.

Exercice 7 (Inégalité de Carathéodory). Soit f holomorphe au voisinage d’un disque fermé
D(0,R) C C, et telle que f(0) = 0. Montrer que pour tout 0 < r < R, on a

2r
sup |f(2)] < = sup Re(f(2)).
|2|<r ~ T IzI<R
Indication : Si on pose A(r) = sup,—, Re f(2), alors la fonction z — g(z) = % est

" 12
holomorphe sur D(0,R) et vérifie [g(2)] < F

Exercice 8. (Automorphismes de D).

a—=z

(1) Montrer que les transformations du type z + A{=, ot a € D et |A\| = 1 forment un
sous-groupe d’automorphismes de D, agissant transitivement sur D.

(2) Déduire du Lemme de Schwarz que tous les automorphismes de D sont de cette forme.
Exercice 9. Montrer que les automorphismes de C sont les similitudes.

Exercice 10. Soit f,g € 06(D(0,¢) \ {0}) ayant des singularités au plus polaires en 0, de
développement de Laurent respectifs ), anz™ et >, b,2". On note

o(f)y=min{n € Z| a, #0} et v(f)=+oco si f estidentiquement nulle.
Montrer les faits suivants :
(1) Pour f non identiquement nulle on a
v(f) =k <= f(z) = 2"h(2) avec h holomorphe sur D(0,¢) et h(0) # 0
= ili% 27k f(2) existe dans C*
(2) v(fg) = v(f) +v(g) et v(f 4 g) > min(v(f), v(g)) avec égalité si v(f) # v(g).
(3) On suppose que f ne s’annule pas sur D(0, )\ {0}. Montrer que % admet une singularité
polaire en 0 et que v(3) = —v(f).

(4) Soit h: V — D(0,¢) un biholomorphisme d’un voisinage de zéros qui fixe 0. Montrer que
f o h aau plus une singularité polaire en 0 et montrer que v(f o h) = v(f).



