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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Cohomologie des catégories de Banach.
Note (*) de M. Max Karousi, transmise par M. Henri Cartan.

Le groupe de Grothendieck K (€) d’une catégorie additive (*) € est le quotient du
groupe libre engendré par les classes d’isomorphie | G | d’objets G de € par le
sous-groupe engendré par les relations | EQF | — | E{ — | F ! = o. Dans cette
Note on se propose de définir, pour des catégories additives munies d’une certaine
structure, des groupes K*(C), neZ, avec K'(C) ~ K(C), jouissant de certaines
propriétés « cohomologiques » en relation avec les théorémes de périodicité de Bott.

1. Dérintrions. — 1.1, Une catégorie de Banach (sur k, avec
k=R ou G) est la donnée d'une catégorie avec objet nul C et
d’une structure de k-espace de Banach sur I’ensemble Hom,(M, N).
Cette donnée est astreinte aux conditions suivantes : a. I'application
Hom, (M, N) x Hom,(N, P) - Hom,(M, P), définie par la composition
des morphismes, est bilinéaire et continue; b. la somme (done le produit)
de deux objets existe; ¢. pour tout objet E de € et tout endomorphisme
idempotent p de E, le noyau de p existe.

Exemple de catégorie de Banach. — La catégorie &.(X) des G-fibrés
vectoriels, réels ou complexes, sur un G-espace compact X (').

1.2. Seit C7 I’algebre de Clifford de R”*” muni de la forme quadra-
tique Q définie par
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et soit C une catégorie de Banach. On désigne par C”7 la catégorie de
Banach formée des objets de € ou C”7 opére : un objet de €77 est done
un couple (E, p) o E est un objet de € et ou p : €77 EndE est un
homomorphisme d’algébres (C”7 s’identifiant ainsi & une algébre d’opé-
rateurs de E); un morphisme de €77 de source (E, ¢) et de but (E, ¢') est
un C-morphisme f: E - E’ tel que, VA€C"?, f.o()) = o' (4).f. Par abus
de langage, un objet de C”7 sera appelé parfois un C”?-module.

Un C7%module E est dit gradué, de graduation ¢, s’il est muni d’un
automorphisme involutif ¢ qui anticommute avec les générateurs de
’algébre C77. On désignera alors par E° I'objet de €, noyau du projecteur
1/2(e—1). Si (E,¢) et (F,7n) sont deux C”7modules gradués, un
¢émi-morphisme f: E — E’ est dit de « degré zéro » si f.e = 7.f.

Soient e; (resp. &), ¢ =1, ..., 4, les générateurs de I'algébre de
Clifford C*" (resp. C"'). L’homomorphisme f : C**— C"* défini par
f(e) = ¢ ...8...¢, est un isomorphisme d’algébres Z,-graduées. Ceci
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implique que les algébres (/7= Cr1@ Ch et CrraCro@Co
sont isomorphes et que les catégories C”**7 et C”%"* le sont également.
Dans le cas ou k = G, on montre de méme que les catégories C/"'7
et 4! sont isomorphes grace a I'isomorphisme fg de C"*&) G sur C"' @ C
défimi par fo(e,) = ie,.

Définissons maintenant un foncteur 7 : €77 /"7 de la maniére
suivante : soit E un objet de C” 7 et sotent ¢;, €, L =1, ..., P, J =1, ..., q,
les générateurs de 'algébre de Clifford C77.

On pose alors 7 (E) = E @ E, les générateurs ¢, ¢, i =1, ..., p +1,
] =1, ...,q9+1, de C»*" 7' opérant sur y(E) par les formules

el =58 €; 0 / e o = sl 5/‘ (6] 2 Ve, (0 1
o= o = th ) C‘,Ht'— I 5 3 Ej_ 5 i 5,- s Epa1 = ; 3
pour 1=—i~p et 1=j~gq. Pour un morphisme [ quelconque de C”7,

on pose de méme
%)= (Of ;)

Prorosition 1. — Le foncteur y est une équivalence des catégories C™"
Bt cp+|,q+i
Cororraire. — Désignons par C" la catégorie C° si n est positif et

la catégorie C* " si n est négatif. St k = R (resp. k = C), les catégories C"
et C“°% (resp. C* et C***) sont équivalentes.

1.3. Soient € et €’ deux catégories de Banach et soit ¢ : € - €' un
foncteur additif. On dit que ¢ est linéaire continu si, quels que soient les
objets M et N de C, lapplication u~>9(u) de Hom(M, N) dans
Hom (9M, ¢N) est linéaire continue. Le foncteur ¢ est dit un foncteur
de Serre si, en outre, l'application AutM — Aut¢M est une fibration
de Serre. Le foncteur ¢ est dit quasi-surjectif si tout objet de €’ est isomorphe
a un facteur direct de I'image d’un objet de € par 9. On désigne par ¢ 7
le foncteur de €7 dans €’#7 induit par 9. Si ¢ est un foncteur de Serre
(resp. quasi-surjectif), il en est de méme de @77

Exemple de foncteur de Serre quasi-surjectif. — Le foncteur « restric-
tion » &;(X) - &,(Y), G étant un groupe compact et Y étant un sous-
espace fermé, invariant par G, du G-espace compact X.

1.4. Soit ¢ : € > € un foncteur de Serre quasi-surjectif. Désignons
par &7 (g) I’ensemble des triples (E, F, 2) ot E et F sont deux objets
gradués de C”? et ot @ : E > F est un isomorphisme de C”7-modules,
g :oF > oF étant de degré zéro. Un élément (E, F, ) de &77(g) est
dit élémentaire si o est de degré zéro. Deux éléments (E,, Fo, )
et (E,, F,, o,) sont dits homotopes s’il existe deux isomorphismes de
degré zéro f:E,—~E, g:F,—~F,, et une application continue «
[0, 1] = Is0.p,4(Eo, Fo) telle que a(o) = a,, a(1) = g'a,f et que p(x(f))
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soit de degré zéro. La somme de deux triples (E,, F, «,) et (E,, F,, ,)
est le triple (E, E,, Fo@E F,, 2B ;). L’ensemble quotient de &”7(g)
par la relation d’équivalence engendrée par I’homotopie et I'addition de
triples élémentaires est un groupe abélien qu’on note K”7(g); I'image
de (E, F, ) dans K»7(9) se note d(E, F, a). Si ¢’ = o, on écrit K”*(C)
le groupe K”7(p). On convient que K"(g) [resp. K"(C)] représente le
groupe K" °(9) [resp. K"°(C)] si n est positif et le groupe K®™(9)
[resp. K®(C)] si n est négatif. D’aprés la proposition 1 on a des isomor-
phismes K"(¢) ~ K***(¢) si k =R, et K"(9) ¥ K*™*(¢) si k= G. Les
groupes K”7(9), K»7(C), ... dépendent fonctoriellement de ¢, C, ... en
un sens facile a préciser.

Proposition 2. — L’homomorphisme g de K°(€) dans K(C) défini
par g(d(E, F, «)) ={ E°} — { F®} est un isomorphisme.

2. LA SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE ET LES THEOREMES DE PERIODI-
citk pE Bort. — 2.1. Soit ¢ : € — €’ un foncteur de Serre quasi-surjectif
entre deux catégories de Banach. On va définir un opérateur « cobord »

ara+1 » Kpag+t (e') > Kma (9).

Soit d(E’, F/, «’) un élément de K7 *"'(C’). Comme ¢”%"' est quasi-
surjectif, on peut supposer, en ajoutant au triple (E’, F’, «) un triple
élémentaire, que E' = ¢” ¢+ (E). Soient e;, e;, 1 =1, ..., p,j=1,...,4+1,
les générateurs de I’algébre de Clifford C” 7+ et soit ¢ (vesp. 7)) la graduation
de E’ (resp. F’). Considérons I'automorphisme de E’ considéré comme
Cm4-module (par restriction des scalaires) (3y= 2" (cosl/2 + ¢, 7 sin0/2)
a’(cosl/2 — z,.,esin 0/2), ot O€&[o, 7]. Comme ¢”7 est un foncteur de
Serre, il existe une application continue 0 ~> 2, de [0, =] dans le groupe
des automorphismes du C”’-module E, telle que «,= Id et ¢”%(a) = {i.
En considérant E comme un C?”?module muni de la graduation ¢,.,,
on pose alors o7 ' (d(E', F/, &')) = d(E, E, ;). Pour n > o, on définit ™

comme étant 0%", et "' comme étant le composé

Kn—10(¢') f;\: Knao(@s) 2 K ().

Tutorime 1. — Soient C et €’ deux catégories de Banach et soit ¢ : € — €’
un foncteur de Serre quasi-surjectif. La suite

s Kn1 (@) > Kn1 (@) s K () > K (@) > Knel) .. .,

otv les homomorphismes autres que 0"' sont naturels, est une suite exacte.
La démonstration de ce théoréme [c¢f. (*)] est délicate et utilise les
techniques de Wood (*).

2.2. Le théoréme 1 implique les théorémes de périodicité de Bott (sous
une forme plus générale). En effet, considérons par exemple la catégorie de
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Banach &.(X) (§1.3) et les groupes h"(Y, Z) = Kg(X XY, XXZ) = K"{g)
oi ¢ est le foncteur « restriction » &;(XXY) > &;(XXZ). Dans ce
cas, les foncteurs A", munis des opérateurs cobords 0" définis plus
haut, forment une théorie de la cohomologie sur la catégorie des
paires (Y, Z) ot Y est un espace compact et ou Z est un sous-ensemble
fermé de Y. Cette théorie vérifie tous les axiomes d’Eilenberg-Steenrod
excepté I'axiome de dimension. En particulier on a un isomorphisme de
« suspension » h'(Point) ~ h*(D*, §7) ~ A°(D*, 87), d’ou le théoreme de
périodicité de Bott :
K¢ (X) & K¢ (X x D, X < §7)

en K -théorie. Dans le cas des G-fibrés complexes, on a évidemment un
autre théoréeme de périodicité K (X) ~ K¢ (XxD?, X x8');il est d’ailleurs
beaucoup plus aisé & montrer directement (').

(*) Séance du 17 aott 1966.
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