CATEGORIES FILTREES

Max Karoubi

1. CATI:ZGORIES EN GROUPES DE BaNacu. . .

Dérixtrion 1. — Soit M un groupe abélien. Une « quast-norme » sur M

est une appllcalwn (le M dans R* notée x> || z|| jouissant des propriéiés

suivanles :

(1) Jall =0z =0; . E
(2) lz+yl<lzf+lyl;
3) | — =l ==

On appelle groupe quasi-normé un groupe abélien M muni d’une quasi-
norme. Le groupe M est alors un espace métrique pour la distance inva-
riante par translation d(z, y) =|z —y|l. Réciproquement, tout groupe
abélien muni d’une distance invariante par translation est quasi-normé
si Pon pose | =d(z, o). Un « groupe de Banach » est un groupe quasi-
normé complet pour la distance définie par la quasi-norme.

Exemples. — Un espace de Banach cst évidemment un groupe de Banach.
Plus généralement, un cspace de Fréchet dont la topologic est définie
par une famille dénombrable de semi-normes p; est un groupe de Banach
pour la quasi-norme

ul .
=22 Inf(r, pi(2)).
~
Enfin un groupe abélien quelconque peut aussi étre constdéré comme un
groupe de Banach pour la quasi-norme suivante (dite « discréte ») :

-

fzi=0o si x=o,

fzll=1 si- rFo,

Tous les sorites développés pour les espaces de Banach se démontrent

~aussi bien pour les groupes de Banach. Ainsi le quotient d’un groupe de
Banach par un sous-groupe fermé est ausst un groupe de Banach pour la
« quasi-norme quotient ». 5t M et N sont deux groupes de Banach, les applica-
tions borndes de M dans N forment un groupe de Banach pour la quasi-norme

i1 = Sup- ﬁm L. 4
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Remarque. — Unc application bornée est évidemment continue. La réci-
proque est cependant inexacte comme le montre P'exemple de Z muni
de la valeur absolue usuclle et de la quasi-norme discréte.

Dériztrion 2. — Une « catégorie en groupes de Banach » est une catégorie
additive C, ot Hom (M, N) est muni d’une structure de groupe de Banach
de telle sorte que, quels que sotent les objets M, N et P de C et les morphismes

u:M~>N, v: NP, on ait inégalité heull ZClelixilui, C étant une
constante ne dépendant que de M, N et P.

Exemples. — Une catégorie de Banach ou prébanachique dans le sens
de (') est évidemment une catégorie en groupes de Banach. Il en est-de
méme d’une catégoriec additive € lorsqu’on munit Hom. /M, Nj de la
quasi-norme discréte. Enfin, la catégorie des fibrés analytiques sur une
variété analytique (réelle ou complexe) dénombrable a infini est aussi
une catégorie en groupes de Banach.

Remarque. — Comme pour les espaces de Banach on convient d’iden-
tifier deux quasi-normes sur un groupe abélien lorsque celles-ei sont
¢quivalentes. La méme remarque s’applique aux catégories en groupes
de Banach. '

2. Catégonies riutrirs. — Si D est une catégorie quelconque et si 5

et F sont deux objets de @, on appelle morphisme direct de E dans F la
donnée de deux fleches s: E —F et p:F—E teles que p.s=Idg
Alors s (resp. p) est un mounomorplisme (resp. un épimorphisme) et les
morphismes directs sont les fleches d’une catégoric dont les objets sont
les objets de @. On notera (s, p}:E-~F une telle fleche. Soit mainte-
nant € une sous-catégoric de . Si E est un objet de @ on appelle
C-filtration directe de E (ou simplement C-filtration de I} la donnée

d’objets E; de €, i€l ensemble d’indices quelconque, et de a)-morphismes
J ) ; 1 ,

divects fi== (s, p;) : E;-i> E satisfaisant 3 Paxiome suivant :
F1:80E et E; sont deux objets de la filtration de E, il existe un troisiéme
objet Ey de la filtration qui rend commutalif le diagramme
E = == : .
A A
42

E(—-/—) E,((—,»— E/'

Soient [ E;! et {E.| deux filtrations de E. On diva que la filtration E:)
est moins fine que la filtration » 1 si, pour tout indice I, on pecut trouver
un indice ' ct des morphismes dirccts k. qui rendent commutatif le
diagramme

4
—
P

Dpe—a—
L ===

>
1>

~ hrivi N
1’4 —F> 13,'!
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On dira que les deux filtrations sont équivalentes si P'une est plus fine que
Pautre et réciproquement. ' :

Dérixtrion 3. — Soit @ une catégorie en groupes de Bunach et soil
& groip
une sous-catégorie additive pleine de . Une C-filtration sur la catégorie
est la donnée, pour tout objet E de @, d’une C-filtration | E;!, i€, sur E
(I ne dépendunt que de E) vérifiant les axiomes suivants :
F 2: Sotent E unobjet de €, F un objet de @, et f: E — F un -morphisme.
] ; ] s I
Alors, ¥ => o, il existe un objet F; de la filtration de F el un C-morphisme
? ’ ] J P
fi: E—=F; tels que dans le diagramme '

f’/ﬁFI
E/ sj

N

b3

on ait [|f —s;.fill <= ,

F 3: Svient E un objet de @, F un objet de C et f+ E —>F un @™ morphisme.
Alors, ¥ = > o, il existe un objet I; de la filtration de F, et un C-morphisme
fi: Ei—F tels que if—fipili<ea '

F&:5 E et F sont deuz objets de @, la filtration VE;BF,;} de EQF
est équivalente a la filtration | (E @ F),}. '

Ezemples. — Soit & la calégoric des espaces de Hilbert et soit & la
catégorie des espaces vectoriels de dimension finie. On peut alors considérer
& comme &-filtrée de la manitre suivante : pour tout espace de
Hilbert E, {E;} est la collection de ses sous-espaces de dimension finie,
si: Ei—E étant linjection canonique, p;: E —~E; Ia projection ortho-

gonale. Plus généralement, la catégorie des fibrés hilbertiens triviaux

(de base compacte) est filtrée par la catégorie des fibrés vectoriels triviaux
de dimension finie. '

ProrosirioNn ET piristtion 4. -- Soit ® une catégorie C-filtrée et
soit f:E —F un ®d-morphisme. Les deux assertions suivantes sont alors
équivalentes : :

(1) Ye>o, il existe un objet F; de la filtration de F et un morphisme
fi: E —~F;tel que |[f—s;.f;ll <. :

(1) Ve>o, il existe un objet E; de la filtration de E et un morphisme
fi: BisF tel que |f—fi.pii <.

Un morphisme f cérifiant Pune de ces deuz propriélés équivalentes est
dit « complélement continu ».

Remarque. — Cette définition est évidemment inspirée de celle des

opérateurs coinplétement continus (ou compacts) dans les espaces de

Hilbert.

Prorosirion 5. — Soient F et 5 deux filtrations d’une catégorie en
groupes de Banach @ telles que les morphismes complétement continus

-
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soent les mémes pour F et 5. Alors les deua filtrations sont associées a
une méme sous-catégoric C et induisent des filtrations équivalentes de chaque
objet de (.

Si @ est une catégorie C-filtrée on peut définir une « catégorie quotient »
M€ ayant les meémes objets mais dont les morphismes sont considérés
modulo les morphismes completement continus. En d’autre termes, on a
Homg, (E, F) = Hom  (E, F)[K(E, F), H(E, F) étant le sous-groupe
fermé des morphismes complétement continus de I dans F (la composition
des morphismes étant induite par celle de ). ‘

(*) Séance du 5 aonit 1968.
() M. KAROUBI, Compfes rendus, 263, série A, 1966, p. 275 et 341,
() M. Karoust, Ann. scient. Ee. Norm. Sup., 1968, p. 161,

(Institut de Recherche mathématique avancée,
rue René-Descarles, Strasbouryg, Bas-Rhin.)
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