CARACTERISATION AXTOMATIQUE DES FONCTEURS Kn, n>0

Max Karoubi

1. Suites Exactes pE catiGories. — Soient E et F deux groupes
de Banach (°). Un homomorphisme borné f: E —F est dit « strict » si
est surjectil et si Pinverse de Iapplication hornée E/Kerf->F induite
par [ est aussi bornée. ‘

DerixtTion 1. — Sotent € et €' deux catégories en groupes de Banach.
Un foncteur additif 3:C - C" est dit « banachique » si Dapplication
- Hom (M, N) - Hom(¢M, 9N) est bornée. Il est dit « de Serre » si,-de
plus, cette application est un homomorphisme strict.

On désigne par @ la « catégoric » dont les objets sont les catégories
en groupes de Banach, les morphismes étant les foneteurs de Serre.

)

- Dérinitiox 2. — Sout

0
S>Ce5¢

une suite d’objets et de morphismes de @. Cette suite est dite « exacte » si le
noyau de Uapplication

Hom (E, F) —» Hom,. (£E, 3 F)
‘est Pensemble des C-morphismes de E dans F complétement continus pour
une filtration de C par la « catégorie tmage » H(C’) (7).

Remarque. — La filtration de € par 8{C’) est essenticllement unique
d’aprés la proposition 5 de (¥). .

Une catégorie en groupes de Banach peut étre munie de deux filtrations
évidentes. L’une (dite discréte) consiste & filtrer un objet E par lui-méme;
Pautre (dite grossiére) consiste a filtrer E par o. Si & est une catégorie
C-filtrée, on a ainsi une suite exacte

05>C—>0—®/C—>o0,
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C(resp. M[C) étant munic de la filtration grossiére (resp. discrete). Comme
cas particulier intéressant citons la suite

0>8(X)»a (X) =& (X) >0

étudiée de maniére implicite dans une Note antéricure (*) (du moins quand
les fibrés considérés sont triviaux).

2. K-tHtoRIE.

DérmxiTiox 3. — Soit @ une catégorie en groupes de Banach. La caté-
gorie @ est dite « flasque » s’il existe un foncteur banachique =: @ - @
isomorphe au foncteur = -- 1d,,.

Exemples. — La catégoric des espaces de Hilbert est flasque. En effet,
il suffit de poser =(E)=E@ED... (somme hilbertienne de Ny-exem-
plaires de E). Plus généralement, la catégorie des fibrés hilbertiens de
base compacte cst flasque.

TutorEME 4. — Soit C uné catégorie en groupes de DBanach. Il existe
alors une suite exacte (dépendant canoniquement de )

i) v
0—>C—3C—C>o,
ot C, est une catégorie flasque.
Des raisonnements standard lef. (%) par exemple] nous permettent
alors d’affirmer Pexistence d’une « résolution flasque canonique » de la
catégorie C :

0, 0., 0,
> C—re TGS

ol

0—>C-—>(C,

Si € est une catégoric prébanachique dans le sens de () ou une simple
catégorie additive, il en est de méme des catégories C,. Dans le cas général
on définit 5*C, « suspension » n*re de C, comme la catégorie quotient
Ca/fn—1(Cas). On convient que S'C = ¢, Rappelons que si € est unc
catégorie additive quelconque, C désigne la catégorie « pscudo-abélienne »
associée & € [¢f. (*); C s’obtient & partir de € en ajoutant formellement
les images de projecteurs d’objets de Cl.

* DEFINITION ET THEOREME 5. — Soit € une catégorie en groupes de Banach.

. Tt . T~
On désigne par K"(C), n>>o, le groupe de Grothendieck de S*(C). Dans le

cas ot. C est une catégorie de Banach, ces groupes coincident avec ceux définis
a Uaide des algebres de Clifford dans (*); en particulier, ils sont périodiques
de période 8 dans le cas réel et o dans le cas compleze.

DeriNition 6. — Une « théorie de la colomologie » sur @ est la donnée
de foncteurs F*, n€N, de la catégorie 6 dans la calégorie des groupes abé-
liens et d’homomorphismes naturels

on—t : n—t (e’«‘) - n (e')
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défints pour toute suite exacte

o——>C’ > —>o.

On suppose en outre que F*(@) = o si @ est flasque et que la suite suivante
est exacle :

Fr=1(€) — Fr1(¢") L5 Fn (€') —>Fn (C) - (e).

Tutortme 7. — Il existe une théorie de la cohomologie et une seule a

isomorphisme prés sur 3 telle que F(C)=KI(C). On a en outre
F"(¢) ~ K"(C).

La démonstration de ce théoréme cst délicate et nécessite le foncteur K,
introduit par Bass (*).

Remarque tmportante.”— La théorie précédente (en particulier le théo-
réme 7) est encore valable si Pon remplace & par la catégoric ayant les
mémes objets mais dont les morphismes sont les classes d’ isomorphie de
foncteurs de Serre. La théorie peut aussi se dév clopper dans des cadres
plus restreints, par c\omple celui des catégories prébanachiques ou celui
des catégories additives

3. Groures reLaTiFs. — Considérons maintenant un foncteur de Serre
essenticllement surjectifl 2: € - € entre deux catégories en groupes
de Banach. Pour simplificr les raisonnements, on supposera que Ob € = Ob ¢’

(ce qui implique Ob€,= ObC)). On associe alors & 2 la catégorie @D ()
suivante : les objets de @D(7) sont les objets de C,. Les fleches de @D ()
sont les classes de fleches de Cy pour la relation d’équiv alence suivante :
arv3ea—3 est completement continu [pour Ja f,(C}-filtration] et
o (x— 3)=o0. On a alors un foncteur évident 0 : ¢’ - @(9) défini par
0(E) =0,(E) sur les objotq et par 0(z') = 0y(x) pour o(2) = o, sur les
fleches. On obtient ainsi une suite exacte : '

o~>6’~?>03(9) —S1(€) ->o.

DeriNtTioN T THEOREME 8. — Pour tout foncteur de Serre essenticllement

h14

surjectif 3:C— ', on pose
K+t (’9): K'(@(3)) si nxo (9.
On a alors la suile exvacte
Kr1(€) > Koot (@) SRR (9) -+ KR (@) > KA (@) (i)

ot 9" est induil _par le foncteur 0 et oi les autres homomorphismes sont
déduits de la fonciorialité évidente des groupes Kr(3).

Ce théoreme s’applique en particulicr au foncteur « restriction des fibrés »
Er(X) = &Y, ot & (X) [resp. & (Y)] désigne la catégorie des fibrés

23.
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triviaux sur Pespace compact X (resp. sur le sous-espace fermé Y). On en
déduit la suite exacte de cohomologiec en K-théoric topologique

K=t (X) > K= (Y) - K*(X, Y) = Ko () = K2 (Y)  (n21).

sans utiliser les algebres de Clifford ni la périodicité de Bott. On construit
ainsi de maniére ¢lémentaire les foncteurs cohomologiques K*(X, Y).
Cependant la périodicité de ces foncteurs (théor. 5) n’est pas évidente
avec ce point de vue et doit étre démontrée séparément.

(*) Séance du 12 aout 1968,
() H. Bass, K-thcory and slable algebras (Publicalions Mathémaliques de U1. H, E. S.
1964, n° 22, p. 5-6o).
(*) R. GopeMENT, Théorie des faisceaux, Ilermann, Paris, 1958,
(*) M. Karousni, Comples rendus, 263, séric A, 1966, p. 275 et 341,
(*) M. Karover, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 1968, p. 161.
(®) M. Karount, Comples rendus, 267, série A, 1968, p. 305.
(°) M. Karousi, Comples rendus, 267, série A, 1968, p. 325.
(7)) Clest-a-dire la sous-catégorie pleine de € dont les objets sont isomorphes aux images
des objets de ¢’ par le foncteur 4,
() Si € =0, on a K#+(3) = K (S1(€)) x K+ (€),

e
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