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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur le « théoréme de Thom » en K-théorie équi-
pariante (*). Note (*) de M. Max Karousi, transmise par M. Henri

Cartan.

Nous donnons ici un schéma de démonstration de la conjecture 3.3.1 de () dans
un cas particulier important, celui ou la catégorie de Banach € est celle des espaces
vectoriels réels de dimension finie, Cette conjecture fournit un moyen de calcul
quasi algébrique de la K-théorie équivariante de I'espace de Thom d’un G-fibré
réel. Les techniques développées ici s’inspirent pour Pessentiel de (*) et de (%)
[voir aussi (*)].

1. Exoncks pu « TaEorREME DE Tmom » — Soit G un groupe de Lie
compact augmenté (*) dans le sens de (°) et soit X un espace compact
ou le groupe G opére continfiment. Si E est un fibré complexe de base X,
les automorphismes C-linéaires et G-antilinéaires (n'induisant pas néces-
sairement ’identité sur la base) forment de maniére naturelle un groupe

augmenté Aut(E). Par définition, un G-fibré est la donnée d’un fibré
complexe E et d’un homomorphisme continu de groupes augmentés

r: G->Aut(E).

De maniére plus précise,  chaque élément g de G et a chaque point
de X, est associé un homomorphisme

(t(8))z: Ex— Eg.zy

C-linéaire (resp. C-antilinéaire) si g€G* (resp. si g€G!), dépendant conti-
niment du couple (z, g). Considérons maintenant un G-fibré réel V de
base X, muni d’une forme quadratique Q définie positive invariante par

Paction de G. Par définition, un G-C(V)-fibré sur X est la donnée

— d’un G-fibré E sur X au sens précédent;

_ d’une structure de C(V)-module sur E compatible avec la structure
de G-module, C(V) désignant le fibré en algebres de Clifford associé au
couple (V, Q).

Ainsi, pour chaque vecteur ¢ de V., T€ X, on a une application linéaire

(G(V))I : EI_* E.r»

dépendant continiment de ¢ et telle que (a(¢))*= Q(#).Idg.

De plus, on a la relation <(g)o(v)=0c(g.#)<(g) pour gEG et vEV.
Cette définition vaut dans le cas o E est un fibré vectoriel de dimension

finie ou hilbertien [ dans ce dernier cas on supposera que les structures
de G-module et de C(V)-module sont compatibles avec la métrique].
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Dans le cas de la dimension finie, les G-C(V)-fibrés Z,-gradués sont de
maniére naturelle les objets d’une catégorie de Banach graduée dans le
sens de (*). Le groupe de Grothendieck gradué de cette catégorie sera
noté KRY(X). On définit de maniére analogue un groupe KR:( X, Y)
lorsque X est localement compact et Y fermé dans X. On a alors
KR{(X, Y)~KR{(X—Y) (*).
Tutoreme 1. — L’homomorphisme
t: KRY®V(X)—KRY (B(V), S(V))~ KR{ (V),

défini dans (*) (§3.3), est un isomorphisme.

On peut donner un énoncé équivalent du théoréme 1 en utilisant les
structures multiplicatives en K-théorie. Pour cela, il nous faut décrire le
groupe KR} (X) a l'aide des opérateurs de Fredholm. Cette nouvelle défi-

nition, calquée sur celle du groupe K7?(X) étudié dans une Note anté-
rieure (*°), peut &tre explicitée de la maniére suivante : on consideére les
classes d’homotopie de couples (E, D), ou E est un fibré hilbertien en

G-C(V)-modules gradués et ou D est une « quasi-graduation » de E,
c’est-a-dire une famille continue d’opérateurs de Fredholm autoadjoints,
de degré un, commutant a I’action de G et anticommutant aux vecteurs ¢
de V. On montre alors, comme dans (*°), que le groupe KRg(X) s’identifie
au quotient du monoide formé avec de telles paires par la relation d’équi-
valence engendrée par I’addition de paires (E, D), ou D est une famille
continue d’opérateurs inversibles. Cette nouvelle définition permet d’inter-
préter simplement ’homomorphisme ¢ du théoréme 1 par une « formule »
du type t(s(E, w, ¢; D)) =0o(E, w; ¢+ D) [cf: (**)]. Les considérations
de (*°) relatives aux structures multiplicatives se généralisent aussi de
maniére triviale dahs ce contexte. Soit maintenant V~ le fibré réel sous-
jacent a V, G opérant sur V~ par les formules suivantes :

ghev= g.0 si ge@G’

ghkv=—g.v si geGl.

On voit alors aisément que T=V-@V est un G-fibré et que le

fibré en algébres extérieures complexes A(T) est un G-C(T)-fibré Z,-
gradué [ef. (*)]. Le couple (A(T), o) définit donc ainsi un élément de
KRI(X) = KRy ®Y(X). Par définition, la « classe de Thom » Uy du
fibré V est 'image de cet élément par I’homomorphisme

t: KRy ®V(X)—>EKR{ (V).

Le théoréme 1 est alors équivalent au théoréme suivant [¢f. aussi (%)
et (°)] :

TatoriME 2. — Le cup-produit par la classe de Thom Uy définit un iso-
morphisme

¢: KRY (X)—>KRF® (V).




e

ST —— S

TR

598 — Série A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 268 (17 mars 1969).

2. ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION DU rugoriMeE 1. — Grice a la
suite
KRY®VOV-0Y (X) 3 KRY®Y®'™ (V) L KRY®Y (V- V) SKRY (VO V-D V)

et a la transitivité des homomorphismes ¢, on voit qu'il suffit de démontrer
le théoreme 1 dans le cas ou V est un G-fibré T. Dans ce cas, le
groupe KRY ®"(X) est isomorphe a KR} (X) et I’homomorphisme ¢ s’inter-
préte comme le cup-produit par la « classe de Bott » ;€ KR;(T). Cette
classe de Bott est simplement 'image de I'élément 5(A(T), o) par ’homo-

morphisme
¢t: KRE(X)—KRg(T).

Notons maintenant KRY'(X) le groupe de Grothendieck (ordinaire)

de la catégorie des fibrés en G-C(V)-modules (non gradués). En remar-

quant que le groupe KR{(X) est le groupe de Grothendieck d’un fonc-

teur [(*), (*)], on démontre une suite exacte.du type suivant :
KRY®" (X x R) - KR{" (X x R) 24 KR} (X) - KR{®" (X) — KR} (X).

Grace au lemme des cing, on est ainsi ramené & démontrer que le cup-
produit par la classe de Bott A induit un isomorphisme 3 entre les
groupes KRY'(X) et KR('(T). Pour cela, on procéde en deux étapes :

10 La démonstration élémentaire du théoréme d’Atiyah-Bott se trans-
crit presque sans changement pour montrer que B est un isomorphisme
si T est un G-fibré de rang 1 ou, plus généralement, somme de G-fibrés
de rang 1. L

20 Dans le cas général, on se raméne au cas précédent grice aux opéra-
teurs elliptiques et par des techniques de scindage classiques [¢f. (%), (*)].

3. QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME 1 [voir aussi (7), (°), (*)]-

Tutorime 3. — Soit M une variété compacte orientable de dimension
paire (resp. multiple de 4). Alors, tout élément de K(B(V), S(V)) [resp.
KR(B(V), S(V))] (**) est la classe du symbole d’un opérateur différentiel
elliptique complexe (resp. réel), V désignant le fibré cotangent a M.

TrtoriMe 4. — Soit M une variété orientable de dimension impatire
(resp. de la forme 4p-1) et soul D un opérateur différentiel elliptique
complexe (resp. réel) sur M. Alors la classe du symbole de D dans le groupe
K(B(V), S(V)) [resp. KR(B(V), S(V))] est nulle.

Le théoréme 4 se démontre en remarquant que le symbole d'un opéra-
teur différentiel définit de maniére naturelle un élément de KRz, <z (M).
Ces deux théorémes sont d’ailleurs vrais aussi pour des familles d’opé-
rateurs différentiels. En employant les mémes techniques, on démontre
par exemple la proposition suivante : _

Proposition 5. — Soit D un opérateur différentiel elliptique réel symé-
trique gauche (D* = — D) et d’ordre pair sur une variété orientable compacte
de dimension 4p 1 ou 4p + 2. Alors le noyau de D est de dimension paire.
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Nole ajoutée & la correction des épreuves (27 Février 1969). Le théoréme 1 a comme
autre application (de nature plus topologique) le calcul explicite de KRc(S(V), S(W)),
W étant un sous-fibré vectoriel de V invariant par I'action de G. Ceci recouvre les résul-
tats de (5) et ceux de (9) §3.2 et fera I’objet d’une publication prochaine.

(*) Séance du 28 octobre 1968.

(") L’auteur bénéficie du support de la « National Science Foundation » (Grant
GP-7952 X).

(?) C’est-a-dire muni d’un homomorphisme continu :: G—2Z.. On posera G = Ker:
et G'=G—G".

(*) Par abus d’écriture, on notera encore V limage inverse de V par une application
continue f: Z—X (ici Z=X—7Y).
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